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Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðèçâàí ïîçíàêîìèòü ñ ñàìûìè áàçîâûìè

è íåîáõîäèìûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èäåÿìè, ôàêòàìè è ìåòîäàìè, ñîñòàâëÿþùèìè âàæíóþ ÷àñòü
îáðàçîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëà ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé è åñòåñòâåííîíàó÷íîé ñïåöèàëè-
çàöèè. Äðóãîé âàæíîé öåëüþ êóðñà àíàëèçà, îñîáåííî íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ
è íàïðàâëåíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ ïðàêòè÷åñêè ñî âñåìè ðàçäåëàìè
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè îò àëãåáðû è ãåîìåòðèè äî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó, ïî íàøåìó ìíåíèþ, â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîëæíû
îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàòü, ïóñòü è â íåáîëüøîì îáúåìå, ýëåìåíòû äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèí, èëëþñòðèðóÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èçó÷àåìûõ èäåé è ìåòîäîâ. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò
ìíîãèõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ âûñîêîãî óðîâíÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåë¼ííîì
ñìûñëå ñèíòåòè÷åñêèì êóðñîì, ñî÷åòàþùèì â ñåáå ýëåìåíòû áîëüøîãî ÷èñëà ìàòåìàòè÷åñêèõ
äèñöèïëèí, è òåì ñàìûì äà¼ò âîçìîæíîñòü âçãëÿíóòü íà ìàòåìàòèêó â öåëîì êàê íà åäèíóþ
íàóêó.

Íàñòîÿùèé êóðñ ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò èç äâóõ äîñòàòî÷íî íåçàâèñèìûõ ðàçäåëîâ, îäèí èç êîòî-
ðûõ ïîñâÿù¼í ôóíêöèÿì íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à äðóãîé � èíòåãðàëó Ðèìàíà. Îòìåòèì íåêî-
òîðûå îñîáåííîñòè äàííîãî êóðñà. Ïðè îáñóæäåíèè ìåòðè÷åñêèõ è íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
íà ïðèìåðå êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè
íîðì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî óäèâèòåëüíîå è âïå÷àòëÿþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâûõ
êóðñîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå è îòëè÷íàÿ èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû
Áîëüöàíî è ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå åâêëèäîâà
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáñóæäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è ôîðìèðóåòñÿ
âçãëÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé êàê íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü â
îáùåì ñëó÷àå íå çàäà¼òñÿ ìåòðèêîé. Ýòî ïðîñòîå, íî ïðèìå÷àòåëüíîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îñî-
çíàòü, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ñëîæíåå ðàâíîìåðíîé. Ïðè îáñóæäåíèè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ
â ìåòðè÷åñêîì è íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î âçàèìîñâÿçè êîìïàêò-
íîñòè øàðà è êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Êîíå÷íî, è ýòî óòâåðæäåíèå, è óòâåðæäåíèå îá
ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì âõîäÿò â ñòàíäàðòíûé êóðñ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íî òàì ýòè ôàêòû
íåñêîëüêî òåðÿþòñÿ íà ôîíå äðóãèõ áîëåå òðóäíûõ òåîðåì, â òî âðåìÿ êàê â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà îíè, íå óñëîæíÿÿ åãî, ÿâëÿþòñÿ îòëè÷íîé èëëþñòðàöèåé èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé. Îòìåòèì,
÷òî ïðè îáñóæäåíèè êîìïàêòíîñòè ìû íå îáñóæäàåì ýïñèëîí-ñåòè è âïîëíå îãðàíè÷åííûå ìíîæå-
ñòâà, ïîñêîëüêó ýòîò ìàòåðèàë ìîæíî îñîçíàòü òîëüêî ðåøàÿ çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ýïñèëîí-ñåòåé,
÷òî ëåæèò ñîâñåì â ñòîðîíå îò îñíîâíûõ òåì êàê ëåêöèé, òàê è ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé. Çíà÷èìûì
îòëè÷èåì ýòîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé íîð-
ìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî ñâÿçàíî íå ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî îáîáùåíèÿ, à äëÿ óïðîùåíèÿ
è íàãëÿäíîñòè, òàê êàê áåçêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è ãîðàçäî ëåã÷å
âîñïðèíèìàåòñÿ. Êîíå÷íî, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðàáîòà ïî ïåðåïèñûâàíèþ îáùåãî îïðåäåëåíèÿ íà
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ñëó÷àé ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, íî è ýòî òàêæå êàæåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì. Òåîðåìà î
íåÿâíîé ôóíêöèè îáñóæäàåòñÿ ïîñëå òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î
çàìåíàõ êîîðäèíàò è èñïîëüçîâàòü ïðè èçëîæåíèè íàãëÿäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû. Ïðè îáñóæ-
äåíèè èíòåãðàëà Ðèìàíà ìû ñðàçó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèì ôîðìóëó Íüþòîíà �Ëåéáíèöà
è âñÿ÷åñêè ïîä÷¼ðêèâàåì ðîëü èíòåãðàëà â çàäà÷å î âîññòàíîâëåíèè ïåðâîîáðàçíîé. Ýòî êàæåòñÿ
áîëåå åñòåñòâåííûì è ïðîñòûì, ÷åì àïåëëèðîâàòü ê òðóäíîìó ïîíÿòèþ ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì.
Ôàêòè÷åñêè èçëîæåíèå òåîðèè èíòåãðàëà äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïîñâÿùåíà
îñíîâíûì ñâîéñòâàì èíòåãðàëà è çàêàí÷èâàåòñÿ íà òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì èíòåãðèðóåìûõ, è äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé
ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, à âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà êðèòåðèþ Äàðáó, êðèòåðèþ Ëåáåãà è ñâîé-
ñòâàì èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îò èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ìû
î÷åíü êðàòêî (òîëüêî íà óðîâíå îïðåäåëåíèÿ) îáñóæäàåì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, ïîñêîëüêó ïî-
äðîáíîå åãî èçó÷åíèå íà ñåìèíàðàõ âî âòîðîì ñåìåñòðå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ýòî æå
îòíîñèòñÿ ê èíòåãðàëó Ñòèëòüåñà, êîòîðûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò è îáñóæäàåòñÿ â
êóðñå òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Àâòîðû èñêðåííå áëàãîäàðÿò ñâîèõ ó÷èòåëåé, ðàñêðûâøèõ êðàñîòó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà: ïðîôåññîðîâ Â.È.Áîãà÷åâà, Â.À. Çîðè÷à, Ò.Ï.Ëóêàøåíêî, Â.Í.×óáàðèêîâà, Ò.À.Øàïîø-
íèêîâó, à òàêæå êîëëåã, â ðàçíîå âðåìÿ îêàçàâøèõ ïîääåðæêó ïðè ðàáîòå íàä êóðñîì è íàñòîÿ-
ùèì êîíñïåêòîì: Â.Â. Ãàëàòåíêî, Ä.Â. Ãîðÿøèíà, Å.Ä.Êîñîâà, Ñ.Ì.Ëûòêèíà, Þ.Â.Ìåæåâîâó,
À.Ï.Ñîëîäîâà, À.À.Ôë¼ðîâà, Î.Þ.×åðêàñîâà, À. Ã.ßêóøåâà. Íàêîíåö, áëàãîäàðèì âñåõ ñòó-
äåíòîâ, ïðåäîñòàâèâøèõ çàïèñè ëåêöèé, à òàêæå òåõ, êòî íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ñâîèì íåïîä-
äåëüíûì èíòåðåñîì è âäóì÷èâûìè âîïðîñàìè ñòèìóëèðîâàë ñîâåðøåíñòâîâàíèå êóðñà è ïîáóäèë
àâòîðîâ ê íàïèñàíèþ íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn

Ìíîæåñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì n ìíîæåñòâ R, ò. å. ñîñòîèò èç óïîðÿäî-
÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë xi. Ýòè íàáîðû ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè
è îáîçíà÷àòü ëàòèíñêèìè áóêâàìè áåç ñòðåëîê, òàê êàê îòëè÷èå âåêòîðíûõ âåëè÷èí îò ñêàëÿð-
íûõ áóäåò ÿñíî èç êîíòåêñòà. Âåëè÷èíû, îáîçíà÷àåìûå ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α è β (âîçìîæíî, ñ
èíäåêñàìè), áóäóò âñåãäà ñêàëÿðíûìè. Êðîìå òîãî, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçóåìóþ çàïèñü íàáîðà â
ñòðî÷êó, ìû áóäåì èìåòü â âèäó, ÷òî âåêòîð åñòü âåêòîð-ñòîëáåö, è èñõîäèòü èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè,
ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó.

Íà Rn ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà ÷èñëî:

• (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

• α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn), α ∈ R.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Rn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R. Âåêòîðû

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1)

îáðàçóþò áàçèñ, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì. Âñÿêèé âåêòîð x ∈ Rn åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 〈 · , · 〉 : Rn × Rn → R, çàäàííóþ ôîðìóëîé

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn, ãäå x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn).

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:

(i) 〈x, x〉 > 0 è 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü);

(ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (ñèììåòðè÷íîñòü);
(iii) 〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α2〈x2, y〉 (ëèíåéíîñòü).
Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ 〈 · , · 〉 íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì òð¼ì

ñâîéñòâàì, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî �Øâàðöà). Äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|〈x, y〉| 6
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x è y ëèíåéíî çàâèñèìû.

B Çàìåòèì, ÷òî ïðè y = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïóñòü òåïåðü y 6= 0. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷-
íóþ ôóíêöèþ

f(t) = 〈x− ty, x− ty〉 = 〈x, x〉 − 2t〈x, y〉+ t2〈y, y〉.
Ïîñêîëüêó f(t) > 0 äëÿ âñåõ t, ïîëó÷àåì

D = 4|〈x, y〉|2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 6 0.

Èòàê, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî D = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x− ty = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t. C

Âåëè÷èíà ‖x‖ =
√
〈x, x〉 íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé èëè äëèíîé âåêòîðà x. Îòìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ ‖ · ‖ : Rn → [0; +∞) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖;
(iii) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
Íåðàâåíñòâî èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà. Ïîêàæåì, ÷òî îíî

äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ:

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2 6 ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

Ïóñòü x è y îòëè÷íû îò íóëÿ. ×èñëî ϕ ∈ [0; π], äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî

cosϕ =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

íàçûâàåòñÿ óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå íåðàâåíñòâà Êîøè�Áó-
íÿêîâñêîãî �Øâàðöà ïðàâàÿ ÷àñòü ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, ïîýòîìó òàêîå ÷èñëî ϕ
âñåãäà ñóùåñòâóåò. Åñëè 〈x, y〉 = 0, òî âåêòîðû x è y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü x, y ∈ Rn. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïèôàãîðà: ðàâåíñòâî ‖x+y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2 âåðíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y îðòîãîíàëüíû. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ òð¼õ âåêòîðîâ x, y, z?

2. Ïóñòü x, y ∈ Rn. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

3. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ìàòðèöó A = (aij) ðàçìåðîì n × n âûðàæåíèå
∑
i,j

aijxiyj çàäà¼ò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) èç Rn?
4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈x, y〉 íà Rn ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êî-

òîðîì îíî çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé x1y1 + . . .+ xnyn, ãäå (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn)�êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ x è y â ýòîì áàçèñå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö n × n ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì
ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈A,B〉 = tr(ABT ), ãäå ÷åðåç BT îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.

6. Ïóñòü ìàòðèöû A è B ñèììåòðè÷íû, ïðè÷¼ì
∑
i,j

aijxixj > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî
|tr(AB)|2 6 trA tr(AB2).

7. Èçîáðàçèòå äâóìåðíóþ ïðîåêöèþ ÷åòûð¼õìåðíîãî êóáà [0; 1]4 ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòè-
ðîâàíèè âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ìåòðè÷åñêèå è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü X �ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ ρ( · , · ) : X × X → [0; +∞), êîòîðàÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) ρ(x, y) = 0⇔ x = y;
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(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

(iii) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà),
íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, à ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1) X �ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è ρ(x, y) = 0 ïðè x = y è ρ(x, y) = 1 ïðè x 6= y.

Òàêóþ ìåòðèêó íàçûâàþò äèñêðåòíîé.
2) X = R è ρ(x, y) = |x − y|. Ýòî îáû÷íîå, çíàêîìîå èç øêîëüíîãî êóðñà ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
3) X = R è ρ(x, y) = |f(x)−f(y)|, ãäå f �ïðîèçâîëüíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç R â R. Íà

ïåðâûé âçãëÿä, ýòà ìåòðèêà íå î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò |x− y|, íî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ âåñüìà ýêçîòè÷åñêèì. Åñëè f(x) = arctgx, òî âñå òî÷êè ëåæàò íà ðàññòîÿíèè
íå áîëüøå π äðóã îò äðóãà. Åñëè f(x) = 1/x ïðè x 6= 0 è f(0) = 0, òî ðàññòîÿíèå îò íóëÿ äî 1/n
ðàâíî n è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

4) X = Rn è ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρ(x, y) =
‖x− y‖, ãäå ‖ · ‖� åâêëèäîâà íîðìà. Òàêóþ ìåòðèêó íàçûâàþò åâêëèäîâîé.

5) X = Rn è ρ(x, y) = |x1− y1|+ . . .+ |xn− yn|. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ìàíõýòòåíñêàÿ ìåòðèêà.
Ïóñòü ïåðåä íàìè ëèñò áóìàãè â êëåòêó è òî÷êå ðàçðåøàåòñÿ äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè�
ãðàíèöàì êëåòîê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà åäèíèöå è íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ
â âåðøèíå îäíîé èç êëåòîê. Òîãäà äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò òî÷êè (0, 0) äî òî÷êè (a, b) ðàâíà
|a|+ |b|. Åñëè ðàññìîòðåòü ýòó ìåòðèêó íà áóëåâîì êóáå {0, 1}n, òî ïîëó÷èì ðàññòîÿíèå Õåììèíãà,
êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (X, ρ)�ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ âñÿêèõ x, y, z ∈ X
âåðíî íåðàâåíñòâî

|ρ(x, y)− ρ(x, z)| 6 ρ(y, z).

Ìíîæåñòâî Br(a) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r} íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñîì r, à ìíîæå-
ñòâî Br(a) = {x ∈ X : ρ(a, x) 6 r} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñîì r.

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ ñòðîãî
âíóòðè øàðà ìåíüøåãî ðàäèóñà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X = {1, 3, 6} è ρ(x, y) = |x− y|. Îòêðûòûé
øàð ñ öåíòðîì â 3 è ðàäèóñîì 4 ñîäåðæèò âñå X, à îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â 1 è ðàäèóñîì 5
ñîäåðæèò òîëüêî òî÷êè 1 è 3.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x, åñëè ρ(xm, x)→ 0 ïðè m→∞. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü lim

m→∞
xm = x èëè xm → x ïðè

m→∞ (äàëåå ïðè èñïîëüçîâàíèè çàïèñè xm → x áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî m→∞).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè xm → x è xm → y, òî x = y.

B Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ρ(x, y) 6 ρ(x, xm) + ρ(xm, y)→ 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x, y) = 0 è x = y. C

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åííà, ò. å. ëåæèò öåëè-
êîì â íåêîòîðîì øàðå.

B Ïóñòü xm → x. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρ(x, xm) < 1. Ïóñòü R > max{ρ(x1, x), . . . , ρ(xN , x), 1}. Òîãäà xm ∈ BR(x) äëÿ âñÿêîãî m ∈ N.
C

Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max
16i6n

|xi| 6

√√√√ n∑
i=1

x2
i 6
√
n max

16i6n
|xi|.

Èç ëåììû ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ïî åâêëèäîâîé ìåòðèêå è ïîêîîðäèíàòíîé ñõî-
äèìîñòè, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü xm = (xm1 , . . . , x
m
n ) ∈ Rn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm ñõîäèòñÿ ê x =

(x1, . . . , xn) â ïðîñòðàíñòâå Rn c åâêëèäîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xmi → xi
äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n.

Ïðåäëîæåíèå 4 (Áîëüöàíî). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm ∈ Rn îãðàíè÷åííà â åâêëèäîâîé
ìåòðèêå, òî èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

B Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé n = 2, òàê êàê îáùèé ñëó÷àé ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí, íî çàïèñûâà-
åòñÿ áîëåå ãðîìîçäêî. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xm1 è xm2 ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, è ê íèì
ïðèìåíèìà òåîðåìà Áîëüöàíî äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñíà÷àëà âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmk

1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðâûõ êîîðäèíàò. Äàëåå èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xmk

2 âòîðûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñ íîìåðàìè mk âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x
mkj

2 . Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ xmkj ñõîäèòñÿ, òàê êàê ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåð-
âûõ è âòîðûõ êîîðäèíàò. C

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ρ(xn, xm) < ε.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè èç ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì âûáðîñèòü òî÷êó, òî ïîëó÷èòñÿ íåïîëíîå ïðîñòðàíñòâî. Äðóãîé ïðèìåð
íåïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé âìåñòî îáû÷íîé ìåòðèêè çà-
äàòü ðàññòîÿíèå ôîðìóëîé ρ(x, y) = |arctgx− arctgy|. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n
ôóíäàìåíòàëüíà ïî ýòîé ìåòðèêå, íî íå èìååò ïðåäåëà.

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

B Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm ôóíäàìåíòàëüíà, òî ïî ëåììå 1 êàæäàÿ èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé xmi ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xmi ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî i. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xm ñõîäèòñÿ. C

Äàëåå, åñëè íå ñêàçàíî ïðîòèâíîãî, áóäåì ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn íà-
äåëåíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé óäîáíûì âûðàæåíèåì
ïîëíîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ, òàê è â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî ïðèí-
öèï âëîæåííûõ øàðîâ.

Òåîðåìà 4. Â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò îáùóþ òî÷êó.

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî öåíòðû ýòèõ øàðîâ îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, êîòîðàÿ â ñèëó ïîëíîòû ñõîäèòñÿ. Â ñèëó çàìêíóòîñòè è âëîæåííîñòè øàðîâ ïðåäåë ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé. C

Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî â íåïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íî ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ
ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ ðàâíîñèëåí ïîëíîòå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (ñì. çàäà÷ó 6).

Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü X �ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ôóíêöèÿ ‖ · ‖ : X → [0; +∞), êîòîðàÿ îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖;
(iii) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà),

íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ïàðà (X, ‖ · ‖) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Âàæíûì ïðèìåðîì íîðìû ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà íà Rn: ‖x‖ =

√
n∑
k=1

x2
k. Âñÿêîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = ‖x− y‖. Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî
íå âñÿêàÿ ìåòðèêà çàäà¼òñÿ êàêîé-òî íîðìîé. Â îòëè÷èå îò ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â íîðìèðî-
âàííûõ øàð áîëüøîãî ðàäèóñà íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â øàðå ìàëåíüêîãî ðàäèóñà.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè Br(a) ⊂ BR(b), òî r + ‖a− b‖ 6 R.

B Ñëó÷àé a = b î÷åâèäåí. Ïóñòü òåïåðü a 6= b. Åñëè 0 6 t < r‖a− b‖−1, òî a+ t(a− b) ∈ Br(a), à
ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷¼ò a+ t(a− b) ∈ BR(b). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ 0 6 t < r‖a− b‖−1 âåðíî
íåðàâåíñòâî (1 + t)‖a− b‖ 6 R. Óñòðåìëÿÿ t ê r‖a− b‖−1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. C

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü (X, ‖ · ‖)�íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü, äàëåå, xn, yn ∈ X
ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê x è y, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ñõîäèòñÿ ê α. Òîãäà

xn + yn → x+ y, αnxn → αx.

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

‖(xn + yn)− (x+ y)‖ 6 ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖ → 0,

‖αnxn − αx‖ 6 |αn|‖xn − x‖+ |αn − α|‖x‖ → 0. C

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü (X, ‖ · ‖)�íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî
|‖x‖ − ‖y‖| 6 ‖x− y‖. Â ÷àñòíîñòè, åñëè xn → x, òî ‖xn‖ → ‖x‖.
B Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. C

Íà Rn êðîìå åâêëèäîâîé íîðìû ìîæíî ââåñòè è äðóãèå íîðìû: íàïðèìåð, ‖x‖ = max16k6n |xk|
èëè ‖x‖ =

∑
16k6n

|xk|. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íîðìû íà Rn ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, à

èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Íà ïðîñòðàíñòâå Rn âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðì ‖ · ‖a è
‖ · ‖b ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà m è M , ÷òî äëÿ âñåõ x âåðíî íåðàâåíñòâî

m‖x‖a 6 ‖x‖b 6M‖x‖a.
B Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ‖ · ‖b � åâêëèäîâà íîðìà. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ
íîðìà ‖ · ‖a íà Rn. Çàìåòèì, ÷òî

‖x‖a = ‖x1e1 + . . .+ xnen‖a 6 (|x1|+ . . .+ |xn|) max
k
‖ek‖a 6 Ca‖x‖b, ãäå Ca = nmax

k
‖ek‖a.

Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ëèøü óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî ‖x‖b 6 Cb‖x‖a äëÿ âñåõ x è íåêîòîðîãî
÷èñëà Cb > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî N ∈ N
íàéä¼òñÿ òàêîé îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð xN , ÷òî ‖xN‖b > N‖xN‖a. Ðàçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà
‖xN‖b è íà N , ïîëó÷àåì

1/N > ‖yN‖a, yN = xN/‖xN‖b, ‖yN‖b = 1.

Èòàê, ïî íîðìå ‖ · ‖a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yN ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à ïî åâêëèäîâîé íîðìå âñå âåêòîðû
yN èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïî åâêëèäîâîé
íîðìå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü yNj . Ïóñòü yNj → y. Òîãäà ‖y‖b = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, y 6= 0. Â ñèëó
îöåíêè ‖x‖a 6 Ca‖x‖b ñõîäèìîñòü ïî åâêëèäîâîé íîðìå âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ‖ · ‖a, ïî
êîòîðîé äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
òðåáóåìàÿ îöåíêà, ãäå m = 1/Ca, M = Cb. C

Ïóñòü (X, ‖ · ‖)�íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ôîðìàëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà
∞∑
n=1

xn ýëåìåí-

òîâ xn ∈ X íàçûâàåòñÿ ðÿäîì. Ïî îïðåäåëåíèþ ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN =
N∑
n=1

xn.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü (X, ‖ · ‖)�ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ñõîäèòñÿ ÷èñ-

ëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

xn.

B Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî íåðàâåí-
ñòâó òðåóãîëüíèêà

‖SN − SM‖ 6
N∑

n=M+1

‖xn‖.

Ðÿä èç ‖xn‖ ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N0, ÷òî äëÿ âñåõ M,N > N0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
N∑

n=M+1

‖xn‖ < ε, ÷òî è îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè Sn. C
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Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áàíàõîâûì.
Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó ïðîñòðàíñòâà Rn: åãî ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü è êàê âåêòîðíîå, è êàê àôôèííîå. Âûøå â îïðåäåëåíèè Rn êàê ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åí-
íûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë xi ìû óñëîâèëèñü íàçûâàòü ýòè íàáîðû âåêòîðàìè
(òàê óäîáíî ïîëàãàòü, íàïðèìåð, òîãäà, êîãäà ìû èñïîëüçóåì âîçìîæíîñòü ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íà-
áîð (x1, x2, . . . , xn) íå âåêòîðîì, à òî÷êîé, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê êîíåö âåêòîðà
(x1, x2, . . . , xn), ïðèëîæåííîãî ê íà÷àëó êîîðäèíàò (íàïðèìåð, òàê ïîñòóïàþò ïðè èçó÷åíèè òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîèìè âçãëÿäàìè íà
ïðîñòðàíñòâî Rn, íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî.

Çàäà÷è

1. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíû äëÿ ìåòðèê
èç ïðèìåðîâ 1�5, ðàññìîòðåííûõ â íà÷àëå ïàðàãðàôà.

2. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñëî. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî a, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ïðåäñòàâèìî â âèäå a =
pka′, ãäå ÍÎÄ(a′, p)=1. Ïîëîæèì |a|p = p−k è |0|p = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ρ(a, b) = |a − b|p ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé íà Z (òàê íàçûâàåìàÿ p-àäè÷åñêàÿ ìåòðèêà). Íàéäèòå â ïðîñòðàíñòâå Z ñ p-àäè÷åñêîé
ìåòðèêîé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(a) xn = pn; (b) xn = n!; (c) xn =
n∑
k=1

pk.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêîå (ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ)
âëîæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èç ÷åòûð¼õ òî÷åê ñ ïîïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè 1 â ïðîñòðàí-
ñòâî Rn.

4. Ïóñòü g�íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà [0; +∞), ïðè÷¼ì g(0) = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ìåòðèêè ρ ôóíêöèÿ g(ρ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, ïðè÷¼ì íîâàÿ
ìåòðèêà ýêâèâàëåíòíà ñòàðîé (ò. å. xm → x ïî ñòàðîé ìåòðèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xm → x
è ïî íîâîé). Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî â êà÷åñòâå g âçÿòü g(t) = t

1+t
, g(t) = arctg t.

5. Ïóñòü X = {0, 1}n, ρ(x, y) =
∑
j

|xj − yj|.

(a) Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â øàðå ðàäèóñà k.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 2m − 1 áóëåâ êóá X = {0, 1}n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ n ýòîãî ñäåëàòü
íåëüçÿ.

(c) (êîä Õýììèíãà) Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, óêàæèòå ñïîñîá ïåðåäà÷è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç 0 è 1, ïðè êîòîðîì ïî ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî áûëî áû èñïðàâèòü ðîâíî
îäíó îøèáêó, ò. å. óçíàòü, â êàêîì áèòå ïðîèçîøëà ýòà îøèáêà. Îöåíèòå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ
ñèìâîëîâ.

6. (a) Äîêàæèòå, ÷òî â íåïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íî ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ
ïóñòî.

(b) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â òåîðåìå î âëîæåííûõ øàðàõ íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ,
÷òî ðàäèóñû øàðîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíó-
òûõ øàðîâ èìååò îáùóþ òî÷êó.

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ‖x‖p =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Rn òîëüêî ïðè p > 1. Íàéäèòå âñå

çíà÷åíèÿ q, äëÿ êîòîðûõ íîðìà ‖x‖q çàäà¼òñÿ íåêîòîðûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ îñíîâíûì ïðèìåðîì ìåòðè÷åñêîãî è íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
áûëî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèìñÿ åù¼ ñ îäíèì âàæíûì è íåòðè-
âèàëüíûì ïðèìåðîì� ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü X �íåïóñòîå ìíîæåñòâî. ×åðåç B(X) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
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ôóíêöèé f : X → R. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ìåòðèêà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé. Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé åñòü äâà î÷åíü âàæíûõ è ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëî-
æåíèÿõ âèäà ñõîäèìîñòè: 1) ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü, êîãäà fn(x) → f(x) äëÿ âñÿêîãî x ∈ X, è
2) ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, êîãäà sup

X
|fn(x)− f(x)| → 0. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ

îïðåäåëåíèÿ êàæåòñÿ áîëåå ïðîñòîé è ïîíÿòíîé, íî ýòî îáìàí÷èâîå âïå÷àòëåíèå. Ýòî ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíûé âèä ñõîäèìîñòè, ÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 6. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé ìåòðèêè ρ íà B[0; 1], ÷òî fn → f ïîòî÷å÷íî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(fn, f)→ 0.

B Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü òàêàÿ ìåòðèêà ρ ñóùåñòâóåò. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå r > 0.
Âî âñÿêîì èíòåðâàëå (α; β) ⊂ [0; 1] ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê ∆, ÷òî èíäèêàòîð I∆ ïðèíàäëåæèò
øàðó ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì r ïî ìåòðèêå ρ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ∆n â èíòåðâàëå (α; β). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäèêàòîðîâ I∆n

ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ n, ïðè êîòîðîì ρ(0, I∆n) < r. Èñïîëüçóÿ ýòî
íàáëþäåíèå, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ∆n, ÷òî ρ(0, I∆n) < 1/n. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, I∆n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïîòî÷å÷íî, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îáùåé òî÷êå c ïîñòðîåííûõ
îòðåçêîâ èìååì I∆n(c) = 1 äëÿ âñåõ n. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, íàïðîòèâ, çàäà¼òñÿ íå ïðîñòî ìåòðèêîé, à äàæå íîðìîé. Ïðîñòðàí-
ñòâî B(X) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ñ íîðìîé

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f â B(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖fn − f‖ → 0, ò. å.

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| → 0.

Òåîðåìà 7. Ïðîñòðàíñòâî B(X) ïîëíîå.

B Ïóñòü fn �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïðè êàæäîì x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü fn(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó
f(x). Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ B(X) è ‖fn − f‖ → 0. Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn ôóíäàìåíòàëüíà. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N è âñåõ x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |fn(x)− fm(x)| < ε. Óñòðåìèì m→∞. Ïîëó÷àåì |fn(x)− f(x)| 6 ε äëÿ
âñåõ x ∈ X, ÷òî âëå÷¼ò îãðàíè÷åííîñòü f è ñõîäèìîñòü fn ê f â B(X). C

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì
Êîøè.

Ñëåäñòâèå 1 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè fn ∈ B(X), sup
x∈X
|fn(x)| 6 an è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∑∞

n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ â B(X), ò. å. ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.

B Ïîñêîëüêó B(X)�ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑
n

‖fn‖ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà∑
n

fn. C

Èòàê, ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà � â òî÷íîñòè àíàëîã óòâåðæäåíèÿ ïðî ÷èñëîâûå ðÿäû: åñëè ðÿä
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.

Â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå âûäåëÿþò âàæíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî C[a; b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ‖f‖ = max

x∈[a;b]
|f(x)|.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíê-
öèé� òàêæå íåïðåðûâíàÿ íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèÿ.

B Ïîñêîëüêó C[a; b] ⊂ B[a; b], ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ïî äàííîé íîðìå
ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ B[a; b] è íàäî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Ïóñòü
c ∈ [a; b]. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(c)| 6 |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(c)|+ |fn(c)− f(c)|.
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Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âûáåðåì n ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
ñòàëè ìåíüøå ε. Äëÿ òàêîãî n íàéä¼ì δ > 0, ïðè êîòîðîì èç íåðàâåíñòâà |x − c| < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî |fn(x)− fn(c)| < ε. Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè |x− c| < δ, òî |f(x)− f(c)| < 3ε. C

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C1[a; b] íåïðåðûâíûõ íà [a; b] ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ íà [a; b]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò íîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖f‖ =
max
x∈[a;b]

|f(x)|, íî íå áóäåò ïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
√
x2 + n−2

â ïðîñòðàíñòâå C1[−1; 1]. Â C[−1; 1] ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê |x|, çíà÷èò, îíà ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé. Îäíàêî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà â C1[−1; 1]. Ýòîò ïðèìåð
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå ñîõðàíÿåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü fn ∈ C1[a; b]. Åñëè fn ⇒ f è f ′n ⇒ g, òî f ′ = g.

B Çàôèêñèðóåì x ∈ [a; b]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

gn(y) =
fn(y)− f(x)

y − x
ïðè y 6= x, gn(x) = f ′n(x).

Çàìåòèì, ÷òî gn(y)�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ôóíäàìåíòàëüíà
â C[a; b]. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

gn(y)− gm(y) =
(fn(y)− fm(y))− (fm(x)− fm(x))

y − x
= f ′n(c)− f ′m(c)

è
max
y∈[a;b]

|gn(y)− gm(y)| 6 max
y∈[a;b]

|f ′n(y)− f ′m(y)|.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(y) ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h(y), ïðè÷¼ì

h(y) =
f(y)− f(x)

y − x
ïðè y 6= x, h(x) = g(x).

Èç íåïðåðûâíîñòè h ïîëó÷àåì lim
y→x

h(y) = h(x), ò. å. f ′(x) = g(x). C

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü: ïðåäïîëàãàòü âìåñòî ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè fn ëèøü ñõîäèìîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a; b]. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

|fn(x)− fm(x)| 6 |fn(x0)− fm(x0)|+ |f ′n(c)− f ′m(c)|,
è èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðîèçâîäíûõ è ñõîäèìîñòè fn(x0) ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè fn â C[a; b].

Ñëåäñòâèå 3. Ïðîñòðàíñòâî Ck[a; b] ñ íîðìîé

‖f‖ = max
x∈[a;b]

|f(x)|+ max
x∈[a;b]

|f ′(x)|+ . . .+ max
x∈[a;b]

|f (k)(x)|

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äâå íåýêâèâàëåíòíûå íîðìû. Íàïðèìåð, íà C1[a; b] òàêîâûìè áóäóò
‖f‖1 = max

[a;b]
|f(x)| è ‖f‖2 = max

[a;b]
|f(x)|+ max

[a;b]
|f ′(x)|.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü Pn �ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ k, ïðè êîòîðûõ
ôóíêöèÿ

ρ(h, g) =
∑
j6k

|h(j)(1)− g(j)(1)|

áóäåò ìåòðèêîé. Áóäåò ëè òàêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì?
2. Áóäóò ëè íà ïðîñòðàíñòâå C1[a; b] ìåòðèêàìè:

(a) ρ(f, g) = max |f ′(x)− g′(x)|;
(b) ρ(f, g) = max |f ′(x)− g′(x)|+ |f(a)− g(a)|?
3. Ïóñòü X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Ïðåäúÿâèòå íà B(X) ìåòðèêó, çàäàþùóþ ïîòî÷å÷íóþ ñõîäè-

ìîñòü.
4. (Ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà xn+an−1x

n−1 +. . .+a0

íàèìåíüøóþ íîðìó â C[−1; 1] èìååò ìíîãî÷ëåí Tn(x) = 21−n cos(n arccosx).
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5. Èññëåäóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) =
(
1 + x

n

)n
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ïðîìåæóò-

êàõ: (a) [α; β]; (b) R.
6. Ïóñòü f ∈ C1[0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) = n(f(x+1/n)−f(x))

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ′ íà [a; b].
7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà [0; 1] ðÿäà

∑
n

fn(x), ÷òî fn > 0 è

÷èñëîâîé ðÿä
∑
n

sup
[0;1]

fn ðàñõîäèòñÿ.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Êîìïàêòû

Ìíîæåñòâî U â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà
a ∈ U íàéä¼òñÿ òàêîé øàð Br(a), ÷òî Br(a) ⊂ U . Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî
äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çàìêíóòûé øàð ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì (ñì. çàäà÷ó 1).

Ïðåäëîæåíèå 9. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íî-
ãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî (ïðîñòî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
øàðîâ.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè âî âñÿ-
êîì øàðå Br(a) åñòü òî÷êè ìíîæåñòâà A è òî÷êè äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà A. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂A.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè âî âñÿêîì øàðå Br(a) ëåæèò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

(i) A� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

(ii) A ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

(iii) A ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

(iv) Åñëè an ∈ A è an → a, òî a ∈ A.
Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü X �íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è F ⊂ X � êîíå÷íîìåðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà F � çàìêíóòî.

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñ ëþáîé èç íîðì ïðîñòðàíñòâî ïîëíî. Èç ïîëíîòû ñëåäóåò çàìêíóòîñòü, òàê êàê
ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà F ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â F è
â ñèëó ïîëíîòû ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó F , ÷òî è îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü F . C

Ìíîæåñòâî A = A ∪ ∂A íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî A çàìêíóòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = A.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà a ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà A. Òîãäà ñóùåñòâóåò øàð Br(a), êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Ïîñêîëüêó Br(a)� îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, íèêàêàÿ åãî òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì
îòêðûòîãî øàðà. Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îòêðû-
òîãî øàðà.

Òåîðåìà 9 (Áýð). Åñëè ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð.
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B Ïóñòü X �ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è X = ∪nFn, ãäå Fn � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð. Ìíîæåñòâî X \ F1 îòêðûòî è
íåïóñòî, ïîýòîìó íàéä¼òñÿ òàêîé çàìêíóòûé øàð B1 ðàäèóñà ìåíüøå 1, ÷òî B1 ⊂ X\F1. Îòêðûòûé
øàð B1 íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â F2, ïîýòîìó åãî ïåðåñå÷åíèå ñ X \ F2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è
íåïóñòûì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîé çàìêíóòûé øàð B2 ðàäèóñîì ìåíüøå 1/2,
÷òî B2 ⊂ B1 è B2 ⊂ X \ F2. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ
âëîæåííûõ øàðîâ Bn, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è êàæäûé øàð Bn íå èìååò îáùèõ
òî÷åê ñ F1, . . . , Fn. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ øàðàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈

⋂
n

Bn. Ïî ïîñòðîåíèþ c

íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó Fn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ X =
⋃
n

Fn. C

Êîìïàêòû

Ìíîæåñòâî K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî åãî ïîêðû-
òèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì øàðîâ, ïîýòîìó â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæ-
íî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïîêðûòèÿ øàðàìè.

Ïóñòü (X, ρ)�ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âñÿêîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé ρ. Çàìåòèì, ÷òî øàð BA

r (x) â A ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì øàðà Br(x) â X ñ ìíîæåñòâîì A.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïîäìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (K, ρ).

B Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ïðîâåðêå êîìïàêòíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïîêðûòèÿ øà-
ðàìè. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð øàðîâ {BK

α } ïîêðûâàåò K â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (K, ρ). Òîãäà òàêèå øàðû Bα, ÷òî B

K
α = Bα

⋂
K, ïîêðûâàþò K â X.

Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bα1 , . . . , BαN
. Òîãäà øàðû BK

α1
, . . . , BK

αN
ïîêðûâàþò K â (K, ρ).

Ïóñòü òåïåðü K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â (K, ρ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð øàðîâ {Bα} ïîêðû-
âàåò K â X. Òîãäà øàðû BK

α ïîêðûâàþò K â (K, ρ) è ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
BK
α1
, . . . , BK

αN
. Òîãäà øàðû Bα1 , . . . , BαN

ïîêðûâàþò K â X. C

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (K, ρ).

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïàðàëëåëåïèïåä [a1; b1] × [a2; b2] × . . . × [an; bn] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn.

B Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîêðûòèå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, èç êî-
òîðîãî íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ðàçäåëèì êàæäîå ðåáðî [ak; bk] ïîïîëàì. Òîãäà âåñü
ïàðàëëåëåïèïåä ðàçáèâàåòñÿ íà 2n ÷àñòåé. Êàêîé-òî èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðàçáèåíèÿ íå èìååò êî-
íå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ, äëèíû ð¼áåð êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ñàìè ð¼áðà îáðàçóþò ñèñòåìó âëîæåííûõ
îòðåçêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ïîêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì, à çíà÷èò, ýòèì ìíîæåñòâîì ïîêðûâàåòñÿ êàêîé-òî èç ïîñòðîåííûõ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Òåîðåìà 10. Ïóñòü K � êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

(i) K � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî;

(ii) K � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;

(iii) âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì;

(iv) âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â K;

(v) âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ êîìïàêòà K ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç K.

B (i) Ïóñòü a ∈ X. Ïîñêîëüêó K ⊂ X =
⋃
nBn(a), ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , äëÿ

êîòîðîãî K ⊂ BN(a).

(ii) Ïóñòü a ∈ X \ K. Ïîñêîëüêó K ⊂ X \ {a} =
⋃

(X \ B1/n(a)), íàéä¼òñÿ N , äëÿ êîòîðîãî
K ⊂ X \B1/N(a) è B1/N(a) ⊂ X \K.
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(iii) Ïóñòü F ⊂ K ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Åñëè îòêðûòûå ìíîæåñòâà {Uα} ïîêðû-
âàþò F , òî ýòè æå ìíîæåñòâà âìåñòå ñ X \F ïîêðûâàþò K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
íàáîð Uα1 , . . . , Uαn è, âîçìîæíî, X \ F , ïîêðûâàþùèå K. Òîãäà Uα1 , . . . , Uαn ïîêðûâàþò F .

(iv) Ïóñòü E � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K, ïðè÷¼ì âñÿêàÿ òî÷êà èç K íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé äëÿ E. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî a ∈ K ñóùåñòâóåò øàð Bra(a), â êîòîðîì ëåæèò ëèøü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê èç E. Ýòè øàðû ïîêðûâàþò K, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èõ íàáîð, ïîêðû-
âàþùèé K. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî E êîíå÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå.

(v) Ýòîò ïóíêò ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî. C

Ñëåäñòâèå 4 (êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rn). Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì.

B Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ï. iii òåîðåìû, òàê êàê îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìîæíî
ïîìåñòèòü âíóòðü ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðûé ñàì óæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. C

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè íå õâàòàåò äëÿ êîìïàêòíîñòè. Íà-
ïðèìåð, åäèíè÷íûé øàð â C[a; b] íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïóñòü fn �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êî-
òîðàÿ ðàâíà íóëþ âíå îòðåçêà [a + b−a

n+2
; a + b−a

n+1
] è åäèíèöå â ñåðåäèíå ýòîãî îòðåçêà, ïðè÷¼ì

0 6 fn 6 1. Èìååì ‖fn − fm‖ = 2 ïðè n 6= m. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ
âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëü-
íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11. Åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî.

B Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òî
è âñÿêèé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì (ñì. çàäà÷ó 3). Ïóñòü B2(0) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ {B1(ak)}Nk=1, ïîêðûâàþùèõ øàðB2(0). Ïóñòü
L�ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ a1, . . . , aN . Òîãäà B2(0) ⊂

⋃
a∈LB1(a) è, ñëåäîâàòåëüíî, B2(c) ⊂⋃

a∈LB1(a) äëÿ âñÿêîãî c ∈ L, òàê êàê a + c ∈ L äëÿ âñåõ a ∈ L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Br(0) ⊂⋃
a∈LB1(a) äëÿ íåêîòîðîãî r > 0. Òîãäà

B2r(0) ⊂
⋃
a∈L

B2(2a) =
⋃
a∈L

B2(a) =
⋃
a∈L

B1(a).

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé øàð B2n(0) ñîäåðæèòñÿ â
⋃
a∈LB1(a). Çíà÷èò, X ⊂

⋃
a∈LB1(a). Ïîêàæåì

òåïåðü, ÷òî X = L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò z ∈ X \ L. Îáîëî÷êà L çàìêíóòà, ïîýòîìó â
X \L íàéä¼òñÿ øàð Bδ(z). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖a− z‖ > δ äëÿ âñåõ a ∈ L. Òîãäà ‖a− zδ−1‖ > 1 äëÿ
âñåõ a ∈ L, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî X ⊂

⋃
a∈LB1(a). C

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî:
(a) îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì;
(b) âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà

îòêðûòûõ øàðîâ.
2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàìêíóòûé øàð îòëè÷àåòñÿ îò

çàìûêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îòêðûòîãî øàðà. Äîêàæèòå, ÷òî:
(a) â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàìûêàíèå øàðà ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çàìêíóòûì

øàðîì;
(b) çàìûêàíèå A ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì

A.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûé çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëü-

íîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òî è âñÿêèé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

4. Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY )�ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(u, v) =
max{ρX(u1, v1), ρY (u2, v2)} ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X×Y . (b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y �ïîëíûå
ïðîñòðàíñòâà, òî X × Y �ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî. (c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y �êîìïàêòû, òî
X × Y ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
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5. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A ðàâíî âåëè÷èíå d(x,A) = infy∈A ρ(x, y). Îáîçíà÷èì
÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòîâ â [0; 1]n. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà

d(A,B) = max
{

sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)
}

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà K. Ïîêàæèòå, ÷òî K ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
è äàæå êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîé êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷åí
ñâîåé ñîáñòâåííîé ÷àñòè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íåëüçÿ ââåñòè íîðìó òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY )�ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è a�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.
Ïóñòü òàêæå çàäàíà ôóíêöèÿ f : X \ {a} → Y .

Îïðåäåëåíèå Ãåéíå. Ýëåìåíò b ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a, åñëè äëÿ
âñÿêîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X, ÷òî xn → a è xn 6= a, èìååì f(xn)→ b. Äàëåå èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèÿ: lim

x→a
f(x) = b èëè f(x)→ b ïðè x→ a.

Ïðåäëîæåíèå 15 (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè lim
x→a

f(x) = b è lim
x→a

f(x) = c, òî b = c.

B Ïóñòü xn → a è xn 6= a. Òîãäà f(xn) → b è f(xn) → c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà, ïîýòîìó b = c. C

Ïðåäëîæåíèå 16 (àðèôìåòèêà ïðåäåëà). Ïóñòü X �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a�ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà X. Ïóñòü Y �íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè f, g : X \{a} → Y è α : X \{a} → R
è lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c, lim
x→a

α(x) = γ, òî lim
x→a

(f(x) + g(x)) = b+ c è lim
x→a

α(x)f(x) = γb.

B Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. C

Ïðåäëîæåíèå 17 (ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü X, Y, Z �ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, a
è b�ïðåäåëüíûå òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü f : X \ {a} → Y \ {b} è g : Y \ {b} → Z.
Åñëè lim

x→a
f(x) = b è lim

y→b
g(y) = c, òî lim

x→a
g(f(x)) = c.

B Åñëè xn → a è xn 6= a, òî f(xn)→ b è f(xn) 6= b, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷¼ò g(f(xn))→ c. C

Ïóñòü, êàê è âûøå, (X, ρX) è (Y, ρY )�ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, a�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíî-
æåñòâà X è çàäàíà ôóíêöèÿ f : X \ {a} → Y .

Îïðåäåëåíèå Êîøè. Ýëåìåíò b ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a, åñëè äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 < ρX(x, a) < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
ρY (f(x), b) < ε.

Òåîðåìà 12. Ïðåäåë lim
x→a

f(x) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Ãåéíå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→a

f(x) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Êîøè, ïðè÷¼ì åñëè ýòè ïðåäåëû
ñóùåñòâóþò, òî îíè ðàâíû.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) → b ïðè x → a ïî îïðåäåëåíèþ Êîøè. Ïóñòü xn → a è xn 6= a. Äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî 0 < ρX(x, a) < δ âëå÷¼ò ρY (f(x), b) < ε. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî ρX(xn, a) < δ äëÿ âñåõ
n > N . Ïîñêîëüêó xn 6= a, äëÿ âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî ρY (f(xn), b) < ε. Ïîëó÷àåì, ÷òî
f(xn)→ b.

Ïóñòü òåïåðü f(x) → b ïðè x → a ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå, íî îïðåäåëåíèå Êîøè íå âûïîëíÿ-
åòñÿ. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ δ > 0 íàéä¼òñÿ x, äëÿ êîòîðîãî 0 < ρX(x, a) < δ è
ρY (f(x), b) > ε. Ïóñòü xn ñîîòâåòñòâóåò δ = 1/n. Òîãäà xn → a, xn 6= a è ρ(f(xn), b) > ε, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ Ãåéíå. C

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ íàèáîëåå ïðîñòî äîêàçûâàþòñÿ èìåííî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ Êî-
øè.
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Ïðåäëîæåíèå 18 (îãðàíè÷åííîñòü è îòäåëèìîñòü). (i) Åñëè lim
x→a

f(x) = b, òî ñóùåñòâóåò

òàêîé øàð Bδ(a), ÷òî f(x) ∈ Bε(b) äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(a) \ {a}.
(ii) Åñëè lim

x→a
f(x) = b è c 6= b, òî ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Bδ(a), ÷òî f(x) /∈ Br/2(c) äëÿ âñåõ

x ∈ Bδ(a) \ {a}, ãäå r = ρY (b, c).

B Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (i) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â îïðåäåëåíèè Êîøè ε = 1, à äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ïóíêòà (ii) � ïîëîæèòü ε = r/2. C

Òåîðåìà 13 (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü X è Y �ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì Y �ïîëíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü, äàëåå, a�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X è f : X \ {a} → Y . Ïðåäåë
lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè: äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 < ρX(x1, a) < δ è 0 < ρX(x2, a) < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî ρY (f(x1), f(x2)) < ε.

B Äîêàæåì ëèøü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ Êîøè. Ïóñòü xn → a è xn 6= a. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 < ρX(x1, a) < δ è 0 < ρX(x2, a) < δ ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî ρY (f(x1), f(x2)) < ε. Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî
0 < ρX(xn, a) < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n,m > N âûïîëíÿåòñÿ ρY (f(xn), f(xm)) < ε è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü f(xn) ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîñêîëüêó Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñóùåñòâóåò
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(xn). Ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, èíà-
÷å ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a, xn 6= a, äëÿ êîòîðîé f(xn) íå
èìååò ïðåäåëà. C

Çàäà÷è

1. Ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî {x : f(x) = const}. Èçîáðà-
çèòå ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè:

(a) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2; (b) f(x, y, z) = |x|+ |y|+ |z|; (c) f(x, y, z) = (x− z)2 + y2.
2. Ïîëîæèì f(x) = k ïðè x ∈ [k; k + 1), ãäå k ∈ Z. Èçîáðàçèòå ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè

F (x, y) = f(x) +
√

5f(y).

3. Âñåãäà ëè âîçìîæíî ôóíêöèþ òð¼õ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâèòü â âèäå h(x, g(y, z)), ãäå h è g�
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ?

4. Ïóñòü (r, ϕ)�ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, ò. å. x = r cosϕ è y = r sinϕ. Ïóñòü
f : R2 → R. (a) Èçâåñòíî, ÷òî f(r cosϕ, r sinϕ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0 äëÿ âñÿêîãî
ϕ ∈ [0; 2π]. Âåðíî ëè, ÷òî f(x, y) → 0 ïðè (x, y) → (0, 0)? (b) Èçâåñòíî, ÷òî f(r cosϕ, r sinϕ)
ðàâíîìåðíî ïî ϕ ∈ [0; 2π] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0. Âåðíî ëè, ÷òî f(x, y) → 0 ïðè (x, y) →
(0, 0)?

5. Ñëåäóþùèå ïðåäåëû

lim
x→a

(lim
y→b

f(x, y)) èëè lim
y→a

(lim
x→b

f(x, y))

íàçûâàþò ïîâòîðíûìè. Ïîñòðîéòå ïðèìåðû, êîãäà 1) ïîâòîðíûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ðàâ-
íû, íî ïðåäåëà lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y) íå ñóùåñòâóåò, 2) ïîâòîðíûå ïðåäåëû íå ñóùåñòâóþò, à ïðåäåë

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) ñóùåñòâóåò.

6. Ïóñòü lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = A è lim
y→b

f(x, y) = ϕ(x) äëÿ âñÿêîãî x 6= a. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
x→a

ϕ(x) = A.

7. Ïðè êàêèõ p > 1 è q > 1 ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→0

‖x‖p
‖x‖q , ãäå x ∈ Rn, ‖x‖p =

( n∑
k=1

|xk|p
)1/p

?

Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY )�ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðåðûâíà â òî÷êå
a ∈ X, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ρX(x, a) < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî ρY (f(x), f(a)) < ε.
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Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü f : X → Y . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a;

(ii) åñëè xn → a, òî f(xn)→ f(a);

(iii) a�ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X è lim
x→a

f(x) = f(a), èëè a�èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü X, Y, Z �ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → Y
íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ X è ôóíêöèÿ g : Y → Z íåïðåðûâíà â òî÷êå f(a), òî ôóíêöèÿ g(f(x))
íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

B Ïóñòü xn → a. Òîãäà f(xn)→ f(a), à ýòî âëå÷¼ò g(f(xn))→ g(f(a)). C

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î êîìïîçèöèè ìîæíî, íàïðèìåð, äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëîâûå ôóíêöèè
f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå a ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, òî ôóíêöèè f + g è fg íåïðåðûâíû â
òî÷êå a. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ: x→ (f(x), g(x)) èç X â R2 íåïðåðûâíî
â òî÷êå a è îòîáðàæåíèÿ

∑
: (x1, x2)→ x1 +x2 è

∏
: (x1, x2)→ x1x2 íåïðåðûâíû âñþäó. Ïîñêîëüêó

f+g =
∑
◦Ψ è fg =

∏
◦Ψ, ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f+g è fg íåïðåðûâíû

â òî÷êå a.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : X → Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç X â Y èëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

íà X, åñëè f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 14. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî f−1(V ) îòêðûòî.

B Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a ∈ f−1(V ). Íàéä¼òñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(f(a)) ⊂ V . Ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî Bδ(a) ⊂ f−1(Bε(f(a))). Ñëåäîâàòåëüíî, Bδ(a) ⊂ f−1(V ). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà Bε(f(a)) ìíîæåñòâî f−1(Bε(f(a)))
îòêðûòî, à çíà÷èò, òî÷êà a ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. C

Ñëåäñòâèå 5. Îáðàç êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

B Ïóñòü K �êîìïàêò è f �íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå K â íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Y . Äëÿ âñÿêîãî ïîêðûòèÿ {Uα} îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè f(K) îòêðûòûå ìíîæåñòâà f−1(Uα)
îáðàçóþò ïîêðûòèå ñàìîãî êîìïàêòà K. Ïóñòü f−1(Uα1), . . . , f

−1(UαN
)�êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Åñëè y ∈ f(K), òî íàéä¼òñÿ òàêîé x ∈ K, ÷òî y = f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå αk, ÷òî
x ∈ f−1(Uαk

), à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷¼ò y = f(x) ∈ Uαk
. Ñëåäîâàòåëüíî, Uα1 , . . . , UαN

ïîêðûâàþò
f(K). C

Ñëåäñòâèå 6 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü f : K → R�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è K � êîì-
ïàêò. Òîãäà f îãðàíè÷åííà è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.

B Îáðàç f(K) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â R. Ñëåäîâàòåëüíî, f(K)� îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûå òî÷êè inf f(K) è sup f(K). C

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà, ìîæíî äàòü íåñêîëüêî èíîå è áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî â íà÷àëå äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 5 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ‖x‖a �ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà, à ‖x‖b � ñòàíäàðòíàÿ
åâêëèäîâà íîðìà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn, òî ‖x‖a 6 Ca‖x‖b, ãäå Ca = nmaxk ‖ek‖a.
Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ ‖x‖a ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖b.
Åäèíè÷íàÿ ñôåðà {x : ‖x‖b = 1} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â Rn, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ‖x‖a äîñòèãàåò íà
ñôåðå ñâîåãî ìèíèìóìà m è ìàêñèìóìà M , ïðè÷¼ì m > 0. Ïóñòü x 6= 0. Òîãäà y = x

‖x‖b
ïðèíàäëå-

æèò åäèíè÷íîé ñôåðå è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà îöåíêà m 6 ‖y‖a 6M . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íîðìû
è óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà ‖x‖b, ïîëó÷àåì m‖x‖b 6 ‖x‖a 6M‖x‖b.

Ñëåäñòâèå 7 (òåîðåìà Êàíòîðà). Ïóñòü f : K → Y íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è K � êîìïàêò.
Òîãäà f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K, ò. å. äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî èç
íåðàâåíñòâà ρK(x1, x2) < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ρY (f(x1), f(x2)) < ε.

B Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà K, ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî a ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Bδa(a), ÷òî
ρY (f(x1), f(x2)) < ε äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ Bδa/3(a). Øàðû Bδa/3(a) ïîêðûâàþò êîìïàêò K. Ïóñòü
Bδ1/3(a1), . . . , BδN/3(aN) îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî δ = mink δk/3 èñ-
êîìîå. Ïóñòü ρK(x1, x2) < δ. Òî÷êà x1 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Bδk/3(ak). Òîãäà x2 ∈ Bδk(ak) è
ρY (f(x1), f(x2)) < ε. C
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Ïóñòü f : X → Y �íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò è íå áûòü íåïðåðûâ-
íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X = [0; 1) ∪ [2; 3] è f(x) = x ïðè x ∈ [0; 1), f(x) = x− 1 ïðè x ∈ [2; 3].
Ýòî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X íà [0; 2], íî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ðàçðûâíî â òî÷êå y = 1.

Åñëè áèåêöèÿ f òàêîâà, ÷òî f è îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òî îòîáðàæåíèå f
íàçûâàþò ãîìåîìîðôèçìîì.

Òåîðåìà 15. Åñëè f : X → Y �íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ è X � êîìïàêò, òî f � ãîìåîìîðôèçì.

B Ïóñòü yn → y. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = f−1(yn) ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xnk

→ x. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì f(x) = y, è çíà÷èò, âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó. Ñëåäîâàòåëüíî, f−1(yn)→ f−1(y).
C

Äëÿ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé êðîìå òåîðåì Âåéåðøòðàññà è Êàíòîðà âàæíåéøèì
óòâåðæäåíèåì áûëà òåîðåìà Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè, íî è ñ ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ.

Ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (ïîñêîëüêó ýòè ìíîæåñòâà äîïîë-
íÿþò äðóã äðóãà äî X, îíè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è çàìêíóòûìè). Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì, íàçûâàþò ñâÿçíûì.

Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è
V , ÷òî U ∩M 6= ∅, V ∩M 6= ∅, U ∩V = ∅ èM ⊂ U ∪V . Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà
U è V ðàçäåëÿþò ìíîæåñòâî M . Ìíîæåñòâî M ⊂ X, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì, íàçûâàþò
ñâÿçíûì.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü (X, ρ)�ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è M ⊂ X. Ìíîæåñòâî M
íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) íåñâÿçíî.

B Ïóñòü M �íåñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Òîãäà ñóùåñòâóþò îò-
êðûòûå ìíîæåñòâà U è V , ðàçäåëÿþùèåM . Ïîëó÷àåì, ÷òî U∩M è V ∩M ðàçäåëÿþò ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâîM . Ïóñòü òåïåðü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) íåñâÿçíî, ò. å. ñóùåñòâóþò îòêðû-
òûå â M (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå â X) ìíîæåñòâà UM è VM , ðàçäåëÿþùèå M . Äëÿ âñÿêîãî a ∈ UM
ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Bδa(a), ÷òî Bδa(a) ∩M ⊂ UM , ò. å. Bδa(a) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ VM . Äëÿ âñÿ-
êîãî b ∈ VM ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Bδb(b), ÷òî Bδb(b) ∩ M ⊂ VM , ò. å. Bδb(b) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
UM . Ïîëîæèì U = ∪a∈UM

Bδa/2(a) è V = ∪b∈VMBδb/2(b). Ïîêàæåì, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è
V ðàçäåëÿþò M . Äîñòàòî÷íî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî U ∩ V = ∅. Åñëè ñóùåñòâóåò c ∈ U ∩ V , òî
c ∈ Bδa/2(a) èëè c ∈ Bδb/2(b) äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ UM è b ∈ VM . Òîãäà

ρ(a, b) 6 ρ(a, c) + ρ(c, b) < (δa + δb)/2 6 max{δa, δb}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a ∈ Bδb(b) èëè b ∈ Bδa(a), îäíàêî îáå ñèòóàöèè íåâîçìîæíû. C

Òåîðåìà 16. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R, ïðèíèìàþùàÿ ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1.

B ÅñëèX íåñâÿçíî, òî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è V , ðàçäåëÿþùèåX. Ôóíêöèÿ f(x) =
0 ïðè x ∈ U è f(x) = 1 ïðè x ∈ V ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ïðèíèìàåò ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1.
Îáðàòíî, åñëè íà X îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , ïðèíèìàþùàÿ ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ 0 è
1, òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà f−1((−∞; 1/2)) è f−1((1/2; +∞)) ðàçäåëÿþò X. C

Îïèøåì âñå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà íà R.
Ïðåäëîæåíèå 22. Ìíîæåñòâî M ⊂ R ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M �ïðîìåæóòîê,

ò. å. âìåñòå ñî âñÿêèìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê.

B Ïðîìåæóòîê ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íå
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé íà ïðîìåæóòêå ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.
Åñëè ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì, òî ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè a < c < b, ÷òî a, b ∈M
è c /∈ M . Îòêðûòûå ëó÷è (−∞; c) è (c; +∞) ðàçäåëÿþò M , çíà÷èò, ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì. C
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Òåîðåìà 17. Åñëè f : X → Y �íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è X � ñâÿçíî, òî f(X)� ñâÿçíî.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè Y = R, òî f(X)�ïðîìåæóòîê.

B Åñëè f(X) íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî íà f(X) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g, ïðèíèìàþùàÿ
ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1. Òîãäà íà X îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g(f(x)), ïðèíèìàþùàÿ
ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè X. C

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
x0, x1 ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [0; 1] → X (íåïðåðûâíûé ïóòü), ÷òî
γ(0) = x0 è γ(1) = x1.

Òåîðåìà 18. Åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî X ñâÿçíî.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íåñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R, ïðèíè-
ìàþùàÿ ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Ïóñòü f(x0) = 0 è f(x1) = 1. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïóòü
γ : [0; 1]→ X, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x0 è x1. Òîãäà íà îòðåçêå [0; 1] îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ f(γ(t)), ïðèíèìàþùàÿ ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåå èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1

x
è îòðåçêà [−1; 1] îñè Oy. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà èç ñâÿçíîñòè ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ïóñòü X �íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî M ⊂ X
ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ëèíåéíî ñâÿçíî.

B Ïîêàæåì, ÷òî èç ñâÿçíîñòè ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
x ∼ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âM ñóùåñòâóåò ïóòü, ñîåäèíÿþùèé x è y. Êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè. Êðîìå òîãî, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé
íåêîòîðûé ýëåìåíò x, ñîäåðæèò îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Äåéñòâèòåëüíî, x ìîæíî ñî-
åäèíèòü ñ êàæäîé òî÷êîé øàðà îòðåçêîì. Çíà÷èò, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íå ìåíåå äâóõ, ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îäèí, è îí ñîâïàäàåò ñ M . C

Ðàññìîòðåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì âàæíûé ïðèìåð íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé� ëèíåéíûå.
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü X, Y �íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå L : X → Y íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíûì îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ âñåõ α1, α2 ∈ R, x1, x2 ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî

L(α1x1 + α2x2) = α1L(x1) + α2L(x2).

Åñëè Y = R, òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè.

Ïðåäëîæåíèå 24. Âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : Rn → Rm èìååò âèä L(x) = Ax, ãäå A�
ìàòðèöà n×m, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå m = 1 èìååì L(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn.

B Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Òîãäà

L(x) = L(x1e1 + . . .+ xnen) = x1L(e1) + . . .+ xnL(en).

Ïóñòü òåïåðü (a1j, . . . , anj)�êîîðäèíàòû âåêòîðà L(ej). Ìàòðèöà A = (aij) èñêîìàÿ. C

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà X âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
ðàçðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Íàïðèìåð, ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L(f) = f ′(0) íà ïðîñòðàí-
ñòâå C1[−1; 1] ñ íîðìîé ‖f‖ = max

[0;1]
|f | íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü X, Y �íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : X → Y íåïðåðûâíî;

(ii) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L íåïðåðûâíî â íóëå;

(iii) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî ‖L(x)‖ 6 C‖x‖ äëÿ âñåõ x ∈ X.
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Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ïóíêòà (iii) íàçûâàþò íîðìîé
‖L‖ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L, ò. å.

‖L‖ = sup
x 6=0

‖L(x)‖
‖x‖

.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà ‖L‖ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå òîãî, åñëè H : Z → X è L : X → Y �ëèíåéíûå
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî êîìïîçèöèÿ L◦H ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì,
ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖L ◦H‖ 6 ‖L‖‖H‖.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå L−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Îäíàêî èç íåïðåðûâíîñòè L, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü L−1.

Çàäà÷è

1. (a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y) íåïðåðûâíîé âäîëü âñÿêîé ïðÿìîé, íî ðàçðûâíîé
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. (b) Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëü-
íîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ.

2. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî y, ò. å. sup
x
|f(x, y)−f(x, y0)| → 0

ïðè y → y0. Äîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.
3. Ïóñòü A�ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Äîêàæèòå, ÷òî fA(x) =

inf
y∈A

ρ(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ A ðàâåíñòâî fA(x) = 0 ðàâ-

íîñèëüíî òîìó, ÷òî x ∈ A?
4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé áèåêöèè:

(a) îòðåçêà íà êâàäðàò; (b) îòðåçêà íà îêðóæíîñòü; (c) îêðóæíîñòè íà êðóã.
5. Ïóñòü ãðóïïà G ñ îïåðàöèåé ◦ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è îòîáðàæåíèÿ (a, b)→

a◦b è a→ a−1 íåïðåðûâíû. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó,
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè êëàññàìè
ïî ýòîé ïîäãðóïïå.

6. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî ñâÿçíûìè è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà îïèøèòå âñå
êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñëåäóþùèõ ãðóïï: (a) GLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn, (b) SLn � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn ñ
åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, (c) On � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn, ñî-
õðàíÿþùèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ‖L‖ = sup
x 6=0

‖L(x)‖
‖x‖ ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé. Ïóñòü L(x) = Ax�ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â Rn, çàäàííîå ìàòðèöåé A. Íàéäèòå
‖L‖ â ñëó÷àå, êîãäà A�äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

Ïóñòü X, Y �íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è îòîáðàæåíèå f : X → Y îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ X (ôîðìàëüíî çàïèñü f : X → Y îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî
íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X, íî ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè òàê ïèñàòü è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà f îïðåäåëå-
íî íà ïîäìíîæåñòâå X, ïðè÷¼ì èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ÿñíî, íà êàêîì èìåííî ïîäìíîæåñòâå).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå L : X → Y , ÷òî äëÿ âñåõ h èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âåðíî ðàâåíñòâî

f(a+ h)− f(a) = L(h) + α(h)‖h‖,
ãäå α : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

h→0
α(h) = 0. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L íàçûâàþò äèôôå-

ðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àþò ÷åðåç df(a, h) èëè df(h).
Ïðîñòåéøèìè (îòëè÷íûìè îò êîíñòàíò) ïðèìåðàìè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îòîáðà-
æåíèÿ L âåðíî ðàâåíñòâî L(a+ h)− L(a) = L(h), ò. å. dL(h) = L(h) è α(h) = 0.
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Ïðåäëîæåíèå 26. Åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a, òî f íåïðåðûâíî
â òî÷êå a.

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

lim
h→0

f(a+ h) = f(a) + lim
h→0

(
df(a, h) + α(h)‖h‖

)
= f(a). C

Â ÷àñòíîñòè, ðàçðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ñì. çàìå÷àíèå ïåðåä ïðåäëîæåíèåì 25) íå
ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì íè â îäíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü f : X → Y è a ∈ X.
(i) Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è df � åãî äèôôåðåíöèàë, òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ t 7→ f(a + tv) è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= df(v).

Â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàë îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

(ii) Îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è df � åãî äèôôåðåíöèàë òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h 7→ f(a + h) è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)− df(h)‖
‖h‖

= 0.

B Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîëîæèì h = tv:

f(a+ tv)− f(a) = df(tv) + α(tv) · ‖tv‖ = tdf(v) + α(tv) · |t| · ‖v‖.
Òîãäà

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= lim

t→0

(
df(v) + α(tv) sgn t‖v‖

)
= df(v).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, êîòîðîå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

α(h) =
f(a+ h)− f(a)− df(h)

‖h‖
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h→ 0. C

Ïðåäåë

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî âåêòîðó v è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂f
∂v

(a). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî

df(a, v) =
∂f

∂v
(a).

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âåêòîðó ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé è äàæå íåïðåðûâíîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R2 → R, ðàâíóþ íóëþ âñþäó, çà
èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà {(x, y) : y = x2, x > 0}, â òî÷êàõ êîòîðîãî f ðàâíà åäèíèöå. Äëÿ âñÿêîãî
âåêòîðà v ôóíêöèÿ t→ f(0 + tv) ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0, è ïðîèçâîäíàÿ
f ïî âåêòîðó v â íóëå ðàâíà íóëþ. Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â íóëå.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèè f : Rn → R. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
a, òî äèôôåðåíöèàë df â òî÷êå a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì Rn → R è èìååò âèä

df(h) = c1h1 + . . .+ cnhn.

Áîëåå òîãî,

ck = df(ek) =
∂f

∂ek
(a) = lim

t→0

f(a1, . . . , ak + t, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

t
.

Ïðîèçâîäíóþ ïî âåêòîðó ek íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé xk è îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∂f
∂xk

èëè ∂xkf . Ñ ó÷¼òîì íîâûõ îáîçíà÷åíèé äèôôåðåíöèàë f èìååò ñëåäóþùèé âèä:

df(h) =
∂f

∂x1

(a)h1 + . . .+
∂f

∂xn
(a)hn.
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Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) = xk ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó h åãî k-þ êîîðäèíàòó hk, ò. å. dxk(h) =
hk. Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü òàê:

df =
∂f

∂x1

dx1 + . . .+
∂f

∂xn
dxn.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ôîðìà äèôôåðåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíîé ïðè çàìåíàõ
ïåðåìåííûõ.

Âåêòîð èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ( ∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f è îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç gradf èëè ∇f . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

df(v) =
∂f

∂v
= 〈∇f, v〉.

Ïðåäëîæåíèå 27. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è ∇f(a) 6= 0. Òîãäà ïðî-
èçâîäíàÿ ïî åäèíè÷íîìó âåêòîðó v ôóíêöèè f â òî÷êå a ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè
v = ∇f(a)/‖∇f(a)‖ è ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè v = −∇f(a)/‖∇f(a)‖.
B Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû ∂f

∂v
= 〈∇f, v〉 è íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî �Øâàð-

öà. C

Íà ýòîì ïðîñòîì íàáëþäåíèè ïðî ãðàäèåíò îñíîâàí èçâåñòíûé ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà,
êîãäà ìèíèìóì ôóíêöèè f èùóò êàê ïðåäåë ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn+1 = xn − γ∇f(xn),

ãäå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî γ âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ôóíêöèè f . Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè
f(x, y) = x2 + y2 ãðàäèåíò ðàâåí (2x, 2y). Ïóñòü 0 < γ < 1/2. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(xn+1, yn+1) = (1− 2γ)(xn, yn).

Èìååì 0 < 1− 2γ < 1 è (xn, yn)→ (0, 0). Òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà f .
Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî íàëè÷èå ïðîèçâîäíûõ ïî âñÿêîìó âåêòîðó åù¼ íå âëå÷¼ò äèôôåðåí-

öèðóåìîñòü ôóíêöèè. Îäíàêî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè.

Òåîðåìà 20. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f : Rn → R ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè
òî÷êè a è íåïðåðûâíû â òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

B Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü a = (a1, a2) è øàð Br(a) ñîäåðæèòñÿ â
îêðåñòíîñòè èç óñëîâèÿ òåîðåìû. Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü òàêèå ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà h1 è
h2, ÷òî (a1 + h1, a2 + h2) ∈ Br(a). Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f â âèäå

f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2) = f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2 + h2) + f(a1, a2 + h2)− f(a1, a2).

Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ f(x, a2 +h2) îäíîé ïåðåìåííîé x äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå, ñîäåðæà-
ùåì îòðåçîê ñ êîíöàìè a1 è a1 +h1, à çíà÷èò, îíà íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå è äèôôåðåíöèðóåìà
âíóòðè íåãî. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî f(a1 + h1, a2 + h2) − f(a1, a2 + h2) = ∂f

∂x1
(c1, a2 + h2)h1, ãäå c1 ëåæèò ìåæäó a1 è a1 + h1.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà êî âòîðûì äâóì ñëàãàåìûì, ïîëó÷àåì

f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2) =
∂f

∂x1

(c1, a2 + h2)h1 +
∂f

∂x2

(a1, c2)h1,

ãäå c2 ëåæèò ìåæäó a2 è a2 + h2. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂f

∂x1

(a1, a2)h1 +
∂f

∂x2

(a1, a2)h1 + α(h)‖h‖,
ãäå

α(h) =
( ∂f
∂x1

(c1, a2 + h2)− ∂f

∂x1

(a1, a2)
) h1

‖h‖
+
( ∂f
∂x2

(a1, c2)− ∂f

∂x2

(a1, a2)
) h2

‖h‖
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â òî÷êå a, ïîýòîìó lim
h→0

α(h) = 0. C

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå f èç Rn â Rm. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a. Òîãäà
äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì èç Rn â Rm è èìååò âèä df(h) = Ch, ãäå C �
ìàòðèöà n×m. Ìàòðèöà C íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Jf (a) èëè Df(a).
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Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm èìååò âèä

f(x) =


f1(x)
f2(x)
. . .

fm(x)

 ,

ãäå fi : Rn → R.
Ïðåäëîæåíèå 28. Îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â

òî÷êå a äèôôåðåíöèðóåìà êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi. Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
a, òî ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè èìåþò âèä

∂fi
∂xj

(a).

B Ðàâåíñòâî

lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)− df(h)‖
‖h‖

= 0

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

lim
h→0

|fi(a+ h)− fi(a)− Li(h)|
‖h‖

= 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Çäåñü Li(h)� i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà df(h), ò. å. ci1h1+ci2h2+. . .+cinhn, ãäå cij � ýëåìåíòû ìàòðèöû
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f . Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Li(h) =
∂fi
∂x1

h1 + . . .+
∂fi
∂xn

hn,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî

cij =
∂fi
∂xj

, j = 1, 2, . . . , n. C

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f �ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãðàäè-
åíòàìè ôóíêöèé fi.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f ëîêàëüíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò àô-
ôèííîãî îòîáðàæåíèÿ:

f(x) ≈ f(a) + Jf (a)(x− a) ïðè x ≈ a.

Ýòî ïðèìåðíîå ðàâåíñòâî ìîæíî òðàêòîâàòü åù¼ òàê: ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà h = x− a ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(a+ h)− f(a), êîòîðîå ïðèìåðíî ðàâíî Jf (a)h.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ýòî ïîçâîëÿåò áåç âû÷èñëåíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûïèñûâàòü ìàò-
ðèöó ßêîáè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x = r cosϕ, y = r sinϕ, ïåðåâîäÿùåå ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû (r, ϕ) â äåêàðòîâû (x, y). Ïðèðàùåíèþ (∆r,∆ϕ) ïåðåìåííûõ r è ϕ â äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ (x, y) ñîîòâåòñòâóåò ïðèðàùåíèå ∆r îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïî ëó÷ó l, ðàñïîëîæåííîìó ïîä
óãëîì ϕ ê îñè Ox, è ïîâîðîò íà óãîë ∆ϕ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå, ò. å. ñìåùåíèå
ïî äóãå äëèíû r∆ϕ. Ïðè ìàëîì ∆ϕ ìîæíî çàìåíèòü äâèæåíèå ïî äóãå îêðóæíîñòè ñìåùåíèåì
ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó ïî ïðÿìîé íà r∆ϕ. Èòàê, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé
îäíà îñü íàïðàâëåíà âäîëü ëó÷à l, à äðóãàÿ îñü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî l, ïîëó÷èëè ñìåùå-
íèå íà âåêòîð (∆r, r∆ϕ). Äëÿ ïåðåõîäÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íàäî ñäåëàòü ïîâîðîò íà
óãîë ϕ. Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (∆x,∆y) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñìåùåíèå (∆r,∆ϕ) â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

∆x
∆y

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
∆r
r∆ϕ

)
=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)(
∆r
∆ϕ

)
.

Ìîæíî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòü, ÷òî(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â
äåêàðòîâû.

Çàäà÷è

1. Íå âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàéäèòå ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ x = r cosϕ cosψ,
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y = r sinϕ cosψ, z = r sinψ, ïåðåâîäÿùåãî ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò.

2. Ïóñòü p > 1. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) = ‖x‖p íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
(Rn, ‖x‖p).

3. ÏóñòüMn �ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö n×n. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ñëåäóþùèõ
îòîáðàæåíèé èç Mn â R èëè Mn:

(a) X → trX, (b) X → X2, (c) X → X−1.
4. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè X → detX èç Mn â R â òî÷êå X = E.
5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f(x, y), èìåþùåé â òî÷êå (0, 0) ïðîèçâîäíûå ∂f

∂h
âäîëü

âñÿêîãî âåêòîðà h, ÷òî îòîáðàæåíèå h 7→ ∂f
∂h

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

6. Ïóñòü C�ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ íîðìîé |z| =
√
x2 + y2, z = x+ iy. Ìíîæåñòâî C

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R è êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì C. Îïèøèòå âñå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç C â C íàä ïîëåì R è íàä ïîëåì C. Îïðåäåëå-
íèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êëàññà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü çàäàíà
ôóíêöèÿ f : C→ C, è ìû ðàññìàòðèâàåì C êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C. Äîêàæèòå,
÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
w→0

f(z + w)− f(z)

w
.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò ÷åðåç f ′(z) è íàçûâàþò êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå
ôóíêöèè f(z) = zk è f(z) = ez = ex+iy = ex(cosx+ i sin y).

7. (Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà) Ïóñòü f : C → C è f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y). Äîêà-
æèòå, ÷òî f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 + iy0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u è v
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x0, y0) è â ýòîé òî÷êå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ïîêàæèòå, ÷òî f(z) = f(x+ iy) = x− iy = z íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé íè â îäíîé
òî÷êå. Ïóñòü òåïåðü ìû ðàññìàòðèâàåì C êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Êàê â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü f ÷åðåç ôóíêöèè u è v? Áóäåò ëè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèÿ
f(z) = z?

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 21. Ïóñòü f, g : X → Y è λ : X → R� äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå a.
Òîãäà

(i) f + g äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è d(f + g) = df + dg;

(ii) λf äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è d(λf) = λ(df) + (dλ)f ;

(iii) åñëè λ(a) 6= 0, òî îòîáðàæåíèå λ−1f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è

d
(
λ−1f

)
= λ−2

(
λ(df)− (dλ)f

)
.

B Äîêàæåì òîëüêî âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî óñëîâèþ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λ(a+ h)− λ(a) = dλ(h) + γ1(h)‖h‖, f(a+ h)− f(a) = df(h) + γ2(h)‖h‖,
ãäå lim

h→0
γ1(h) = 0 è lim

h→0
γ2(h) = 0. Ïîëó÷àåì

λ(a+ h)f(a+ h)− λ(a)f(a) = λ(a+ h)(f(a+ h)− f(a)) + (λ(a+ h)− λ(a))f(a) =

= λ(a)df(h) + dλ(h)f(a) + r(h)‖h‖,
ãäå

r(h) = (λ(a+ h)− λ(a))df(h)‖h‖−1 + λ(a+ h)γ2(h) + γ1(h)f(a).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ df(h) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0,
÷òî ‖df(h)‖‖h‖−1 6 C. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

h→0
r(h) = 0. C
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Òåîðåìà 22. Ïóñòü îòîáðàæåíèå g : Z → X äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è îòîáðàæåíèå
f : X → Y äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå g(a). Òîãäà êîìïîçèöèÿ f ◦ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è
d(f ◦ g) = df ◦ dg.
B Ïî óñëîâèþ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

g(a+ h)− g(a) = dg(h) + γ1(h)‖h‖, f(g(a) + p)− f(g(a)) = df(p) + γ2(p)‖p‖,
ãäå lim

h→0
γ1(h) = 0 è lim

h→0
γ2(h) = 0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå γ2 â íóëå íóë¼ì; òåïåðü γ2 íåïðåðûâíî

â íóëå. Èìååì

f(g(a+h))−f(g(a)) = df(g(a+h)−g(a))+γ2(g(a+h)−g(a))‖g(a+h)−g(a)‖ = df(dg(h))+r(h)‖h‖,
ãäå

r(h) = df(γ1(h)) + γ2(g(a+ h)− g(a))‖g(a+ h)− g(a)‖‖h‖−1.

Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà C1 è C2, ÷òî ‖dg(h)‖ 6 C1‖h‖ è ‖df(p)‖ 6 C2‖p‖. Òîãäà
‖df(γ1(h))‖ 6 C2‖γ1(h)‖ → 0,

‖γ2(g(a+ h)− g(a))‖‖g(a+ h)− g(a)‖‖h‖−1 6 (C1 + ‖γ1(h)‖)‖γ2(g(a+ h)− g(a))‖ → 0

ïðè h → 0. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî lim
h→0

r(h) = 0, òåì ñàìûì, äëÿ f ◦ g âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå

äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå a. C

Ïóñòü g : Rn → Rm è f : Rm → Rk �äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà è äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äèôôåðåíöèàëîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìàòðèöà ßêîáè êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ßêîáè.

Ïóñòü n = 1 è k = 1, ò. å. êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âèäà f(g1(t), g2(t), . . . , gm(t)).
Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g èìååò âèä

dg1
dt
dg2
dt

. . .
dgm
dt

 ,

ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f èìååò âèä( ∂f
∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xm

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
f
(
g1(t), g2(t), . . . , gm(t)

)
=

=
( ∂f
∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xm

)
dg1
dt
dg2
dt

. . .
dgm
dt

 =

=
∂f

∂x1

· dg1

dt
+
∂f

∂x2

· dg2

dt
+ . . .+

∂f

∂xm
· dgm
dt

.

Ïîëåçíî ïðîâåñòè îòäåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Èòàê, ïóñòü f �äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ è çàäàíû m äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé gk îäíîé ïåðåìåííîé t.
Íàéä¼ì ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè f(g(t)) = f

(
g1(t), g2(t), . . . , gm(t)

)
. Èìååì

d

dt
f
(
g1(t), g2(t), . . . , gm(t)

)
= lim

τ→0

f(g1(t+ τ), . . . , gn(t+ τ))− f(g1(t), . . . , gn(t))

τ
.

Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, ïîýòîìó

f(g1(t+ τ), . . . , gn(t+ τ))− f(g1(t), . . . , gn(t)) =

=
∂f

∂x1

(g(t))(g1(t+τ)−g1(t))+ . . .+
∂f

∂xn
(g(t))(gm(t+τ)−gm(t))+α(g(t+τ)−g(t))‖g(t+τ)−g(t)‖.

23



Çäåñü ìû, êàê è âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ïîëîæèëè α(0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ‖g(t+ τ)−
g(t)‖/τ � îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà ïðè τ → 0. Ïîëó÷àåì

d

dt
f
(
g1(t), g2(t), . . . , gm(t)

)
=

=
∂f

∂x1

(g(t)) lim
τ→0

g1(t+ τ)− g1(t)

τ
+ . . .+

∂f

∂xn
(g(t)) lim

τ→0

gm(t+ τ)− gm(t)

τ
=

=
∂f

∂x1

· dg1

dt
+
∂f

∂x2

· dg2

dt
+ . . .+

∂f

∂xm
· dgm
dt

.

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà òîëüêî k = 1. Ìàòðèöà ßêîáè êîìïîçèöèè
ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè ( ∂f

∂y1

,
∂f

∂y2

, . . . ,
∂f

∂ym

)
íà ìàòðèöó 

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . . ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . . ∂g2
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂gm
∂x1

∂gm
∂x2

. . . ∂gm
∂xn

 .

Âûïèøåì ýëåìåíò ìàòðèöû ßêîáè êîìïîçèöèè (â äàííîì ñëó÷àå � ýëåìåíòû âåêòîðà ãðàäèåíòà):

∂f(g(x))

∂xi
=

∂f

∂y1

· ∂g1

∂xi
+
∂f

∂y2

· ∂g2

∂xi
+ . . .+

∂f

∂ym
· ∂gm
∂xi

.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó÷èòü èç âûðàæåíèÿ

df =
∂f

∂y1

dy1 +
∂f

∂y2

dy2 + . . .+
∂f

∂ym
dym,

ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî yk ôóíêöèþ gk è âû÷èñëèâ äèôôåðåíöèàëû dgk. Ýòî íàáëþäåíèå íàçûâàþò
èíâàðèàíòíîñòüþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü f : X → Y , U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â X, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè f(a)
â Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : U → V ãîìåîìîðôèçì, f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è df èìå-
åò íåïðåðûâíîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f−1 : V → U äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå f(a) è
d(f−1) = (df)−1.

B Íàéä¼ì ïðåäåë

lim
p→0

‖f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)‖
‖p‖

.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ h = f−1(f(a) + p)− a. Òîãäà h→ 0 ïðè p→ 0. Èìååì

p = f(a+ h)− f(a) = df(h) + γ(h)‖h‖, lim
h→0

γ(h) = 0.

Ïîëó÷àåì

‖f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)‖
‖p‖

=
‖h‖‖(df)−1(γ(h))‖
‖df(h) + γ(h)‖h‖‖

6
‖h‖‖(df)−1(γ(h))‖
‖df(h)‖ − ‖γ(h)‖‖h‖

.

Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî ‖df(h)‖ > C‖h‖. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)‖

‖p‖
6
‖(df)−1(γ(h))‖
C − ‖γ(h)‖

→ 0, h→ 0. C

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé ê ìàòðèöå
ßêîáè ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó Ëàãðàíæà íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïðåäëîæåíèå 29. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm äèôôåðåíöèðóåìî â øàðå Br(a) è âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi

∂xj
îãðàíè÷åííû íà ýòîì øàðå. Ïîëîæèì

M = sup
x∈Br(a)

‖df(x)‖.

Òîãäà äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ Br(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(x)− f(y)‖ 6M‖x− y‖.
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B Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕ(t) = 〈f(x+ t(y − x)), f(y)− f(x)〉.

Òîãäà
ϕ′(t) = 〈df(x+ t(y − x), y − x), f(y)− f(x)〉

è ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî �Øâàðöà
èìååò ìåñòî îöåíêà:

|ϕ′(t)| 6 ‖df(x+ t(y − x))‖‖y − x‖‖f(y)− f(x)‖.
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(c). Ïîëó÷àåì

‖f(y)− f(x)‖2 = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(c) 6 ‖df(x+ c(y − x))‖‖y − x‖‖f(y)− f(x)‖.
Åñëè ‖f(y) − f(x)‖ > 0, òî îñòà¼òñÿ ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ‖f(y) − f(x)‖ è îöå-
íèòü ‖df(x + c(y − x))‖ êîíñòàíòîé M . Åñëè æå ‖f(y) − f(x)‖ = 0, òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ íåìåäëåííî. C

Çàäà÷è

1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (x0, y0) ∈ R2 âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y) = 7
√
x7 + y8 äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.
2. Ñóùåñòâóåò ëè äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå R2 → R2, îòîáðàæàþùåå îñü Ox íà ãðàôèê

ôóíêöèè y = |x|?
3. Ïóñòü êðèâàÿ γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ [0; 1], çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè

ôóíêöèÿìè xk(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå êðèâîé âåêòîð ñêîðîñòè γ̇ ïåðïåíäèêóëÿðåí
ãðàäèåíòó ôóíêöèè f . Äîêàæèòå, ÷òî f ïîñòîÿííà íà êðèâîé γ.

4. Îïèøèòå âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå âñþäó íà R2 óðàâíåíèþ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè a∂f

∂x
+ b∂f

∂y
= 0, ãäå a, b�íåêîòîðûå ÷èñëà.

5. Ïóñòü D� îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè è f : R2 → R. Èçâåñòíî, ÷òî ∂f
∂x
≡ 0 â

D. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî f íå çàâèñèò îò x â D?
6. Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè m, åñëè f(λx) = λmf(x). Äîêàæèòå,

÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f îäíîðîäíà ñòåïåíè m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

mf(x) =
∂f

∂x1

x1 + . . .+
∂f

∂xn
xn.

Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîðîäíûìè ñòåïåíè 1.
7. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà P (x) = xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 è îòîæ-
äåñòâèì åãî ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn âåêòîðîâ (an−1, . . . , a0). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (P,Q) → PQ
êàê îòîáðàæåíèå èç Rn ×Rn → R2n. Íàéäèòå ìàòðèöó ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó ìíîãî÷ëåíîâ P è Q åñòü
îáùèé êîðåíü.

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè è òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : R→ R. Åñëè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå Ix ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
è ñòðîãî ìîíîòîííà, òî Iy = f(Ix) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì, f : Ix → Iy ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è îáðàò-
íàÿ ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(x0) 6= 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0) è V (f(x0)),
÷òî f : U(x0)→ V (x0)� ãîìåîìîðôèçì è, áîëåå òîãî, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îáîáùèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèÿ
èç Rn â Rn. Îäíàêî ñîîáðàæåíèÿ ìîíîòîííîñòè õîðîøî ðàáîòàþò äëÿ ôóíêöèé îäíîé âåùåñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé, íî ïëîõî ïåðåíîñÿòñÿ íà ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ. Ïîýòîìó, îñòàâàÿñü ïîêà íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàññìîòðèì äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.

Èòàê, ïóñòü f : R → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è f ′(x0) 6= 0.
Äàëåå ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ
f ′ îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîëîæèì y0 = f(x0). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ôàêòè÷åñêè íàäî
íàó÷èòüñÿ ðåøàòü óðàâíåíèå y = f(x) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â
íîâîì âèäå:

x = x+ q(y − f(x)),
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ãäå q íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, êîòîðîå ìû óêàæåì ïîçäíåå. Ðàâåíñòâî x = x+q(y−f(x))
âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = f(x). Ïîëîæèì

Gy(x) = x+ q(y − f(x)).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ýòî ôóíêöèÿ îò x è ìû èùåì íåïîäâèæíóþ òî÷êó x, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x = Gy(x). Îòìåòèì, ÷òî î÷åíü âàæíî íå òîëüêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
íåïîäâèæíîé òî÷êè, íî è å¼ åäèíñòâåííîñòü.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Òåîðåìà 24 (Áàíàõ). Ïóñòü (X, ρ)�ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è F : X → X ÿâëÿåò-
ñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(F (x), F (y)) 6 λρ(x, y), 0 < λ < 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî F (x) = x.

B Ïóñòü x0 �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Ïîëîæèì xn+1 = F (xn). Ïîñêîëüêó

ρ(xn+1, xn) 6 λρ(xn, xn−1) 6 . . . 6 λnρ(x1, x0),

äëÿ n > m ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(xn, xm) 6
λm

1− λ
ρ(x1, x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, xn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è èìååò ïðåäåë. Ïóñòü xn →
x. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè F çàêëþ÷àåì, ÷òî F (x) = x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå x åñòü äðóãàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà z. Òîãäà

ρ(x, z) = ρ(F (x), F (z)) 6 λρ(x, z)

è, ñëåäîâàòåëüíî, x = z. C

Ïîïðîáóåì òàê âûáðàòü îòðåçîê Ix = [x0−α;x0 +α] è èíòåðâàë Iy = (y0−β; y0 +β), ÷òîáû äëÿ
âñÿêîãî y ∈ Iy ôóíêöèÿ Gy ÿâëÿëàñü ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì Ix â Ix. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

|Gy(x)−Gy(z)| =
∣∣∣∣dGy

dx
(c)

∣∣∣∣ |x− z|,
ãäå

dGy

dx
(c) = 1− qf ′(c).

Ïîëîæèì q = 1/f ′(x0). Òîãäà dGy

dx
(x0) = 0. Ïî óñëîâèþ f ′ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè

x0. Âûáèðàÿ α äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà Ix âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |dGy

dx
(x)| =

|1−qf ′(x)| 6 1/2, ïîýòîìó |Gy(x)−Gy(z)| 6 1
2
|x−z|. Òåïåðü îñòàëîñü ñäåëàòü òàê, ÷òîáû çíà÷åíèÿ

Gy ëåæàëè â Ix. Çàìåòèì, ÷òî Gy0(x0) = x0. Èìååì

|Gy(x)− x0| 6 |Gy(x)−Gy(x0)|+ |Gy(x0)−Gy0(x0)| 6 1

2
|x− x0|+ |q||y − y0| 6

1

2
α + |q|β.

Âûáåðåì β ñòîëü ìàëûì, ÷òî |q|β < α/4. Èòàê, ìû âûáðàëè Ix è Iy òàê, ÷òî Gy : Ix → Ix ÿâëÿåòñÿ
ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ âñÿêîãî y ∈ Iy. Áîëåå òîãî, Gy(Ix) ⊂ (x0 − 3α/4;x0 + 3α/4) ⊂
(x0 − α;x0 + α). Ïî òåîðåìå Áàíàõà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîå x ∈ Ix, ÷òî Gy(x) = x. Ïîëî-
æèì V (y0) = Iy è U(x0) = f−1(V (y0)) ∩ (x0 − 3α/4;x0 + 3α/4). Òîãäà U(x0) è V (y0)� îòêðûòûå
ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå x0 è y0 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âñÿêîãî y ∈ V (y0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
òàêîé x ∈ U(x0), ÷òî Gy(x) = x è, çíà÷èò, y = f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, f : U(x0)→ V (y0)� áèåêöèÿ,
è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : V (y0)→ U(x0). Îäíàêî åù¼ íàäî îáîñíîâàòü íåïðåðûâíîñòü
è äèôôåðåíöèðóåìîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè f−1.

Ïðåäëîæåíèå 30. Ïóñòü (X, ρ)�ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è F1, F2 : X → X � ñæè-
ìàþùèå îòîáðàæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ λ ∈ (0; 1). Ïî òåîðåìå Áàíàõà ñóùåñòâóþò
åäèíñòâåííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè x1 = F1(x1) è x2 = F2(x2). Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

ρ(x1, x2) 6 (1− λ)−1ρ(F1(x1), F2(x1)).

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(x1, x2) = ρ(F1(x1), F2(x2)) 6 ρ(F1(x1), F2(x1)) + λρ(x1, x2). C
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Ïóñòü y1, y2 ∈ V (y0). Ïîñêîëüêó

|Gy1(x)−Gy2(x)| = |q||y1 − y2|,
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê x1 = f−1(y1) è x2 = f−1(y2) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|x1 − x2| 6 (1− λ)−1|q||y1 − y2|, ãäå λ =
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî íåïðåðûâíîé, à äàæå ëèïøèöåâîé. Îñòà-
ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, íî ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàííîé âûøå
òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè.

Äàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 25 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è y0 = f(x0). Åñëè ìàòðèöà ßêîáè Jf (x0) îáðàòèìà, òî
ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0) è V (y0) òî÷åê x0 è y0 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî îòîáðàæå-
íèå f : V (y0) → U(x0) îáðàòèìî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â
êàæäîé òî÷êå îêðåñòíîñòè U(x0).

B Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è âûøå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Gy(x) = x+Q(y − f(x)), ãäå Q = Jf (x0)−1.

Ïîñòðîèì òàêèå øàðû Bα(x0) = {x : ‖x− x0‖ 6 α} è Bβ(y0) = {y : ‖y− y0‖ < β}, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
y ∈ Bβ(y0) îòîáðàæåíèå Gy : Bα(x0)→ Bα(x0) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïðè÷¼ì

Gy(Bα(x0)) ⊂ {x : ‖x− x0‖ < 3α/4}.
Âûáåðåì òàêîå α > 0, ÷òî íà øàðå B2α(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖dGy

dx
(x)‖ 6 1/2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ âñåõ x, z ∈ Bα(x0) ïîëó÷àåì

‖Gy(x)−Gy(z)‖ 6 1

2
‖x− z‖.

Òåïåðü ñäåëàåì òàê, ÷òîáû Gy ïðèíèìàëî çíà÷åíèÿ â øàðå {x : ‖x− x0‖ < 3α/4}. Òîãäà

‖Gy(x)− x0‖ 6
1

2
‖x− x0‖+ ‖Q‖‖y − y0‖ 6

1

2
α + ‖Q‖β.

Âûáåðåì β > 0 òàê, ÷òî ‖Q‖β < α/4. Ïðèìåíèì òåîðåìó Áàíàõà: äëÿ âñÿêîãî y ∈ Bβ(y0) ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé òàêîé x ∈ Bα(x0), ÷òî Gy(x) = x è, çíà÷èò, y = f(x). Áîëåå òîãî, íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà x ïðèíàäëåæèò øàðó {x : ‖x− x0‖ < 3α/4}. Ïîëîæèì

V (y0) = Bβ(y0) è U(x0) = f−1(V (y0)) ∩ {x : ‖x− x0‖ < 3α/4}.
Êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f : U(x0)→ V (y0) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. C

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå èìååò íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîå îáðàòíîå, íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Åñëè çàäàí äèôôåîìîðôèçì
f : U → V , òî çàäàíà íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîé òî÷êå x ∈ U îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëÿåòñÿ y ∈ V , è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî, ïåðåõîä ê íîâûì êîîðäèíàòàì ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè: åñëè íà ìíîæåñòâå U îïðåäåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ g, òî íà V åé ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g(f−1(y)).
Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ÷àñòî ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðåøàåìóþ çàäà÷ó.

Ñëåäñòâèå 8 (òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : Rn
x×Rm

y → Rm íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), F (x0, y0) = 0 è ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ
y → F (x0, y) îáðàòèìà â òî÷êå y0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0) è V (y0) è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f : U(x0)→ V (y0), ÷òî íà U(x0)× V (y0)

F (x, y) = 0⇔ y = f(x).

B Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèåH : Rn+m → Rn+m, ïåðåâîäÿùåå ïåðåìåííûå (x, y) â ïåðåìåííûå (u, v)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ui = xi ïðè i = 1, 2, . . . , n è vj = F j−n(x, y) ïðè j = n+1, . . . , n+m. Çàìåòèì,
÷òî òî÷êà (x0, y0) ïåðåõîäèò â òî÷êó (x0, 0), è ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ H èìååò âèä(

E 0
∗ DyF

)
.
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Ìàòðèöà DyF (x0, y0) îáðàòèìà, ïîýòîìó è ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ H â òî÷êå (x0, y0) îáðà-
òèìà. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè W ((x0, y0)) è Q((x0, 0)),
÷òî H : W → Q ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïóñòü îòêðûòûå øàðû B(x0) è B(y0) âûáðàíû òàê,
÷òî B(x0) × B(y0) ⊂ W . Ïîëîæèì U(x0) = {x : (x, 0) ∈ H(B(x0) × B(y0))} è V (y0) = B(y0).
Îòîáðàæåíèå H îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ U(x0) × V (y0) : F (x, y) = 0} íà ìíîæåñòâî
{(u, 0) : u ∈ U(x0)}. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä xi = ui ïðè i = 1, 2, . . . , n è yj = gj(u, v) ïðè
j = n+ 1, . . .m. Ïîëîæèì f(x) = g(x, 0) ïðè x ∈ U(x0). Òîãäà f : U(x0)→ V (y0) è íà U(x0)×V (y0)
ðàâåíñòâî F (x, y) = 0 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó y = f(x). C

Èñïîëüçóåìûé â òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè äèôôåîìîðôèçì H çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò îòîá-
ðàæåíèå F . Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (u, v) ôóíêöèÿ F èìååò âèä F (x(u, v), y(u, v)) = v. Ñôîðìó-
ëèðóåì â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî
íàáëþäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Åñëè f(0) = 0 è ∇f(0) 6= 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(0) è V (0) è äèôôåîìîðôèçì
x = x(v), îòîáðàæàþùèé V (0)→ U(0), ÷òî f(x(v)) = vn.

B Ïóñòü ∂f
∂xn

(0) 6= 0 (åñëè èíà÷å, òî ñäåëàåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå êîîðäè-
íàòû). Èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

v1 = x1, . . . , vn−1 = xn−1, vn = f(x). C

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè, â êîòîðîé ãðàäèåíò ôóíêöèè îòëè÷åí îò íóëÿ, ìîæíî ââåñòè òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â
êîòîðîé ôóíêöèÿ ñòàíåò ïðîñòåéøåé ëèíåéíîé èëè àôôèííîé ôóíêöèåé. Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ìíîæåñòâà óðîâíÿ

{x : f(x) = const},
èçîáðàæåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ëîêàëüíî â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôóíê-
öèÿ èìååò âèä f(v) = vn + const è å¼ ìíîæåñòâà óðîâíÿ� ãèïåðïëîñêîñòè. Òåîðåìà î íåÿâíîé
ôóíêöèè óòâåðæäàåò, ÷òî â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ìíîæåñòâî óðîâíÿ òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ôóíêöèè. Äëÿ îñîçíàíèÿ ãëóáèíû ýòèõ óòâåðæäåíèé ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî ìíî-
æåñòâîì óðîâíÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 31. Äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R, ÷òî A = {x : f(x) = 0}.
B Äîïîëíåíèå ê A ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà îòêðûòûõ øàðîâ Brj(aj). Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà,
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà íà îòêðûòîì øàðå B1(0) è ðàâíà íóëþ âíå B1(0). Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè
ìîæíî âçÿòü ψ(x) = e1/(|x|2−1) ïðè |x| < 1 è ψ(x) = 0 ïðè |x| > 0. Ïîëîæèì ψj(x) = cjψ((x−aj)/rj),
ãäå cj âûáðàíû òàê, ÷òî |ψj| + ‖∇ψj‖ 6 1/2j. Ôóíêöèÿ f(x) =

∑
j

ψj(x) èñêîìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

äàííûé ðÿä è ðÿäû èç ïðîèçâîäíûõ
∑
j

∂ψj

∂xk
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x èç äîïîëíåíèÿ ê A õîòÿ áû îäíà èç
ôóíêöèé ψj(x) è f(x) ïîëîæèòåëüíà, à äëÿ âñÿêîãî x èç A âñå ψj(x) = 0 è f(x) = 0. C

Ñ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàí âàæíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò � ãëàäêàÿ ïî-
âåðõíîñòü.

Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îáñóäèì ñíà÷àëà äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè â R3 è íà÷í¼ì ñ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ.
1. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïóñòü f : R2 → R. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y) åñòåñòâåííî íàçâàòü

äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê (x, y, f(x, y)),
çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ x è y, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàôèê�
ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîãî óðàâíåíèÿ z − f(x, y) = 0.

2. Äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü. Ïóñòü çàäàíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà a = (a1, a2, a3) è
b = (b1, b2, b3). Òîãäà ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà ýòè âåêòîðû è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0),
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çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè òàê:

x(s, t) = x0 + a1s+ b1t, y(s, t) = y0 + a2s+ b2t, z(s, t) = z0 + a3s+ b3t,

ãäå (s, t) ∈ R2. Ìîæíî ýòó æå ñàìóþ ïëîñêîñòü çàäàòü óðàâíåíèåì

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

ãäå âåêòîð (A,B,C) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b.
3. Äâóìåðíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ýòî ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 + z2 = 1.

Ñôåðó ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè:

x(ϕ, ψ) = cosϕ cosψ, y(ϕ, ψ) = sinϕ cosψ, z(ϕ, ψ) = sinψ,

ãäå òî÷êè (ϕ, ψ) ïðèíàäëåæàò ïðÿìîóãîëüíèêó [−π; π]× [−π/2;π/2] (îòìåòèì, ÷òî ýòà ïàðàìåòðè-
çàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó òî÷êàìè ïðÿìîóãîëüíèêà è ñôå-
ðû).

4. Äâóìåðíûé òîð. Ïóñòü 0 < r < R è (ϕ, ψ) ∈ [0; 2π] × [0; 2π]. Òîãäà òîð � ïîâåðõíîñòü,
çàäàâàåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè òàê:

x(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) cosϕ, y(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) sinϕ, z(ϕ, ψ) = r sinψ.

Êàê è ñôåðó, òîð ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì (ñì. çàäà÷ó 7).
Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü êàê ìíîæåñòâî, êîòîðîå â îêðåñòíîñòè âñÿ-

êîé ñâîåé òî÷êè çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòàìè íà ïîâåðõíîñòè, ò. å. ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ïî-
âåðõíîñòè è íàîáîðîò.

Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîM2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ â R3, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈
M2 ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü U(p), îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ R2 è èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f : V → U(p), ÷òî M2

⋂
U(p) = f(V ) è ðàíã ìàòðèöû ßêîáè Jf

ðàâåí 2 â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà V . Åñëè f çàäàíî ôóíêöèÿìè x = x(v1, v2), y = y(v1, v2), z =
z(v1, v2), òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, ïðè÷¼ì

rk

(
∂x
∂v1

∂y
∂v1

∂z
∂v1

∂x
∂v2

∂y
∂v2

∂z
∂v2

)
= 2.

Îáñóäèì ïîñëåäíåå óñëîâèå ïîäðîáíåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå p∣∣∣∣∣ ∂x
∂v1

∂y
∂v1

∂x
∂v2

∂y
∂v2

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè (èëè äàæå ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè) â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè p ìîæíî âûðàçèòü v1 è v2 ÷åðåç x è y, ò. å. v1 = v1(x, y) è v2 = v2(x, y). Òîãäà
z = z(v1, v2) = z(v1(x, y), v2(x, y)) = g(x, y) è ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè z = g(x, y).

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ìíîæåñòâî Mk â Rn íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈

Mk ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü U(p) òî÷êè p â Rn, îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rk è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : V → Rn, ÷òî f(V ) = Mk

⋂
U(p) è

ðàíã ìàòðèöû ßêîáè Jf (u) â êàæäîé òî÷êå u ∈ V ðàâåí k.

Ïðåäëîæåíèå 32. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn;

(ii) äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈ Mk ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U(p) è òàêîå íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn−k, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè JF (p) ðàâåí (n − k) è Mk

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì F (x) = 0 â U(p).

B Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. C

Îòìåòèì, ÷òî (ii) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(p) êàæäîé òî÷êè p ∈ Mk ìîæíî òàê ââåñòè êîîðäèíàòû, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìíîæåñòâî
Mk ∩ U(p) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè xk+1 = 0, . . . , xn = 0, ò. å. ïîâåðõíîñòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòüþ ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòàì x1, . . . , xk. Ýòè êîîðäèíàòû è ìîæíî
âçÿòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, ïàðàìåòðèçóþùèõ ïîâåðõíîñòü Mk â îêðåñòíîñòè òî÷êè p.
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Îòîáðàæåíèå γ : (−1; 1) → Rn íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, åñëè γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), ãäå
xi(t)�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà (−1; 1). Ïóñòü Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn è γ � òàêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ÷òî γ(t) ∈Mk äëÿ âñÿêîãî t è γ(0) = p. Îòìåòèì, ÷òî
åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ïîâåðõíîñòü Mk çàäàíà îòîáðàæåíèåì f : V → Rn, ãäå ðàíã ìàòðèöû
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f ðàâåí k, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ(t) = f(u(t)), ãäå u(t)� ãëàäêàÿ êðèâàÿ
â V . Âåêòîð ñêîðîñòè γ̇(0) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïîâåðõíîñòè Mk â òî÷êå p.

Ïðåäëîæåíèå 33. Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ãëàäêîé k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Mk

â òî÷êå p ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

B Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Mk â îêðåñòíîñòè òî÷êè p çàäàíà îòîáðàæåíèÿìè xi = fi(u1, . . . , uk). Òîãäà
âñÿêàÿ êðèâàÿ γ(t) íà Mk çàäà¼òñÿ òàê: xi(t) = fi(u1(t), . . . , uk(t)). Íàéä¼ì γ̇(0):

γ̇(0) = u̇1(0)
∂f

∂u1

(0) + . . .+ u̇k(0)
∂f

∂uk
(0).

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé êàñàòåëüíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

∂f

∂u1

,
∂f

∂u2

, . . . ,
∂f

∂uk
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòî-
ðîì. C

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ê Mk â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TpMk.

Ïðåäëîæåíèå 34. Ïóñòü äëÿ òî÷êè p ∈ Mk ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U(p) è òàêîå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn−k, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè JF (p) ðàâåí
(n− k) è Mk ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {x : F (x) = 0} â U(p). Òîãäà

v ∈ TpMk ⇔


〈∇F1, v〉 = 0,
〈∇F2, v〉 = 0,
. . .
〈∇Fn−k, v〉 = 0.

B Íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò èç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâ Fi(γ(t)) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà k è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé ñè-
ñòåìû ðàâíà k. Çíà÷èò, ýòè ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò. C

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ {x : f(x) = const} íåêîòîðîé
ôóíêöèè f : Rn → R, òî å¼ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíî âåêòîðó ãðàäèåíòà ∇f . Òàêèì
îáðàçîì, â òî÷êå x0 ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè f êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

〈∇f(x0), x− x0〉 = 0.

Íàïðèìåð, åñëè ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè z =
f(x, y) (ò. å. ëèíèåé óðîâíÿ F = 0, ãäå F (x, y, z) = z−f(x, y)), òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
â òî÷êå (x0, y0, f(x0, y0)) èìååò âèä

z − f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è òàêîé ôóíêöèè f : X → X,
÷òî ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y), íî ó f íåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ïîñâÿùåíû îòëè÷íîìó îò ðàññìîòðåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

2. Ïóñòü F (x, y)�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R2 è F (x0, y0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ
òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê Π = [x0−α;x0+α]×[y0−β; y0+β], ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ [x0−α;x0+α] ôóíêöèÿ
y 7→ F (x, y) âîçðàñòàåò íà [y0− β; y0 + β]. Äîêàæèòå, ÷òî, óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè âåëè÷èíû
α è β, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà {(x, y) : F (x, y) = 0} ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì Π
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = f(x).

30



3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è 2 ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

∂F

∂y
(x0, y0) > 0,

òî, óìåíüøàÿ ïî íåîáõîäèìîñòè âåëè÷èíó α, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [x0 − α;x0 + α] è

f ′(x) = −
∂F
∂x

(x, f(x))
∂F
∂y

(x, f(x))
.

4. Ïðèäàéòå ñìûñë ðàâåíñòâó
∂z

∂x
· ∂x
∂y
· ∂y
∂z

= −1

è îáîñíóéòå åãî.
5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xn + cn−1x

n−1 + . . .+ c1x+ c0 = 0. Ïóñòü U ⊂ Rn �ìíîæåñòâî òàêèõ
âåêòîðîâ (cn−1, . . . , c0), ÷òî óðàâíåíèå èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Èç òåîðåìû Âèåòà
èçâåñòíî, ÷òî ck = ck(x1, x2, . . . , xn), ãäå xi �êîðíè óðàâíåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè
a ∈ U íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé xi = xi(c0, . . . , cn), ïðè÷¼ì êîðíè xi ãëàäêî çàâèñÿò îò
êîýôôèöèåíòîâ ci. Äîêàæèòå, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.

6. Ïóñòü f1, . . . , fm �íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç Rn â R.
(i) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ëèíåéíûå ôóíêöèè df1, . . . , dfm ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ìîæíî òàê ââåñòè íîâûå êîîðäèíàòû u1, . . . , un, ÷òî
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ f1(x(u)) = u1, . . . , fm(x(u)) = um.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ dfm ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
df1, . . . , dfm−1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ g, ÷òî fm(x) = g(f1(x), . . . , fm−1(x)) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

7. Âûøå áûëî ïðèâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå òîðà:

x(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) cosϕ, y(ϕ, ψ) = (R + r cosψ) sinϕ, z(ϕ, ψ) = r sinψ, 0 < r < R.

Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå âèäà F (x, y, z) = 0, çàäàþùåå òîð. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè ê òîðó â äàííîé åãî òî÷êå (x0, y0, z0).

Ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ýêñòðåìóì

Ïóñòü f : Rn → R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó f â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) åñòü
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xi
è ôóíêöèÿ x 7→ ∂f

∂xi
(x) â òî÷êå a èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî xj. Òîãäà

âûðàæåíèå
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

(x)
)∣∣∣

x=a

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì xi è xj è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

∂2f

∂xj∂xi
(a).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà:
∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
(a) =

∂

∂xi1

( ∂

∂xi2

(
. . .
( ∂f

∂xim
(x)
)))∣∣∣

x=a
.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàæíà è, âîîáùå ãîâîðÿ, ∂2f

∂x1∂x2
6= ∂2f

∂x2∂x1
.

Òåîðåìà 26 (Øâàðö). Åñëè ó ôóíêöèè f : R2 → R â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) ñóùåñòâóþò
ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì x è y, êîòîðûå íåïðåðûâíû â
òî÷êå a, òî

∂2f

∂x∂y
(a) =

∂2f

∂y∂x
(a).
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Òåîðåìà 27 (Þíã). Åñëè f : R2 → R äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è å¼ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ∂f

∂x
è ∂f

∂y
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a, òî

∂2f

∂x∂y
(a) =

∂2f

∂y∂x
(a).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Øâàðöà è Þíãà âåñüìà ñõîæè, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî äîêà-
çàòåëüñòâîì òåîðåìû Þíãà.

B Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = (0, 0). Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïðèáëèæàþùåå
ñìåøàííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ïî x è y:

F (t, t) = f(t, t)− f(0, t)− f(t, 0) + f(0, 0).

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïðèìåí¼ííîé ê ôóíêöèè g(u) = f(t, u)− f(0, u), èìååì

F (t, t) = g(t)− g(0) = g′(c)t =
(∂f
∂y

(t, c)− ∂f

∂y
(0, c)

)
t,

ãäå c ëåæèò ìåæäó 0 è t. Ôóíêöèÿ ∂f∂y äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), à çíà÷èò,

∂f(x, y)

∂y
=
∂f

∂y
(0, 0) +

∂2f

∂x∂y
(0, 0)x+

∂2f

∂y2
(0, 0) y + o(

√
x2 + y2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂f

∂y
(t, c)− ∂f

∂y
(0, c) =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) t+ o(t).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

F (t, t) =
∂2f

∂x∂y
(0, 0) t2 + o(t2).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

F (t, t) =
∂2f

∂y∂x
(0, 0) t2 + o(t2).

Ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è ñîêðàòèì íà t2. Óñòðåìëÿÿ t→ 0, ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0). C

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a. Òîãäà â ýòîé
îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíû íîâûå ôóíêöèè (÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f)

x 7→ ∂f

∂xi
(x), i = 1, 2, . . . n.

Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

Ïóñòü óæå îïðåäåëåíî, ÷òî òàêîå m ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà m ðàç â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a). Åñëè âñå å¼
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m-ãî ïîðÿäêà

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè â òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé (m+ 1) ðàç â òî÷êå a.

Èç òåîðåìû Þíãà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà m ðàç â òî÷êå a, òî çíà÷åíèå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a), k 6 m,

íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà i1, . . . , ik.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå
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åù¼ è äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî h ôóíêöèÿ

x 7→ df(x, h) =
∂f

∂x1

(x)h1 + . . .+
∂f

∂xn
(x)hn

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè:

d(df(x, h))(a, v) =
∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(a)hivj = B(h, v).

Îòîáðàæåíèå (h, v)→ B(h, v) ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé. ×àñòî èìåííî ýòó áèëèíåéíóþ ôîðìó
íàçûâàþò âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a. Îäíàêî â ñèëó òåîðåìû Þíãà B(h, v)
ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ò. å. B(h, v) = B(v, h), à ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé h → B(h, h). Èìåííî ýòó êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó ìû áóäåì íàçûâàòü âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì. Èòàê, âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà:

d2f(a, h) =
∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj.

Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà m ðàç â òî÷êå a, òî å¼ äèôôåðåíöèàëîì m-ãî ïîðÿäêà
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ h→ dmf(a, h), çàäàííàÿ ôîðìóëîé:

dmf(a, h) =
∑

16i1,i2,...im6n

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
(a)hi1hi2 . . . him .

Ïîñêîëüêó dxk(h) = hk, äèôôåðåíöèàë d
mf ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå:

dmf =
∑

16i1,i2,...im6n

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
dxi1dxi2 . . . dxim .

Äàëåå ìû ïðîÿñíèì ðîëü äèôôåðåíöèàëîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïðåäëîæåíèå 35. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà m ðàç â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà
äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà h ôóíêöèÿ ϕ(t) = f(a+th) äèôôåðåíöèðóåìà m ðàç â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ è

ϕ(m)(t) = dmf(a+ th, h).

B Ïóñòü m = 1. Òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì

ϕ′(t) =
∂f

∂x1

(a+ th)h1 + . . .+
∂f

∂xn
(a+ th)hn = df(a+ th, h).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ m óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, è äîêàæåì åãî äëÿ m+ 1. Èìååì

ϕ(m+1)(t) =
d

dt

(
dmf(a+ th, h)

)
=

d

dt

( ∑
i1,...,im

∂mf

∂xi1 . . . ∂xim
(a+ th)hi1 · · ·him

)
.

Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè è ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî-
ëó÷àåì

ϕ(m+1)(t) =
∑

i1,...,im

∑
j

∂m+1f

∂xj∂xi1 . . . ∂xim
(a+ th)hi1 · · ·him · hj = dm+1f(a+ th, h). C

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì è ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îäíîìåðíîé ôîðìóëû
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà (m + 1) ðàç â îòêðûòîì øàðå Br(a). Òîãäà
äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà h, ‖h‖ < r, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c ∈ (0; 1), ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

f(a+ h) = f(a) + df(a, h) +
d2f(a, h)

2!
+ . . .+

dmf(a, h)

m!
+
dm+1f(a+ ch, h)

(m+ 1)!
.

B Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè
ϕ(t) = f(a+ th) â òî÷êå t = 0 è ïîäñòàâèòü t = 1. C

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ïîðÿäêà (m+1) íåïðåðûâíû â òî÷êå a.
Òîãäà

f(a+ h) = f(a) + df(a, h) +
d2f(a, h)

2!
+ . . .+

dmf(a, h)

m!
+
dm+1f(a, h)

(m+ 1)!
+ o(‖h‖m+1).
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B Çàìåòèì, ÷òî hi
‖h‖ 6 1 è

∂m+1f

∂xi1 . . . ∂xim+1

(a)− ∂m+1f

∂xi1 . . . ∂xim+1

(a+ ch)→ 0 ïðè h→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

dm+1f(a+ ch, h)− dm+1f(a, h) =
(
dm+1f(a+ ch, h/‖h‖)− dm+1f(a, h/‖h‖)

)
‖h‖m+1 → 0. C

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Òåéëîðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü f : Rn → R. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(a) òî÷êè a, ÷òî f îïðåäåëåíà â ýòîé
îêðåñòíîñòè è f(x) 6 f(a) (f(x) < f(a)) äëÿ âñÿêîãî x ∈ U(a)\{a}, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).

Òåîðåìà 29. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ñâîåãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, òî
â ýòîé òî÷êå df = 0.

B Ïóñòü a� òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f . Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ôóíêöèÿ îäíîé ïå-
ðåìåííîé xk → f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an) â òî÷êå ak èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Ïî òåîðåìå
Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, ò. å. âåðíî ðàâåíñòâî ∂f

∂xk
(a) = 0. C

Åñëè â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
íåêîòîðàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü çíàê ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé, òî â ñëó÷àå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ óæå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïðî-
èçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 30. Ïóñòü f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â òî÷êå a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî df(a, h) = 0 äëÿ âñÿêîãî h.
Òîãäà

(i) åñëè d2f(a, h) > 0 äëÿ âñÿêîãî h 6= 0, òî a�òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;

(ii) åñëè d2f(a, h) < 0 äëÿ âñÿêîãî h 6= 0, òî a�òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà;

(iii) åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå u, v, ÷òî d2f(a, u) > 0, d2f(a, v) < 0, òî òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f .

B Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(a+ h)− f(a) =
(
2−1d2f(a, h/‖h‖)− α(h)

)
‖h‖2, lim

h→0
α(h) = 0.

Ôóíêöèÿ h 7→ d2f(a, h) íåïðåðûâíà, à åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn êîìïàêòíà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà ñôåðå ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü m = min‖h‖=1 d

2f(a, h) > 0. Íàéä¼ì òàêóþ îêðåñòíîñòü U(0), ÷òî |α(h)| < m/4 äëÿ âñåõ
h ∈ U(0) \ {0}. Òîãäà äëÿ âñåõ h ∈ U(0) \ {0} âåðíî íåðàâåíñòâî f(a+ h)− f(a) > 0. Àíàëîãè÷íî
ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà M = max

‖h‖=1
d2f(a, h) < 0. Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóþò òàêèå u è v, ÷òî

d2f(a, u) > 0 è d2f(a, v) < 0. Ôóíêöèÿ ϕ(t) = f(a + tu) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ϕ′(0) = 0 è ϕ′′(0) = d2f(a, u) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòîé ôóíêöèè òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ôóíêöèÿ ψ(t) = f(a + tv) èìååò â òî÷êå
0 ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Çíà÷èò, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âñòðå÷àþòñÿ òî÷êè (íà
ïðÿìîé a+ tu), â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñòðîãî áîëüøå f(a), è âñòðå÷àþòñÿ òî÷êè (íà ïðÿìîé a+ tv),
â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñòðîãî ìåíüøå f(a). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f . C

Çàäà÷è

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ó ôóíêöèè

f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
ïðè (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0,

ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y

(0, 0) è ∂2f
∂y∂x

(0, 0), íî íå ñîâïàäàþò.

2. Ïóñòü f(x, y) = Re e1/z, z = x+iy, è f(0, 0) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî f èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ëþáîãî ïîðÿäêà, íî ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé.

34



3. Ïóñòü g : Rn → Rn �äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå (ò. å. g = (g1, . . . , gm) è gi �
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç Rn â R). Ïóñòü f : Rn 7→ R�äâàæäû äèôôåðåíöèðó-

åìàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå d2(f ◦ g). Çàïèøèòå ïðè n = 3 îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆f = ∂2f
∂x21

+ . . . + ∂2f
∂x2n

â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
4. Ñäåëàéòå â îïåðàòîðå Ëàïëàñà ∆u çàìåíó ïåðåìåííîé x→ x

‖x‖2 , x ∈ R3.

5. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y), èìåþùåé íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé òî÷êà (0, 0) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,
íî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà (v1, v2) 6= (0, 0) ôóíêöèÿ t → f(tv1, tv2) èìååò â òî÷êå t = 0 ñòðîãèé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà Rn, åñëè f(αx+ (1−α)y) 6 αf(x) + (1−α)f(y)
äëÿ âñåõ x, y è âñåõ α ∈ [0; 1].

(a) Ïóñòü f �äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîñòü ôóíêöèè f ðàâíî-
ñèëüíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà 〈gradf(x)− gradf(y), x− y〉 > 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn.

(b) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàæèòå,
÷òî âûïóêëîñòü ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà d2f(h) > 0.

7 (Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
m‖h‖2 6 d2f(h) 6 M‖h‖2, ãäå m,M > 0. Ïóñòü xn+1 = xn − γ · gradf(xn), ãäå 0 < γ < 2/M .
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè f , è îöåíèòå ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn è f : Rn → R � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êà p ∈ Mk íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìàêñèìóìà (ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(p) òî÷êè p,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U(p)

⋂
Mk âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(p) (f(x) < f(p) ïðè x 6= p). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà).

Òåîðåìà 31 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà). Åñëè p ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, òî ∇f(p) ⊥ TpMk. Áîëåå òîãî, åñëè ∇f 6= 0, òî â òî÷êå p ëî-
êàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà f êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpMk ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïîâåðõíîñòè {x : f(x) = f(p)} â òî÷êå p.
B Ïóñòü v ∈ TpMk. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γ íà Mk, ÷òî γ(0) = p è γ̇(0) = v. Ôóíêöèÿ
f(γ(t)) èìååò â òî÷êå t = 0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Ñëåäîâàòåëüíî,

0 =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣
t=0

= 〈∇f(p), γ̇(0)〉 = 〈∇f(p), v〉. C

Ïóñòü Mk çàäàíî óðàâíåíèÿìè F1 = 0, . . . , Fn−k = 0. Âåêòîðû ∇F1(p), ∇F2(p), . . . ,∇Fn−k(p)
ñîñòàâëÿþò áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó TpMk, ïîýòîìó

∇f(p) = λ1∇F1(p) + λ2∇F2(p) + . . .+ λn−k∇Fn−k(p),
ïðè÷¼ì λi îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ýòî íàáëþäåíèå íàçûâàþò ïðàâèëîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: äëÿ ïîèñêà òî÷åê ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f ïðè óñëîâèè F1 = 0, . . . , Fn−k = 0 ñîñòàâëÿþò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = f(x)− λ1F1(x)− . . .− λn−kFn−k(x)

è ïðèðàâíèâàþò ê íóëþ å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî xi è λj.
Òåïåðü îáñóäèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü â òî÷êå p âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà è L(x) = L(x, λ). Òîãäà

(i) åñëè d2
xL(p, h) > 0 äëÿ âñÿêîãî h 6= 0 è h ∈ TpMk, òî p�òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

óñëîâíîãî ìèíèìóìà;

(ii) åñëè d2
xL(p, h) < 0 äëÿ âñÿêîãî h 6= 0 è h ∈ TpMk, òî p�òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

óñëîâíîãî ìàêñèìóìà;
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(iii) åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå h, v ∈ TpMk, ÷òî d2
xL(p, h) > 0 è d2

xL(p, v) < 0, òî òî÷êà p íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

B Çàìåòèì, ÷òî f(x) = L(x) ïðè x ∈Mk. Ïóñòü xi = gi(t1, . . . , tk) çàäàþò Mk â îêðåñòíîñòè òî÷êè
p. Âû÷èñëèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè H(t) = L(g(t)):

d2H(0, u) =
∑
i,j,l,m

∂2L

∂xi∂xj
· ∂gj
∂tl
· ∂gi
∂tm

ulum.

Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå L ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåò, òàê êàê ìû
ðàññìàòðèâàåì òî÷êó, â êîòîðîé ýòè ïðîèçâîäíûå â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ðàâíû íóëþ. Èòàê,
d2H(0, u) = d2

xL(p, h), ãäå âåêòîð

h =
∂g

∂t1
u1 + . . .+

∂g

∂tk
uk

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê Mk â òî÷êå p. Òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâíûé ýêñòðåìóì äëÿ
f ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì äëÿ H(t) è ìîæíî ïðèìåíèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. C

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.
Ïóñòü íà Rn çàäàíû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f , F1, . . . , Fm è G1, . . . , Gk. Òðåáó-
åòñÿ èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè è
íåðàâåíñòâàìè:

F1(x) = 0, . . . , Fm(x) = 0, G1(x) 6 0, . . . , Gm(x) 6 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è âûøå. Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ, µ) = λ0f(x)− λ1F1(x)− . . .− λmFm(x)− µ1G1(x)− . . .−Gk(x).

Ïðåäëîæåíèå 36. Åñëè òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè f ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèé, çàäàííûõ ôóíêöèÿìè Fi è Gj, òî íàéäóòñÿ òàêèå λi è µj, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà:

∇xL(p, λ, µ) = 0, µ1G1(p) = 0, . . . , µkGk(p) = 0.

B Åñëè Gj(p) < 0, òî µj ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ è äàëåå òàêèå Gj íå ðàññìàòðèâàåì. Ïóñòü òåïåðü
Fi(p) = 0 è Gj(p) = 0 äëÿ âñåõ i è j. Åñëè ãðàäèåíòû ôóíêöèé ∇Fi, ∇Gj â òî÷êå p ëèíåé-
íî çàâèñèìû, òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ñ λ0 = 0 è λi, µj �êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåé
òðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Åñëè ãðàäèåíòû ôóíêöèé ∇Fi, ∇Gj â òî÷êå p ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, òî ðàâåíñòâà Fi = 0, Gj = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè p çàäàþò ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, íà
êîòîðîé òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f . Â ýòîì ñëó÷àå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî âûøå. C

Â ñëó÷àå âûïóêëûõ ôóíêöèé f, Fi, Gj ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî çíà÷èòåëüíî îáîáùèòü
(ñì. çàäà÷è 5, 6 è 7).

Çàäà÷è

1. Â ëåòíåì êèíîòåàòðå ñêàìåéêè ðàñïîëîæåíû íà îäíîì óðîâíå, íèæíèé êðàé ýêðàíà íàõî-
äèòñÿ íà âûñîòå h íàä óðîâíåì ñêàìååê, à âûñîòà ýêðàíà ðàâíà H. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ýêðàíà
íàäî ñèäåòü, ÷òîáû óãîë îáçîðà áûë ìàêñèìàëüíûì?

2. Ïóñòü áóñèíêà åäèíè÷íîé ìàññû ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî íèòêå γ, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè
F1(x, y, z) = 0 è F2(x, y, z) = 0, ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíîé ñèëû c ïîòåíöèàëîì −U(x, y, z).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîîðäèíàòû áóñèíêè çàäàíû ôóíêöèÿìè x(t), y(t), z(t), òî

1

2

(
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 + ż(t)2

)
+ U(x(t), y(t), z(t)) = const .

Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè U íà γ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ, à ðàâåí-
ñòâî íóëþ ñóììû ñèë â ýòîé òî÷êå � ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

4. Ïóñòü A è B ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ïðè÷¼ì 〈Bx, x〉 > 0 ïðè x 6= 0. Íàéäèòå óñëîâíûé
ýêñòðåìóì ôóíêöèè f(x) = 〈Ax, x〉 ïðè óñëîâèè 〈Bx, x〉 = 1.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîñâÿùåíû òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà.
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5 (Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà). Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè
äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âû-
ïóêëîãî ìíîæåñòâà A, íå ñîäåðæàùåãî íóëü, ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l : Rn → R,
÷òî l(x) > 0 ïðè x ∈ A. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ
ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè, â îäíîé èç êîòîðûõ ëåæèò ìíîæåñòâî A.

Ïóñòü f, F1, . . . , Fm � âûïóêëûå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå A. Èññëåäó-
åòñÿ çàäà÷à î ïîèñêå ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå íåðàâåíñòâ
F1 6 0, . . . , Fm 6 0. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = λ0f(x) + λ1F1(x) + . . .+ λmFm(x).

Ïóñòü òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî f(p) = 0.
6. Äîêàæèòå, ÷òî

(i) ìíîæåñòâî V òàêèõ âåêòîðîâ (a0, . . . , am), ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ f0(x) 6 a0, F1(x) 6 a1,
. . . , Fm(x) 6 am èìååò ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è íå ñîäåðæèò íóëü;

(ii) ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà λ∗i , ÷òî λ
∗
0a0 + . . .+λ∗mam > 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ

(a0, . . . , am) ∈ V è λ∗iFi(p) = 0;

(iii) p� òî÷êà ìèíèìóìà ïî x ∈ A ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x, λ∗).
7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà λ∗k, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

λ∗0 > 0, λ∗iFi(p) = 0 è p� òî÷êà ìèíèìóìà ïî x ∈ A ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x, λ∗), òî p� òî÷êà
óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f . Ïîêàæèòå, ÷òî λ∗0 > 0 ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
òî÷êè x ∈ A, â êîòîðîé Fi(x) < 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m.

Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Ïóñòü f : (a; b) → R. Ôóíêöèÿ F : (a; b) → R íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f , åñëè F
äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b) è F ′ = f .

Ïðåäëîæåíèå 37. Ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå F1 è F2 ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå (a; b) îòëè÷à-
þòñÿ íà êîíñòàíòó.

B Ïîëîæèì F = F1 − F2. Ïîñêîëüêó

F ′(x) = (F1 − F2)′(x) = f(x)− f(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈ (a; b),

ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì F (x1) − F (x2) = F ′(c)(x1 − x2) = 0, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ F íà
èíòåðâàëå (a; b) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. C

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé ôóíêöèè f(x) íà äàííîì èíòåðâàëå íàçûâàåòñÿ
íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x). Ýòà ñîâîêóïíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∫

f(x) dx.

Â ñèëó äîêàçàííîãî, åñëè F �íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå, ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé âèäà F +C, ãäå C �ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà,
÷òî êðàòêî âûðàæàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà∫

f(x) dx = F + C.

Îòìåòèì, ÷òî äàëåå ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé ñ íåîïðåäåë¼ííûìè èíòåãðàëàìè (äèôôåðåíöèðî-
âàíèå, ñëîæåíèå è ò. ï.) îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ êàæäîé ïåðâîîáðàçíîé ïî îòäåëüíîñòè, à ðåçóëü-
òàò çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ è ïîíèìàåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ.

Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà èëëþñòðèðóþò äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå è ïîä÷¼ðêèâàþò, ÷òî îïåðàöèè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ÿâëÿþòñÿ ¾âçàèìíî îáðàòíûìè¿:

d
(∫

f(x) dx
)

= f(x) dx,

∫
F ′(x) dx = F + C.

Îáñóäèì ýòè ðàâåíñòâà. Ïåðâîå èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ëþáîé ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f ðàâåí f(x) dx. Âòîðîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà, òî âñå
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ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè F ′ èìåþò âèä F + C. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìå-
åò âèä F ′(x) dx è ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè F , ïîýòîìó âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæíî
ñèìâîëè÷åñêè çàïèñàòü â âèäå

∫
dF = F + C.

Íàéòè ïåðâîîáðàçíûå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìîæíî, ïðîñòî ïðî÷èòàâ ñïðàâà íà-
ëåâî òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ. Ñëåäóþùèå èíòåãðàëû íàçûâàþò òàáëè÷íûìè:

1)

∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
+ C, a 6= −1; 6)

∫
cosx dx = sinx+ C;

2)

∫
dx

x
= ln |x|+ C; 7)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C;

3)

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1, 8)

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

4)

∫
ex dx = ex + C; 9)

∫
dx√

1− x2
= arcsinx+ C;

5)

∫
sinx dx = − cosx+ C; 10)

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå èç îáëàñòè äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ïðàâîé ÷àñòè.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì ïåðåôîðìóëèðîâàíèÿ ñâîéñòâ îïåðà-
öèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ÿçûêå èíòåãðàëîâ.

1. (Ëèíåéíîñòü) Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a; b) çàäàíû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè F è G, ïðè÷¼ì
F ′ = f è G′ = g. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä

(αF + βG)′ = αF ′ + βG′ = αf + βg,

ò. å. ôóíêöèÿ αF +βG ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè αf+βg, ÷òî â òåðìèíàõ íåîïðåäåë¼ííîãî
èíòåãðàëà âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì∫

(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx

(ðàâåíñòâî âåðíî, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α, β îòëè÷íî îò íóëÿ; åñëè îáà ÷èñëà ðàâíû íó-
ëþ, òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èñ÷åçàåò ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ, ïîýòîìó ïðè α = β = 0 â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíà áûòü äîïèñàíà
êîíñòàíòà C).

2. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì) Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a; b) çàäàíû äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè f è g, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ f ′g èìååò ïåðâîîáðàçíóþ. Ïðàâèëî Ëåéáíèöà èìååò âèä

(fg)′ = f ′g + fg′,

ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f ′g+ fg′ ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà fg+C.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f ′g
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè fg′ è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x)g(x) + C =

∫
f ′(x)g(x) dx+

∫
f(x)g′(x) dx.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå ñîîòíîøåíèÿ∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx,

êîòîðîå íàçûâàþò ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîñêîëüêó g′(x) dx = dg è f ′(x) dx = df ,
ýòó ôîðìóëó ÷àñòî ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàþò â âèäå∫

f dg = fg −
∫
g df.

3. (Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé) Ïóñòü ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b) è
F ′ = f . Ïóñòü òàêæå ϕ : (α; β) → (a; b)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî òåîðåìå î äèôôåðåí-
öèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè êîìïîçèöèÿ F (ϕ(t)) äèôôåðåíöèðóåìà è

F (ϕ(t))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).
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Çàïèñûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé:∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫
f(x) dx

∣∣∣
x=ϕ(t)

.

Íà ýòîé ôîðìóëå îñíîâàí îäèí èç êëþ÷åâûõ ïðè¼ìîâ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé� ïîäâåäåíèå ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà: åñëè îäèí èç ìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ, à äðóãîé ìíîæèòåëü èìååò âèä f ◦ ϕ, òî ôóíêöèþ ϕ ïîäâîäÿò ïîä çíàê
äèôôåðåíöèàëà è ïèøóò ∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫
f(ϕ(t)) dϕ(t),

ãäå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ϕ êàê íîâóþ ïåðåìåííóþ. Íàïðèìåð,∫
sin9 t cos t dt =

∫
sin9 t d sin t =

1

10
sin10 t+ C.

Âîîáùå, îñíîâíàÿ èäåÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè óêàçàííûõ ïðàâèë
èíòåãðèðîâàíèÿ è ñâåäåíèè èñõîäíîãî èíòåãðàëà ê òàáëè÷íîìó. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòûñêà-
íèå ïåðâîîáðàçíûõ àëãîðèòìèçèðîâàíî. Íàïðèìåð, äëÿ îòûñêàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþò ýòó ôóíêöèþ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è çàòåì âû÷èñëÿþò èíòåãðàë
îòäåëüíî îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî, à ýòè èíòåãðàëû ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò òàáëè÷íûõ. Â íåêîòîðûõ
äðóãèõ ñèòóàöèÿõ ïîäõîäÿùåé çàìåíîé ïåðåìåííîé ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé çàäà÷åé. Áîëåå òîãî, äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïåðâîîáðàçíûå, êîòîðûå íå âûðàæà-
þòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ: òàêîâà, íàïðèìåð, ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè e−x

2
.

Çàäà÷è

1. Ðàñêëàäûâàÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, îïèøèòå àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöè-

îíàëüíîé ôóíêöèè. Íàéäèòå

∫
dx

1 + x4
.

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c èíòåãðàë∫
ax2 + bx+ c

x3(x− 1)2
dx

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé?
Ïóñòü g(x, y)�íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì g(x, y) = 0, íàçûâà-

åòñÿ ðàöèîíàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé x = x(t) è y = y(t), ÷òî
g(x(t), y(t)) = 0 äëÿ âñåõ t êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, è äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé (x0, y0) êðîìå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò t0, äëÿ êîòîðîãî x(t0) = x0 è y(t0) = y0. Ýòà ïàðà ôóíêöèé x = x(t) è
y = y(t) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé.

3. Íàéäèòå êàêóþ-ëèáî ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ

x2 + y2 = 1, x2 − y2 = 1, x3 + y3 − xy = 0, x3 + y3 − x2 = 0.

Ïðåäëîæèòå ñïîñîá íàéòè ïåðâîîáðàçíûå:∫
R(x,

√
1− x2) dx,

∫
R(x,

√
x2 − 1) dx,

∫
R(x,

√
1 + x2) dx,

∫
R(x,

3
√
x2 − x3) dx,

ãäå R�ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
4. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ xn + yn = 1 ïðè n > 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.

5. Ïóñòü G =

∫
g(y) dy è F =

∫
f(x) dx íà (a; b). Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g(y)y′ = f(x) íà èíòåðâàëå (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G(y(x)) = F (x) + C äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) è íåêîòîðîãî C. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ = λy.

6. (Îñòûâàíèå ÷àéíèêà) Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ÷àéíèêà ïðîïîðöèîíàëüíà
ðàçíîñòè åãî òåìïåðàòóðû è òåìïåðàòóðû âîçäóõà, âûâåäèòå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ÷àéíèêà
îò âðåìåíè è îöåíèòå âðåìÿ åãî îñòûâàíèÿ äî êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû.

7. (Âîäÿíûå ÷àñû) Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç íåáîëüøîãî îòâåðñòèÿ íà äíå
ñîñóäà äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå 0,6

√
2gH, ãäå g� óñêîðåíèå ñèëû

òÿæåñòè, à H � âûñîòà óðîâíÿ âîäû íàä îòâåðñòèåì. Êàêóþ ôîðìó äîëæåí èìåòü ñîñóä, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, ÷òîáû ïðè ñòå÷åíèè èç íåãî âîäû óðîâåíü âîäû ïîíèæàëñÿ ðàâíîìåðíî?
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Èíòåãðàë Ðèìàíà

Âûøå áûëî ïðåäëîæåíî íàõîäèòü ïåðâîîáðàçíûå, ïðåîáðàçóÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàìåíû ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê
ôóíêöèÿì, ÷üè ïåðâîîáðàçíûå èçâåñòíû. Îäíàêî òàêîé ñïîñîá äà¼ò îòâåò ëèøü äëÿ âåñüìà óçêîãî
êëàññà îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (α; β) çàäàíà ôóíêöèÿ f è ìû õîòèì íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ F ,
÷òî F ′ = f íà ýòîì èíòåðâàëå. Ïóñòü x0 ∈ (α; β). Ïîñêîëüêó ìû èùåì ïåðâîîáðàçíóþ ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F (x0) = 0. Ïóñòü x > x0. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

F (x) = f(x0)(x− x0) + o(x− x0),

ò. å., íåñòðîãî ãîâîðÿ, F (x) ≈ f(x)(x − x0), åñëè âåëè÷èíà x − x0 ìàëà. Ïóñòü òåïåðü x − x0

íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëîé âåëè÷èíîé. Òîãäà ðàçîáüåì îòðåçîê [x0;x] íà ìàëåíüêèå îòðåçêè òî÷êàìè
x0 < x1 < . . . < xN = x òàê, ÷òî íà êàæäîì èç íèõ

F (xk+1)− F (xk) ≈ f(xk−1)(xk − xk−1).

Òîãäà

F (x) =
N∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1) ≈
N∑
k=1

f(xk−1)(xk − xk−1).

Óñòðåìëÿÿ N ê áåñêîíå÷íîñòè è äëèíó îòðåçêîâ [xk−1;xk] ê íóëþ, ýâðèñòè÷åñêè ïîëó÷àåì, ÷òî

F (x) = lim
N∑
k=1

f(xk−1)(xk − xk−1).

Êîíå÷íî, òàêèå íåôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ îñòàâëÿþò ìíîãî âîïðîñîâ. Ïî÷åìó ïîãðåøíîñòü,
âîçíèêàþùàÿ ïðè çàìåíå F (xk+1)− F (xk) íà f(xk−1)(xk − xk−1), íå íàêàïëèâàåòñÿ ïðè ñóììèðî-
âàíèè? Â êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðåäåë â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå? Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé f
òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò? Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïðåäåëà? Îòâåòó íà ýòè âîïðîñû
ïîñâÿùåíû äàííûé è ñëåäóþùèé ðàçäåëû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b].

• Ðàçáèåíèåì T îòðåçêà [a; b] íàçûâàåòñÿ íàáîð òî÷åê

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.

• Îòðåçêè ∆i = [xi−1;xi], ãäå i = 1, 2, . . . , n, íàçûâàþòñÿ îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ.

• ×èñëî λ(T) = max
16i6n

|xi − xi−1| íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ èëè ìàñøòàáîì.

• Îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì (T, ξ) îòðåçêà [a; b] íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a; b] ñ îòìå-
÷åííûìè òî÷êàìè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ãäå ξk ∈ [xk−1;xk].

• Ðèìàíîâîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f , ñîîòâåòñòâóþùåé îòìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ
(T, ξ) îòðåçêà [a; b], íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

σ(f,T, ξ) =
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1).

Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] è ÷èñëî I ÿâëÿåòñÿ å¼ èíòåãðàëîì, åñ-
ëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) ñ
ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ(T) < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|σ(f,T, ξ)− I| < ε.

×èñëî I îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∫ b

a

f(x) dx

è íàçûâàþò èíòåãðàëîì Ðèìàíà.
Èíòåãðàë Ðèìàíà ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåäåë ïî áàçå. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè X �íåïóñòîå

ìíîæåñòâî, òî áàçîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîé íàáîð B åãî ïîäìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:
1) ∅ /∈ B è 2) äëÿ âñÿêèõ U, V ∈ B ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ B, ÷òî W ⊂ U ∩ V . Ïóñòü f : X → R.
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×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïî áàçå B, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé
ýëåìåíò áàçû U ∈ B, ÷òî |f(x)− A| < ε ïðè x ∈ U . Îáîçíà÷àþò ÷èñëî A ÷åðåç lim

B
f .

Ïóñòü òåïåðü X � âñå âîçìîæíûå îòìå÷åííûå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b], à áàçà B�íàáîð ìíî-
æåñòâ Bδ, ñîñòîÿùèõ èç îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (T, ξ) ñ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ(T) < δ, ãäå δ > 0.
Òîãäà ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî∫ b

a

f(x) dx = lim
B
σ(f,T, ξ).

Êîíå÷íî, ìíîãèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà ìîæíî âûâåñòè èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ïî áàçå, íî ìû ïðîâåä¼ì
ïðÿìûå ðàññóæäåíèÿ, íå îïèðàþùèåñÿ íà ïîíÿòèå ïðåäåëà ïî áàçå.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. Ïóñòü f ≡ 1 íà [a; b]. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ ðèìàíîâà èíòåãðàëüíàÿ

ñóììà ôóíêöèè f ðàâíà ÷èñëó (b− a). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì∫ b

a

1 dx = b− a.

2. Ïóñòü ∆�ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè c 6 d â îòðåçêå [a; b]. Èíäèêàòîð I∆(x) = 1 ïðè x ∈ ∆ è
I∆(x) = 0 ïðè x /∈ ∆, èíòåãðèðóåì ïî Ðèìàíó è∫ b

a

I∆(x) dx = d− c.

Ðàñïèøåì ðèìàíîâó ñóììó:

σ(I∆,T, ξ) =
∑

k : c èëè d∈∆k

I∆(ξk)|∆k|+
∑

k : ∆k⊂(c,d)

|∆k|.

Ïóñòü λ(T) < δ. Òîãäà
(d− c)− 2δ 6 σ(I∆,T, ξ) 6 4δ + (d− c).

Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âîçüì¼ì δ < ε/4. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) ñ ìàñøòàáîì
ðàçáèåíèÿ λ(T) < δ âåðíî íåðàâåíñòâî

|σ(I∆,T, ξ)− (d− c)| < ε.

3. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) = 1 ïðè x ∈ Q è D(x) = 0 ïðè x /∈ Q íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó
íè íà êàêîì îòðåçêå [a; b]. Äåéñòâèòåëüíî, âûáîðîì îòìå÷åííûõ òî÷åê ðèìàíîâó ñóììó ìîæíî
ñäåëàòü ðàâíîé íóëþ èëè ðàâíîé b− a ïðè ëþáîì ìàñøòàáå ðàçáèåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà è âûÿñíÿòü, êàêèå æå ôóíêöèè èíòåãðèðó-
åìû, ôîðìàëèçóåì ðàññóæäåíèÿ èç íà÷àëà ýòîãî ðàçäåëà è ïîêàæåì, êàê èíòåãðàë Ðèìàíà ñâÿçàí
ñ ïåðâîîáðàçíîé.

Òåîðåìà 33 (ôîðìóëà Íüþòîíà �Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
[a; b] è å¼ ïðîèçâîäíàÿ F ′ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a; b]. Òîãäà∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a).

B Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} îòðåçêà [a; b]. Òîãäà ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà F (xk)− F (xk−1) = F ′(ξk)|∆k|. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ðàâåíñòâà

F (b)− F (a) =
N∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1)) =
N∑
k=1

F ′(ξk)|∆k|.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè λ(T)→ 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó îò F ′ ïî [a; b]. C

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïî ïðîèçâîäíîé âîññòàíîâèòü ïåðâîîáðàçíóþ, îäíàêî òîëüêî ïðè âûïîë-
íåíèè äâóõ óñëîâèé: 1) ýòà ïåðâîîáðàçíàÿ äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, è 2) ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ðèìàíó. Âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
íè÷üåé ïðîèçâîäíîé, èëè ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó äàëåå
îñíîâíûå óñèëèÿ áóäóò ïðèëîæåíû ê îïèñàíèþ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé è âûäåëåíèþ òåõ èç íèõ,
ó êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ. Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 38. Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå, òî ýòà ôóíêöèÿ îãðà-
íè÷åííà íà ýòîì îòðåçêå.
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B Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ íàéä¼òñÿ îòðåçîê ðàçáè-
åíèÿ, íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ âûáîðîì îòìå÷åííûõ òî÷åê èíòåãðàëüíóþ ñóììó ìîæíî ñäåëàòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà. C

Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ âûâîäÿòñÿ òðè âàæíåéøèõ ñâîéñòâà èíòåãðàëà: ëèíåéíîñòü, ìîíîòîí-
íîñòü è àääèòèâíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 39 (ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà). Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a; b], òî ôóíêöèÿ
αf + βg èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è âåðíî ðàâåíñòâî∫ b

a

(αf + βg) dx = α

∫ b

a

f dx+ β

∫ b

a

g dx.

B Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σ(αf + βg,T, ξ) = ασ(f,T, ξ) + βσ(g,T, ξ).
Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî∣∣∣σ(f,T, ξ)−

∫ b

a

f dx
∣∣∣ < ε,

∣∣∣σ(g,T, ξ)−
∫ b

a

g dx
∣∣∣ < ε

äëÿ âñåõ (T, ξ) ñ ìàñøòàáîì ðàçáèåíèÿ λ(T) < δ. Òîãäà äëÿ òàêèõ îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé âåðíî
íåðàâåíñòâî ∣∣∣σ(αf + βg,T, ξ)− α

∫ b

a

f dx− β
∫ b

a

g dx
∣∣∣ 6 (|α|+ |β|)ε. C

Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü ∆1, . . . ,∆N �ïðîèçâîëüíûå ïðîìåæóòêè â îòðåçêå [a; b]. Òîãäà äëÿ âñÿ-
êèõ ÷èñåë ck ∈ R ôóíêöèÿ f(x) =

∑
k

ckI∆k
(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è∫ b

a

f dx =
∑
k

ck|∆k|.

Ôóíêöèè òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü ñòóïåí÷àòûìè.

B Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ I∆k
èíòåãðèðóåìà è å¼ èíòåãðàë ðàâåí |∆k|. Ïîýòîìó òðå-

áóåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà. C

Ïðåäëîæåíèå 40 (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà). Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a; b] è f 6 g, òî∫ b

a

f dx 6
∫ b

a

g dx.

B Â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ýòî ñâîéñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå f = 0, ò. å. èç íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè g âûâåñòè íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà îò g. Èìååì σ(g,T, ξ) > 0. Äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ïðè êîòîðîì∫ b

a

g dx > σ(g,T, ξ)− ε > −ε.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë îò g íåîòðèöàòåëåí. C

Ñëåäñòâèå 13 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà [a; b], m = inf
[a;b]

f , M = sup
[a;b]

f .

Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî µ ∈ [m;M ], ÷òî∫ b

a

f dx = µ(b− a).

Áîëåå òîãî, åñëè f íåïðåðûâíà, òî µ = f(c) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [a; b].

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà âåðíî ñëåäñòâèå:

m 6 f(x) 6M ⇒ m 6
1

b− a

∫ b

a

f dx 6M. C

Ïîëåçíîå îáîáùåíèå ýòîãî ñëåäñòâèÿ äàíî â çàäà÷å 1 íà ñ. 56.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà è ïîçâîëÿåò äîêàçû-

âàòü èíòåãðèðóåìîñòü è âû÷èñëÿòü èíòåãðàë, ïðèáëèæàÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ áîëåå ïðîñòûõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 34. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ íà [a; b] ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî íà
[a; b] ñõîäèòñÿ ê f (ò. å. sup

[a;b]

|fn(x) − f(x)| → 0), òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è âåðíî

ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫ b

a

fn dx =

∫ b

a

f dx.

B Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ∣∣∣∫ b

a

fn dx−
∫ b

a

fm dx
∣∣∣ = |µn,m||b− a|,

ãäå
inf
[a;b]

(fn(x)− fm(x)) 6 µn,m 6 sup
[a;b]

(fn(x)− fm(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, |µn,m| 6 sup
[a;b]

|fn − fm| è µm,n → 0 ïðè n,m → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∫ b

a

fn dx

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó I. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è å¼ èíòåãðàë ðàâåí I.
Ïóñòü (T, ξ)� îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:∣∣∣σ(f,T, ξ)− I

∣∣∣6 σ(|f − fn|,T, ξ) +
∣∣∣σ(fn,T, ξ)−

∫ b

a

fn dx
∣∣∣+
∣∣∣∫ b

a

fn dx− I
∣∣∣.

Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì íîìåð n ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñòàëè ìåíü-
øå ε. Çàôèêñèðóåì òàêîå n. Òåïåðü âûáåðåì ìàñøòàá ðàçáèåíèÿ òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ îòìå÷åííûõ
ðàçáèåíèé ñ òàêèì èëè ìåíüøèì ìàñøòàáîì âòîðîå ñëàãàåìîå áûëî ìåíüøå ε. Ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣σ(f,T, ξ)− I

∣∣∣< 3ε,

êîòîðàÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. C

Ñëåäñòâèå 14. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà
[a; b].

B Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b], çàäàííîå òî÷êàìè xk = a + k(b−a)
n

. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
fn ñëåäóþùèì îáðàçîì: fn(x) =

∑
k

f(xk−1)I∆k
, ãäå ∆k = [xk−1;xk) ïðè k 6 n− 1 è ∆n = [xn−1;xn].

Ôóíêöèÿ fn èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Ïîñêîëüêó f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a; b], äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî |f(x) − f(xk)| < ε ïðè x ∈ [xk−1, xk].
Ñëåäîâàòåëüíî, sup

[a;b]

|f(x) − fn(x)| 6 ε äëÿ âñåõ n > N . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f , à ýòî âëå÷¼ò èíòåãðèðóåìîñòü f . C

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a; b], åñëè åñòü òàêîå ðàçáèåíèå
a = x0 < x1 < . . . < xn = b, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå (xi−1;xi) è
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim

x→xi−0
f(x) è lim

x→xi+0
f(x) â êàæäîé òî÷êå xi. Íåçíà÷èòåëüíî ìîäè-

ôèöèðóÿ ðàññóæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 14, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
èíòåãðèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà [a; b], òî f èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

B Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ôóíêöèÿ f íåóáûâàþùàÿ è f(a) < f(b) (ñëó÷àé f(a) = f(b) òðèâè-

àëåí, òàê êàê òîãäà f = const). Ðàçîáüåì îòðåçîê [f(a), f(b)] òî÷êàìè yk = f(a) + (f(b)−f(a))k
n

, ãäå
k = 1, 2, . . . , n. Ïîëîæèì ∆k = {x : yk−1 6 f(x) < yk} ïðè k 6 n− 1 è ∆n = {x : yn−1 6 f(x) 6 yn}.
Çàìåòèì, ÷òî ∆k ∩ ∆l = ∅ ïðè k 6= l è äëÿ êàæäîãî k ìíîæåñòâî ∆k èëè ïóñòî, èëè ÿâëÿåòñÿ

ïðîìåæóòêîì. Ïóñòü fn(x) =
n∑
k=1

yk−1I∆k
(x). Ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ ∆k ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|fn(x)− f(x)| = |yk−1 − f(x)| 6 yk − yk−1 =
f(b)− f(a)

n
,

ïîëó÷àåì sup
[a;b]

|fn(x)− f(x)| → 0, ïîýòîìó f èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. C
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Îòìåòèì, ÷òî, ðàçâèâàÿ ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f èç ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü çíàìåíèòûé èíòåãðàë Ëåáåãà. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íàäî óìåòü èçìåðÿòü äëèíó ïðîîáðàçîâ
ïðîìåæóòêîâ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé ôóíêöèè
òàêèå ïðîîáðàçû îêàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè è èõ äëèíà � ïðîñòî ðàçíîñòü êîîðäèíàò êîíöîâ, à
â îáùåì ñëó÷àå ïðîîáðàç ìîæåò áûòü óñòðîåí î÷åíü ñëîæíî.

Èòàê, ïîñòðîåí åñòåñòâåííûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé�ìíîæåñòâî îãðàíè-
÷åííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå ôóíêöèè
îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå êóñî÷íî íåïðåðûâíûå è ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Îä-
íàêî ýòîò êëàññ ôóíêöèé íå ñîäåðæèò âñå èíòåãðèðóåìûå ïî Ðèìàíó ôóíêöèè, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ
êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïîòðåáóþòñÿ áîëåå òîíêèå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû âñêîðå ïðîâåä¼ì.

Íàêîíåö, îáñóäèì òðåòüå ñâîéñòâî èíòåãðàëà � àääèòèâíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 41 (àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî
Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] è îòðåçêàõ [a; c] è [c; b], ãäå a < c < b. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî∫ b

a

f dx =

∫ c

a

f dx+

∫ b

c

f dx.

B Ïî óñëîâèþ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b], [a; c] è [c; b], ïîýòîìó ðèìàíîâû ñóììû ñõîäÿòñÿ ê èí-
òåãðàëàì îò f ïî ýòèì îòðåçêàì äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé, ìàñøòàá êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Ïóñòü (T[a;c], ξ[a;c]) ñîñòîèò èç òî÷åê xk = a + (c− a)k/n, ξk = xk−1, è (T[c;b], ξ[c;b]) ñîñòîèò èç òî÷åê
xk = c + (b − c)k/n, ξk = xk−1. Îáúåäèíåíèå ýòèõ ðàçáèåíèé ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì
T[a;b] îòðåçêà [a; b] è

σ(f,T[a;b], ξ) = σ(f,T[a,c], ξ) + σ(f,T[c,b], ξ).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè n → ∞ ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî [a; b], à ïðàâàÿ ÷àñòü
ñòðåìèòñÿ ê ñóììå èíòåãðàëîâ ïî [a; c] è [c; b]. C

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî èç èíòåãðèðóåìîñòè ïî [a; c] è [c; b] ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü
ïî [a; b] è, íàîáîðîò, èç èíòåãðèðóåìîñòè ïî [a; b] ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ïî ëþáîìó ïîäîòðåçêó.

Äàëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ àääèòèâíîñòüþ ñîãëàøåíèÿ:∫ a

a

f(x) dx = 0,

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåä¼ì óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå õîðîøî èëëþñòðèðóþò äîêàçàí-
íûå âûøå ñâîéñòâà èíòåãðàëà è äàþò îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíûõ ó íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 35. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [a; b]. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà [a; b], ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ [a; b] âåðíî ðàâåíñòâî

F ′(x) = f(x).

Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîé ïåðâîîáðàçíîé F ôóíêöèè f âûïîëíåíà ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà:∫ b

a

f(x) dx = F(b)−F(a).

B Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà:

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò òàêîå c èç îòðåçêà ñ êîíöàìè x è x+ h, ÷òî

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt = f(c).

Ïîñêîëüêó f �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî f(c) ñòðåìèòñÿ ê f(x) ïðè h→ 0. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó. C
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Ñëåäñòâèå 16 (ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü f, g�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûå íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè. Òîãäà∫ b

a

f(x)g′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′(x)g(x) dx.

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà �Ëåéáíèöà∫ b

a

(fg)′ dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)

è ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëåéáíèöà (fg)′ = f ′g + fg′. C

Ñëåäñòâèå 17 (ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ). Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíê-
öèÿ è ϕ : [α; β]→ [a; b]�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

B Ïóñòü F �ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f . Òîãäà F (ϕ(t))�ïåðâîîáðàçíàÿ f(ϕ(t))ϕ′(t). Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó Íüþòîíà �Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f dx = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. C

Çàäà÷è

1. Ïóñòü f ∈ C[0; 1] è f > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
p→+∞

(∫ 1

0

fp dx
)1/p

= max
x∈[0;1]

f(x), lim
p→−∞

(∫ 1

0

fp dx
)1/p

= min
x∈[0;1]

f(x),

lim
p→0

(∫ 1

0

fp dx
)1/p

= exp
(∫ 1

0

ln f dx
)
.

2. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0; 1] è

f(x) 6
∫ x

0

f(t) dt.

Äîêàæèòå, ÷òî f 6 0.
3. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (0; 1). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà

íà èíòåðâàëå (0; 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà [a − δ; a + δ] ⊂ (0; 1) âåðíî
íåðàâåíñòâî

f(a) 6
1

2δ

∫ a+δ

a−δ
f(x) dx.

4. Ïóñòü ψ�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà [0; +∞), f �íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ è f > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

ψ
(∫ 1

0

f(x) dx
)
6
∫ 1

0

ψ(f(x)) dx.

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà R è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî T > 0, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ R
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T?

6. Âû÷èñëèòå

∫ 10

1/10

lnx

1 + x2
dx.

7. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ íà R ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

fn(x) = n

∫ x+1/n

x

f(t) dt

ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå.
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Êðèòåðèé Äàðáó. Ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Êðèòåðèé Ëåáåãà

Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàë
Ðèìàíà îò ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a; b] ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðèìàíîâûõ ñóìì

σ(f,T, ξ) =
∑
k

f(ξk)|∆k|.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà. Òîãäà ðèìàíîâà ñóììà â òî÷íîñòè ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò îñíîâàíèå ∆k è âûñîòó f(ξk). Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî
ïðè ñòðåìëåíèè ìàñøòàáà ê íóëþ ýòà ñóììà ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïëîùàäè
ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x) íàä îòðåçêîì [a; b] îñè àáñöèññ. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Ðèìàíà
âûðàæàåò ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè, íî ïîíÿòèå ïëîùàäè (êàê è äëèíû, è îáú¼ìà) î÷åíü
íåòðèâèàëüíî è âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî êóðñà. Îäíàêî åù¼ ñî øêîëû èçâåñòåí ñëåäóþùèé
ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïëîùàäè ôèãóðû. Ó íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ôèãóð (íàïðèìåð, ñîñòàâëåííûõ èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ), ïëîùàäè èçâåñòíû. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè äàííîé ôèãóðû âîêðóã
íå¼ îïèñûâàþò è â íå¼ âïèñûâàþò ïðîñòûå ôèãóðû, ñòðåìÿñü ñäåëàòü ýòî êàê ìîæíî òî÷íåå. Òîãäà
ïëîùàäüþ äàííîé ôèãóðû åñòåñòâåííî íàçâàòü ïðåäåë ïëîùàäåé îïèñàííûõ è âïèñàííûõ ôèãóð,
åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò. Èìåííî ýòîò ïîäõîä âûðàæàþò òàê íàçûâàåìûå ñóììû
Äàðáó.

Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ è T�ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]. Âûðàæåíèÿ

s(f,T) =
∑
k

inf
∆k

f(x)|∆k|, S(f,T) =
∑
k

sup
∆k

f(x)|∆k|

íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ñóììîé Äàðáó ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ∆k = [xk−1;xk].

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T âåðíû íåðàâåíñòâà

s(f,T) 6 inf
ξ
σ(f,T, ξ) 6 σ(f,T, ξ) 6 sup

ξ
σ(f,T, ξ) 6 S(f,T).

(i) Åñëè ðàçáèåíèå T ⊂ T′ (ãîâîðÿò, ÷òî T′ ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì T), òî
s(f,T) 6 s(f,T′), S(f,T′) 6 S(f,T).

(iii) Åñëè T1 è T2 � ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b], òî s(f,T1) 6 S(f,T2).

Íèæíèì èíòåãðàëîì Äàðáó ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I = sup
T
s(f,T),

à âåðõíèì èíòåãðàëîì Äàðáó ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I = inf
T
S(f,T).

Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T, λ(T) < δ,
âåðíî íåðàâåíñòâî

I − s(f,T) < ε.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ S(f,T).

B Ïóñòü ε > 0. Íàéä¼òñÿ òàêîå Tε, ÷òî
I − s(f,Tε) < ε.

Ïóñòü T�ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå. Òîãäà

I − s(f,T) = I − s(f,Tε) + s(f,Tε)− s(f,T) < ε+ s(f,Tε ∪ T)− s(f,T).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü s(f,Tε ∪ T) − s(f,T). Ïóñòü a = x0 < x1 < . . . < xN � òî÷êè ðàçáèåíèÿ Tε,
∆′k � îòðåçêè ðàçáèåíèÿ Tε∪T, ∆k � îòðåçêè ðàçáèåíèÿ T. Åñëè xj /∈ ∆′k, òî ∆′k ñîâïàäàåò ñ îäíèì
èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ T. Ñëåäîâàòåëüíî,

s(f,Tε ∪ T)− s(f,T) =
∑

k : xj∈∆′
k

inf
∆′

k

f |∆′k| −
∑

k : xj∈∆k

inf
∆k

f |∆k| 6 4N sup
[a;b]

|f |λ(T).

Ïóñòü δ > 0 ñòîëü ìàëî, ÷òî 4N sup
[a;b]

|f | < ε. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî T ñ óñëîâèåì λ(T) < δ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî I − s(f,T) < ε. C
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Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ëåìì ñëåäóåò êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Òåîðåìà 36 (êðèòåðèé Äàðáó). Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå
[a; b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ýòîì îòðåçêå å¼ íèæíèé è âåðõíèé èíòåãðàëû Äàðáó ñîâïà-
äàþò. Áîëåå òîãî, åñëè f èíòåãðèðóåìà, òî å¼ âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû Äàðáó ñîâïàäàþò
ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà.

B Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (T, ξ) âåðíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

b∫
a

f(x) dx− ε 6 σ(f,T, ξ) 6
b∫

a

f(x) dx+ ε.

Ïîñêîëüêó s(f,T) = infξ σ(f,T, ξ) è S(f,T) = sup
ξ
σ(f,T, ξ), ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x) dx− ε 6 s(f,T) 6 I 6 I 6 S(f,T) 6

b∫
a

f(x) dx+ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëû Äàðáó îòëè÷àþòñÿ îò

b∫
a

f(x) dx ìåíüøå, ÷åì íà ε. Â ñèëó ïðîèçâîëü-

íîñòè ε ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàëû Äàðáó ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà.
Îáðàòíî, ïóñòü òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàëû Äàðáó ñîâïàäàþò. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó. Ïóñòü I = I = I. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ ðàçáèåíèé T ñ ìàñøòàáîì ìåíüøèì δ âåðíû íåðàâåíñòâà

I − ε < s(f,T) 6 S(f,T) < I + ε.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) ñ ìàñøòàáîì, ìåíüøèì δ, âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà s(f,T) 6 σ(f,T, ξ) 6 S(f,T) è |σ(f,T, ξ)− I| < ε. C

Ñëåäñòâèå 18. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a; b], ÷òî

S(f,T)− s(f,T) < ε.

Çàìåòèì, ÷òî

S(f,T)− s(f,T) =
∑
k

(sup
∆k

f − inf
∆k

f)|∆k|.

Ðàçíîñòü sup
∆k

f − inf
∆k

f îáîçíà÷àþò ÷åðåç ω(f,∆k) è íàçûâàþò êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà îòðåçêå

∆k. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a; b], ÷òî∑

k

ω(f,∆k)|∆k| < ε.

Ïðè âíèìàòåëüíîì âçãëÿäå íà âûðàæåíèå
∑
k

ω(f,∆k)|∆k| ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìàëîñòü ýòîé ñóì-

ìû çàâèñèò îò ìàëîñòè ω(f,∆k) è îò ìàëîñòè |∆k|. Ìàëîñòü êîëåáàíèÿ ôóíêöèè íà ìàëûõ îòðåçêàõ
ñâÿçàíà ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè. Ñïðàâèòüñÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ìàëîñòè |∆k|, íî òàêèõ òî÷åê íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì ìíîãî, èíà÷å ìàëûå äëèíû îòðåçêîâ
ðàçáèåíèÿ â ñóììå ìîãóò äàòü óæå íå î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó. Òî÷íîå îïèñàíèå íåïðåðûâíîñòè
èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè äà¼ò êðèòåðèé Ëåáåãà.

Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîé íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé íàáîð èíòåðâàëîâ Ik, ÷òî E ⊂

⋃
k

Ik è
∑
k

|Ik| < ε.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ýòà

òî÷êà íàêðûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ðàäèóñîì ε/4.
2. Âñÿêîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

Ïóñòü xk � òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîëîæèì Ik = (xk − ε2−k−2;xk + ε2−k−2). Òîãäà èíòåðâàëû Ik
íàêðûâàþò ìíîæåñòâî è ñóììà èõ äëèí ðàâíà ε/2.
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3. Îòðåçîê [a; b], ãäå a < b, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó. Ýòî ñëåäóåò èç
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4. Åñëè [a; b] ⊂
⋃
k Ik, ãäå {Ik}�íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà èíòåðâàëîâ, òî b−a 6∑

k

|Ik
⋂

[a; b]| 6
∑
k

|Ik|.

B Îòðåçîê [a; b] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïîêðûò êîíå÷íûì íàáîðîì
èíòåðâàëîâ I1, . . . , IN . Äîêàæåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî N . Áàçà N = 1 î÷åâèäíà:
âêëþ÷åíèå [a; b] ⊂ (γ; δ) âëå÷¼ò [a; b]

⋂
(γ; δ) = [a; b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ N óòâåðæäåíèå äîêà-

çàíî, è äîêàæåì åãî äëÿ N + 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b ∈ IN+1 = (γ; δ).
Åñëè γ < a, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïóñòü òåïåðü a 6 γ. Òîãäà îòðåçîê (èëè òî÷êà)
[a; γ] ïîêðûò èíòåðâàëàìè I1, . . . , IN , ïîñêîëüêó îí çàâåäîìî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ èíòåðâàëîì IN+1.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè γ − a 6
N∑
k=1

|Ik
⋂

[a; γ]|. Ïðîìåæóòîê Ik
⋂

[a; γ] ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-

ñòâîì ïðîìåæóòêà Ik
⋂

[a; b], ïîýòîìó

γ − a 6
N∑
k=1

|Ik
⋂

[a; b]|.

Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà b−γ è çàìå÷àÿ, ÷òî |IN
⋂

[a; b]| = b−γ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî äëÿ N + 1 èíòåðâàëà. C

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî.

Ïðåäëîæåíèå 42. (i) Â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ìåðû íóëü èíòåðâàëû ìîæíî çàìåíèòü
îòðåçêàìè, ò. å. ïðè òàêîé çàìåíå ïîëó÷èòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

(ii) Åñëè D�ìíîæåñòâî ìåðû íóëü è E ⊂ D, òî E �ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

(iii) Åñëè {En}�íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé íàáîð ìíîæåñòâ ìåðû íóëü, òî
⋃
En ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

B Îáîñíóåì ïóíêò (i). Åñëè ìíîæåñòâî ïîêðûòî èíòåðâàëàìè, òî îíî òåì áîëåå ïîêðûòî îò-
ðåçêàìè, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü äîáàâëåíèåì ê ýòèì èíòåðâàëàì èõ êîíöîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî îïðåäåëåíèþ ñ èíòåðâàëàìè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ìåðû íóëü ïî îïðåäåëåíèþ ñ îòðåçêàìè. Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîêðûòî íå
áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé ñèñòåìîé îòðåçêîâ [ak; bk], ñóììà äëèí êîòîðûõ ìåíüøå ε. Òîãäà ýòî ìíîæå-
ñòâî ïîêðûòî èíòåðâàëàìè (ak− ε2−k, bk + ε2−k), ñóììà äëèí êîòîðûõ ìåíüøå 3ε. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî îïðåäåëåíèþ ñ îòðåçêàìè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî îïðåäåëåíèþ ñ èíòåðâàëàìè.

Ïóíêò (ii) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, à äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (iii) äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæ-
äåíèÿ èç ïðèìåðà ñî ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê. C

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìåðû íóëü ìîæåò áûòü êîíòèíóàëüíûì. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî Êàí-
òîðà êîíòèíóàëüíî è èìååò ìåðó íóëü.

Åñëè íåêîòîðûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òî÷êè ìíîæåñòâà, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó.

Òåîðåìà 37 (êðèòåðèé Ëåáåãà). Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a; b] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f îãðàíè÷åííà íà [a; b] è ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà íà [a; b].

B Ïîñêîëüêó äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íåîáõîäèìà å¼ îãðàíè÷åííîñòü, äàëåå áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åííà. Ïîêàæåì, êàê èç èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàçðûâà èìååò ìåðó íóëü ïî Ëåáåãó. Íàïîìíèì, ÷òî êîëåáàíèå ω(f, x) ôóíêöèè f â òî÷êå
x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë lim

δ→0
ω(f,Bδ(x)), è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x ðàâíîñèëüíà

ðàâåíñòâó ω(f, x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíî-
æåñòâ En = {x : ω(f, x) > 1/n}, è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå T, ÷òî∑

k

ω(f,∆k)|∆k| < ε.

Ïóñòü â òî÷êå x êîëåáàíèå ôóíêöèè f íå ìåíüøå 1/n. Åñëè x� âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà ∆k,
òî ω(f,∆k) > 1/n. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé îòðåçêîâ ∆k−1 è ∆k, òî ω(f,∆k−1) > 1/(3n)
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èëè ω(f,∆k) > 1/(3n), èíà÷å ω(f, x) 6 2/(3n). Ïóñòü J ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ íîìåðîâ k, ÷òî
ω(f,∆k) > 1/(3n). Òîãäà En ⊂

⋃
k∈J ∆k. Ïîñêîëüêó 1 6 3nω(f,∆k) äëÿ k ∈ J , èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà ∑
k∈J

|∆k| 6 3n
∑
k∈J

ω(f,∆k)|∆k| < 3nε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî En ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.
Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî E òî÷åê ðàçðûâà îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f èìååò ìåðó íóëü. Äîêàæåì,

÷òî f èíòåãðèðóåìà. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà èíòåðâàëîâ
Ik, ÷òî E ⊂

⋃
Ik è

∑
k

|Ik| < ε. Åñëè x /∈ E, òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå x è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü Bδx(x), ÷òî ω(f,Bδx(x)) < ε. Îêðåñòíîñòè Bδx/3(x) äëÿ âñåõ x /∈ E è èíòåðâàëû Ik
âìåñòå îáðàçóþò ïîêðûòèå îòðåçêà [a; b]. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bi = Bδxi/3

(xi) è Ij,
ãäå i = 1, 2, . . . , l è j = 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü δ = minj δxj . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T ñ
ìàñøòàáîì, ìåíüøèì δ/3. Èìååì∑

k

ω(f,∆k)|∆k| =
∑

k : ∆k∩∪iBi 6=∅

ω(f,∆k)|∆k|+
∑

k : ∆k∩∪iBi=∅

ω(f,∆k)|∆k|.

Åñëè ∆k ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûì Bi = Bδxi/3
(xi), òî ∆k ⊂ Bδxi

(xi) è ω(f,∆k) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî îöåíêà ∑

k : ∆k∩∪iBi 6=∅

ω(f,∆k)|∆k| 6 ε
∑
k

|∆k| 6 ε(b− a).

Òåïåðü îöåíèì ñóììó ïî òåì k, äëÿ êîòîðûõ ∆k íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ êàêèì Bj. Â ýòîì ñëó÷àå
∆k ⊂ ∪Ij è |∆k| 6

∑
j

|∆k ∩ Ij|. Ïóñòü M = sup
[a;b]

|f |. Òîãäà∑
k : ∆k∩∪iBi=∅

ω(f,∆k)|∆k| 6 2M
∑
k

(∑
j

|∆k ∩ Ij|
)

= 2M
∑
j

(∑
k

|∆k ∩ Ij|
)
6 2M

∑
j

|Ij| < 2Mε.

Èòàê,
∑
k

ω(f,∆k)|∆k| 6 (b− a+ 2M)ε. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äàðáó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà. C

Ñëåäñòâèå 19. (i) Åñëè ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a; b], òî èõ ïðîèçâåäåíèå fg òàêæå
èíòåãðèðóåìî íà [a; b].

(ii) Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è ψ íåïðåðûâíà íà [− inf f ; sup f ], òî ψ(f) èíòå-
ãðèðóåìà íà [a; b].

Íàïðèìåð, èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íà [a; b] ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü |f | íà [a; b]. Áîëåå
òîãî, èç-çà ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà âåðíà îöåíêà∣∣∣ b∫

a

f(x) dx
∣∣∣ 6 b∫

a

|f(x)| dx.

Âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî èç èíòåãðèðóåìîñòè |f | íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü f
Ñëåäñòâèå 20. (i) Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b], òî f èíòåãðèðóåìà íà

âñÿêîì ïîäîòðåçêå [c; d] ⊂ [a; b].

(ii) Åñëè a < c < b è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a; c] è [c; b], òî f èíòåãðèðóåìà íà [a; b].

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è f > 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðàëà
îò f ïî [a; b] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó íà [a; b].

B Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëåáåãà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f ðàâíà íóëþ â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâ-
íîñòè, ïðè÷¼ì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òî÷êè íåïðåðûâíîñòè èç èíòåðâàëà (a; b). Åñëè f
íåïðåðûâíà â òî÷êå c ∈ (a; b) è f(c) > 0, òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê ∆ ⊂ (a; b) ñ öåíòðîì â òî÷êå c, íà

êîòîðîì f(x) > f(c)/2. Òîãäà f(x) > f(c)
2
I∆(x) è â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà

b∫
a

f(x) dx >

b∫
a

f(c)

2
I∆(x) dx =

f(c)

2
|∆| > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðàëà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ
íåïðåðûâíîñòè èç èíòåðâàëà (a; b), ò. å. ðàâåíñòâî íóëþ ïî÷òè âñþäó. C
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Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b]. Ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

F (x) =

x∫
a

f(t) dt,

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè f èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé. Áîëåå òîãî,
åñëè èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f èìååò êàêóþ-òî ïåðâîîáðàçíóþ F , òî â ñèëó ôîðìóëû Íüþòî-
íà �Ëåéáíèöà (ñì. òåîðåìó 33) ýòà ïåðâîîáðàçíàÿ îòëè÷àåòñÿ ëèøü íà êîíñòàíòó îò èíòåãðàëà
ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïèñàíèå ñâîéñòâ F â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f .

Ïðåäëîæåíèå 43. Èìååò ìåñòî îöåíêà

|F (x)− F (y)| 6M |x− y|, M = sup |f |,
â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà.

B Ïóñòü x > y. Òîãäà â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

F (x)− F (y) =

x∫
y

f(t) dt

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå

|F (x)− F (y)| 6
x∫
y

|f(t)| dt 6M |x− y|. C

Òåîðåìà 38. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå c ∈ [a; b], òî F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c
è F ′(c) = f(c).

B Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå F , ïîëó÷àåì

F (c+ h)− F (c)

h
− f(c) = h−1

c+h∫
c

(f(t)− f(c)) dt.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣F (c+ h)− F (c)

h
− f(c)

∣∣∣ 6 sup
[c;c+h]

|f(t)− f(c)|,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå c ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. C

Ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà, ïîýòîìó èíòåãðàë ñ
ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåì. Èòàê, F íåïðåðûâíà íà [a; b], ïî-
÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà è ïî÷òè âñþäó å¼ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ f . Îäíàêî òàêèå ôóíêöèè
óæå íå íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíûìè ôóíêöèè f . Ýòî ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî åñëè äîïó-
ñòèòü òàêèå ôóíêöèè â êà÷åñòâå ïåðâîîáðàçíûõ, òî ó íóëÿ ïåðâîîáðàçíîé, êðîìå êîíñòàíò, áóäåò
ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ëåñòíèöà Êàíòîðà, êîòîðàÿ íà êîíñòàíòó ñîâñåì íå ïîõîæà.

Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé

Âûøå áûëà äîêàçàíà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5. Åñëè ϕ : [a; b] → R�ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [a; b]
ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó åãî îáðàç ϕ(E) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

B Ïóñòü |ϕ(x1)−ϕ(x2)| 6M |x1−x2| äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ [a; b]. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë I = (c−δ; c+δ).
Åñëè y ∈ ϕ(I), òî ñóùåñòâóåò òàêîé x, ÷òî |x− c| < δ è y = ϕ(x). Òîãäà |ϕ(x)−ϕ(c)| 6M |x− c| <
2Mδ. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(I) ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå (ϕ(c) − 2Mδ;ϕ(c) + 2Mδ). Åñëè íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî E ïîêðûòî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ Ik = (ck − δk; ck + δk), ïðè÷¼ì
ñóììà èõ äëèí ìåíüøå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε, òî îáðàç ϕ(E) ïîêðûò èíòåðâàëàìè Jk = (ϕ(ck)−
2Mδk;ϕ(ck)+2Mδk), ñóììà äëèí êîòîðûõ ìåíüøå 2Mε. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè E �ìíîæåñòâî ìåðû
íóëü, òî è ϕ(E)�ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. C
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Òåîðåìà 39. Ïóñòü ϕ : [α; β]→ [a; b]� äèôôåîìîðôèçì è f : [a; b]→ R�èíòåãðèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ f(ϕ(t))|ϕ′(t)| èíòåãðèðóåìà íà [α; β] è∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))|ϕ′(t)| dt.

B Èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f(ϕ(t))|ϕ′(t)| ñëåäóåò èç ëåììû è êðèòåðèÿ Ëåáåãà. Ïîñêîëüêó ϕ
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, íà âñ¼ì îòðåçêå [α; β] èëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ϕ′ > 0, èëè âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî ϕ′ < 0. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ϕ′ > 0. Òîãäà ϕ(α) = a è
ϕ(β) = b. Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [α; β] òî÷êàìè α = t0 < t1 < . . . < tN = β òî÷êè ϕ(tk)
îáðàçóþò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]. Ïîñêîëüêó |ϕ(tk) − ϕ(tk−1)| 6 max |ϕ′| · |tk − tk−1|, ñòðåìëåíèå
ìàñøòàáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [α; β] ê íóëþ âëå÷¼ò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ìàñøòàáà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b]. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ êàæäîãî k íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ck ∈ (tk−1; tk),
÷òî

ϕ(tk)− ϕ(tk−1) = ϕ′(ck)(tk − tk−1).

Äëÿ îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [α; β] íà îòðåçêè [tk−1; tk] ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ck âåðíî
ðàâåíñòâî ∑

k

f(ϕ(ck))ϕ
′(ck)(tk − tk−1) =

∑
k

f(ϕ(ck))(ϕ(tk)− ϕ(tk−1)).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ìàñøòàáà ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñòðå-
ìèòñÿ ê èíòåãðàëó îò f(ϕ(t))ϕ′(t) (÷òî ñîâïàäàåò ñ f(ϕ(t))|ϕ′(t)|) ïî [α; β], à ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðå-
ìèòñÿ ê èíòåãðàëó îò f(x) ïî [a; b].

Åñëè æå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ϕ′ < 0, òî ϕ(α) = b è ϕ(β) = a è, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ïðî-
âåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì òî æå ñàìîå èòîãîâîå ðàâåíñòâî, íî ïðè ñòðåìëåíèè ìàñøòàáà
ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ëåâàÿ ÷àñòü áóäåò ïî-ïðåæíåìó ñòðåìèòüñÿ ê èíòåãðàëó îò f(ϕ(t))ϕ′(t) ïî [α; β],
à ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê èíòåãðàëó îò f(x) ïî [a; b], âçÿòîìó ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà ñíîâà áóäåò èìåòü ìåñòî. C

Çàäà÷è

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì

ïðåäåëîì ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ò. å. ôóíêöèé âèäà
m∑
j=1

cjI∆j
, ãäå I∆j

�èíäèêàòîð îãðàíè÷åííîãî

ïðîìåæóòêà ∆j.
2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà [0; 1] ôóíêöèè, ó êîòîðîé íåò ïåðâîîáðàçíîé

íè íà êàêîì èíòåðâàëå.
3. Ïóñòü ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0; 1] è F ′ îãðàíè÷åííà. Âåðíî ëè, ÷òî F ′

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0; 1]?
4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ, ÷òî ôóíêöèÿ

f(ϕ(t)) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.
5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé å¼ èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõ-

íèì ïðåäåëîì íå èìååò ïðîèçâîäíîé íà êîíòèíóàëüíîì ìíîæåñòâå òî÷åê.
6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó, íî êî-

òîðóþ íåëüçÿ ïðåâðàòèòü âî âñþäó äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ, èçìåíèâ íà ìíîæåñòâå ìåðû
íóëü.

7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãîìåîìîðôèçìà f è òàêîãî ìíîæåñòâà E ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, ÷òî f(E)
íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Ïðèëîæåíèÿ è îáîáùåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà

Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ëåììà Ìîðñà.

C ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Ïðåäëîæåíèå 44. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà (m+ 1) ðàç íà îòðåçêå [a;x],
òî âåðíî ðàâåíñòâî

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2 + . . .+

1

m!
f (m)(a)(x− a)m +

1

m!

∫ x

a

(x− t)mf (m+1)(t) dt.
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B Èìååì

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt = f(a) +

∫ x

a

(t− x)′f ′(t) dt =

= f(a) + f ′(a)(x− a)−
∫ x

a

(t− x)f ′′(t) dt = f(a) + f ′(a)(x− a)−
∫ x

a

1

2

(
(t− x)2

)′
f ′′(t) dt = . . .

= f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2 + . . .+

1

m!
f (m)(a)(x− a)m +

1

m!

∫ x

a

(x− t)mf (m+1)(t) dt.

C

Èç îäíîìåðíîé ôîðìóëû Òåéëîðà ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíóþ: ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → R íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà (m + 1) ðàç â Br(a). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà h ñ óñëîâèåì ‖h‖ < r
âåðíî ðàâåíñòâî

f(a+ h) = f(a) + df(a, h) + . . .+
1

m!
dmf(a, h) +

1

m!

∫ 1

0

(1− t)mdm+1f(a+ th, h) dt.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà â íóëå äëÿ ôóíêöèè ϕ(t) = f(a+ th) ïðè
t = 1 (ñì. òåîðåìó 28 íà ñ. 33).

Èç ìíîãîìåðíîé ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ñëåäóþò çàìå-
÷àòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î òîì, êàê óñòðîåíû ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òàê, ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ: åñëè ìíîãî÷ëåí P (x)
èìååò êîðåíü x0, òî îí ïðåäñòàâèì â âèäå P (x) = (x− x0)Q(x), ãäå Q(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí,
â ÷àñòíîñòè, åñëè x0 = 0, òî P (x) = xQ(x).

Ñëåäñòâèå 22. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â Br(0) è f(0) = 0.
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå â Br(0) ôóíêöèè g1, . . . , gn, ÷òî

f(x) = x1g1(x) + . . .+ xngn(x), x ∈ Br(0).

B Çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ m = 0, a = 0 è h = x:

f(x) =

∫ 1

0

( ∂f
∂x1

(tx)x1 + . . .+
∂f

∂xn
(tx)xn

)
dt = x1

∫ 1

0

∂f

∂x1

(tx) dt+ . . .+ xn

∫ 1

0

∂f

∂xn
(tx) dt.

Íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü èíòåãðàëîâ îò x ìû îñòàâëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Çàìåòèì òîëüêî,
÷òî ýòî ñëåäóåò èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè èíòåãðàëà è ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà. C

Ñëåäñòâèå 23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : Rn → R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â Br(0),
ïðè÷¼ì f(0) = 0 è ∇f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå â Br(0) ôóíêöèè gij, ÷òî

f(x) =
∑
i,j

gij(x)xixj.

B Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ m = 1, a = 0 è h = x:

f(x) =
∑
i,j

(1

2

∫ 1

0

(1− t)2 ∂2f

∂xi∂xj
(tx) dt

)
xixj. C

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âûâîäèòñÿ çíàìåíèòàÿ ëåììà Ìîðñà, êîòîðàÿ îáúÿñíÿåò, êàê
óñòðîåíû ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè, â êîòîðîé ãðàäèåíò ôóíêöèè
ðàâåí íóëþ, íî ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íåâûðîæäåííà. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ãðàäèåíò ôóíê-
öèè îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ìîæíî ââåñòè íîâûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä
ïðîñòåéøåé ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) = xn. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè, â êîòîðîé ãðà-
äèåíò ôóíêöèè ðàâåí íóëþ è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íåâûðîæäåííà, ìîæíî ââåñòè íîâûå
êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Òåîðåìà 40 (ëåììà Ìîðñà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : Rn → R òðè ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè÷¼ì f(0) = 0, ∇f(0) = 0 è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â íóëå
íåâûðîæäåííà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè íóëÿ U , V è äèôôåîìîðôèçì x = x(u),
îòîáðàæàþùèé U íà V , ÷òî

f(x(u)) = u2
1 + . . .+ u2

r − u2
r+1 − . . .− u2

n, u ∈ U.
B Êàê äîêàçàíî âûøå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) =
∑
i,j

gij(x)xixj.
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Èìååì gij(0) = 1
2

∂2f
∂xi∂xj

(0). Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé C ìîæíî

ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(h) =
∑
i,j

gij(0)hihj ê âèäó

Q(h) = h2
1 + . . .+ h2

r − h2
r+1 − . . .− h2

n.

Ïåðåõîäÿ îò x ê Cx, áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî Q(h) èìååò èìåííî òàêîé âèä. Âûäåëèì ïîëíûå
êâàäðàòû:∑

i,j

gij(x)xixj =
(
g11(x)1/2x1 + g12(x)g11(x)−1/2x2 + . . .+ g1n(x)g11(x)−1/2xn

)2

+
∑
i,j>2

g̃ij(x)xixj,

ãäå
g̃ii(x) = gii(x)− g1i(x)2g11(x)−1, g̃ij(x) = gij(x)− g1i(x)g1j(x)g11(x)−1.

Çàìåòèì, ÷òî g̃ij(0) = ±1. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò:

u1 = g11(x)1/2x1 + g12(x)g11(x)−1/2x2 + . . .+ g1n(x)g11(x)−1/2xn, u2 = x2, . . . , un = xn.

ßêîáèàí çàìåíû â íóëå ðàâåí 1, è ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ýòî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ èìååò âèä

f(x(u)) = u2
1 +

∑
i,j>2

g̃ij(x(u))uiuj.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê
∑
i,j>2

g̃ij(x(u))uiuj, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä ôóíêöèè. C

Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà. Òåîðåìà Ðèññà.

Íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî:

l(h) = a1h1 + . . .+ anhn = 〈a, h〉.
Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå
C[a; b]. Ïóñòü ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

l(f) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà C[a; b]. Îäíàêî íå âñå ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèîíàëû ìîãóò áûòü òàê çàäàíû. Íàïðèìåð, ôóíêöèîíàë l(f) = f(a) íå ìîæåò áûòü çàäàí
â âèäå èíòåãðàëà îò fg íè äëÿ êàêîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè g. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî

f(a) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx

äëÿ âñåõ f ∈ C[a; b]. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) = 0 ïðè x > a + 1/n è

fn(x) = a+1/n−x
a+1/n

ïðè x 6 a+ 1/n. Èìååì

1 = fn(0) =

∫ b

a

fn(x)g(x) dx 6
1

n
sup |g| → 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà C[a; b] èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå èíòåãðàëà

Ðèìàíà.
Ïóñòü íà îòðåçêå [a; b] îïðåäåëåíû äâå ôóíêöèè f è g. Êàê ðàíåå, ðàçáèåíèåì T îòðåçêà [a; b]

áóäåì íàçûâàòü íàáîð òî÷åê a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b, à îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì (T, ξ)
îòðåçêà [a; b]�ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a; b] ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ãäå ξk ∈
[xk−1;xk]. Äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà
íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

σ(fdg,T, ξ) =
∑
k

f(ξk)(g(xk)− g(xk−1)).

Åñëè g(x) = x, òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ðèìàíîâó ñóììó.
×èñëî I íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ïî ôóíêöèè g íà îòðåçêå

[a; b], åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (T, ξ)
ñ ìàñøòàáîì ìåíüøèì δ âåðíî íåðàâåíñòâî

|σ(fdg,T, ξ)− I| < ε.
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Èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà I îáîçíà÷àþò ÷åðåç∫ b

a

f dg.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë
Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ëèíååí ïî ôóíêöèè f .

Âàðèàöèåé ôóíêöèè g : [a; b]→ R íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

V b
a (g) = sup

T

m∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)|

(òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì T îòðåçêà [a; b] òî÷êàìè a = x0 < x1 < x2 <
. . . < xm = b). Åñëè V b

a (g) < +∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ
íà [a; b]. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå, èìååò íà ýòîì îòðåçêå
îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà.

Ïðåäëîæåíèå 45. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è ôóíêöèÿ g èìååò
îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [a; b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà îò f ïî
g, ïðè÷¼ì ∣∣∣∫ b

a

f dg
∣∣∣ 6 V b

a (g) max
[a;b]
|f |.

Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ïî ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè îïðåäåëÿåò
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà C[a; b].

B Ðàññìîòðèì äâà îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèÿ (T, ξ) è (T′, ξ′). Äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà ∆k = [xk−1;xk]
÷åðåç ∆kg îáîçíà÷èì g(xk) − g(xk−1). Êðîìå òîãî, ÷åðåç ∆ij îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ∆i è ∆j.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∆ig =

∑
j

∆ijg è ∆′j =
∑
i

∆ijg. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïóñòîãî ∆ij

âåëè÷èíà ∆ijg ðàâíà íóëþ. Îöåíèì ðàçíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì σ(fdg,T, ξ) è σ(fdg,T′, ξ′):∣∣∣∑
i

f(ξi)∆ig −
∑
j

f(ξ′j)∆
′
jg
∣∣∣ 6∑

ij

|f(ξi)− f(ξ′j)||∆ijg|.

Ïóñòü ∆ij íåïóñòî. Âûáåðåì òî÷êó ξij ∈ ∆ij. Òîãäà

|f(ξi)− f(ξ′j)| 6 |f(ξi)− f(ξij)|+ |f(ξij)− f(ξ′j)| 6 ω(f,∆i) + ω(f,∆′j).

Ïóñòü òåïåðü ε > 0. Íàéä¼ì òàêîå δ > 0, ÷òî êîëåáàíèå ôóíêöèè f ìåíüøå ε íà âñÿêîì îòðåçêå,
äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå δ. Äëÿ îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (T, ξ) è (T′, ξ′) ñ ìàñøòàáîì, ìåíüøèì δ,
ïîëó÷àåì îöåíêó

|σ(fdg,T, ξ)− σ(fdg,T′, ξ′)| 6 2εV b
a (g).

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòìå÷åííûõ ðàçáèåíèé (Tn, ξn), ìàñøòàáû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â ñèëó ïîëó÷åííîé âûøå îöåíêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì
σ(fdg,Tn, ξn) ôóíäàìåíòàëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó I. Îïÿòü èñïîëüçóÿ
ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó, çàêëþ÷àåì, ÷òî I �èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ïî g.

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì èç íåðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû:

|σ(fdg,T, ξ)| 6
∑
k

|f(ξk)||∆kg| 6
(∑

k

|∆kg|
)

max
[a;b]
|f | 6 V b

a (g) max
[a;b]
|f |. C

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 41 (Ðèññ). Äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà l íà C[a; b] ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè g, ÷òî

l(f) =

b∫
a

f dg.

Áîëåå òîãî, ‖l‖ = V b
a (g).
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ôóíêöè-
îíàë l(f) = f(a) çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ïî ôóíêöèè g(x) = 1 ïðè
x > a è g(a) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà:

σ(fdg,T, ξ) = f(ξ1), ξ1 ∈ [a;x1].

Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f çíà÷åíèå f(ξ1) ñòðåìèòñÿ ê f(a), åñëè ìàñøòàá ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Ê ãåîìåòðè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì èíòåãðàëà Ðèìàíà îáû÷íî îòíîñÿò çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïëî-
ùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð, îáú¼ìîâ òåë âðàùåíèÿ, äëèí êðèâûõ è äð. Êàæäàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ
çàäà÷ ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë. VI] è [7, ãë. 7]). Ðàçâèâàÿ èäåè, îáñóæ-
äàâøèåñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ñóìì Äàðáó, ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå è óêàçàòü ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå
[a; b]. Êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî

{(x, y) : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)}.
Òîãäà âñÿêàÿ íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a; b] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü ôèãó-
ðû, ñîäåðæàùåéñÿ â ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (¾âïèñàííàÿ¿ ôèãóðà), à âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó
ðàâíà ïëîùàäè ôèãóðû, ñîäåðæàùåé ýòó êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ (¾îïèñàííàÿ¿ ôèãóðà). Ôè-
ãóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììàì Äàðáó, ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ïîíÿòèå
ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
îòðåçêå [a; b], òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äàðáó å¼ èíòåãðàë ïî ýòîìó îòðåçêó ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïëîùàäåé ¾âïèñàííûõ¿ ôèãóð è òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ïëîùàäåé ¾îïè-
ñàííûõ¿ ôèãóð å¼ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî
ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà èíòåãðàëó îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ïî äàííîìó
îòðåçêó.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a; b), ãäå äîïóñêàåòñÿ b = +∞. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ âñÿêîãî c ∈ (a; b) ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a; c]. Òîãäà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

F (c) =

c∫
a

f(x) dx.

Ïðåäåë lim
c→b−

F (c) îáîçíà÷àþò ÷åðåç

b∫
a

f(x) dx

è íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà. Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãî-
âîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.
Èç íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðè-
ìàíó íà [a; b] ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà [a; b) â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ìîíîòîííûì ïî f . Åñëè F �ïåðâîîáðàçíàÿ èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèè f íà [a; b), òî èìååò ìåñòî îáîáùåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà �Ëåéáíèöà:

b∫
a

f(x) dx = lim
c→b−

F (c)− F (a).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà (a; b] îò ôóíêöèè, èíòåãðèðó-
åìîé ïî Ðèìàíó íà âñÿêîì îòðåçêå [c; b] ⊂ (a; b].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèìåðû.
1) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò 1/xp ïî ïðîìåæóòêó [1; +∞) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà p > 1.
2) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò 1/xp ïî ïðîìåæóòêó (0; 1] ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p < 1.
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Çàäà÷è

1. (Òåîðåìà î ñðåäíåì) Ïóñòü f è g�íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [a; b], ïðè÷¼ì g > 0. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ (a; b) âåðíî ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(c)

b∫
a

g(x) dx.

Âûâåäèòå èç ôîðìóëû Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîì âèäå ôîðìóëó Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.

2. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ìîäåëè, íàïðèìåð, äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ïîòåí-
öèàëüíîé ñèëû, îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ṗ =
∂

∂q
H(p, q), ṗ = − ∂

∂p
H(p, q).

Ôóíêöèÿ H íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ (p(t), q(t)), ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ðåøåíèþ ñèñòåìû, ëåæèò íà ëèíèè óðîâíÿ H = const. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äâèæå-
íèå ðÿäîì ñî ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé, â êîòîðîé ∇H = 0. Íàðèñóéòå, êàê âûãëÿäÿò ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè H ðÿäîì ñî ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé, â êîòîðîé ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ H íåâûðîæ-
äåííà. Êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî? Ïðîèëëþñòðèðóéòå ýòè ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðå
ãàìèëüòîíèàíà H(p, q) = p2/2 + cos q, ïîÿâëÿþùåéñÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáà-
íèå ìàÿòíèêà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ìî-
íîòîííûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ h èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a; b]. Ïîëîæèì

g(x) =

x∫
a

h(t) dt. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà îò f ïî g è ÷òî âåðíî

ðàâåíñòâî
b∫

a

fdg =

b∫
a

fh dx.

5. Ïóñòü ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû è èìåþò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [a; b]. Äîêàæèòå
ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

b∫
a

f dg = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
b∫

a

g df.

6. Ïóñòü f �ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0; +∞). Âåðíî ëè, ÷òî èç ñõîäèìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò f íà [0; +∞) ñëåäóåò ðàâåíñòâî lim

x→+∞
f(x) = 0?

7. Ïóñòü f : [1; +∞) → [0; +∞) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑
n

f(n) ñõî-

äèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

+∞∫
1

f(x)dx. Èññëåäóéòå ðÿä

∑
n

1

np lnq n

íà ñõîäèìîñòü.
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ñòüþ çàäà÷íèêà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â íà÷àëå êàæäîé ãëàâû ïîäðîáíîãî ââåäåíèÿ ñ îáçîðîì ìåòîäîâ
è ðàçáîðîì ïðèìåðîâ. Äàííîå ïîñîáèå ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îñâîåíèÿ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

8. Ìàêàðîâ Á.Ì., Ãîëóçèíà Ì.Ã., Ëîäêèí À.À., Ïîäêîðûòîâ À.Í. Èçáðàííûå çàäà÷è ïî âåùå-
ñòâåííîìó àíàëèçó: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ âóçîâ. �Ì.: Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1992. � 432 ñ.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, â îñíîâíîì� âûñîêîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè, ïî÷òè ïî
âñåì òåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñðåäè çàäà÷ âñòðå÷àåòñÿ ðÿä âàæíûõ òåîðåì, ïðèìåðîâ
è êîíòðïðèìåðîâ, çíàíèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíÿåò ñòàíäàðòíûé êóðñ àíàëèçà.
Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èç äàííîãî ñáîðíèêà ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñî ìíîãèìè ìåòîäàìè
è ïðèåìàìè, ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæäàåìûìè íà îáû÷íûõ çàíÿòèÿõ ïî àíàëèçó.

9. Ëüâîâñêèé Ñ.Ì. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. �Èçä. 2-å, èñïð. �Ì.: ÌÖÍÌÎ,
2013.� 296 ñ.
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Â êíèãå ïðåäñòàâëåíû çàïèñè ñïåöèàëüíîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðî÷èòàííîãî àâ-
òîðîì â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå. Äàííûé êóðñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå
èçëîæåíèå êàê ñòàíäàðòíûõ äëÿ àíàëèçà òåì, òàê è âåñüìà èíòåðåñíûõ è òðóäíûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ðàçäåëîâ, ëåæàùèõ íà ñòûêå ãåîìåòðèè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è àíàëèçà. Ïîäðîáíî
îïèñàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êàê êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ðàçáèðàþòñÿ öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, âìåñòî
èíòåãðàëà Ðèìàíà ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî áîëåå ñëàáûé àíàëîã � èíòåãðàë Êîøè, îáñóæäàåòñÿ òåî-
ðèÿ ìåðû è èíòåãðàë Ëåáåãà, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ñàðäà è ðàçáèðàåòñÿ ñëîæíûé ïðèìåð Óèòíè,
îáñóæäàþòñÿ ýëåìåíòû àíàëèçà íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Êíèãà, íåñîìíåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è óâëå-
êàòåëüíûì äîïîëíåíèåì êëàññè÷åñêîãî êóðñà àíàëèçà.

10.Ïðàñîëîâ Â.Â. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðíîé è äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè. �Èçä. 2-å, èñïð.
è äîï. �Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2014. � 360 ñ.

Êíèãà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ñîâðåìåííûå ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè. Èçó÷àþùåìó
êóðñ ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà áóäåò î÷åíü ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà âòîðóþ ãëàâó êíèãè, ïîñâÿ-
ù¼ííóþ òîïîëîãèè êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü îáñóæäàþòñÿ âåñüìà ïîëåçíûå
óòâåðæäåíèÿ î ôóíêöèÿõ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, â ÷àñòíîñòè, ëåììà Óðûñîíà è òåîðåìà Òèòöå
î ïðîäîëæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ÷èñëî Ëåáåãà è òåîðåìà Ëåáåãà î ðàçìåðíîñòè, òåîðåìû
Áðàóýðà è ëåììà Æîðäàíà.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ óêàçàííûìè âûøå ïîäîéäóò è äðóãèå èçäàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ êíèã. Êî-
íå÷íî, îõâàòèòü âñþ ëèòåðàòóðó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà èçó÷àþùèì êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
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