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Ìíîæåñòâà, ôóíêöèè, îòíîøåíèÿ

Ìíîæåñòâî� ñîâîêóïíîñòü, íàáîð, ñîáðàíèå íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà.

Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.
Ïðè çàäàíèè ìíîæåñòâ îáû÷íî ïðèìåíÿþò äâà ïîäõîäà:
1) ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, A = {a, b, c});
2) óêàçàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà, êîòîðûì îáëàäàþò òå è òîëüêî òå îáúåêòû, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äàííîãî ìíîæåñòâà (íàïðèìåð, A ñîñòîèò èç ïåðâûõ òð¼õ áóêâ ëàòèíñêîãî
àëôàâèòà); ïðè çàäàíèè ìíîæåñòâà ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùóþ ôîðìó çàïèñè:

A = {a : xàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî}.
Êàêèì áû ñïîñîáîì íè áûëî çàäàíî ìíîæåñòâî A è êàêîâ áû íè áûë äàííûé îáúåêò a, äîëæíî
áûòü âåðíî òîëüêî îäíî èç óòâåðæäåíèé a ∈ A èëè a 6∈ A.

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî M õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì: ýòî íàáîð âñåõ òåõ è òîëüêî òåõ
ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà. (Âîîáùå ãîâîðÿ, îäíî ìíîæåñòâî ìîæåò
ñîäåðæàòü äðóãîå â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, íàïðèìåð, {1, 2} ∈ {1, {1, 2}}.) Ïðîâåðèì, ñîäåðæèò ëè M
ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà.

Åñëè M ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì, òî ïî îïðåäåëåíèþ M îíî íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñåáÿ â
êà÷åñòâå ýëåìåíòà. Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè M íå ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó, êîòîðûì çàäàíî ìíîæåñòâîM , è äîëæíî ïðèíàäëåæàòüM . Îïÿòü
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, ìû íå ìîæåì ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè M ñâîèì ýëåìåíòîì èëè
íåò.

Äðóãàÿ ôîðìà ýòîãî ïàðàäîêñà íàçûâàåòñÿ ¾ïàðàäîêñîì áðàäîáðåÿ¿. Êîìàíäèð íåêîòîðîé ÷à-
ñòè ïðèêàçàë áðàäîáðåþ (ñîëäàòó ýòîé æå ÷àñòè) áðèòü òåõ è òîëüêî òåõ ñîëäàò, êîòîðûå íå
áðåþòñÿ ñàìè. Áðàäîáðåé íå ñìîã ïîíÿòü, ÷òî äåëàòü ñ ñàìèì ñîáîé. Åñëè îí áóäåò áðèòü ñåáÿ,
òî îêàæåòñÿ, ÷òî áðàäîáðåé áðååòñÿ ñàì è íàðóøàåò ïðèêàç êîìàíäèðà. Åñëè áðàäîáðåé íå áðååò
ñåáÿ, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñîëäàòîì, êîòîðûé íå áðååòñÿ ñàì, è îïÿòü íàðóøàåò ïðèêàç.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ñèòóàöèè, ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áðàäîáðåé íå ìîæåò ïðîâåðèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè îí ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà, êîòîðîå îïðåäåëèë êîìàíäèð. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïàðàäîêñàëü-
íûõ ñèòóàöèé òàêîãî âèäà áûëà ñîçäàíà àêñèîìàòèêà òåîðèè ìíîæåñòâ (ñèñòåìà àêñèîì Öåðìå-
ëî�Ôðåíêåëÿ ZF èëè ZFC), îáñóæäåíèå êîòîðîé âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî êóðñà. Îòìåòèì,
÷òî âñå äåéñòâèÿ è ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ â íàøåì êóðñå ñîãëàñóþòñÿ ñ àêñèîìàòèêîé
òåîðèè ìíîæåñòâ.
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Ïîäíîæåñòâà, óòâåðæäåíèÿ, ïàðû

Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B (ïèøóò A ⊂ B), åñëè èç òîãî, ÷òî a ∈ A,
ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B. Îòìåòèì, ÷òî A ⊂ A è èç âêëþ÷åíèé A ⊂ B è B ⊂ C ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ C.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (ïèøóò A = B), åñëè âåðíû âêëþ÷åíèÿ A ⊂ B è B ⊂ A.

Âàæíûé ïðèìåð ìíîæåñòâà � ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅, ïðî êîòîðîå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
íè îäèí îáúåêò íå ÿâëÿåòñÿ åãî ýëåìåíòîì. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì âñÿ-
êîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî óêàçàòü ýëåìåíò, êîòîðûé åñòü â ïóñòîì ìíîæåñòâå, íî
îòñóòñòâóåò â êàêîì-òî äðóãîì.

Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåãî êóðñà èìåþò âèä ¾åñëè P , òî Q¿ (êðàòêàÿ çàïèñü: ¾P ⇒
Q¿) è ¾P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q¿ (êðàòêî: ¾P ⇔ Q¿), ãäå P è Q � íåêîòîðûå âûñêà-
çûâàíèÿ, íàçûâàåìûå ïîñûëêîé è çàêëþ÷åíèåì ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå
¾P ⇒ Q¿, òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ¾Q íåîáõîäèìî äëÿ P¿ è ¾Q ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì P¿, à ¾P
äîñòàòî÷íî äëÿ Q¿ è ¾P ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì Q¿. Åñëè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ¾P ⇔ Q¿,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ¾P íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ Q¿, à ñàìî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò êðèòå-

ðèåì. ×òîáû îïðîâåðãíóòü óòâåðæäåíèå âèäà ¾P ⇒ Q¿, äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü êîíòðïðèìåð,
ïðè êîòîðîì âåðíà ïîñûëêà P è íåâåðíî çàêëþ÷åíèå Q. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êîíòðïðèìåð
íå ñóùåñòâóåò (ñì. ðàññóæäåíèå âûøå î ïóñòîì ìíîæåñòâå), ðàâíîñèëüíî äîêàçàòåëüñòâó ñàìîãî
óòâåðæäåíèÿ.

Íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ýëåìåíòîâ x è y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {x, y}. Óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé

ýëåìåíòîâ x è y, â êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ýëåìåíòîì, à y � âòîðûì ýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî {x, {x, y}}. Äàëåå óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (x, y). Äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X × Y = {(x, y) : x ∈ X è y ∈ Y }.

Ôóíêöèè è îïåðàöèè

Ôóíêöèåé f èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y (äàëåå ïèøåì f : X → Y ) íàçûâàåòñÿ çàâèñè-
ìîñòü (ïðàâèëî, çàêîí), ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ðîâíî îäèí ýëåìåíò y ∈ Y ,
îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç y = f(x) (òàêæå ïèøóò f : x 7→ y) è íàçûâàåìûé çíà÷åíèåì ôóíêöèè f íà
àðãóìåíòå x (èëè â òî÷êå x).

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , à ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Y ,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà àðãóìåíòàõ, ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâî X, íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f .

Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Γf = {(x, y) : y = f(x), x ∈ X}.
Òàêèì îáðàçîì, Γf ⊂ X × Y . Îáðàòíî, ïîäìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Y ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé
ôóíêöèè èç X â Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ X íàéä¼òñÿ òàêîé
ýëåìåíò y, ÷òî (x, y) ∈ Γ, ïðè÷¼ì åñëè (x, y) ∈ Γ è (x, z) ∈ Γ, òî y = z.

Èñïîëüçóÿ ãðàôèê, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ. Ãîâîðÿò, ÷òî çà-
äàíà ôóíêöèÿ èç X â Y , åñëè çàäàíî òàêîå ïîäìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Y , ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà
x ∈ X íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò y, ÷òî (x, y) ∈ Γ è åñëè (x, y) ∈ Γ è (x, z) ∈ Γ, òî y = z. Äëÿ
âñÿêîé ïàðû (x, y) ∈ G ýëåìåíò y îáîçíà÷àþò ÷åðåç f(x). Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : X → Y
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Y X .

Êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f : X → Y è g : Z → X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f ◦ g : Z → Y , çàäàííàÿ
ñîîòíîøåíèåì f ◦g(z) = f(g(z)). Ñîïîñòàâëåíèå ïàðå ôóíêöèé f è g íîâîé ôóíêöèè f ◦g íàçûâàþò
îïåðàöèåé êîìïîçèöèè.

Òåîðåìà 1. Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè àññîöèàòèâíà:

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.
B Ïî îïðåäåëåíèþ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f ◦ (g ◦ h)(x) = f(g ◦ h(x)) = f(g(h(x))) = f ◦ g(h(x)) = (f ◦ g) ◦ h(x). C

Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ◦, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ ◦ : X×
X → X. Îïåðàöèÿ ◦ íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ a, b, c ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî (a ◦ b) ◦
c = a ◦ (b ◦ c). Îïåðàöèÿ ◦ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî
a ◦ b = b ◦ a.

2



Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå XX îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ � êîìïîçèöèÿ, ïðè÷¼ì â
îáùåì ñëó÷àå ýòà îïåðàöèÿ íå áóäåò êîììóòàòèâíîé.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî çàäàâàòü îïåðàöèþ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû Êýëè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ê êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå
{0, 1} îïðåäåëèì îïåðàöèè ⊕ è � òàê:

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 0

� 0 1
0 0 0
1 0 1

Òîãäà îïåðàöèè ⊕ è � àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñ-
òðèáóòèâíîñòè: a� (b⊕ c) = (a� b)⊕ (a� c).

Áèåêöèè

Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêöèåé, åñëè èç ðàâåíñòâà f(x) = f(z) ñëåäóåò, ÷òî x = z.
Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêöèåé, åñëè äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí

òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî y = f(x).
Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè f îäíîâðåìåííî èíúåêöèÿ è ñþðúåêöèÿ.

Òåîðåìà 2. (i) Åñëè f : X → Y è g : Y → Z ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè, òî êîìïîçèöèÿ g ◦ f
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé X → Z.

(ii) Åñëè ôóíêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f−1 : Y → X, ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó y òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî f(x) = y. Áîëåå òîãî, f−1 ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

B Îáîñíóåì ïóíêò (i). Ïîñêîëüêó g è f èíúåêòèâíûå ôóíêöèè, ðàâåíñòâî g(f(x)) = g(f(z)) âëå÷¼ò
ðàâåíñòâî f(x) = f(z), îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåì x = z. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ g ◦ f
ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ïîñêîëüêó g è f ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè, äëÿ âñÿêîãî z ∈ Z íàéä¼òñÿ òàêîé
ýëåìåíò y ∈ Y , ÷òî z = g(y), à äëÿ ýòîãî y íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî y = f(x) è z = g(f(x)).
Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ g ◦ f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

Îáîñíóåì ïóíêò (ii). Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y íàéä¼òñÿ òàêîé
x ∈ X, ÷òî f(x) = y, à òàê êàê f ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, òàêîé x íàéä¼òñÿ ðîâíî îäèí. Òàêèì
îáðàçîì, ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó y òàêîãî x, ÷òî f(x) = y, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Áèåêòèâíîñòü f−1

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. C

Ôóíêöèþ f−1 íàçûâàþò îáðàòíîé ôóíêöèåé ê ôóíêöèè f .
Ìíîæåñòâî G ñ çàäàííîé íà í¼ì îïåðàöèåé ◦ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè
1) îïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà;
2) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e (åäèíèöà ãðóïïû), ÷òî äëÿ âñÿêîãî g ∈ G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

g ◦ e = e ◦ g = g;
3) äëÿ âñÿêîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîé (îáðàòíûé) ýëåìåíò g−1, ÷òî g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e.
Åñëè îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé).
Ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ñ îïåðàöèåé ◦ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé ñ îïåðàöèåé ◦. Ãðóïïà G ñ îïåðàöèåé ◦ è ãðóïïà F ñ îïåðàöèåé ∗ èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ f : G→ F , ÷òî f(g ◦ h) = f(g) ∗ f(h).

Ìíîæåñòâî G(X) áèåêöèé X → X ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, â êîòîðîé ðîëü
åäèíèöû èãðàåò ÿâëÿåòñÿ áèåêöèÿ e(x) = x (òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå).

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ãðóïïà X ñ îïåðàöèåé ∗ èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóïïû áèåêöèé

G(X).

B Èçîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå âñÿêîìó ýëåìåíòó z ∈ X áèåêöèè fz(x) = z ∗ x. C

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ ÷åðåç 2X . Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó 2X è {0, 1}X . Äåéñòâèòåëüíî, èñêîìàÿ áèåêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò âñÿêîìó
ïîäìíîæåñòâó A ⊂ X ôóíêöèþ

IA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A,

êîòîðóþ íàçûâàþò èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà A.
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Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∩B = {x : x ∈ A è x ∈ B}.
Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∪B = {x : x ∈ A èëè x ∈ B}.
Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A \B = {x : x ∈ A è x /∈ B}.
Âñåãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà X. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X çàäàíû îïåðàöèè ∩, ∪ è \. Áîëåå òîãî, ýòè îïåðàöèè ñâÿçàíû ñ óìíîæåíèåì è
ñëîæåíèåì èíäèêàòîðîâ:

IA∩B = IA � IB, IA∪B = IA ⊕ IB ⊕ (IA � IB), IA\B = IA � (1⊕ IB)

(îïåðàöèè ⊕ è � áûëè îïðåäåëåíû âûøå).

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

(i) A ∩B = B ∩ A, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
(ii) A ∪B = B ∪ A, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.
(iii) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

(iv) (Ôîðìóëû Ìîðãàíà) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \B),
A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \B).

B Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ïóíêòîâ ïðîâîäÿòñÿ ïî îäíîé ñõåìå: ïîêàæåì, ÷òî èíäèêàòîðû ìíîæåñòâ,
ñòîÿùèõ ñïðàâà è ñëåâà â ðàññìàòðèâàåìûõ ðàâåíñòâàõ, ðàâíû. Îãðàíè÷èìñÿ îáîñíîâàíèåì äâóõ
ðàâåíñòâ. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (iii):

IA∩(B∪C) = IA � IB∪C = IA � (IB ⊕ IC ⊕ (IB � IC)) =

= (IA � IB)⊕ (IA � IC)⊕
(
(IA � IB)� (IA � IC)

)
=

= IA∩B ⊕ IA∩C ⊕ (IA∩B � IA∩C) = I(A∩B)∪(A∩C).

Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (iv):

IA\(B∩C) = IA � (1⊕ IB∪C) = IA � (1⊕ IB)� (1⊕ IC) =
(
IA � (1⊕ IB)

)
�
(
IA � (1⊕ IC)

)
=

= IA\B � IA\C = I(A\B)∪(A\B). C

Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé íàáîð ìíîæåñòâ (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé). Îáúåäèíåíèåì äàí-
íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â íàáîð. Ïåðåñå÷åíèåì äàííîãî íàáîðà ìíî-
æåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
âñåì ìíîæåñòâàì, âõîäÿùèì â íàáîð.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíîé ïî ñòèëþ (íî íå ïî ñîäåðæàíèþ) ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ
äëÿ ìíîæåñòâ. Äîêàæåì, ÷òî âåðíû îáîáùàþùèå ôîðìóëû Ìîðãàíà ðàâåíñòâà:

A \
⋃
s∈S

Bs =
⋂
s∈S

(A \Bs), A \
⋂
s∈S

Bs =
⋃
s∈S

(A \Bs).

Äåéñòâèòåëüíî,

x ∈ A \
⋃
s∈S

Bs ⇔ x ∈ A è x /∈
⋃
s∈S

Bs.

Çàìåòèì, ÷òî x /∈
⋃
s∈S

Bs ⇔ x /∈ Bs äëÿ âñÿêîãî s ∈ S.

Ïîýòîìó x ∈ A \
⋃
s∈S

Bs ⇔ x ∈ A è x /∈ Bs äëÿ âñÿêîãî s ∈ S,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈
⋂
s∈S

(A \Bs).

Â ýòîì ðàññóæäåíèè ìû ôàêòè÷åñêè ïîäìåíÿåì îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè ïðàâèëàìè ëîãèêè, â
òî âðåìÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû ïîäìåíèëè îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè àðèôìåòè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè ñ èíäèêàòîðàìè.
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Îòíîøåíèÿ

Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî R äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì. Ãðàôèê
ôóíêöèè X → Y íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R ⊂ X×X íàçûâàþò îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè äëÿ âñÿêèõ
x, y, z ∈ X âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) (x, x) ∈ R (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) åñëè (x, y) ∈ R, òî (y, x) ∈ R (ñèììåòðè÷íîñòü);
3) åñëè (x, y) ∈ R è (y, z) ∈ R, òî (x, z) ∈ R (òðàíçèòèâíîñòü).
Äàëåå âìåñòî (x, y) ∈ R ïèøåì x ∼ y è ãîâîðèì, ÷òî x ýêâèâàëåíòåí y.
Ìíîæåñòâî R(a) = {x ∈ X : x ∼ a} íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì a.

Â ñèëó ñâîéñòâà 3) âñå ýëåìåíòû R(a) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

Òåîðåìà 5. Åñëè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ýëåìåíòó, òî ýòè

êëàññû ñîâïàäàþò.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c ∈ R(a) ∩ R(b). Òîãäà x ∼ c è c ∼ b äëÿ âñÿêîãî x ∈ R(a). Çíà÷èò, x ∼ b è
x ∈ R(b), ò. å. R(a) ⊂ R(b). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî R(b) ⊂ R(a). C

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ïî äàí-
íîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè è îáîçíà÷àþò ÷åðåç X� ∼.

Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî ðàçáèåíèå {Xs}x∈S ìíîæåñòâàX, åñëè çàäàí òàêîé íàáîð íåïóñòûõ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Xs, ÷òî

X =
⋃
s∈S

Xs.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X. Îòíîøåíèå R, ñîñòîÿùåå èç
ïàð (x, y), â êîòîðûõ ýëåìåíòû x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó ðàçáèåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Èòàê, âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà¼ò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà, à âñÿêîå ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà çàäà¼ò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáû÷íî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóþò äëÿ
îòîæäåñòâëåíèÿ êàêèõ-òî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ÷òîáû èç îòðåçêà ïîëó÷èòü îêðóæ-
íîñòü, ìîæíî îòîæäåñòâèòü åãî êîíöû, ò. å. çàäàòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: âñÿêàÿ îòëè÷íàÿ
îò êîíöà îòðåçêà òî÷êà ýêâèâàëåíòíà òîëüêî ñåáå ñàìîé, à êîíöû îòðåçêà åù¼ è ýêâèâàëåíòíû äðóã
äðóãó. Â ýòîì ñëó÷àå îêðóæíîñòü � ôàêòîð-ìíîæåñòâî ïî äàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R ⊂ X × X íàçûâàþò îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ
âñÿêèõ x, y, z ∈ X âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) (x, x) ∈ R;
2) åñëè (x, y) ∈ R è (y, x) ∈ R, òî x = y;
3) åñëè (x, y) ∈ R è (y, z) ∈ R, òî (x, z) ∈ R.
Äàëåå âìåñòî (x, y) ∈ R ïèøåì x 6 y.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäàäèì íà ìíîæåñòâå 2X îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ: A 6 B òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A ⊂ B. Çàìåòèì, ÷òî íå âñå ïîäìíîæåñòâà ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì.
Åñëè îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà R òàêîâî, ÷òî (x, y) ∈ R èëè (y, x) ∈ R äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

x è y ìíîæåñòâà X, òî îòíîøåíèå R íàçûâàþò îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå X.
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Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èíäóêöèÿ

Îñíîâûâàÿñü íà ñèñòåìå àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, ìîæíî ïîñòðîèòü çíàêîìîå ñî øêîëû ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

N = {1, 2, 3, . . .}.
Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü çäåñü òàêîå ïîñòðîåíèå, à ââåä¼ì åãî àêñèîìàòè÷åñêè.

Àêñèîìû Ïåàíî

Ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì àêñèîìàì:

1) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, íàçûâàåìûé ñëåäóþùèì è
îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç n+ 1;

2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò 1, íàçûâàåìûé åäèíèöåé, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì íè äëÿ êàêîãî ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà;

3) âñÿêèé îòëè÷íûé îò åäèíèöû ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðîâíî äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà N;

4) (àêñèîìà èíäóêöèè) åñëè ïîäìíîæåñòâî M ⊂ N ñîäåðæèò 1 è âìåñòå ñî âñÿêèì ñâîèì ýëå-
ìåíòîì n ñîäåðæèò ñëåäóþùèé ýëåìåíò n+ 1, òî M = N.

×åòâ¼ðòàÿ àêñèîìà ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë � íàèìåíüøåå èç ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìàì 1), 2), 3).

Ôóíêöèÿ f : N → A íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Âìåñòî f(n)
äàëåå ïèøåì an, An è ò. ï.

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé A1, A2, . . . , An, . . . Åñëè
óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî è äëÿ âñÿêîãî n âåðíî ñëåäñòâèå An ⇒ An+1, òî âñå óòâåðæäåíèÿ

An èñòèííû.
Ïîÿñíèì ðàâíîñèëüíîñòü àêñèîìû èíäóêöèè è ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íîìåðîâ n, ÷òî óòâåðæäåíèå An èñòèííî. Òîãäà çàïèñü 1 ∈M
ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî A1 � èñòèííî, à ñëåäñòâèå

n ∈M ⇒ (n+ 1) ∈M
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî An ⇒ An+1. Èñòèííîñòü âñåõ óòâåðæäåíèé An ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó
M = N. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò èç àêñèîìû èíäóêöèè. Ïóñòü
òåïåðü âûïîëíåí ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà M ⊂ N îïðåäå-
ëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé An: ¾ýëåìåíò n ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M¿. Êàê è âûøå,
çàïèñü 1 ∈ M ðàâíîñèëüíà èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ A1, ñëåäñòâèå n ∈ M ⇒ (n + 1) ∈ M ðàâíî-
ñèëüíî ñëåäñòâèþ An ⇒ An+1, à èñòèííîñòü âñåõ óòâåðæäåíèé An ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó M = N.
Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà èíäóêöèè ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè � äîêàçà-
òåëüñòâî óòâåðæäåíèé ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà 7 (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Äëÿ âñåõ x > −1 è n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1 + x)n > 1 + nx.

B Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî âåðíî: (1 + x)1 > 1 + 1 · x (îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî). Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N íåðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî; äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1. Ïîñêîëüêó x > −1 è x2 > 0,
ïîëó÷àåì (1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n > (1 + x)(1 + nx) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x. C

Òåîðåìà 8 (áèíîì Íüþòîíà). Ïóñòü n ∈ N. Äëÿ ëþáûõ a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

kbn−k, Ck
n =

n!

k!(n− k)!

(ñ÷èòàåì, ÷òî a0 = 1 äëÿ âñåõ a).

B Äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî:

(a+ b)1 = 1 · a+ 1 · b = C0
1a

0b1 + C1
1a

1b0.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N íåðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî è äîêàæåì åãî äëÿ n + 1.
Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(a+ b)n+1 = (a+ b)
( n∑
m=0

Cm
n a

mbn−m
)
.

Âûïèøåì êîýôôèöèåíò, êîòîðûé áóäåò ñòîÿòü ïåðåä ñëàãàåìûì ambn−m+1 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêî-
áîê. Òàêîå ñëàãàåìîå ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ïðè óìíîæåíèè am−1bn−(m−1) íà a èëè ïðè óìíîæåíèè
ambn−m íà b. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé êîýôôèöèåíò ðàâåí ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåí-
òîâ Cm−1

n + Cm
n , êîòîðàÿ ðàâíà C

m
n+1. C

Ïîëîæèì â ôîðìóëå áèíîìà a = 1, b = x è n = α:

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + . . .+

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
xk + . . .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé α ýòó ñóììó ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîé; â ñàìîì
äåëå, ïðè k > α + 1 êîýôôèöèåíòû ïðè xk îáíóëÿþòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè |x| < 1 òàêàÿ
ôîðìóëà ñ áåñêîíå÷íîé ñóììîé âåðíà íå òîëüêî äëÿ íàòóðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé, íî è äëÿ öåëûõ,
ðàöèîíàëüíûõ è âîîáùå ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé. Íàïðèìåð, ïðè α = −1 ïîëó÷àåì
ñóììó áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

(1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . .

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû áèíîìà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîêàçàòåëåì áóäåò ïðèâåäåíî
â êîíöå íàøåãî êóðñà.

Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû èíäóêöèè ìîæíî äàâàòü èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì, êàê ýòî
äåëàåòñÿ íà ïðèìåðå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìû óìååì äîáàâëÿòü 1 êî âñÿêîìó ÷èñëó n. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìû óæå çíàåì, ÷òî òàêîå n+m äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

n+ (m+ 1) = (n+m) + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óìååì äîáàâëÿòü 1, è åñëè óìååì äîáàâëÿòü m, òî óìååì äîáàâëÿòü (m+1). Ïî
àêñèîìå èíäóêöèè ìû óìååì äîáàâëÿòü ïðîèçâîëüíîå m. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôîðìàëèçóåò
ýòè íåñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ âñÿêîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ fn : N → N, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ fn(1) = n+ 1 è fn(m+ 1) = fn(m) + 1.

B Îáîñíóåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü äâå ôóíêöèè fn è gn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ.
Òîãäà fn(1) = gn(1) è åñëè fn(m) = gn(m), òî

fn(m+ 1) = fn(m) + 1 = gn(m) + 1 = gn(m+ 1).

Ïî àêñèîìå èíäóêöèè ìíîæåñòâî òåõ m, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî fn(m) = gn(m), ñîâ-
ïàäàåò ñ N.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè fn. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì
f1(m) = m+1. Ïðîâåðèì ñâîéñòâà: f1(1) = 1+1, f1(m+1) = (m+1)+1 = f1(m)+1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ fn ñóùåñòâóåò. Ïîëîæèì

fn+1(m) = fn(m) + 1.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà: fn+1(1) = fn(1) + 1 = (n+ 1) + 1,

fn+1(m+ 1) = fn(m+ 1) + 1 = (fn(m) + 1) + 1 = fn+1(m) + 1.

Ïî àêñèîìå èíäóêöèè ìíîæåñòâî òåõ n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fn, ñîâïàäàåò ñ N. C

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ: n+m = fn(m).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è îïÿòü æå ïî èí-

äóêöèè ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíû èçâåñòíûå ñî øêîëû ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî çàäàòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê:

n 6 m ⇔ n = m èëè m = n+ k.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ è àêñèîìó èíäóêöèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíî-
øåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì n 6 n+ 1.
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Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïîëíóþ èíäóêöèþ.

Ïðèíöèï ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé

A1, A2, . . . , An, . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1 èñòèííî è äëÿ âñÿêîãî n èç èñòèííîñòè âñåõ óòâåðæäåíèé Ak c íîìå-
ðàìè k 6 n ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ An+1. Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ A1, A2, . . . , An, . . .
èñòèííû.

Â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ ýòîò ïðèíöèï ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè 1 ∈ M è äëÿ
âñåõ n ∈ N âåðíî ñëåäñòâèå

{k ∈ N : k 6 n} ⊂M ⇒ n+ 1 ∈M,

òî M = N.
Ïðèíöèï ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè òàêæå ðàâíîñèëåí ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå àêñèî-

ìå èíäóêöèè. Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé A1, A2, . . . , An, . . .,
ïðî êîòîðóþ èçâåñòíî, ÷òî A1 èñòèííî è äëÿ âñÿêîãî n èç èñòèííîñòè âñåõ óòâåðæäåíèé Ak c
íîìåðàìè k 6 n ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ An+1. Çàìåíèì An íîâûì óòâåðæäåíèåì Bn,
ñîñòîÿùèì â òîì, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ Ak, ãäå k 6 n, èñòèííû. Çàìåòèì, ÷òî B1 � èñòèííîå
óòâåðæäåíèå. Ïóñòü òåïåðü Bn � èñòèííîå óòâåðæäåíèå. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Bn âñå óòâåð-
æäåíèÿ Ak ñ íîìåðàìè k 6 n èñòèííû, è çíà÷èò, An+1 � èñòèííîå óòâåðæäåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
óòâåðæäåíèå Bn+1 èñòèííî. Ïî àêñèîìå èíäóêöèè âñå Bn èñòèííû è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå An èñòèí-
íû. Òàêèì îáðàçîì, ïîäìåíèâ óòâåðæäåíèÿ, ìû ñâåëè ïîëíóþ èíäóêöèþ ê îáû÷íîé èíäóêöèè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè, òàê êàê òðåáîâàíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì An â ïåðâîì èç íèõ ñèëüíåå òðåáîâàíèé ê ýòèì
óòâåðæäåíèÿì âî âòîðîì.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ äî-
êàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè: âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ëèáî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé. Äîêàæåì ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ
n = 2 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ k 6 n, è äîêàæåì åãî
äëÿ n+ 1. Åñëè n+ 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè n+ 1 íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì, òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n1 è n2, ÷òî n1 > 1, n2 > 1 è n+1 = n1 ·n2.
Ïîñêîëüêó n1 6 n è n2 6 n, ê íèì ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, n1 è n2

ëèáî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ëèáî ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, à çíà÷èò,
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé è ÷èñëî n+ 1.

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, àêñèîìà èíäóêöèè òåñíî ñâÿçàíà ñ îòíîøåíèåì ïî-
ðÿäêà.

Òåîðåìà 9. Àêñèîìà èíäóêöèè ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå

ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ò. å. ýëåìåíò ýòîãî ïîäìíîæå-

ñòâà, ìåíüøèé âñÿêîãî äðóãîãî ýëåìåíòà ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñÿêîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà N åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà M ìíîæåñòâà N âûïîëíåíî, ÷òî åñëè 1 ∈ M è n ∈ M , òî
(n + 1) ∈ M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N \ M 6= ∅. Ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò n ∈ N \ M ,
ïðè÷¼ì n 6= 1. Ïóñòü m + 1 = n. Òîãäà m ∈ M è, ñëåäîâàòåëüíî, m + 1 ∈ M , íî m + 1 = n /∈ M .
Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, M = N.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíà àêñèîìà èíäóêöèè. Íàì áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïîë-
íóþ èíäóêöèþ. Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A íåò
ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà 1 ∈ M = N \ A è èç òîãî, ÷òî k /∈ M ïðè k 6 n ñëåäóåò, ÷òî
n + 1 ∈ M , èíà÷å n + 1 áûëî áû ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì â A. Ïî àêñèîìå èíäóêöèè M = N, íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïóñòîòå ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî, â A åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. C

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ N, {0} è {−n : n ∈ N}. Îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà ïåðåíîñÿòñÿ ñ N íà Z.
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Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè Z× N ââåä¼ì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

(m,n) ∼ (p, q)⇐⇒ mq = np.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Q è íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë. Âìåñòî (m,n) äàëåå ïèøåì m
n
.

Îïåðàöèè è îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå Q îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
m

n
+
p

q
=
mq + np

nq
,

m

n
· p
q

=
mp

nq
,

m

n
6
p

q
⇐⇒ mq 6 np.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà êîððåêòíû, ò. å. íå
çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç ìíîæåñòâà A
â ìíîæåñòâî B (ïèøåì A ∼ B).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî:
(1) A ∼ A;
(2) åñëè A ∼ B, òî B ∼ A;
(3) åñëè A ∼ B è B ∼ C, òî A ∼ C.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b ∈ A, a 6= b. Òîãäà ìíîæåñòâà A \ {a} è A \ {b} ðàâíîìîùíû.
B Ïóñòü D = A\{a, b}. Òîãäà ïîëó÷àåì A\{a} = D∪{b} è A\{b} = D∪{a}. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f èç ìíîæåñòâà A \ {a} â ìíîæåñòâî A \ {b} ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = x ïðè x ∈ D è f(b) = a.
Ôóíêöèÿ f � èñêîìàÿ áèåêöèÿ. C

Ïîëîæèì An = {k ∈ N : k 6 n}. Ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 10. Åñëè ìíîæåñòâà An è Am ðàâíîìîùíû, òî âåðíî ðàâåíñòâî n = m.

B Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ïóñòü n = 1 è f : A1 → Am � áèåêöèÿ, ãäå A1 = {1}. Åñëè
m > 1, òî f(1) 6= 1 èëè f(1) 6= m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñþðúåêòèâíîñòè f . Ñëåäîâàòåëüíî, m = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ n è äîêàæåì åãî äëÿ n+1. Ïóñòü f : An+1 →
Am ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òîãäà ýòà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè
An è Am \ {f(n+ 1)}. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Am \ {f(n+ 1)} è Am−1 ðàâíîìîùíû, à
çàòåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. C

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî èëè ïóñòî, èëè ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó An. Ãî-
âîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, åñëè A ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó An. Ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ, ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. íå ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî
îäíî è òî æå ìíîæåñòâî îäíîâðåìåííî ñîñòîèò èç n è m ýëåìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ n è m.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N áåñêîíå÷íî. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : An → N

íàòóðàëüíîå ÷èñëî
M = f(1) + f(2) + . . .+ f(n)

íå ëåæèò â îáëàñòè å¼ çíà÷åíèé (òàê êàê f(k) < M äëÿ âñÿêîãî k 6 n), à ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ
ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ñþðúåêöèåé è óæ òåì áîëåå áèåêöèåé.

Åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî è p1, p2, . . . , pN � âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà, ñëåäóÿ Åâêëèäó,
ðàññìîòðèì ÷èñëî p1 · p2 · · · pN + 1. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, íî è íå äåëèòñÿ íè íà êàêîå ïðîñòîå
÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè A ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N.
Òåîðåìà 11. (i) Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.

(ii) Ìíîæåñòâî N× N ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì.
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B Ðàññìîòðèì ïóíêò (i). Ïóñòü B ⊂ N. Ìîæíî ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî B � áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî. Ïóñòü n1 � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B. Òîãäà n1 > 1. Ïóñòü n2 � ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà B \ {n1}. Ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî n1 < n2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
n2 > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû ÷èñëà n1 > 1, n2 > 2, . . . , nk > k è ïóñòü nk+1 � íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B\{n1, n2, . . . , nk}. Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì nk+1 > nk è, ñëåäîâàòåëüíî,
nk+1 > k+1. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk. Åñëè â ìíîæåñòâå
B åñòü ýëåìåíò b, êîòîðûé íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè nk, òî nk < b äëÿ âñåõ k, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê
êàê nb+1 > b + 1 > b. Ñëåäîâàòåëüíî, B = {nk}, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ k → nk óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ
ìåæäó N è B.

Â ïóíêòå (ii) èñêîìàÿ áèåêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(k, l)→ (k + l − 1)(k + l)

2
− l + 1.

Ìû ïåðåñ÷èòûâàåì ýëåìåíòû òàáëèöû N × N ïî äèàãîíàëÿì, ñîïîñòàâëÿÿ (1, 1) 7→ 1, (1, 2) 7→ 2,
(2, 1) 7→ 3 è ò. ä. C

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷¼òíî.

Êîíå÷íûå èëè ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 2. (i) Åñëè f : B → A � èíúåêöèÿ è A � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, òî B íå áîëåå

÷åì ñ÷¼òíî.

(ii) Åñëè f : B → A � ñþðúåêöèÿ è B � íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, òî A íå áîëåå ÷åì

ñ÷¼òíî.

B Îáîñíóåì ïóíêò (i). Ïîñêîëüêó f : B → f(B) � áèåêöèÿ è f(B) íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, çàêëþ÷àåì,
÷òî è B íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Ðàññìîòðèì ïóíêò (ii). Äëÿ êàæäîãî a ∈ A âûáåðåì îäèí òàêîé ýëåìåíò b, ÷òî f(b) = a.
Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ èç A â B ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, òàê êàê åñëè b1 = b2, òî f(b1) = f(b2).
Ñîãëàñíî ïóíêòó (i) çàêëþ÷àåì, ÷òî A íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. C

Îòìåòèì, ÷òî åñëè A íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ èç N â A.

Ñëåäñòâèå 2. (i) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî íàáîðà êîíå÷íûõ èëè ñ÷¼òíûõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì.

(ii) Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà êîíå÷íûõ èëè ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì.

B Ïóíêò (ii) ñâîäèòñÿ ê ïóíêòó (i). Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà (i). Ïóñòü çàäàí íàáîð íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ As, ïðè÷¼ì èíäåêñ s ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîìó ìíîæåñòâó S.
Ñóùåñòâóþò ñþðúåêöèè Fs : N → As è q : N → S. Òîãäà îòîáðàæåíèå (k,m) → Fq(k)(m) ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêöèåé N× N íà

⋃
s∈S

As. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
⋃
s∈S

As íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. C

Ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé ñëåäóþùåãî ýâðèñòè÷åñêîãî ðàññóæäå-
íèÿ: çàïèøåì ýëåìåíòû îáúåäèíåíèÿ

⋃
s∈S

As â òàáëèöó, â êîòîðîé â s-é ñòðîêå âûïèñàíû ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà As, è ïåðåñ÷èòàåì ýòó òàáëèöó òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ N× N.

Ïðèìåð Êàíòîðà íåñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {0, 1}∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö íå
ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ìíîæåñòâî ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî
çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîñòðîèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé íà k-ì
ìåñòå ñòîèò 1, åñëè ó k-é ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà k-ì ìåñòå ñòîèò 0, è ñòîèò 0, åñëè ó k-é ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íà k-ì ìåñòå ñòîèò 1. Íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâåäîìî íå áûëà çàíóìåðîâàíà,
òàê êàê äëÿ âñÿêîãî k îíà îòëè÷àåòñÿ îò k-é ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîì íà k-ì ìåñòå.

Îáîáùåíèåì ïðèìåðà Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 12. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâîì A è

ìíîæåñòâîì âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ 2A.
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B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèåêöèÿ f : A → 2A ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå
èç âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A, äëÿ êîòîðûõ a /∈ f(a). Ïîñêîëüêó M � ïîäìíîæåñòâî A, èìååì
M = f(b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ A. Åñëè b ∈ M , òî b /∈ f(b) = M . Åñëè æå b /∈ M = f(b), òî
b ∈ M ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà M . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè áèåêöèè íåâåðíî. C

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå èç ïàðàäîêñà Ðàññåëà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ïî ìîùíîñòè íå áîëüøå ìíîæåñòâà B, à ìíîæåñòâî B ïî

ìîùíîñòè íå ìåíüøå ìíîæåñòâà A, åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç A â B. Åñëè äîïîëíèòåëüíî
èçâåñòíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áèåêöèè èç A â B, òî ãîâîðèì, ÷òî A ïî ìîùíîñòè ñòðîãî ìåíüøå

ìíîæåñòâà B, à ìíîæåñòâî B ïî ìîùíîñòè ñòðîãî áîëüøå ìíîæåñòâà A.
Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî 2A, ñîïîñòàâëÿ-

þùåå êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ìíîæåñòâî {a}. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ìíîæåñòâî A ïî ìîùíîñòè
ñòðîãî ìåíüøå ìíîæåñòâà 2A. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûøå áûëà óñòàíîâëåíà ðàâíîìîùíîñòü ìíî-
æåñòâ 2X è {0, 1}X . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà X, ïðèíèìàþùèõ äâà çíà÷åíèÿ,
ïî ìîùíîñòè ñòðîãî áîëüøå ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà

Òåîðåìà 13. Åñëè ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B è ìíîæåñòâî B
ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà A, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû.

B Çàìåíÿÿ B íà ðàâíîìîùíîå åìó ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìî ìíî-
æåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. Òîãäà óñëîâèå òåîðåìû ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äàíû òðè ìíîæåñòâà A2 ⊂ A1 ⊂ A0 è ìíîæåñòâà A2 è A0 ðàâíîìîù-
íû, òî ìíîæåñòâà A1 è A0 òàêæå ðàâíîìîùíû. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó
ìíîæåñòâàìè A0 è A2. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ìíîæåñòâà A2n+2 = f(A2n) è
A2n+1 = f(A2n−1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ìíîæåñòâî C2n = A2n \ A2n+1 ðàâíîìîùíî ìíîæå-
ñòâó C2n+2 = A2n+2 \ A2n+3. Ïîëîæèì C2n+1 = A2n+1 \ A2n+2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A0 = C0 ∪ C1 ∪ C2 . . . ∪D è A1 = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ . . . ∪D,
ãäå D =

⋂
n∈N

An è âñå ìíîæåñòâà Cn è D ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Áèåêöèþ èç A0 â A1 óñòàíîâèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòû ìíîæåñòâ C2n+1 è D îñòàâèì íà ìåñòå (òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå), à ýëåìåíòàì êàæäîãî èç ìíîæåñòâ C2n âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
C2n+2. C

Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ïî ìîùíîñòè íå áîëüøå
ìíîæåñòâà B è ìíîæåñòâî B ïî ìîùíîñòè íå áîëüøå ìíîæåñòâà A, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû.
Åñëè X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, òî íà ìíîæåñòâå 2X îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
A ∼ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ðàâíîìîùíî B. Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: A 6 B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïî ìîùíîñòè íå
áîëüøå B. Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Öåðìåëî óòâåðæäàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîò ïîðÿäîê ëèíååí.
Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òàê íàçûâàåìóþ àêñèîìó âûáîðà.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ïðèíöèïû ïîëíîòû

Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ (îò ïåðåñòàíîâêè ìåñò ñëàãàåìûõ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ), ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ
íóëÿ ñòàíîâèòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ, è íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèñòðèáó-
òèâíîñòè:

a(b+ c) = (b+ c)a = ab+ ac = ba+ ca.

Âàæíûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëå Zp âû÷åòîâ ïî ïðîñòî-
ìó ìîäóëþ p. Ïîëå Zp � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà Z îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: m ∼ n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m − n äåëèòñÿ íà p. Êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì m îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [m]p. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[m]p + [n]p = [m+ n]p, [n]p · [m]p = [n ·m]p.
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Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïîëÿ Q îò ïîëÿ Zp ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èìååò
õàðàêòåðèñòèêó íóëü, ò. å. ñóììà 1 + 1 + . . .+ 1 íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ïîëå Zp èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêó p, òàê êàê ïðè ñëîæåíèè p åäèíèö ïîëó÷àåòñÿ íóëü, ïðè÷¼ì ïðè ñëîæåíèè ìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà åäèíèö íóëü íå ïîëó÷èòñÿ.

Ïîëå íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà í¼ì çàäàíî îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) a 6 b⇔ a+ c 6 b+ c äëÿ âñÿêîãî c;
2) åñëè c > 0, òî a 6 b⇒ ac 6 bc.
Ïîêàæåì, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå âñåãäà èìååò õàðàêòåðèñòèêó íóëü. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

0 < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 > 1. Òîãäà, âû÷èòàÿ èç ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè 1, ïîëó÷àåì, ÷òî −1 > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî −1 > 0 ìîæíî óìíîæèòü íà −1. Èìååì 1 > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ 0 > 1. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó 0 < 1, ïîëó÷àåì 0 < 1 < 1 + 1
è ò. ä., ò. å. 0 < 1 + 1 + . . .+ 1 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà åäèíèö.

Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ïîäìíîæåñòâî èç ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõñÿ â âèäå êîíå÷íîé
ñóììû åäèíèö, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì ýëåìåíòó, ÿâëÿþùåìó-
ñÿ ñóììîé n åäèíèö, ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ åãî îáîçíà÷å-
íèÿ. Ýëåìåíòû âèäà m ·n−1, ãäå n−1 � îáðàòíûé ýëåìåíò ê n, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B, à B ïðàâåå ìíîæåñòâà A, åñëè
a 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò c ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B, åñëè A ëåâåå
ìíîæåñòâà {c}, à B ïðàâåå ìíîæåñòâà {c}. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò c ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è
B, åñëè a 6 c 6 b äëÿ âñÿêèõ a ∈ A è b ∈ B.

Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà R
Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (èëè äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë R � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, äëÿ ýëåìåí-

òîâ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà ïîëíîòû:
âñÿêèå äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà A,B ⊂ R, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ëåâåå äðóãîãî, ìîæíî

ðàçäåëèòü íåêîòîðûì ýëåìåíòîì c ∈ R.
Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû ïîëíîòû äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü óðàâ-

íåíèÿ x2 = 2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

a2 < 2, è îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë b, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó b2 > 2. Çàìåòèì, ÷òî 1 ∈ A è 2 ∈ B. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B.
Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâà 0 < b2 − a2 = (b− a)(b+ a) è b+ a > 0 âëåêóò íåðàâåíñòâî a < b. Ïî
àêñèîìå ïîëíîòû ñóùåñòâóåò ÷èñëî c, ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâà A è B. Îòìåòèì, ÷òî 1 < c < 2.
Ïîêàæåì, ÷òî c2 = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c ∈ A, ò. å. c2 < 2. Ïóñòü ε ∈ (0; 1). Çàìåòèì, ÷òî

(c+ ε)2 = c2 + ε(2c+ ε) < c2 + 5ε.

Ïîëîæèì ε = (2 − c2)/5 > 0. Èìååì (c + ε)2 < 2 è (c + ε) ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà c. Çíà÷èò, c 6∈ A. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî c 6∈ B. Òàêèì îáðàçîì,
c2 = 2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé êîðåíü c óðàâíåíèÿ x2 = 2 íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé (ìîäåëüþ) ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà a0, a1a2a3 . . . ak . . . , ãäå a0 ∈ N∪{0} è ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ïðè÷¼ì
õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷åí îò íóëÿ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ ñ
íåêîòîðîãî ìåñòà ñòîÿò îäíè äåâÿòêè, çàïðåùåíû.

Íà ïîëîæèòåëüíûõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáÿõ îòíîøåíèå ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
a0, a1a2a3 . . . 6 b0, b1b2b3 . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 6 b0 è äëÿ êàæäîãî k èç ðàâåíñòâ
a0 = b0, . . . , ak−1 = bk−1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ak 6 bk.

Íóëåâîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ (èëè ïðîñòî íóë¼ì) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0,00 . . . , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0. Íàêîíåö, îòðèöàòåëüíûå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè
ïîëó÷àþòñÿ ïðèïèñûâàíèåì çíàêà ìèíóñ ïîëîæèòåëüíûì áåñêîíå÷íûì äåñÿòè÷íûì äðîáÿì.
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Ââåä¼ííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå âñåõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.

Òåîðåìà 14. Íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà ïîëíîòû.

B Ïóñòü çàäàíû íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, ïðè÷¼ì A ëåâåå
B. Åñëè â A íåò ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, à â B íåò îòðèöàòåëüíûõ, òî ýòè ìíîæåñòâà ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íóë¼ì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â A åñòü õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò.
Ïî óñëîâèþ â ýòîì ñëó÷àå B ñîñòîèò èñêëþ÷èòåëüíî èç ïîëîæèòåëüíûõ äðîáåé. Áóäåì ñòðîèòü
ðàçäåëÿþùóþ A è B áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü c0, c1c2c3 . . .. Ïîñêîëüêó B ñîñòîèò èç ïîëî-
æèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóåò ÷èñëî b0, íàèìåíüøåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñ êîòîðûõ
íà÷èíàþòñÿ äðîáè èç B. Ïîëàãàåì c0 = b0. Òåïåðü ðàññìîòðèì òîëüêî òå äåñÿòè÷íûå äðîáè èç B,
êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ b0, è ó íèõ íàéä¼ì íàèìåíüøóþ ïåðâóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé: b1. Ïîëàãàåì
c1 = b1. Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ñ äðîáÿìè èç B, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ c b0, b1 è íàõîäèì íàèìåíüøóþ
âòîðóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé b2, ïîëàãàåì c2 = b2, è ò. ä. Ïîñòðîåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ
äðîáü c0, c1c2c3 . . ., î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé è íå áîëüøå âñÿêîãî ýëåìåíòà èç B. Ïî-
êàæåì, ÷òî îíà íå ìåíüøå âñÿêîãî ýëåìåíòà èç A. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü â A íàøëàñü
òàêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü a0, a1a2 . . . ak . . ., ÷òî c0 = a0, . . . , ck−1 = ak−1 è ck < ak. Ïî ïîñòðîåíèþ
íàéä¼òñÿ äðîáü èç B, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ c0, c1c2 . . . ck. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà äðîáü òàêæå ìåíüøå
äðîáè a0, a1a2 . . . ak . . ., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ: A ëåâåå B. Ñëó÷àé, êîãäà â B åñòü õîòÿ áû
îäèí îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò, ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. C

Ïðèíöèïû ïîëíîòû

Àêñèîìà ïîëíîòû äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè, íàçûâàåìûå ïðèíöè-
ïàìè ïîëíîòû. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ðàâíîñèëüíîñòü ïðèíöèïîâ ïîëíîòû, à âûâåäåì èõ èç
àêñèîìû ïîëíîòû.

Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A, åñëè
a 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A. Åñëè ó ìíîæåñòâà åñòü õîòÿ áû îäíà âåðõíÿÿ ãðàíü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷åíèå: supA) íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà A. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A,
åñëè a > b äëÿ âñåõ a ∈ A. Åñëè ó ìíîæåñòâà åñòü õîòÿ áû îäíà íèæíÿÿ ãðàíü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíî-
æåñòâî A îãðàíè÷åíî ñíèçó. Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷åíèå: inf A) íàçûâàåòñÿ
íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà A.

Ïîñêîëüêó íå ó âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà åñòü íàèìåíüøèé (íàèáîëüøèé) ýëåìåíò,
ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ ãðàíåé òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ.

Òåîðåìà 15 (ïðèíöèï ïîëíîòû Âåéåðøòðàññà). Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó)
ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ (òî÷íóþ íèæíþþ) ãðàíü.

B Ïóñòü A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî, à B � ìíîæåñòâî âåðõíèõ ãðàíåé ìíî-
æåñòâà A. Ìíîæåñòâà A, B íåïóñòûå è ïåðâîå èç íèõ ëåæèò ëåâåå âòîðîãî. Ïî àêñèîìå ïîëíîòû
ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùèé èõ ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç c. Ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðà-
íüþ ìíîæåñòâà A è íå áîëüøå âñÿêîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B. Òàêèì îáðàçîì, c � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ìíîæåñòâà A. C

Îáñóäèì âàæíîå ñëåäñòâèå ïðèíöèïà ïîëíîòû Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 16 (àêñèîìà Àðõèìåäà). Äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò òàêîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî a < n.

B Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïóñòü
A = supN. ×èñëî A − 1 íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà N. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ
òàêîå n ∈ N, ÷òî A− 1 < n. Ïðèáàâëÿÿ åäèíèöó ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
A < n+ 1, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. C

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî óäîáíî íàçûâàòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à åãî
ýëåìåíòû � òî÷êàìè ýòîé ïðÿìîé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ, íî íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèå àêñèîìû.

Ïóñòü a < b. Ìíîæåñòâà

[a; b] = {x : a 6 x 6 b}, (a; b) = {x : a < x < b}, [a; b) = {x : a 6 x < b}, (a; b] = {x : a < x 6 b}
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íàçûâàþòñÿ îòðåçêîì, èíòåðâàëîì è ïîëóèíòåðâàëàìè ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà b−a íàçûâàåòñÿ
äëèíîé îòðåçêà, èíòåðâàëà èëè ïîëóèíòåðâàëà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y ÷èñëîâîé ïðÿìîé
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |x− y| è ðàâíî x− y ïðè x > y è y − x ïðè x 6 y. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïðîñòî
äëèíà îòðåçêà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ìíîæåñòâà

[a; +∞) = {x : x > a}, (−∞; a] = {x : x 6 a}, (a; +∞) = {x : x > a}, (−∞; a) = {x : x < a}
íàçûâàþòñÿ ëó÷àìè, ïðè÷¼ì ëó÷è, âêëþ÷àþùèå òî÷êó a, íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè, à íå âêëþ-
÷àþùèå � îòêðûòûìè (ñìûñë ýòèõ íàçâàíèé ñòàíåò ÿñåí ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé).

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà:

||x| − |y|| 6 |x+ y| 6 |x|+ |y|.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âòîðîãî, à âòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

|x| = max{x,−x}.
Ïóñòü 0 < a < b. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî an > b. Ïóñòü n0 � íàèìåíüøåå

èç òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà îòðåçîê [0; a] óêëàäûâàåòñÿ n0 − 1 ðàç â îòðåçêå [0; b]. Òàêèì
îáðàçîì, àêñèîìà Àðõèìåäà ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü îòðåçêè.

Òåîðåìà 17 (ïðèíöèï ïîëíîòû Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ). Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ îòðåçêîâ {[an; bn]} ([an; bn] ⊃ [an+1; bn+1] äëÿ âñåõ n ∈ N) èìååò îáùóþ òî÷êó,
ò. å. òàêóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç îòðåçêîâ [an; bn]. Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå ε, òî îáùàÿ òî÷êà òîëüêî îäíà.

B Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ êîíöîâ an, à ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâûõ êîíöîâ
bn. Ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû êàêîé-òî ïðàâûé êîíåö ëåæàë
ëåâåå êàêîãî-òî ëåâîãî êîíöà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòðåçêè íå ïåðåñåêàëèñü áû, íî ïî óñëîâèþ
èç ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ îäèí ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Ïî àêñèîìå ïîëíîòû ñóùåñòâóåò
òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî an 6 c 6 bm äëÿ âñåõ n,m, â ÷àñòíîñòè, òî÷êà c ïðèíàäëåæèò êàæäîìó îòðåçêó
[an; bn]. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü äâå ðàçëè÷íûå îáùèå òî÷êè âñåõ îòðåçêîâ, òî äëèíà
ëþáîãî îòðåçêà íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. C

Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå â äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà Êàíòîðà ìû èñïîëüçîâàëè ëèøü òî,
÷òî îòðåçêè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Âñÿêèé îòðåçîê íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì.

B Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà òî÷êè îòðåçêà ìîæíî çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Ðàçäåëèì îòðåçîê íà òðè îòðåçêà. Îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ îòðåçîê, â êîòîðîì íåò òî÷êè ñ íîìåðîì
îäèí. Ýòîò îòðåçîê ðàçäåëèì îïÿòü íà òðè ÷àñòè è âûáåðåì òó ÷àñòü, â êîòîðîé íåò òî÷êè ñ íîìå-
ðîì äâà è ò. ä. Ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì: n-é îòðåçîê íå ñîäåðæèò
ïåðâûå n òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ òî÷êà ýòèõ îòðåçêîâ íå èìååò íîìåðà. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Îòìåòèì, ÷òî èç íåñ÷¼òíîñòè îòðåçêà ñëåäóåò íåñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà [a; b], (a; b], [a; b), (a; b), {0, 1}∞, R ðàâíîìîùíû. Ìíî-
æåñòâà, ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè èëè èìå-
þùèìè ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Â 1877 ã. îñíîâàòåëåì ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ Ãåîðãîì Êàíòîðîì áûëî âûäâèíóòà êîíòèíóóì-

ãèïîòåçà � ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèáî ñ÷¼òíûì, ëèáî êîíòèíóàëüíûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîíòèíóóì-ãèïîòåçà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

ìîùíîñòü êîíòèíóóìà � íàèìåíüøàÿ, ïðåâîñõîäÿùàÿ ìîùíîñòü ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà, è ìíîæåñòâ ¾ïðî-

ìåæóòî÷íûõ¿ ìîùíîñòåé ìåæäó ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì è êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì íåò.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà ñòàëà ïåðâîé èç äâàäöàòè òð¼õ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, î êîòîðûõ Ä. Ãèëüáåðò

äîëîæèë íà II Ìåæäóíàðîäíîì Êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Ïàðèæå â 1900 ã., ïîýòîìó êîíòèíóóì-ãèïîòåçà

èçâåñòíà òàêæå êàê ïåðâàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà. Â ñåðåäèíå XX â. óñòàíîâëåíà íåçàâèñèìîñòü ýòîé ãè-

ïîòåçû îò ñòàíäàðòíîé àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ. Îäíàêî ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé íàøåãî êóðñà

ñëåäóåò ïûòàòüñÿ íàõîäèòü ðåøåíèÿ, íå àïåëëèðóþùèå ê êîíòèíóóì-ãèïîòåçå.
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, åñëè çàäàíà
ôóíêöèÿ f : N → A; âìåñòî f(n) ïèøåì an. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ
{an}∞n=1 èëè {an}. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü, çàïèñü {an} îçíà÷àåò íå ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòà (èëè ýëåìåíòîâ) an, à èìåííî ñîêðàù¼ííóþ çàïèñü îáîçíà÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}∞n=1. Åñëè A = R, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èìåííî ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáñóæäàþòñÿ â ýòîì ðàçäåëå.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |an− a| < ε. Èíûìè ñëîâàìè, íîìåð
N òàêîâ, ÷òî èç íåðàâåíñòâà n > N ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |an − a| < ε.

Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ lim
n→∞

an = a è an → a ïðè n→∞.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ êâàíòîðû ∀ � ¾äëÿ âñÿêîãî¿ è ∃ � ¾ñóùåñòâóåò¿.
Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

lim
n→∞

an = a, åñëè ∀ ε > 0 ∃N ∀n ∈ N n > N ⇒ |an − a| < ε.

×åðåç Uε(a) áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåðâàë (a−ε; a+ε) ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ¾ðàäèóñîì¿ ε; ÷åðåç
U(a) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó a.

Òåîðåìà 18. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.
(i) lim

n→∞
an = a.

(ii) Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî
÷èñëà, ïðèíàäëåæàò Uε(a).

(iii) Äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà U(a) âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, êðîìå, áûòü ìîæåò,
êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïðèíàäëåæàò U(a).

B Âûâåäåì (ii) èç (i). Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ
n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |an−a| < ε, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ an ∈ Uε(a). Òàêèì îáðàçîì,
âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, êðîìå, áûòü ìîæåò, êàêèõ-òî ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè îò 1
äî N , ïðèíàäëåæàò Uε(a). Äëÿ âûâîäà (i) èç (ii) äîñòàòî÷íî âçÿòü â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà â êà÷å-
ñòâå N íàèáîëüøèé èç íîìåðîâ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò Uε(a). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîñèëüíîñòè (ii) è (iii) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà U(a)
ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Uε(a) ⊂ U(a). C

Òåîðåìà 19 (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

an = b, òî a = b.

B Â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ a è b ìîæíî óêàçàòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû U(a) è U(b). Ïî îïðå-
äåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èíòåðâàëû
íå ïåðåñåêàþòñÿ. C

Ñâîéñòâà ïðåäåëà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî
|an| 6 C ïðè âñåõ n ∈ N, ò. å. âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåæàò â îòðåçêå [−C;C].

Òåîðåìà 20 (îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìå-
åò ïðåäåë, òî îíà îãðàíè÷åííà.

B Ïóñòü lim
n→∞

an = a. Ïîñêîëüêó a ∈ (−|a|−1; |a|+1), ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî an ∈ (−|a| − 1; |a|+ 1) äëÿ âñåõ n > N . Ïîëîæèì

C = max{|a|+ 1; |a1|, |a2|, . . . , |aN |},
Òîãäà âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [−C;C]. C

Ëåììà 2 (îá îòäåëèìîñòè). Åñëè lim
n→∞

an = a è a > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî

an > a/2 > 0 äëÿ âñåõ n > N .

B Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = a/2. C
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Òåîðåìà 21 (àðèôìåòèêà ïðåäåëà). Åñëè lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b, òî lim
n→∞

(an ± bn) = a ± b,
lim
n→∞

anbn = ab è â ñëó÷àå, êîãäà b 6= 0, bn 6= 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
n→∞

an/bn = a/b.

B Âñå äîêàçàòåëüñòâà îäíîòèïíû, ïîýòîìó äîêàæåì ëèøü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî b > 0 (ñëó÷àé b < 0 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí). Ïî ëåììå îá îòäåëèìîñòè íàéä¼òñÿ òàêîé
íîìåð N1, ÷òî bn > b/2. Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N2, ÷òî |an − a| < ε
è |bn − b| < ε äëÿ âñåõ n > N2. Çàìåòèì, ÷òî∣∣∣an

bn
− a

b

∣∣∣ =
∣∣∣anb− bna

bnb

∣∣∣ =
∣∣∣(an − a)b+ a(b− bn)

bnb

∣∣∣.
Òîãäà äëÿ âñåõ n > max{N1, N2} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣an

bn
− a

b

∣∣∣ 6 |an − a|b+ |a||b− bn|
|bn|b

6
2b+ 2|a|

b2
ε. C

Èç òåîðåìû îá àðèôìåòèêå ïðåäåëà ñëåäóåò ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïðåäåëà: åñëè lim
n→∞

an = a è

lim
n→∞

bn = b, òî äëÿ âñåõ λ, µ ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
n→∞

(λan + µbn) = λa+ µb.

Òåîðåìà 22 (ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå). Ïóñòü lim
n→∞

an = a è lim
n→∞

bn = b. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî an 6 bn äëÿ âñåõ n > N , òî a 6 b.

B Åñëè a > b, òî (an − bn) → (a − b) > 0 è íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N1, ÷òî äëÿ âñåõ n > N1

âåðíî íåðàâåíñòâî an − bn > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n > max{N,N1} îäíîâðåìåííî âåðíû
íåðàâåíñòâà an > bn è an 6 bn, ÷òî íåâîçìîæíî. C

Òåîðåìà 23 (î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Åñëè lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a è an 6 cn 6 bn äëÿ

âñåõ n > N, òî lim
n→∞

cn = a.

B Ïî óñëîâèþ an 6 cn 6 bn, ïîýòîìó åñëè an, bn ∈ U(a), òî òàêæå cn ∈ U(a). Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè îêðåñòíîñòè U(a) ïðèíàäëåæàò âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {bn}, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà, òî ýòîé æå îêðåñòíîñòè ïðèíàäëåæàò âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà. C

Òåîðåìà 24 (Âåéåðøòðàññ). Ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

B Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò A = sup
n∈N
{an}.

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ÷èñëî A − ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ïðè ε > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî aN > A − ε. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî an > A− ε äëÿ âñåõ n > N . C

×èñëî e

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå xn =

(
1 +

1

n

)n
. Ðàñêðîåì ñêîáêè, èñïîëüçóÿ áèíîì

Íüþòîíà:

xn =
n∑
k=0

Ck
nn
−k =

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
.

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò âîçðàñòàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Äåéñòâèòåëü-
íî,

xn <

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)
· · ·
(

1− k − 1

n+ 1

)
<

<
n+1∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)
· · ·
(

1− k − 1

n+ 1

)
= xn+1.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî k! > 2k−1, k ∈ N, ïîëó÷àåì

xn 6
n∑
k=0

1

k!
6 1 + 1 +

1

2
+

1

4
+ . . . < 3.
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Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

xn. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ÷èñëîì e. Îïðåäåëå-

íèå ÷èñëà e ïîçâîëÿåò íàéòè åãî çíà÷åíèå ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî e = 2,718281828459045 . . . . Êðîìå òîãî, ÷èñëî e èððàöèîíàëüíî, ñì. çàäà÷ó 5.7.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è å¼ ïðåäåë èñòîðè÷åñêè ïîÿâèëèñü â çàäà÷å î ñëîæ-
íûõ ïðîöåíòàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â áàíê ïîä 100% ãîäîâûõ ïîëîæèëè îäèí ðóáëü. Òîãäà â êîíöå
ãîäà íà ñ÷åòó áóäåò óæå äâà ðóáëÿ. Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî âåñü ãîä ðàçáèëè íà 100 ïåðèîäîâ
è â êîíöå êàæäîãî èç íèõ íà÷èñëèëè 1% îò èìåþùåéñÿ ê êîíöó ïåðèîäà ñóììû. Òîãäà â êîíöå
ãîäà íà ñ÷åòó áóäåò óæå

(
1 + 1

100

)100
ðóáëåé. Ýòà ñóììà óæå áîëüøå äâóõ ðóáëåé è åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ê ÷åìó áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ âåëè÷èíà
(
1 + 1

n

)n
ïðè ñòðåìëå-

íèè n ê áåñêîíå÷íîñòè. Îòâåòîì, êàê ìû óæå çíàåì, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî e, ïîýòîìó èñõîäíàÿ ñóììà
óâåëè÷èòñÿ ïî÷òè â òðè ðàçà.

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè. Ðÿäû

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Åñëè çàäàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë

n1 < n2 < . . . < nk < nk+1 < . . . ,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank
} íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {an}.
Òåîðåìà 25 (Áîëüöàíî). Âî âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

B Ïóñòü âñå ÷ëåíû íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [c; d]. Ðàçäåëèì
îòðåçîê [c; d] ïîïîëàì è âûáåðåì òó ïîëîâèíó, â êîòîðîé ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ýòó ïîëîâèíó âíîâü ðàçäåëèì ïîïîëàì è îïÿòü âûáåðåì ïîëîâèíó, â êîòîðîé ëåæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [ck; dk], ïðè÷¼ì dk − ck = (d − c)/2k−1, [c1; d1] = [c; d], è â êàæäîì
èç îòðåçêîâ ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ
îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà a, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ïîñòðîåííûì îòðåçêàì. Ïîñòðîèì òåïåðü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùèõ íîìåðîâ nk ñëåäóþùèì îáðàçîì: n1 = 1 è, åñëè óæå ïîñòðîèëè
nk, òî íàõîäèì òàêîé íîìåð nk+1 > nk, ÷òî ank+1

∈ [ck+1; dk+1] (ýëåìåíò ank+1
íàéä¼òñÿ, òàê êàê íà

ýòîì îòðåçêå ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïîñêîëüêó |ank
− a| 6 dk − ck

è (dk − ck)→ 0, ïîëó÷àåì ank
→ a. C

×àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðåäåë íåêîòîðîé å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

Òåîðåìà 26. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó, òî âñÿêàÿ å¼ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîìó æå ÷èñëó.

B Ïóñòü an → a è {ank
} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ïî èíäóêöèè ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî nk > k. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ {an}: äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé
íîìåð N , ÷òî |an − a| < ε äëÿ âñåõ n > N . Èòàê, åñëè k > N , òî nk > k > N è |ank

− a| < ε. C

Èòàê, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî å¼ ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÷àñòè÷íûì ïðå-
äåëîì. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ, òî ó íå¼ åñòü íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ
÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ. Íàéä¼ì ãðàíèöû ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åííà. Òîãäà
(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðõíèõ ãðàíåé ¾õâîñòîâ¿ Mn = sup

k>n
ak ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé è

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó M ;
(ii) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íèæíèõ ãðàíåé ¾õâîñòîâ¿ mn = inf

k>n
ak ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è ñõî-

äèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó m;
(iii) m è M � ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an};
(iv) âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ëåæàò ìåæäó m è M .
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B Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé òî÷íûõ ãðàíåé è òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà. Äîêàæåì (iii). Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ÷èñëóM . Ïóñòü ýëåìåíò
ank

óæå ïîñòðîåí. Íàéä¼ì òàêîé íîìåð nk+1 > nk, ÷òî ank+1
> Mnk

− 1
k+1

. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
ank
→ M . Àíàëîãè÷íî ñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê m. Óòâåðæäåíèå (iv) âûòå-

êàåò èç íåðàâåíñòâ mnk−1
6 ank

6Mnk−1
. C

Ïðåäåëû lim
n→∞

Mn è lim
n→∞

mn íàçûâàþò âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}
è îáîçíà÷àþò ÷åðåç lim

n→∞
an è lim

n→∞
an ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

an = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = a.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ, òî ó íå¼ åñòü íå ìåíåå äâóõ
÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè èëè ôóíäàìåíòàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ m,n > N
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |an − am| < ε.

Ëåììà 3. Âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííà.

B Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ
âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî |an − aN+1| < 1, è, â ÷àñòíîñòè, |an| 6 |aN+1|+ 1. Ïîëîæèì

C = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN |, |aN+1|+ 1}.
Òîãäà |an| 6 C äëÿ âñåõ n ∈ N. C

Ëåììà 4. Åñëè ó ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {ank
}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a, òî è âñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ÷èñëó a.

B Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N âåðíî íåðàâåíñòâî |an− am| < ε. Ïóñòü k > N , òîãäà nk > k > N
è |an − ank

| < ε. Óñòðåìèì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå k →∞ è ïîëó÷èì |an − a| 6 ε. C

Òåîðåìà 28 (êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñõîäèòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

B Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê a, òî å¼ ôóíäàìåíòàëüíîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
|an − am| 6 |an − a|+ |a− am|.

Îáðàòíî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà îãðàíè÷åííà è ïî
òåîðåìå Áîëüöàíî èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. C

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñòðåìèòñÿ ê +∞, åñëè äëÿ âñÿêîãî M > 0
íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî an > M . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå lim

n→∞
an = +∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñòðåìèòñÿ ê −∞, åñëè {(−an)}

ñòðåìèòñÿ ê +∞. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü lim
n→∞

an = −∞. Íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
ñòðåìèòñÿ ê ∞, åñëè {|an|} ñòðåìèòñÿ ê +∞. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò áåñêîíå÷íî
áîëüøèìè. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå çàïèñè âèäà lim

n→∞
an = ∞ áåñêîíå÷íî áîëü-

øèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñõîäÿùèìèñÿ èëè èìåþùèìè ïðåäåë. Â ÷àñòíîñòè,
êðèòåðèé Êîøè îòíîñèòñÿ èìåííî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñõîäÿùèìñÿ ê ÷èñëó, ò. å. èìåþùèì êî-
íå÷íûé ïðåäåë. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, ãäå an = n, ñòðåìèòñÿ ê +∞ è íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî â íåé åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ èëè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó åñëè äîïóñêàòü â êà÷åñòâå ÷àñòè÷íûõ
ïðåäåëîâ ñèìâîëû ¾+∞¿ è ¾−∞¿, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïóñòî.
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Ðÿäû

Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Ðÿäîì ñ ÷ëåíàìè an íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

a1 + a2 + . . .+ an + . . . =
∞∑
n=1

an.

Âûðàæåíèÿ SN =
N∑
n=1

an íàçûâàþò ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà
∞∑
n=1

an. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ,

åñëè ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé) ïðåäåë åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ñóììîé ðÿäà. Â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî íà÷è-
íàòü ñóììèðîâàíèå ñ íóëÿ è ðàññìàòðèâàòü ðÿä

∑∞
n=0 an. Ðàññìîòðèì ñóììó ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:
∑∞

n=0 q
n. ×àñòè÷íàÿ ñóììà SN ýòîãî ðÿäà ðàâíà 1+q+q2 + . . .+qN−1.

Åñëè q = 1, òî SN = N , ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïðè q 6= 1 ïî ôîðìóëå ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëó÷àåì SN = 1−qN

1−q . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè |q| < 1, è
åãî ñóììà ðàâíà 1/(1− q).

Ïîëåçíî èìåòü ââèäó, ÷òî íà ñõîäèìîñòü ðÿäà (íî íå íà ñóììó) íå âëèÿåò èçìåíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ (â ÷àñòíîñòè, äîáàâëåíèå èëè èñêëþ÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ). Êðîìå òîãî,

åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà A, òî

∞∑
n=N+1

an = A−
N∑
n=1

an → 0.

Êîíå÷íî, ê ðÿäàì ïðèìåí�èì êðèòåðèé Êîøè (÷òî ìû îáñóäèì ïîçæå), íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî îáîéòèñü íåñêîëüêèìè ýëåìåíòàðíûìè íàáëþäåíèÿìè.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷ëåíîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî an = Sn − Sn−1, n > 2.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

Åñëè ÷ëåíû ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû, òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åãî ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ñðàâíèâàÿ èõ ñ íåêîòîðûìè ýòàëîííûìè ðÿäàìè, èç êîòîðûõ ñàìûì ïîïó-
ëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ñóììà áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàïðèìåð, åñëè 0 6 an 6 Cqn,

n ∈ N, è 0 < q < 1, òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì áîëåå

òîíêîãî ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 29 (ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü an > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íåâîçðàñòàþùàÿ. Ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

2na2n.

B Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

a2 + 2a4 + 4a8 + . . .+ 2na2n+1 6 a2 + . . .+ a2n+1 6 a1 + 2a2 + 4a4 + . . .+ 2na2n . C

Ñëåäñòâèå 4. Ðÿä
∞∑
n=1

1
np ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1.

B Ïî ïðèçíàêó Êîøè ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

(21−p)n, à ýòî ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 21−p. C

Ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=1

1
n
íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b íàçûâàþò ÷àñòíîå 2 :
(
1
a

+ 1
b

)
. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå

ýòîãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì ñâîèõ ñîñåäåé.
Ïåðåôîðìóëèðóåì êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Òåîðåìà 30 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣Sn − Sm∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
k=m+1

ak

∣∣∣ < ε.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an|, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
n=1

an.

B Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî

|am+1 + . . .+ an| 6 |am+1|+ . . .+ |an|
è êðèòåðèé Êîøè. C

Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an|, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; â ýòîì ñëó÷àå âåðíî

íåðàâåíñòâî
∣∣ ∞∑
n=1

an
∣∣ 6 ∞∑

n=1

|an|.

Â ñëó÷àå êîãäà ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ, ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ

óñëîâíî. Ïðèìåðîì óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðÿä Ëåéáíèöà
∞∑
n=1

(−1)n
n

. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà åãî ñõîäèìîñòè ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè. Ïóñòü m < n, òîãäà∣∣∣(−1)m+1

m+ 1
+

(−1)m+2

m+ 2
+ . . .+

(−1)n

n

∣∣∣ =
1

m+ 1
− 1

m+ 2
+

1

m+ 3
− 1

m+ 4
+ . . . =

=
1

m+ 1
+
(
− 1

m+ 2
+

1

m+ 3

)
+
(
− 1

m+ 4
+

1

m+ 5

)
+ . . . 6

1

m+ 1
+

1

n
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âçÿòü êàêîå-ëèáî N > 1
2ε
, òî òîãäà äëÿ âñÿêèõ n,m > N

áóäåò âåðíà îöåíêà ∣∣∣ n∑
k=1

(−1)k

k
−

m∑
k=1

(−1)k

k

∣∣∣ 6 1

m+ 1
+

1

n
<

1

2N
6 ε.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåêîòîðîãî ðÿäà:

xn = x1 + (x2 − x1) + (x3 − x2) + . . .+ (xn − xn−1),

ò. å. xn � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
∞∑
n=1

(xn − xn−1), ãäå x0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

(xn − xn−1) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ R íàçûâàþò âñÿêèé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó a. Âíóòðè âñÿêîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íóþ îêðåñòíîñòü

Ur(a) = {x ∈ R : |x− a| < r}.
Ìíîæåñòâî U ′r(a) = Ur(a) \ {a} íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Îòêðûòûì ìíî-

æåñòâîì â R íàçûâàþò âñÿêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêî-
òîðóþ å¼ îêðåñòíîñòü. Íàïðèìåð: èíòåðâàë, âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, ïóñòîå ìíîæåñòâî. Çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â R íàçûâàþò âñÿêîå ìíîæåñòâî, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíî-
æåñòâîì. Íàïðèìåð: òî÷êà, îòðåçîê, âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 31. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
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B Ïóñòü V =
⋃
s∈S

Vs, ãäå Vs � îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Åñëè a ∈ V , òî íàéä¼òñÿ òàêîå Vs, ÷òî

a ∈ Vs. Ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü U(a) ⊂ Vs. Ïî îïðåäåëåíèþ
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì U(a) ⊂ V . Òàêèì îáðàçîì, V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü

òåïåðü V =
N⋂
n=1

Vn, ãäå Vn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Åñëè a ∈ V , òî a ∈ Vn äëÿ êàæäîãî n =

1, 2, . . . , N . Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Urn(a) ⊂ Vn. Ïîëîæèì r = min{r1, r2, . . . , rN}.
Òîãäà Ur(a) ⊂ Vn äëÿ âñåõ n ∈ N, à ñëåäîâàòåëüíî, Ur(a) ⊂ V . Òàêèì îáðàçîì, V � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî. Óòâåðæäåíèÿ îá îáúåäèíåíèè è ïåðåñå÷åíèè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ âûâîäÿòñÿ èç óæå
äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ìîðãàíà. C

Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé äîïóñêàþò ñëåäóþùåå îïèñàíèå.

Òåîðåìà 32. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R èëè ïóñòî, èëè ñîâïàäàåò ñ R, èëè ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ è ëó÷åé.

B Ïóñòü V � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, V 6= R è a ∈ V . Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî D = {x : (x; a) ⊂ V }. Åñëè D íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî (−∞; a) ⊂ V . Åñëè D îãðàíè÷å-
íî ñíèçó, òî ïîëîæèì µ = inf D. Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî (µ; a) ⊂ V .
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî E = {x : (a;x) ⊂ V }: åñëè E íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
(a; +∞) ⊂ V . Åñëè E îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïîëîæèì σ = supE. Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî (a;σ) ⊂ V . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ V ñóùåñòâóåò òàêîé ñîäåð-
æàùèé a èíòåðâàë èëè ëó÷ (µ;σ), ÷òî âñÿêèé èíòåðâàë (ëó÷) (α; β) ⊃ (µ;σ), (α; β) 6= (µ;σ), íå
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå V . Íàéä¼ì òàêèå èíòåðâàëû äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ V . Ïî ïîñòðîåíèþ, åñ-
ëè ýòè èíòåðâàëû ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûå èíòåðâàëû èç ýòîãî
íàáîðà íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìîæíî ðàñïîëîæèòü
ëèøü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. C

Ñëåäñòâèå 6. ×èñëîâóþ ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ ) ìíîæåñòâ.

B Åñëè äâà îòðûòûõ ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî êîíöû èíòåðâàëîâ, îáðàçóþùèõ îäíî èç íèõ,
íå ïðèíàäëåæàò äðóãîìó. Åñëè ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ,
îäíî èç êîòîðûõ îòêðûòî, òî êîíöû èíòåðâàëîâ, îáðàçóþùèõ ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ëåæàò â
åãî äîïîëíåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü îòêðûòûì. C

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè îíà âõîäèò â ýòî ìíîæåñòâî
ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. Ìíîæåñòâî îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî òî÷êè
âíóòðåííèå.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè âî âñÿêîé å¼ îêðåñòíîñòè
ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A. Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî
ïðåäåëüíîé òî÷êîé.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ R, åñëè âî âñÿêîé å¼ îêðåñòíîñòè åñòü
êàê òî÷êè ìíîæåñòâà A, òàê è òî÷êè èç äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó A. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîæåñòâó. Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî ýòà òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé.

Òåîðåìà 33. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ âñÿêîãî r > 0 ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U ′r(a) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà A.

B Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà A, òî âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü Ur(a) ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A, à ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U ′r(a) ïîëó÷àåòñÿ èç Ur(a) èñêëþ-
÷åíèåì òîëüêî îäíîé òî÷êè. Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî âî âñÿêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà A. Òîãäà íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü Ur(a), â êîòîðîé ëåæèò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ìíîæåñòâà A. Çíà÷èò, óìåíüøàÿ r, ìîæíî íàéòè îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé òî÷åê èç
A, îòëè÷íûõ îò a, ïðîñòî íåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ. C

Òåîðåìà 34 (Áîëüöàíî). Ó âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà åñòü ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà.

21



B Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} åãî ýëåìåíòîâ, â êîòî-
ðîé âñå ÷ëåíû ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííà è ïî òåîðåìå Áîëüöàíî
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank

}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a. Èç îïðåäåëå-
íèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîãî, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A, ñëåäóåò, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. C

Ñëåäñòâèå 7. Ó âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî íåñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

B Äåéñòâèòåëüíî, íàéä¼òñÿ îòðåçîê [n;n + 1], ãäå n ∈ Z, â êîòîðîì ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî
òî÷åê äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî íà ýòîì îòðåçêå åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äàííîãî
ìíîæåñòâà. C

Âûøå ìû îïèñàëè ñòðóêòóðó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òåïåðü îïèøåì ñòðóê-
òóðó çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 35. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

(i) Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî.

(ii) Ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

(iii) Ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

(iv) Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó

ìíîæåñòâà A.

B Èç (i) ñëåäóåò (ii), òàê êàê òî÷êà èç äîïîëíåíèÿ ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó A âõîäèò â äîïîëíåíèå
ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèáî åãî âíóòðåííåé ëèáî åãî ãðàíè÷íîé òî÷êîé, èç (ii) ñëåäóåò (iii).
Èç (iii) ñëåäóåò (iv). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî ëèáî â ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì, è çíà÷èò, ïðåäåë ëåæèò â A, ëèáî
ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Íàêîíåö, èç (iv) ñëåäóåò (i). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè òî÷êà a èç äîïîëíåíèÿ ê A íå ëåæèò â ýòîì äîïîëíåíèè âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ,
òî âî âñÿêîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè åñòü òî÷êà ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ñõîäÿùàÿñÿ ê a. Òîãäà a ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî a ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ A. C

Âàæíûé ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lk ýëåìåíòîâ L ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó l. Ïîñêîëüêó lk � ÷àñòè÷íûå
ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ
nk, ÷òî |lk− ank

| < 1/k. Èç îöåíêè |ank
− l| 6 1/k+ |lk− l| ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ank
} ê l. Òàêèì îáðàçîì, l ∈ L, è çàìêíóòîñòü L äîêàçàíà.

Òåîðåìà 36 (Áýð). Åñëè ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼ò-

íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò èíòåðâàë.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Fn, íè îäíî èç êîòîðûõ íèêàêîãî èíòåðâàëà íå ñîäåðæèò. Äîïîëíåíèå ê
ìíîæåñòâó F1 îòêðûòî è íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò èíòåðâàë, âíóòðè êîòîðîãî ìîæíî
âûáðàòü îòðåçîê. Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼òñÿ îòðåçîê [a1; b1], êîòîðûé íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ìíî-
æåñòâîì F1. Èíòåðâàë (a1; b1) íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå F2, à çíà÷èò, ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëà
(a1; b1) ñ äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó F2 îòêðûòî è íåïóñòî. Ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò èíòåðâàë,
âíóòðè êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü îòðåçîê. Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè îòðåçêà [a1; b1] íàéä¼òñÿ îòðåçîê
[a2; b2], êîòîðûé íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ìíîæåñòâîì F2. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ åñòü îáùàÿ òî÷êà. Ýòà òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò íè
îäíîìó èç ìíîæåñòâ Fn, õîòÿ ïî óñëîâèþ îíà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü õîòÿ áû îäíîìó èç íèõ.
Ïðîòèâîðå÷èå. C

Èç òåîðåìû Áýðà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Åñëè áû ýòî
áûëî âîçìîæíî, òî âìåñòå ñ îäíîòî÷å÷íûìè ìíîæåñòâàìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòè ìíîæåñòâà
äàëè áû â îáúåäèíåíèè âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ïî òåîðåìå Áýðà õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ
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äîëæíî áûëî áû ñîäåðæàòü èíòåðâàë, ÷òî íåâîçìîæíî. Èç òåîðåìû Áýðà ìîæíî âûâåñòè íåñ÷¼ò-
íîñòü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íå
áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, òî îíî åñòü îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ îäíîòî÷å÷-
íûõ ìíîæåñòâ. Ïî òåîðåìå Áýðà õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ äîëæíî ñîäåðæàòü
öåëûé èíòåðâàë, ÷òî íåâîçìîæíî.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû Áýðà ñïðàâåäëèâî è ïðè çàìåíå ÷èñëîâîé ïðÿìîé íà îòðåçîê; äîêàçà-
òåëüñòâî ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ (íî íå èäåéíûõ) èçìåíåíèé. Ñïðàâåäëèâî òàêæå è
áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì
ñ÷¼òíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Fn. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé èíòåðâàë (α; β) è íîìåð n, ÷òî
F ∩ (α; β) 6= ∅ è F ∩ (α; β) ⊂ Fn.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìó Áýðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ: åñëè äëÿ êàæäîãî n îòêðûòîå ìíîæåñòâî
Vn âñþäó ïëîòíî â R, ò. å. âî âñÿêîì èíòåðâàëå åñòü òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, òî ïåðåñå÷åíèå

⋂
n Vn

íåïóñòî è äàæå âñþäó ïëîòíî â R.

Êîìïàêòû è èõ ñâîéñòâà

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð ìíîæåñòâ {Uα} îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A, åñëè A ⊂
⋃
α Uα (ò. å. êàæ-

äûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó ìíîæåñòâó Uα). Êîìïàêòîì íàçûâàåòñÿ
òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî èç âñÿêîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷-
íîå ïîäïîêðûòèå. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè êîìïàêò K ïîêðûò íàáîðîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Uα},
òî ñóùåñòâóþò òàêèå α1, . . . , αn, ÷òî ìíîæåñòâî K ïîêðûòî íàáîðîì ìíîæåñòâ {Uα1 , . . . , Uαn}.

Òåîðåìà 37 (Áîðåëü�Ãåéíå�Ëåáåã). Âñÿêèé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé îòðåçîê íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîêðûòèå îòðåçêà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå. Ðàçäåëèì îòðåçîê ïîïîëàì. Õîòÿ áû îäíà èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëîâèí íå äîïóñêàåò êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ, èíà÷å âåñü îòðåçîê èìåë áû êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Âûáåðåì òàêóþ ïîëîâèíó, ñíî-
âà ðàçäåëèì ïîëó÷åííûé îòðåçîê ïîïîëàì è âûáåðåì åãî ïîëîâèíó, íå äîïóñêàþùóþ êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, äëèíû
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Ïî ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååòñÿ îáùàÿ òî÷êà. Ýòà òî÷êà
ïîêðûòà íåêîòîðûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Äëèíû îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ðàíî
èëè ïîçäíî îòðåçêè áóäóò ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè ýòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
íåâîçìîæíî. C

Òåîðåìà 38. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííî.

(ii) Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

(iii) Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà åñòü êîìïàêò.

B Îáîñíóåì (i). Ïóñòü K � êîìïàêò. Òîãäà K ⊂
⋃∞
n=1(−n;n). Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå:

(−nk;nk), ãäå k = 1, 2, . . . , N . Ïîëîæèì C = max{n1, n2, . . . , nN}. Òîãäà K ⊂ (−C;C).
Ïåðåéä¼ì ê óòâåðæäåíèþ (ii). Ïóñòü K � êîìïàêò è a ∈ R \ K. Òîãäà îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Un = R \ [a − 1/n; a + 1/n] ïîêðûâàþò K. Âûáèðàåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Un1 , . . . , UnN
. Ïóñòü

C = max{n1, n2, . . . , nN}. Òîãäà èíòåðâàë (a− 1/C; a+ 1/C) ëåæèò â äîïîëíåíèè ê K.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (iii). ÏóñòüK � êîìïàêò è F ⊂ K � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ âñÿêîãî

ïîêðûòèÿ {Vs}s∈S ìíîæåñòâà F îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Vs ýòè ìíîæåñòâà âìåñòå ñ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì R\F ïîêðûâàþòK. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Vs1 , . . . , VsN è, áûòü ìîæåò, R\F .
Òîãäà îòêðûòûå ìíîæåñòâà Vs1 , . . . , VsN ïîêðûâàþò F . C

Èç ýòîé òåîðåìû è êîìïàêòíîñòè îòðåçêà ñëåäóåò êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé.

Ñëåäñòâèå 8. Ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
îãðàíè÷åííî è çàìêíóòî.
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Ñëåäñòâèå 9. Ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà.

B Åñëè ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, òî îíî îãðàíè÷åííî è çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áîëü-
öàíî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, à â ñèëó çàìêíóòîñòè ïðåäåë ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíî-
æåñòâà ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü
ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü ñòðåìÿùó-
þñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ, èç êîòîðîé íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ê êîíå÷íîìó ÷èñëó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííî. Âñÿêàÿ ñõî-
äÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà,
ïîýòîìó äàííîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. C

Âàæíûì ïðèìåðîì êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Êàíòîðà. Ðàçäåëèì îòðåçîê [0; 1] íà òðè
÷àñòè òî÷êàìè 1/3 è 2/3 è èñêëþ÷èì èíòåðâàë (1/3; 2/3), îñòàâèâ äâà îòðåçêà ∆1,1 = [0; 1/3] è
∆1,2 = [2/3; 1]. Ïóñòü F1 = ∆1,1 ∪∆1,2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû îòðåçêè ∆n,k. Ðàçäåëèì
êàæäûé èç íèõ íà òðè ÷àñòè è èñêëþ÷èì ñðåäíèé èíòåðâàë. Îáúåäèíÿåì ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó
îòðåçêîâ ∆n+1,s è îáîçíà÷àåì îáúåäèíåíèå ÷åðåç Fn+1. Ìíîæåñòâî Êàíòîðà C îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì C =

⋂
n Fn. Ýòî ìíîæåñòâî îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, èç êîòîðûõ

îòìåòèì ñëåäóþùèå:
1) C � êîìïàêò;
2) C � êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê îòðåçêà [0; 1], êîòîðûå

â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü, íå èñïîëüçóÿ åäèíèöó (íî äîïóñêàÿ áåñêîíå÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé èëè äâîåê);

3) ñóììàðíàÿ äëèíà âûáðîøåííûõ èíòåðâàëîâ ðàâíà åäèíèöå, ò. å. â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
äëèíà ìíîæåñòâà C ðàâíà íóëþ.

Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì îáúåäè-
íåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ïîñêîëüêó âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
äîïîëíåíèåì ê òàêîé ñèñòåìå èíòåðâàëîâ, ìîæåò ñëîæèòñÿ ëîæíîå ìíåíèå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì íàáîðîì òî÷åê è îòðåçêîâ. Ìíîæåñòâî Êàíòîðà ðàçðó-
øàåò ýòó èëëþçèþ: â í¼ì íåò âíóòðåííèõ òî÷åê, íî ìíîæåñòâî åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ
ñàìèì ìíîæåñòâîì C.

Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïóñòü D ⊂ R è f : D → R. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè òàêîé çàïèñè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ
f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D. Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D. Åñëè ìíîæåñòâî D íå
îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî â êà÷åñòâå òî÷êè a äîïóñêàåòñÿ +∞, à åñëè D íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî â
êà÷åñòâå a äîïóñêàåòñÿ −∞.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå

×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a (èíîãäà äîáàâëÿþò: ïî ìíîæåñòâó D),
åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D, äëÿ êîòîðîé xn → a è xn 6= a,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê b. Îáîçíà÷åíèå:

lim
x→a

f(x) = b.

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþò ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè.
1) Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà. Åñëè lim

x→a
f(x) = b è lim

x→a
f(x) = c, òî b = c.

Äëÿ ñâîéñòâ 2�4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f , g è h îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå D è a �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà.

2) Àðèôìåòèêà ïðåäåëà. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b è lim
x→a

g(x) = c. Òîãäà lim
x→a

(f(x) ± g(x)) = b ± c,

lim
x→a

f(x)g(x) = bc, à â ñëó÷àå, êîãäà c 6= 0 è g(x) 6= 0 ïðè x ∈ D, èìååì lim
x→a

f(x)/g(x) = b/c.
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Èç òåîðåìû îá àðèôìåòèêå ïðåäåëà ñëåäóåò ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïðåäåëà: åñëè lim
x→a

f(x) = b

è lim
x→a

g(x) = c, òî äëÿ âñåõ λ, µ ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
x→a

(λf(x) + µg(x)) = λb+ µc .

3) Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ. Åñëè â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî f 6 g è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

x→a
f(x) = b, lim

x→a
g(x) = c, òî b 6 c.

4) Ïðåäåë çàæàòîé ôóíêöèè. Åñëè â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî f 6 h 6 g è lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = b, òî lim

x→a
h(x) = b.

5) Ïðåäåë êîìïîçèöèè. Ïóñòü f : D → E è g : E → R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà D è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

x→a
f(x) = b, ãäå b � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, ïðè÷¼ì

f(x) 6= b â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà åñëè lim
y→b

g(y) = c, òî lim
x→a

g(f(x)) = c.

Äîêàçûâàþòñÿ âñå ïåðå÷èñëåííûå óòâåðæäåíèÿ îäíîòèïíî ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê ïðåäåëó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ëèøü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.

B Ïóñòü xn → a è xn 6= a. Ïîñêîëüêó f 6= b â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, íàéä¼òñÿ
òàêîé íîìåð N , ÷òî f(xn) 6= b äëÿ âñåõ n > N . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xN+1), f(xN+2), . . . ñõîäèòñÿ
ê b è íå îäèí èç å¼ ÷ëåíîâ íå ðàâåí b, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(f(xN+1)), g(f(xN+2)), . . .
ñõîäèòñÿ ê c. Îòáðàñûâàíèå èëè äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âëèÿåò
íà å¼ ñõîäèìîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(f(xn))} òàêæå ñõîäèòñÿ ê c. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîêàçàëè, ÷òî lim

x→a
g(f(x)). C

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè

Ïóñòü, êàê è âûøå, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x→ a (ïî ìíîæåñòâó D), åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D èç íåðàâåíñòâà 0 < |x− a| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîðîâ ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê: lim
x→a

f(x) = b, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.
Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñè 0 < |x− a| < δ è x ∈ U ′δ(a) ðàâíîñèëüíû.
Åñëè ìíîæåñòâîD íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè x→ +∞

ïî ìíîæåñòâó D ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x→ +∞ (ïî
ìíîæåñòâó D), åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D èç íåðàâåíñòâà
x > M ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x) − b| < ε. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìíîæåñòâî D íå îãðàíè÷åíî ñíèçó,
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x→ −∞.

Òåîðåìà 39. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ðàâíîñèëüíû.

B Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë ïî Êîøè ïðè x→ a (ïî ìíîæåñòâó D), è ýòîò ïðåäåë ðàâåí b.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D, äëÿ êîòîðîé xn → a
è xn 6= a, è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê b. Ïî îïðåäåëåíèþ Êîøè äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D èç íåðàâåíñòâà 0 < |x − a| < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî |f(x) − b| < ε. Ïîñêîëüêó xn → a è xn 6= a, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî ïðè âñåõ
n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < |xn − a| < δ, à çíà÷èò, ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
0 < |f(xn) − b| < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê b, ò. å. ôóíêöèÿ f
èìååò ïðåäåë ïî Ãåéíå ïðè x→ a (ïî ìíîæåñòâó D), è ýòîò ïðåäåë ðàâåí b.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë ïî Ãåéíå ïðè x → a (ïî ìíîæåñòâó D), è ýòîò ïðåäåë
ðàâåí b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî b íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïî Êîøè ïðè x → a (ïî
ìíîæåñòâó D). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå
çíà÷åíèå x ∈ D, ÷òî 0 < |x − a| < δ, íî |f(x) − b| > ε. Áóäåì áðàòü â êà÷åñòâå δ ÷èñëà âèäà 1/n,
n ∈ N, è îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x ÷åðåç xn. Òîãäà ïîëó÷èì 0 < |xn−a| < 1/n, n ∈ N,
ïîýòîìó xn → a è xn 6= a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |f(xn)− b| > ε, n ∈ N, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f(xn)} íå ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå. C

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû óòâåðæäåíèé, êîòîðûå åñòåñòâåííåå äîêàçûâàþòñÿ â òåðìèíàõ îïðåäåëåíèÿ
Êîøè.

Îòäåëèìîñòü. Åñëè lim
x→a

f(x) = b > 0, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U ′δ(a), ÷òî

äëÿ âñåõ x ∈ U ′δ(a) ∩D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) > b/2 > 0.
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B Ïîëîæèì â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ε = b/2. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ′δ(a)∩D
èìååì |f(x)− b| < b/2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ U ′δ(a) ∩D ïîëó÷àåì

f(x) = f(x)− b+ b > − b
2

+ b =
b

2
. C

Îãðàíè÷åííîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→a

f(x), òî íàéäóòñÿ òàêèå ïðîêîëîòàÿ

îêðåñòíîñòü U ′δ(a) è ÷èñëî C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ′δ(a)∩D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x)| 6 C.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→0

sinx

x
= 1.

B Ýòî ðàâåíñòâî âûâîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâ x cosx 6 sinx 6 x ïðè 0 6 x < π/2 è òåîðåìû î
ïðåäåëå çàæàòîé ôóíêöèè. Íåðàâåíñòâî sinx 6 x ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äóãà äëèíû 2x íå êîðî÷å
ñòÿãèâàþùåé å¼ õîðäû äëèíû 2 sinx. Íåðàâåíñòâî x cosx 6 sinx ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà x 6 tg x,
êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ,
ïðîâåäåííûõ ê êîíöàì äóãè äëèíû 2x, ðàâíà 2 tg x è íå êîðî÷å ýòîé äóãè. C

Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ôóíêöèè.

Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D− = D ∩ (−∞; a) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè f ïî
ìíîæåñòâó D− ïðè x → a (ñîêðàù¼ííî ïèøóò x → a− 0 èëè x → a−), òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò
ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f â òî÷êå a. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ñïðàâà.

Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ìíîæåñòâ D− è D+. Ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë â òî÷êå
a ðàâíûé b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäåëû ôóíêöèè f ñëåâà è ñïðàâà â òî÷êå a ñóùåñòâóþò
è ðàâíû b.

Òåîðåìà 40 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè ôóíêöèÿ f : D → R íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ, à òî÷êà
a � ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà D− = D ∩ (−∞; a), òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñëåâà

lim
x→a−0

f(x) = sup
D−

f(x).

B Ïóñòü supD− f(x) = L. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 ∈ D−, äëÿ êîòîðîé f(x0) > L− ε.
Ïîñêîëüêó f íåóáûâàþùàÿ, íåðàâåíñòâî f(x) > L−ε âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ (x0; a)∩D−.
Êðîìå òîãî, f(x) 6 L ïðè x ∈ D− ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû L. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈
(x0; a) ∩D− âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− L| < ε. C

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : D → R íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ, à
òî÷êà a � ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà D+ = D ∩ (a; +∞), òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñïðàâà

lim
x→a+0

f(x) = inf
D+

f(x).

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíà ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî â êàæäîé òî÷êå èí-

òåðâàëà ó ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà.

Òåîðåìà 41 (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü f : D → R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D.
Ïðåäåë lim

x→a
f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 < |x− a| < δ è 0 < |y − a| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)| < ε
(ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè).

B Èç íåðàâåíñòâà |f(x)− f(y)| 6 |f(x)− b| + |b− f(y)|, ãäå b = lim
x→a

f(x), ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ Êîøè. Ïóñòü xn → a è xn 6= a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè è ïîýòîìó ñõîäèòñÿ. Ïóñòü ïîìèìî xn çàäàíà äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü yn → a, yn 6= a. Òîãäà ñìåøàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn : x1, y1, x2, y2, . . . ñõîäèòñÿ ê a è
zn 6= a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(zn)} ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ê òîìó æå ñàìîìó ïðåäåëó
ñõîäÿòñÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)} è {f(yn)}. Èòàê, ìû ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà
ïî Ãåéíå. C

Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì àáñòðàêòíóþ êîíñòðóêöèþ, îáîáùàþùóþ óæå ðàññìîòðåííûå íàìè ïî-
íÿòèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëà ôóíêöèè.
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Ïðåäåë ïî áàçå

Ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî X. Áàçîé íàçûâàåòñÿ òàêîé íåïóñòîé íàáîð B ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X, ÷òî

1) â ýòîì íàáîðå íåò ïóñòîãî ìíîæåñòâà;
2) äëÿ âñÿêèõ äâóõ ìíîæåñòâ U, V ∈ B íàéä¼òñÿ òðåòüå ìíîæåñòâî W ∈ B, äëÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå W ⊂ U ∩ V .
Ïóñòü f : X → R. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïî áàçå B (ïèøåì lim

B
f(x) = b), åñëè

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò U áàçû B, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(x)− b| < ε.

Ïðèìåðû áàç:
1) ìíîæåñòâà âèäà {n ∈ N : n > N}; ïðåäåë ïî òàêîé áàçå � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2) ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè òî÷êè a; ïðåäåë ïî ýòîé áàçå � ïðåäåë ôóíêöèè.
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ñ ïðåäåëîì ïî áàçå äîêàæåì òðè ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèÿ.
I (Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè lim

B
f(x) = b è lim

B
f(x) = c, òî b = c.

B Ïóñòü ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî áàçå íàéä¼òñÿ ýëåìåíò U áàçû B, íà êîòîðîì |f(x)−
b| < ε, è ýëåìåíò V áàçû B, íà êîòîðîì |f(x) − c| < ε. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò W ⊂ U ∩ V áàçû B.
Ïîñêîëüêó W 6= ∅, ñóùåñòâóåò x ∈ W . Äëÿ ýòîãî x èìååì

|b− c| 6 |b− f(x)|+ |f(x)− c| < 2ε.

Åñëè |b− c| > 0, òî ïðè ε = |b− c|/2 ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, b = c. C

II (Ëèíåéíîñòü ïðåäåëà). Åñëè lim
B
f(x) = b è lim

B
g(x) = c, òî lim

B
(λf(x) + µg(x)) = λb+ µc äëÿ

âñåõ λ, µ ∈ R.
B Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼ì òàêèå ýëåìåíòû U è V áàçû B, ÷òî |f(x) − b| 6 ε ïðè x ∈ U è
|g(x) − c| 6 ε ïðè x ∈ V . Ïóñòü W ∈ B è W ⊂ U ∩ V . Òîãäà íà ýòîì ýëåìåíòå áàçû ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |αf(x) + βg(x)− αb− βc| < ε(|α|+ |β|). C

III (Ìîíîòîííîñòü ïðåäåëà). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
B
f(x) = b, lim

B
g(x) = c è íà íåêî-

òîðîì ýëåìåíòå W áàçû B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f 6 g. Òîãäà b 6 c.

B Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò U áàçû B, ÷òî íà í¼ì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
b − ε < f(x) 6 g(x) < c + ε. Çíà÷èò, b < c + 2ε. Åñëè b > c, òî ïðè ε = (b − c)/2 ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî b < b, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, b 6 c. C

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ¾î-ñèìâîëèêó¿. Ïóñòü çàäàíà áàçà B è íà íåêîòî-
ðîì å¼ ýëåìåíòå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî h(x) = α(x)g(x). Òîãäà åñëè lim

B
α(x) = 0, òî ïèøóò h = o(g)

ïî áàçå B; åñëè ôóíêöèÿ α(x) îãðàíè÷åííà íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå áàçû B, òî ïèøóò h = O(g) ïî
áàçå B; åñëè lim

B
α(x) = 1, òî ïèøóò h ∼ g ïî áàçå B.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïî áàçå B, åñëè äëÿ âñÿêîãîM > 0 íàéä¼òñÿ
òàêîé ýëåìåíò U áàçû B, ÷òî íà í¼ì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > M . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå lim

B
f(x) = +∞. Ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïî áàçå B, åñëè (−f)

ñòðåìèòñÿ ê +∞; â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü lim
B
f(x) = −∞. Íàêîíåö, ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê∞

ïî áàçå B, åñëè |f | ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïî áàçå B. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïî
áàçå B. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå çàïèñè
âèäà lim

B
f =∞ áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè íå íàçûâàþò ñõîäÿùèìèñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (òåì íå

ìåíåå, èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå
¾ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë¿ îçíà÷àåò ñòðåìëåíèå ôóíêöèè ê êîíå÷íîìó ÷èñëó.

27



Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå è ëîêàëüíûå ñâîéñòâà

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó D, åñëè f îïðåäåëåíà íà D, a ∈ D è äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D èç íåðàâåíñòâà |x− a| < δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε, ò. å.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.
Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñè |x− a| < δ è x ∈ Uδ(a) ðàâíîçíà÷íû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

(i) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó D.

(ii) Äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ D, ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)}
ñõîäèòñÿ ê f(a).

(iii) Òî÷êà a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D èëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D è

lim
x→a

f(x) = f(a).

Ñëåäñòâèå 11. Åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó D, òî ôóíêöèè f±g
è f · g íåïðåðûâíû â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó D. Åñëè g(x) 6= 0 ïðè x ∈ D, òî f/g íåïðåðûâíà â
òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó D.

B Åñëè xn → a ïðè n → ∞, òî ïî óñëîâèþ èìååì f(xn) → f(a) è g(xn) → g(a). Ïî àðèôìåòèêå
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷àåì f(xn)± g(xn)→ f(a)± g(a), f(xn)g(xn)→ f(a)g(a), è åñëè
g(x) 6= 0 ïðè x ∈ D, òî f(xn)/g(xn)→ f(a)/g(a). C

Ïóñòü X � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R.
Ñëåäñòâèå 12. Åñëè ôóíêöèè f : D → X è g : X → R íåïðåðûâíû â òî÷êå a ∈ D ïî ìíîæåñòâó

D è â òî÷êå f(a) ïî ìíîæåñòâó X ñîîòâåòñòâåííî, òî ôóíêöèÿ g(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå
a ïî ìíîæåñòâó D.

B Ïóñòü xn ∈ D è xn → a ïðè n→∞. Òîãäà f(xn)→ f(a) è g(f(xn))→ g(f(a)). C

Ñëåäñòâèå 13 (ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ïî ìíîæå-

ñòâó D, òî íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòü Uδ(a) è ÷èñëî C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Uδ(a)∩D âåðíî

íåðàâåíñòâî |f(x)| 6 C.

B Ïîëîæèì ε = 1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ D èç íåðàâåíñòâà |x− a| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ
x ∈ Uδ(a) ∩D ïîëó÷àåì |f(x)| 6 |f(x)− f(a)|+ |f(a)| 6 C, ãäå C = |f(a)|+ 1. C

Ñëåäñòâèå 14 (îá îòäåëèìîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a è f(a) > 0, òî íàéä¼òñÿ
òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Uδ(a) âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) > f(a)

2
.

Òî÷êè ðàçðûâà

Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè � ýòî òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé. Åñëè â òî÷êå a ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ìíîæåñòâó D, òî a �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D, â êîòîðîé ëèáî ïðåäåë lim

x→a
f(x) ñóùåñòâóåò, íî íå ðàâåí f(a), ëèáî ïðåäå-

ëà lim
x→a

f(x) íå ñóùåñòâóåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàç-

ðûâà ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâ
D ∩ (−∞; a) è D ∩ (a; +∞), òî ìîæíî ãîâîðèòü îá îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëàõ ôóíêöèè f . Åñëè
îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè f â òî÷êå a ñóùåñòâóþò, íî ðàçëè÷íû, òî ãîâîðÿò, ÷òî a ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Åñëè õîòÿ áû îäíîãî îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò
(â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè x ê òî÷êå a ñëåâà èëè
ñïðàâà), òî a íàçûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íà ýòîì èíòåðâàëå ðàç-

ðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê ðàçðûâà íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.
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B Ïóñòü f � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a; b). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈
(a; b). Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

lim
x→x0−0

f(x) = sup
x<x0

f(x) = A 6 f(x0) 6 B = inf
x>x0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x).

Åñëè x0 � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f , òî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ A 6 f(x0) è f(x0) 6 B ñòðîãîå
è A < B. Òàêèì îáðàçîì, x0 � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîñòàâèì òî÷êå x0 â ñîîòâåòñòâèå
èíòåðâàë (A;B). Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíûì òî÷êàì ðàçðûâà ñîïîñòàâëåíû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ
èíòåðâàëû. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìîæíî ðàñïîëîæèòü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íåïóñòûõ
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ïîýòîìó ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.
C

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åííà
íà ìíîæåñòâå E, òî êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(f, E) = sup
x,y∈E

|f(x)− f(y)|.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åííà íà ìíîæåñòâå E, òî ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ ω(f, E) =
+∞. Äàëåå âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî +∞ áîëüøå âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åííà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ur(a) òî÷êè a. Ôóíêöèÿ δ 7→
ω(f, Uδ(a)) íåóáûâàþùàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ íà èíòåðâàëå (0; r). Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë

ωf (a) = lim
δ→0+

ω(f, Uδ(a)),

êîòîðûé íàçûâàþò êîëåáàíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå a. Åñëè âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ôóíêöèÿ
f íåîãðàíè÷åííà, òî ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ ωf (a) = +∞.

Ïðåäëîæåíèå 5. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå a ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó ωf (a) = 0.

B Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ωf (a) = 0. Äëÿ âñÿêîãî ε >
0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî |f(x) − f(a)| < ε ïðè x ∈ Uδ(a), â ÷àñòíîñòè, ω(f, Uδ(a)) 6 2ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ωf (a) 6 2ε è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ωf (a) = 0.

Ïóñòü òåïåðü ωf (a) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Ïî îïðåäåëåíèþ
ωf (a) äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ω(f, Uδ(a)) < ε, â ÷àñòíîñòè, |f(x)− f(a)| < ε
ïðè x ∈ Uδ(a). C

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
⋃
n{x : ωf (x) >

1/n}.
Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæåñòâî {x : ωf (x) > 1/n} çàìêíóòî.

B Ïîêàæåì, ÷òî äîïîëíåíèå ê ýòîìó ìíîæåñòâó îòêðûòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ωf (x0) < 1/n. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéä¼òñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(x0), ÷òî ω(f, Uδ(x0)) < 1/n. Òîãäà äëÿ âñÿ-
êîãî x ∈ Uδ(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ωf (x) < 1/n. C

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì
ñ÷¼òíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ìîæíî ïðåäúÿâèòü ôóíêöèþ ñ
òàêèì ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà. Òåì ñàìûì, äàëåêî íå êàæäîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ìíîæå-
ñòâîì òî÷åê ðàçðûâà íåêîòîðîé ôóíêöèè, ðàâíî êàê è íå êàæäîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ìíî-
æåñòâîì òî÷åê íåïðåðûâíîñòè. Òàê, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ðàçðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé
ïðÿìîé: ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) = IQ, ðàâíàÿ 1, åñëè ÷èñëî x ðàöèîíàëüíî è ðàâíàÿ 0 â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà � âñå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà: ôóíêöèÿ Ðèìàíà R(x) = 1/n, åñëè x = m/n, ãäå m/n � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, R(0) = 1, è
R(x) = 0 âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàçðûâà � âñå èððàöèîíàëüíûå òî÷êè ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D ïî
ìíîæåñòâó D.

Òåîðåìà 42 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî îíà îãðàíè÷åííà
íà K, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî |f(x)| 6 C äëÿ âñåõ x ∈ K.
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B Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò òàêîå xn ∈ K, ÷òî |f(xn)| > n. Ïîñêîëüêó K � êîìïàêò, ñó-
ùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó x0 ∈ K. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xnk

) ñõîäèòñÿ ê f(x0), íî ïî ïîñòðîåíèþ |f(xnk
)| > nk → ∞.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå a êîìïàêòà K, ñóùåñòâóþò

òàêèå îêðåñòíîñòü U(a) è ÷èñëî C(a) > 0, ÷òî |f(x)| 6 C(a) ïðè x ∈ U(a)∩K. Îêðåñòíîñòè {U(a)}
ïîêðûâàþò K. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòà ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå U(a1), . . . , U(aN)
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè C1, . . . , CN . Ïîëîæèâ C = max{C1, C2, . . . , CN}, ïîëó÷àåì |f(x)| 6 C
äëÿ âñåõ x ∈ K. C

Òåîðåìà 43 (Âåéåðøòðàññ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî ñóùåñòâóþò

òàêèå xm, xM ∈ K, ÷òî
f(xm) = inf

x∈K
f(x), f(xM) = sup

x∈K
f(x).

B Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Ïîëîæèì A = inf
x∈K

f(x).

Ïåðâûé ñïîñîá. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî xn ∈ K, ÷òî
A 6 f(xn) 6 A + 1/n. Çíà÷èò, f(xn) → A ïðè n → ∞. Ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ K, âûáå-
ðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó x0. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ïîýòîìó
f(xnk

)→ f(x0) è, çíà÷èò, f(x0) = A.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü A < f(x) äëÿ âñÿêîãî x ∈ K. Òîãäà ôóíêöèÿ

g(x) = 1/(f(x) − A) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè-
÷åííà, ò. å. g(x) 6 C äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > A+ 1/C
äëÿ âñåõ x ∈ K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. C

Òåîðåìà 44 (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b].

(i) Åñëè f(a)f(b) < 0, òî f(c) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [a; b].

(ii) Åñëè A = f(a), B = f(b) è A 6 C 6 B, òî f(c) = C äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [a; b].

B Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå (i).
Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] ïîïîëàì. Åñëè îêàçàëîñü òàê, ÷òî f((a + b)/2) = 0, òî

ïîëîæèì c = (a+ b)/2. Åñëè æå çíà÷åíèå f((a+ b)/2) îòëè÷íî îò íóëÿ, òî f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ èëè îòðåçêà [a; (a+b)/2], èëè îòðåçêà [(a+b)/2; b]. Ïóñòü [a1; b1] � òîò èç
ýòèõ îòðåçêîâ, íà êîíöàõ êîòîðîãî f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ
ñ îòðåçêîì [a1; b1] âìåñòî [a; b] è ò. ä. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: èëè íà íåêîòîðîì øàãå ïîñòðî-
åíèÿ ñåðåäèíà î÷åðåäíîãî îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ÷èñëîì c, èëè ïîñòðîåíà ñèñòåìà âëîæåí-
íûõ îòðåçêîâ [an; bn], äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(an)f(bn) < 0. Ïóñòü c � îáùàÿ òî÷êà îòðåçêîâ [an; bn]. Òîãäà an → c è bn → c ïðè n→∞. Ôóíê-
öèÿ f íåïðåðûâíà, ïîýòîìó f(an)f(bn)→ f 2(c). Ïîëó÷àåì f 2(c) 6 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f(c) = 0.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé òî÷êè c íåò. Òîãäà ìíîæåñòâà

F− = {x : f(x) 6 0} è F+ = {x : f(x) > 0}
çàìêíóòû, íå ïóñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, à â îáúåäèíåíèè äàþò âåñü îòðåçîê [a; b]. Ýòî íåâîçìîæíî.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå (ii). Åñëè A < C < B, òî äëÿ ôóíêöèè g(x) = f(x) − C âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå g(a)g(b) < 0 è ïî ïóíêòó (i) íàéä¼òñÿ c ∈ [a; b], äëÿ êîòîðîãî g(c) = f(c)− C = 0.
C

Ïðîìåæóòêîì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè
äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè ñîäåðæèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîìåæóòêà-
ìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïóñòîå ìíîæåñòâî, îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû,
îòðåçêè, ëó÷è è âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè ôóíêöèÿ f : I → R íåïðåðûâíà íà íåïóñòîì ïðîìåæóòêå I, òî f(I) �
ïðîìåæóòîê.

B Åñëè f ïðèíèìàåò íà I îäíî è òî æå çíà÷åíèå, òî f(I) � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü
òåïåðü â f(I) åñòü ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû y1 è y2. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå x1 è x2 èç I, ÷òî y1 = f(x1),
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y2 = f(x2) è îòðåçîê ñ êîíöàìè x1 è x2 ëåæèò â I. Ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ
âñÿêîãî çíà÷åíèÿ y, ëåæàùåãî ìåæäó y1 è y2, íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà x èç îòðåçêà ñ êîíöàìè x1 è
x2, ÷òî f(x) = y. Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê ñ êîíöàìè y1 è y2 ëåæèò â f(I). C

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
f(x) = sin 1/x ïðè x 6= 0 è f(0) = 0.

Òåîðåìà 45. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå I è f(I) � ïðîìåæóòîê, òî ôóíêöèÿ
f íåïðåðûâíà.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåóáûâàþùàÿ è â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ I ðàçðûâíà. Ïóñòü
x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà I. Ñëó÷àé, êîãäà x0 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà I, ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Èìååì

lim
x→x0−0

f(x) = sup
x<x0

f(x) = A 6 f(x0) 6 B = inf
x>x0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x).

Ïîñêîëüêó x0 � òî÷êà ðàçðûâà, èìååì A < f(x0) èëè f(x0) < B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A < f(x0)
(ñëó÷àé f(x0) < B ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Çàìåòèì, ÷òî f(x) 6 A ïðè x < x0 è f(x) > f(x0) ïðè
x > x0. Ñëåäîâàòåëüíî, (A; f(x0)) ∩ f(I) = ∅. Ïóñòü òåïåðü x1 < x0. Òîãäà ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèÿ
[f(x1); f(x0)] ⊂ f(I) è (A; f(x0)) ⊂ [f(x1); f(x0)]. Ïðîòèâîðå÷èå. C

Òåîðåìà 46 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü f � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

íà ïðîìåæóòêå I. Òîãäà

(i) ìíîæåñòâî J = f(I) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì;
(ii) f : I → J ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé;
(iii) f−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.

B Ïåðâûå äâà ïóíêòà ñëåäóþò èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f . Ïðåäïî-
ëîæèì òåïåðü, ÷òî f âîçðàñòàåò. Ïóñòü y1 < y2 è y1 = f(x1), y2 = f(x2). Åñëè x1 > x2, òî
f(x1) > f(x2), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó y1 < y2. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 < x2 è f−1 âîçðàñòàåò.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f óáûâàåò, òî f−1 óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, f−1 ñòðîãî
ìîíîòîííà è ïî ïîñòðîåíèþ f−1 îòîáðàæàåò ïðîìåæóòîê J íà ïðîìåæóòîê I. Ïî äîêàçàííîìó
âûøå ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà. C

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè ê f(x) = x2n−1, ãäå n ∈ N, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâà-
íèå âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f−1(y) = y

1
2n−1 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáîñíîâûâàåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè y
1
2n íà [0; +∞), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îá-

ðàòíîé ê f(x) = x2n íà [0; +∞).

Ïîñòðîåíèå ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé

Ïóñòü a > 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàì èçâåñòíî îïðåäåëåíèå ax äëÿ ðàöèîíàëüíûõ x è
óæå èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a0 = 1, ax+y = ax · ay, x < y ⇐⇒ ax < ay

äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ x, y.
Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå Q ∩ [a; b] è ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ Q ∩ [a; b] âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f̃ , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f = f̃ íà Q ∩ [a; b].

B Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ [a; b]. Äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |rn − rm| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòèõ íîìåðîâ n,m èìååì |f(rn)− f(rm)| < Mε è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f(rn) ôóíäàìåíòàëüíà è ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë rn →
x è sn → x ïðè n→∞ ïîëó÷àåì |f(rn)− f(sn)| 6M |rn− sn| → 0, ò. å. ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
f(rn) ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(sn). Ïîëîæèì f̃(x) = lim

n→∞
f(rn). Òîãäà f̃ = f

íà Q ∩ [a; b] è |f̃(x)− f̃(y)| 6M |x− y| äëÿ âñåõ x, y ∈ [a; b], ÷òî âëå÷¼ò íåïðåðûâíîñòü f̃ .
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Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f̃1 è f̃2 ñîâïàäàþò íà
Q ∩ [a; b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [a; b] íàéä¼ì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë rn, ñõîäÿùóþñÿ ê x. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì

f̃1(x) = lim
n→∞

f̃1(rn) = lim
n→∞

f̃2(rn) = f̃2(x).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè f̃1 è f̃2 ñîâïàäàþò. C

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü N ∈ N. Ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C(N), ÷òî äëÿ

âñåõ x, y ∈ Q ∩ [−N ;N ] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ax − ay| 6 C(N)|x− y|.
B Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x < y. Åñëè y − x > 1, òî

ay − ax 6 ay 6 aN 6 aN(y − x).

Ïóñòü òåïåðü y − x < 1. Íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî 1
n+1

6 y − x 6 1/n. Èìååì

ay − ax = ax(ay−x − 1) 6 aN(a
1
n − 1) 6 aN(a− 1)

1

n
6 2aN(a− 1)

1

n+ 1
6 2aN(a− 1)(y − x).

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî a
1
n − 1 6 (a− 1) 1

n
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

Áåðíóëëè. Èñêîìîå ÷èñëî C(N) ðàâíî ìàêñèìóìó èç ÷èñåë aN è 2(a− 1)aN . C

Ïóñòü E ⊂ R è îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f : E → R. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ x, y ∈ E âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå E óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé C.

Ïðèìåíèì äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ. Íà âñÿêîì îòðåçêå [−N ;N ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ gN , ñîâïàäàþùàÿ ñ ax â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Åñëè M > N , òî íà îòðåç-
êå [−N ;N ] ïîÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè gM è gN , êîòîðûå ñîâïàäàþò â ñèëó åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ
âñÿêîãî x ïîëîæèì g(x) = gN(x), ãäå [−N ;N ] � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê òàêîãî âèäà, ñîäåðæàùèé
òî÷êó x. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà íà R è ñîâïàäàåò ñ ax íà Q. Èñïîëüçóÿ àðèôìåòèêó
ïðåäåëà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è g(x+ y) = g(x) · g(y).
Îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ ax = g(x) äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè âîçðàñòàþùóþ è íåïðåðûâíóþ íà R ôóíêöèþ ax. Ïî òåîðåìå
îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê ax ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðóþ íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé è îáîçíà÷àþò loga x. Ïðè 0 < a < 1 ïîëîæèì

ax =

(
1

a

)−x
è ïîëó÷èì óáûâàþùóþ è íåïðåðûâíóþ íà R ôóíêöèþ, êîòîðàÿ òàêæå èìååò îáðàòíóþ, îáîçíà-
÷àåìóþ ÷åðåç loga x.

Åñëè ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà è çàäàíà ôóíêöèÿ g, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x).

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

B Ïóñòü x > 1. Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî n 6 x < n+ 1. Òîãäà(
1 +

1

n+ 1

)n
6

(
1 +

1

x

)x
6

(
1 +

1

n

)n+1

.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N ïðàâàÿ
÷àñòü ìåíüøå e + ε, à ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå e − ε. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x > N + 1 âåëè÷èíà(
1 + 1

x

)x
îòëè÷àåòñÿ îò e ìåíüøå ÷åì íà ε, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè. C
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Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ D èç íåðàâåíñòâà |x− y| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)| < ε.

Òåîðåìà 47 (Êàíòîð). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî f ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà K.

B Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ∈ N
íàéäóòñÿ xn, yn ∈ K, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì |xn − yn| < 1/n è |f(xn) − f(yn)| > ε.
Âûáåðåì â {xn} ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó x0 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ynk
} òîæå ñõîäèòñÿ ê x0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ðàçíîñòü f(xnk

) − f(ynk
) ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ε > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ K ñóùåñòâóåò

òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a), ÷òî ω(f, Uδ(a)) < ε, ïðè÷¼ì δ çàâèñèò îò a. Îêðåñòíîñòè Uδ/3(a) ïî-
êðûâàþò K è èç íèõ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå: Uδ1/3(a1), . . . , UδN/3(aN). Ïîëîæèì
δ = 1

3
min{δ1, δ2, . . . , δN}. Åñëè |x− y| < δ è x ∈ Uδk/3(ak), òî x, y ∈ Uδk(ak) è |f(x)− f(y)| < ε. C

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè â òåðìèíàõ êîëåáàíèÿ ω(f, Uδ(x)). Ôóíê-
öèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà D, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
x ∈ D âåðíî íåðàâåíñòâî ω(f, Uδ(x)) < ε. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïî δ ôóíêöèè ω(f, Uδ(x)) ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ δ′ ∈ (0; δ]. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà D, åñëè lim

δ→0
supx∈D ω(f, Uδ(x)) = 0. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå D ðàâíîñèëüíà

ðàâåíñòâó lim
δ→0

ω(f, Uδ(x)) = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà Uδ(x) ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ñ
îäíîé ñêîðîñòüþ ñðàçó âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ D (ãîâîðÿò, ÷òî ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî), à îáû÷-
íàÿ íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèå ôóíêöèè ω(f, Uδ(x)) ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ â êàæäîé
òî÷êå, íî, âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè â ðàçíûõ òî÷êàõ (ãîâîðÿò, ÷òî ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð: f(x) = sin(1/x) íà D = (0; 1). Â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (0; 1) äàííàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, íî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (0; 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê íóëþ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
supx∈(0;1) ω(f, Uδ(x)) = 2 äëÿ âñÿêîãî δ > 0.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, ñ êîòîðûé ìû ñòîëêíóëèñü ïðè îáñóæäåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè, â çàâóàëèðîâàííîì âèäå âñòðå÷àëàñü íàì â òåîðèè ïðåäåëà ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [1; +∞) → R òàêîâà, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî x > 0 ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(x), f(x + 1), . . . , f(x + n), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ
ïðè n→∞. Âåðíî ëè, ÷òî lim

x→+∞
f(x) = 0? Îòâåò îòðèöàòåëåí.

Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì ñòðîèòü ôóíêöèþ f ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà îòðåçêå [n;n+1/n] ãðàôèê
ôóíêöèè f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì
[n;n + 1/n] è âûñîòîé 1, à íà îòðåçêå [n + 1/n;n + 1] ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ. Ïóñòü x > 1. Åñëè
äðîáíàÿ ÷àñòü x íå ìåíüøå 1/N , òî f(x+ n) = 0 äëÿ âñåõ n > N . Îäíàêî ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè
x→ +∞ íå ðàâåí íóëþ.

Èíòåðåñíî, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(nx) ê íóëþ äëÿ âñÿêîãî x > 1 è â ñàìîì
äåëå ñëåäóåò, ÷òî lim

x→+∞
f(x) = 0.

Äâå ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) = f(x + n) (èëè fn(x) = f(nx)). Èçâåñòíî, ÷òî fn(x) → 0 äëÿ
âñÿêîãî x > 1 (ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê íóëþ). Âåðíî ëè, ÷òî
supx>1 |fn(x)| → 0 (ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ)?

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ìíîæåñòâå D ê ôóíêöèè f , åñëè
â êàæäîé òî÷êå x ìíîæåñòâà D ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ f(x).
Ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü íå ñîõðàíÿåò íåïðåðûâ-
íîñòü. Îäíàêî íåïðåðûâíîñòü íå òåðÿåòñÿ ñîâñåì, ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè âñþäó ïëîòíî. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ôóíêöèþ Äèðèõëå íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ïîòî÷å÷íûé
ïðåäåë íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èìååò òî÷êó
íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 48. Ïóñòü {fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê f(x). Òîãäà ôóíêöèÿ f èìååò

õîòÿ áû îäíó òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.

B Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ôóíêöèè f íåò òî÷åê íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {x : ωf (x) > 1/k}. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
ìíîæåñòâ ïî òåîðåìå Áýðà ñîäåðæèò îòðåçîê [α; β]. Èòàê, ïóñòü ωf (x) > 1/k ïðè x ∈ [α; β]. Ïóñòü
ε > 0. Ðàññìîòðèì íàáîð çàì-êíóòûõ ìíîæåñòâ

FN = {x ∈ [α; β] : |fn(x)− fm(x)| 6 ε äëÿ âñåõn,m > N}.
Òîãäà ïîëó÷àåì [α; β] = ∪NFN . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áýðà ñóùåñòâóåò îòðåçîê [γ; δ] ⊂ FN ,
γ < δ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x îòðåçêà [γ; δ] èìååì |fn(x) − f(x)| 6 ε. Âñå ôóíêöèè fn
íåïðåðûâíû, ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ωf (x) > 1/k. C

Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ôàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ìîæíî ïîâòîðèòü ñ çàìåíîé
ìíîæåñòâà R íà âñÿêèé îòðåçîê, ôóíêöèÿ f èìååò âñþäó ïëîòíîå â R ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâ-
íîñòè.

Îáñóäèì áîëåå äåòàëüíî îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ìíîæåñòâå D ê ôóíêöèè f , åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D è âñÿêîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåðN , ÷òî ïðè âñåõ n > N âåðíî íåðàâåíñòâî |fn(x)−f(x)| < ε. Çàìåòèì,
÷òî íîìåð N íå îáÿçàí áûòü îäíèì è òåì æå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé x. Åñëè æå äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñåõ n > N íåðàâåíñòâî |fn(x) − f(x)| < ε âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ x ∈ D, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî
íà ìíîæåñòâå D. Èíûìè ñëîâàìè, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ê ôóíêöèè f
íà ìíîæåñòâå D îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sup

D
|fn(x)− f(x)|} ñõîäèòñÿ ê íóëþ:

lim
n→∞

sup
D
|fn(x)− f(x)| = 0.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷¼ò ïîòî÷å÷íóþ (îáðàòíîå íåâåðíî) è ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü.

Òåîðåìà 49. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî å¼

ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

B Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íàD ê ôóíêöèè f . Óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

|f(x)− f(a)| 6 |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(a)|+ |fn(a)− f(a)| 6
6 |fn(x)− fn(a)|+ 2 sup

D
|f − fn|. C

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

fn ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ìíîæåñòâå D, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ D

ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

fn íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå D, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà D. Èç îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèéñÿ íà D ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä èç íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå ïðîñòîå íà-
áëþäåíèå.

Òåîðåìà 50 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü {fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíê-

öèé íà D. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an, ÷òî |fn(x)| 6 an äëÿ âñåõ

x ∈ D è n ∈ N (ìàæîðàíòíûé ðÿä), òî ðÿä
∞∑
n=1

fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D.
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B Ïðè êàæäîì x ∈ D ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïîñêîëüêó |fn(x)| 6 an è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì f(x) =
∞∑
n=1

fn(x). Èìååì

∣∣f(x)−
N∑
n=1

fn(x)
∣∣ 6 ∑

n=N+1

|fn(x)| 6
∑

n=N+1

an.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈D

∣∣f(x)−
N∑
n=1

fn(x)
∣∣ 6 ∑

n=N+1

an → 0, N →∞. C

Íàêîíåö, îáñóäèì âîïðîñ î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íà îòðåçêå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìíî-
ãî÷ëåíîì.

Òåîðåìà 51 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà
äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P , ÷òî max

x∈[a;b]
|P (x)− f(x)| < ε.

Èçâåñòíî ìíîæåñòâî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû, â òîì ÷èñëå êîíñòðóêòèâíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà, êîãäà ìíîãî÷ëåí P ïðåäúÿâëÿåòñÿ ÿâíî (ñì., íàïðèìåð, çàäà÷è 10.6 è 10.7). Îäíàêî ìû ðàñ-
ñìîòðèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî1, îñíîâàííîå èñêëþ÷èòåëüíî íà ìåòîäàõ è èäåÿõ, êîòîðûå óæå
ïîäðîáíî îáñóæäàëèñü â íàñòîÿùåì êóðñå.

Ëåììà 5. Ïóñòü α < u < v < β. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî γ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí q(x),
÷òî

1) 0 6 q(x) 6 1 âñþäó íà [α; β];
2) 1− γ 6 q(x) 6 1 ïðè x ∈ [α;u];
3) q(x) 6 γ ïðè x ∈ [v; β].

B Ïóñòü r(x) = kx + b, ãäå êîýôôèöèåíòû k è b âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ r
âîçðàñòàëà è áûëè âåðíû íåðàâåíñòâà 0 < r(x) < 1/2 ïðè x ∈ [α;u] è 1/2 < r(x) < 1 ïðè x ∈ [v; β].
Ïîëîæèì

qn(x) = (1− (r(x))n)2
n

, ãäå n ∈ N.
Òîãäà 0 6 qn(x) 6 1 âñþäó íà [α; β]. Åñëè x ∈ [α;u], òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè è ìîíîòîí-
íîñòè r ïîëó÷àåì:

qn(x) = (1− (r(x))n)2
n

> 1− (2r(x))n > 1− (2r(u))n.

Ïîñêîëüêó 2r(u) < 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {qn(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê 1 íà îòðåçêå
[α;u]. Ïóñòü òåïåðü x ∈ [v; β]. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè èìååì 1 + (2r(x))n 6 (1 + (r(x))n)2

n
,

ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

qn(x) 6 (2r(x))−n(1 + (2r(x))n)(1− (r(x))n)2
n

6 (2r(x))−n(1 + (r(x))n)2
n

(1− (r(x))n)2
n

.

Ñëåäîâàòåëüíî, qn(x) 6 (2r(x))−n(1 − (r(x))2n)2
n

6 (2r(v))−n. Ïîñêîëüêó 2r(v) > 1, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {qn(x)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ íà [v; β]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî
γ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n, ÷òî ìíîãî÷ëåí qn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1), 2) è 3). C

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

B Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è ïîëîæèì

M = max
x∈[a;b]

|f |.

Äîîïðåäåëèì f ïðè x > b çíà÷åíèåì f(b) äî íåïðåðûâíîé íà ëó÷å [a; +∞) ôóíêöèè. Ïóñòü ε > 0.
×åðåç E îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ x > a, ÷òî íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí P , îòëè÷àþùèéñÿ íà îòðåçêå
[a;x] îò ôóíêöèè f ìåíåå ÷åì íà ε, ò. å.

max
t∈[a;x]

|P (t)− f(t)| < ε.

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå x > a, ÷òî ïðè t ∈ [a;x]
èìååì |f(a)−f(t)| < ε, ò. å. íà îòðåçêå [a;x] â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíà P ìîæíî âçÿòü êîíñòàíòó f(a).

1Rudolf Vyborny. The Weierstrass theorem on polynomial approximation // Mathematica Bohemica, vol. 130, no. 2,
pp. 161�166 (2005).
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Ñëåäîâàòåëüíî, E íåïóñòî. Åñëè ìíîæåñòâî E íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî òåîðåìà óæå äîêàçàíà:
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòðåçîê [a;x], ãäå x ∈ E è x > b. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî
ñâåðõó è c = supE. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïóñòü γ > 0. Íàéä¼ì òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî
|f(x)− f(c)| < γ ïðè x ∈ [c− 2δ, c+ 2δ]. Ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P , ÷òî

max
[a;c−δ]

|P (t)− f(t)| < ε.

Ïóñòü q � ìíîãî÷ëåí èç ëåììû è α = a, u = c− 2δ, v = c− δ è β = c+ δ. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí
Q(x) = (1− q(x))f(c) + q(x)P (x). Çàìåòèì, ÷òî

|Q(x)− f(x)| 6 (1− q(x))|f(c)− f(x)|+ q(x)|P (x)− f(x)|.
Åñëè x ∈ [a; c− 2δ], òî

|Q(x)− f(x)| 6 2Mγ + max
[a;c−δ]

|P (t)− f(t)|.

Åñëè x ∈ [c− 2δ; c− δ], òî
|Q(x)− f(x)| 6 |f(c)− f(x)|+ max

[a;c−δ]
|P (t)− f(t)| < γ + max

[a;c−δ]
|P (t)− f(t)|.

Åñëè x ∈ [c− δ; c+ δ], òî

|Q(x)− f(x)| 6 |f(c)− f(x)|+ (M + max
[c−δ;c+δ]

|P |)γ 6 (1 +M + max
[c−δ;c+δ]

|P |)γ.

Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî γ, ïîëó÷àåì îöåíêó |Q(x)− f(x)| < ε äëÿ âñåõ
x ∈ [a; c + δ]. Ñëåäîâàòåëüíî, c + δ ∈ E, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî c = supE. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî E íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó. C

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëî A è ôóíêöèÿ α, ÷òî lim

h→0
α(h) = 0 è äëÿ âñåõ h èç íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ âåðíî ðàâåíñòâî

f(a+ h)− f(a) = Ah+ α(h)h.

Âàæíî èìåòü ââèäó, ÷òî A è α çàâèñÿò îò òî÷êè a è ïðàâèëüíåå ïèñàòü A(a) è α(a, h).
Ôóíêöèÿ l : R → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè l(λx) = λl(x) ïðè âñåõ λ, x ∈ R è l(x1 + x2) =

= l(x1) + l(x2) ïðè âñåõ x1, x2 ∈ R. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè èìåþò âèä
l(x) = cx, ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ÷àñòíîñòè, â îòëè÷èå îò øêîëüíîé
ïðîãðàììû, ôóíêöèÿ y = cx+ b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ëèøü ïðè b = 0.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ h 7→ Ah íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç df(h) èëè df(a, h). Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå a ÷èñëî A è, ñîîòâåòñòâåííî,
äèôôåðåíöèàë äàííîé ôóíêöèè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1) Ïóñòü f(x) = x. Òîãäà

f(a+ h)− f(a) = (a+ h)− a = h = 1 · h+ 0,

ïîýòîìó dx(h) = h è α(a, h) = 0.
2) Ïóñòü f(x) = x2. Òîãäà

f(a+ h)− f(a) = (a+ h)2 − a2 = 2ah+ h2,

ïîýòîìó d(x2)(a, h) = 2ah è α(a, h) = h.
3) Ïóñòü f(x) = x3. Òîãäà

f(a+ h)− f(a) = (a+ h)3 − a3 = 3a2h+ (3ah+ h2)h,

ïîýòîìó d(x3)(a, h) = 3a2h è α(a, h) = 3ah+ h2.
Ïðåäåë

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′(a) èëè
df(a)
dx

.
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Ïðåäëîæåíèå 9. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé
òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(a), ïðè÷¼ì â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè äèôôåðåíöèàë èìå-

åò âèä df(a, h) = f ′(a)h.

B Ðàâåíñòâî

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a)

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a) = α(h) è lim

h→0
α(h) = 0. C

Àíàëèòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå a îçíà÷àåò, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò f(a), ò. å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
f(x) = f(a) + α(x), ãäå lim

x→a
α(x) = 0.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå a îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ
f ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèåé y = f ′(a)(x − a) + f(a), ò. å. f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + α(x)(x − a),
ãäå lim

x→a
α(x) = 0. Ôàêòè÷åñêè ýòî è åñòü ãëàâíîå îòëè÷èå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îò âñåõ

îñòàëüíûõ: ëîêàëüíî èõ ãðàôèê âûãëÿäèò êàê ÷àñòü ïðÿìîé.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Êàñàòåëüíîé â òî÷êå a ê ãðàôèêó ôóíêöèè f

íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

y = f ′(a)(x− a) + f(a).

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê òî÷êå êàñàíèÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü ãðàôèê
ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = x2 sin 1/x ïðè x 6= 0 è f(0) = 0 â òî÷êå a = 0 èìååò
êàñàòåëüíóþ y = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñåêóùàÿ y = f(b)−f(a)
b−a (x− a) + f(a) ñòðå-

ìèòñÿ ê êàñàòåëüíîé ïðè b → a â òîì ñìûñëå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè (x − a) ñòðåìèòñÿ ê f ′(a).
Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé.

Íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

B Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

lim
x→a

f(x) = lim
h→0

f(a+ h) = lim
h→0

(f(a) + f ′(a)h+ α(a, h)h) = f(a). C

Îäíàêî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå äèôôåðåíöèðóåìà, íàïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè, ó êîòîðûõ íåò ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 52 (ïðèìåð Âåéåðøòðàññà). Ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

2−n sin(8nx)

íåïðåðûâíà íà R, íî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.

B Ïîñêîëüêó |2−n sin(8nx)| 6 2−n è ðÿä
∞∑
n=1

2−n ñõîäèòñÿ, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà èñõîäíûé

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà R, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âñþäó íåïðå-
ðûâíîé. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà. Çàôèêñèðóåì x ∈ R. Äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N èìååì

f
(
x± π

2 · 8N
)
− f(x) =

N∑
n=1

1

2n

(
sin 8n

(
x± π

2 · 8N
)
− sin

(
8nx
))

.

Îòìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè n > N ðàâíû íóëþ, òàê êàê sin(8nx ± 8n−Nπ/2) = sin(8nx).
Îöåíèì îòäåëüíî ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì n = N . Ïîñêîëüêó∣∣∣sin(8Nx± π

2

)
− sin

(
8Nx

)∣∣∣ =
√

2
∣∣∣cos

(
8Nx± π

4

)∣∣∣ ,
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âûáîðîì + èëè − ïåðåä π/4 ó àðãóìåíòà êîñèíóñà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣sin(8Nx± π
2

)
− sin

(
8Nx

)∣∣∣ > 1. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî | sinx| 6 |x|, îöåíèì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå:

N−1∑
n=1

1

2n

∣∣∣∣sin 8n
(
x± π

2 · 8N
)
− sin

(
8nx
)∣∣∣∣ 6 N−1∑

n=1

1

2n−1
sin
( π8n

4 · 8N
)
6

π

2 · 8N
N−1∑
n=1

4n 6
π

6 · 2N
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî |a+ b| > |a| − |b|, ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣f(x± π

2 · 8N
)
− f(x)

∣∣∣ > (1− π

6

) 1

2N
.

Òàêèì îáðàçîì, ( π

2 · 8N
)−1∣∣∣∣f(x± π

2 · 8N
)
− f(x)

∣∣∣∣ > (1− π

6

)22N+1

π
,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè N → ∞. Ôóíêöèÿ f íå èìååò ïðîèçâîäíîé â
òî÷êå x, èíà÷å ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åííà, ÷òî íåñîâìåñòèìî ñ íåîãðàíè-
÷åííîñòüþ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. C

Âàæíåéøèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

1) Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîñòî-
ÿííûõ λ, µ ôóíêöèÿ λf + µg äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è (λf + µg)′(a) = λf ′(a) + µg′(a).

2) Ïðàâèëî Ëåéáíèöà. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a. Òîãäà ôóíêöèÿ fg
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

3) Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a, ïðè÷¼ì â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ôóíêöèÿ g îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ f

g
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

a è
(
f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a)−f(a)g′(a)

(g(a))2
.

4)Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå g(a) è ôóíêöèÿ
g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäà ôóíêöèÿ f ◦ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è (f ◦ g)′(a) =
f ′(g(a))g′(a).

5) Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ,
îòîáðàæàþùàÿ èíòåðâàë I íà èíòåðâàë J . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ∈ I è
f ′(a) 6= 0. Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå f(a) è (f−1)′(a) = 1/f ′(f−1(a)).

Ñâîéñòâà 1, 2, 3 è 5 âûâîäÿòñÿ íàïðÿìóþ èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð:

lim
x→a

f(x)g(x)− f(a)g(a)

x− a
=

= lim
x→a

g(x) · lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ f(a) lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
=

= g(a)f ′(a) + f(a)g′(a).

Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáîñíîâûâàåòñÿ ïðàâèëî 4.

B Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå g(a), ïîýòîìó

f(g(a) + t)− f(g(a)) = f ′(g(a))t+ α(t)t, ãäå lim
t→0

α(t) = 0.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî α(0) = 0 è ôóíêöèÿ α íåïðåðûâíà â íóëå. Ïîëàãàÿ t = g(a+h)−g(a), ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó

f(g(a+ h))− f(g(a)) = f ′(g(a))(g(a+ h)− g(a)) + α(g(a+ h)− g(a))(g(a+ h)− g(a)).

Ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, ïîýòîìó

g(a+ h)− g(a) = g′(a)h+ β(h)h, ãäå lim
h→0

β(h) = 0.

Òîãäà
f(g(a+ h))− f(g(a)) = f ′(g(a))g′(a)h+ γ(h)h,

ãäå
γ(h) = f ′(g(a))β(h) + α(g(a+ h)− g(a))(g′(a) + β(h)).

Ïîëó÷àåì lim
h→0

γ(h) = 0. C
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Ïîñêîëüêó â òî÷êå x äèôôåðåíöèàë èìååò âèä df(h) = f ′(x)h è dx(h) = h, åãî ìîæíî çàïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå: df = f ′(x) dx. Ïîëåçíî ïåðåïèñàòü ñâîéñòâà 1�5 â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëîâ.

1) Ëèíåéíîñòü: d(αf + βg) = αdf + βdg.
2) Ïðàâèëî Ëåéáíèöà: d(fg) = fdg + gdf .
3) Äèôôåðåíöèàë ÷àñòíîãî: d

(
f
g

)
= gdf−fdg

g2
.

4) Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè: df(g) = df(dg) = f ′(g) dg.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî df = f ′(x) dx âåðíî íåçàâèñèìî îò òîãî, ñ÷èòàåì ëè ìû x ôóíê-

öèåé èëè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ýòî íàáëþäåíèå íàçûâàþò èíâàðèàíòíîñòüþ ïåðâîãî äèô-

ôåðåíöèàëà. Ïðîèëëþñòðèðóåì èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíà áèåêòèâíàÿ
è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g : Rt → Rx, ïðè÷¼ì îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ òîæå äèôôåðåíöèðóåìà
(ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí äèôôåîìîðôèçì). Ôàêòè÷åñêè x = g(t) � çàìåíà ïåðåìåííîé x íà ïåðåìåííóþ
t, ïåðåõîä ê íîâîé êîîðäèíàòå. Åñëè íà Rx áûëà îïðåäåëåíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x), òî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ f(g(t)) è å¼ äèôôåðåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f
âìåñòî x ôóíêöèè g(t), ò. å. ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò.

5) Äèôôåðåíöèàë îáðàòíîé ôóíêöèè:

df−1 = (df)−1,

ãäå (df)−1 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ëèíåéíîé ôóíêöèè df . Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ x =
y/k ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé ê y = kx (k 6= 0). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ôóíêöèÿ h 7→ 1

f ′(a)
h

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè h 7→ f ′(a)h.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå ýêñïîíåíòû è ëîãàðèôìà.
Íàïîìíèì âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

Çàìåíÿÿ x íà −x, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x → −∞ ïðåäåë ôóíêöèè
(

1 + 1
x

)x
òàêæå ðàâåí e.

Áîëåå òîãî, çàìåíÿÿ x íà 1/x, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

Ôóíêöèÿ lnx (ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ e) íåïðåðûâíà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln
(

(1 + x)1/x
)

= ln e = 1.

Çàìåíÿÿ 1 + x íà ex è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Âû÷èñëåííûå íàìè ïðåäåëû ðàâíîñèëüíû âòîðîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó, ïîýòîìó èõ òàêæå
îòíîñÿò ê ñïèñêó çàìå÷àòåëüíûõ. Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èìåííî ñ ïîìîùüþ ýòèõ
ïðåäåëîâ îáîñíîâûâàþòñÿ ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Íàïðèìåð,

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex.

Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè íàõîäèì

(lnx)′ = 1/x.

Ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùóþ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ :

1) (const)′ = 0; 2) (xα)′ = αxα−1;

3) (ax)′ = ax ln a; (ex)′ = ex; 4)(loga x)′ = 1
x ln a

; (lnx)′ = 1
x
;

5) (sinx)′ = cosx; 6) (cosx)′ = − sinx;

7) (tg x)′ = 1 + tg2 x = 1
cos2 x

; 8) (ctg x)′ = −1− ctg2 x = − 1
sin2 x

;

9) (arcsinx)′ = −(arccosx)′ =
1√

1− x2
;

10) (arctg x)′ = −(arcctg x)′ =
1

1 + x2
.
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Îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

Ñëåäóþùèé ñïèñîê óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ êâèíòýññåíöèåé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìà 53 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü U(a), ÷òî f(x) 6 f(a) (f(x) > f(a)) äëÿ âñåõ x ∈ U(a). Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå a, òî f ′(a) = 0.

B Ïóñòü a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f .
Åñëè x ∈ U(a) è x < a, òî f(x)− f(a) 6 0 è x− a < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′(a) = lim
x→a−0

f(x)− f(a)

x− a
> 0.

Åñëè x ∈ U(a) è x > a, òî f(x)− f(a) 6 0 è x− a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′(a) = lim
x→a−0

f(x)− f(a)

x− a
6 0.

Èç íåðàâåíñòâ f ′(a) 6 0 è f ′(a) > 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′(a) = 0. C

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé â òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ îáÿçà-
òåëüíî äîëæíà áûòü îñòàíîâêà.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè ãðàôèê ôóíêöèè f èìååò â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà) êàñàòåëüíóþ, òî ýòà êàñàòåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà.

Òåîðåìà 54 (Ðîëëü). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èí-
òåðâàëå (a; b), ïðè÷¼ì f(a) = f(b), òî íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ (a; b), â êîòîðîé f ′(c) = 0.

B Åñëè ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â êîíöàõ îòðåçêà, òî ôóíêöèÿ åñòü êîíñòàíòà. Åñëè
ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà, òî ïî òåîðåìå Ôåðìà â ýòîé òî÷êå ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà íóëþ. C

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà âåðíóëàñü â
òî ïîëîæåíèå, â êîòîðîì áûëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî îáÿçàòåëüíî áûë ìîìåíò, êîãäà
ñêîðîñòü ðàâíÿëàñü íóëþ (ìîìåíò ðàçâîðîòà).

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè â êîíöàõ îòðåçêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñîâïàäàþò, à ãðàôèê
èìååò êàñàòåëüíóþ âî âñÿêîé âíóòðåííåé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà, òî ñðåäè êàñàòåëüíûõ îáÿçàòåëüíî
åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ.

Òåîðåìà 55 (Ëàãðàíæ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà

èíòåðâàëå (a; b), òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a; b), ÷òî f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

B Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ðîëëÿ ê ôóíêöèè

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a)

(âû÷èòàåì èç ôóíêöèè ñåêóùóþ). C

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé âñåãäà åñòü ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé
ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè ãðàôèê èìååò êàñàòåëüíóþ âî âñÿêîé âíóòðåííåé òî÷êå
îòðåçêà, òî ñðåäè êàñàòåëüíûõ åñòü òàêàÿ, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà ñåêóùåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöàì îòðåçêà.

Òåîðåìà 56 (Êîøè). Åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà

èíòåðâàëå (a; b), òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a; b), ÷òî

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c).

B Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ðîëëÿ ê ôóíêöèè

F (x) = (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x) = =

∣∣∣∣ f(b)− f(a) f(x)
g(b)− g(a) g(x)

∣∣∣∣ . C

Ôèçè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû Êîøè. Ïóñòü çàäàíà çàâèñèìîñòü
(f(x), g(x)) äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ïëîñêîñòè îò âðåìåíè x ∈ [a; b]. Òîãäà åñëè ïîëó÷àåìàÿ êðèâàÿ
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(òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè) èìååò âåêòîð ñêîðîñòè ïðè âñåõ x ∈ (a; b), òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò
âðåìåíè, â êîòîðûé âåêòîð ñêîðîñòè êîëëèíåàðåí âåêòîðó ïîëíîãî ïåðåìåùåíèÿ.

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Êîøè ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà 57 (Áåðíóëëè�Ëîïèòàëü). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà

èíòåðâàëå (a; b), ïðè÷¼ì g′(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a; b). Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ

äâóõ óñëîâèé:
1) lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = 0 èëè 2) lim
x→b−

g(x) =∞.

Òîãäà åñëè lim
x→b−

f ′(x)
g′(x)

= A, òî lim
x→b−

f(x)
g(x)

= A.

B Ïóñòü x, y ∈ (a; b). Ïî òåîðåìå Êîøè íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî c, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó x è y, ÷òî

f(x)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)

(
1− g(y)

g(x)

)
+
f(y)

g(x)
.

Ïóñòü âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå: lim
x→b−

g(x) =∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < y < c < x < b. Âûáèðàÿ

y äîñòàòî÷íî áëèçêî ê b, ìîæíî ïðèáëèçèòü îòíîøåíèå f ′(c)
g′(c)

ê A ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íî-

ñòüþ. Òåïåðü çàôèêñèðóåì y è óñòðåìèì x ê b. Òîãäà âûðàæåíèÿ g(y)
g(x)

è f(y)
g(x)

ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ,
à âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê A. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ, êîãäà âû-
ïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå. Ôîðìàëèçàöèÿ ïðîâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé íà ÿçûêå ε� δ ïðåäëàãàåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ. C

Ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íå îáÿçàíà áûòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé (íàïðè-
ìåð, ôóíêöèÿ f(x) = x2 sin(1/x) ïðè x 6= 0 è f(0) = 0 äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
à å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíà â íóëå). Îäíàêî ó ïðîèçâîäíîé îáÿçàòåëüíî åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 58. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå I. Òîãäà å¼ ïðîèçâîäíàÿ
f ′(x) èìååò âñþäó ïëîòíîå â R ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè.

B Ôóíêöèÿ f ′(x) ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
gn(x) = n(f(x+ 1/n)− f(x)). C

Êðîìå òîãî, ïðîèçâîäíàÿ ïðèíèìàåò âñå ñâîè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 59 (Äàðáó). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I è a, b ∈ I,
a < b. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà C, ëåæàùåãî ìåæäó A = f ′(a) è B = f ′(b) íàéä¼òñÿ òî÷êà

c ∈ [a; b], â êîòîðîé f ′(c) = C.

B Ïóñòü A < C < B. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) = f(x)−Cx. Ïîñêîëüêó F ′(a) < 0 è F ′(b) > 0, íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a; a+ δ) âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) < f(a) è íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (b; b− δ)
âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) < f(b). Ñëåäîâàòåëüíî, íà êîíöàõ îòðåçêà íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ìèíèìóì
ôóíêöèè F . Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà è â ýòîé òî÷êå ïî òåîðåìå
Ôåðìà ôóíêöèÿ F ′ ðàâíà íóëþ. C

Òàêèì îáðàçîì, ó ïðîèçâîäíîé íå ìîæåò áûòü óñòðàíèìûõ ðàçðûâîâ èëè ðàçðûâîâ ïåðâîãî
ðîäà.

Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ðÿä Òåéëîðà

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ââîäèòñÿ èíäóêòèâíî. Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f . Òîãäà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f ′ :
U(a)→ R. Åñëè ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ âòîðîé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′′(a). Äàëåå, åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè a
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f (n−1), òî çíà÷åíèå (f (n−1))′(a) (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé
ïîðÿäêà n â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f (n)(a). Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
xm, ãäå m ∈ N, ðàâíà 0 ïðè n > m, ðàâíà m! ïðè n = m è ðàâíà m(m− 1) · · · (m− n+ 1)xm−n ïðè
n < m. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ¾íóëåâîé¿ ïðîèçâîäíîé, ò. å. f (0) = f .
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Òåîðåìà 60 (îáîáùåíèå ïðàâèëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû n ðàç â

òî÷êå a. Òîãäà ôóíêöèÿ fg èìååò ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n â òî÷êå a è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(fg)(n)(a) =
n∑
k=0

Ck
nf

(k)(a)g(n−k)(a).

B Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå � îáû÷-
íîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî; òîãäà
äëÿ n+ 1 èìååì

(fg)(n+1) = ((fg)(n))′ =
( n∑
k=0

Ck
nf

(k)g(n−k)
)′

=

= f (n+1)g + fg(n+1) +
n−1∑
k=0

Ck
nf

(k+1)g(n−k) +
n∑
k=1

Ck
nf

(k)g(n−k+1).

Çàìåíÿÿ â ïåðâîé ñóììå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà k + 1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äëÿ (fg)n+1. C

Íàïðèìåð,

(x2ex)(n) =
n∑
k=0

Ck
n(x2)(k)(ex)(n−k) = (C0

nx
2 + 2C1

nx+ 2C2
n)ex.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P çàïèñàí â âèäå

P (x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .+ cn(x− a)n.

Äèôôåðåíöèðóÿ k ðàç ìíîãî÷ëåí P è ïîäñòàâëÿÿ x = a, ïîëó÷àåì

ck =
P (k)(a)

k!
.

Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ n ïðîèç-
âîäíûõ â äàííîé òî÷êå.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè a çàäàíà ôóíêöèÿ f , èìåþùàÿ â òî÷êå a âñå ïðîèçâîäíûå äî
ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Ìíîãî÷ëåí

Tn(x) = Tn(x; f, a) =
n∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f â òî÷êå a. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðîñòî ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, ó êîòîðîãî ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî ñîâïàäàþò â òî÷êå
a ñ ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè f . Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f è å¼ ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà â
òî÷êå a ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïðè x→ a.

Òåîðåìà 61. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî.
Òîãäà

f(x)− Tn(x) = α(x)(x− a)n, lim
x→a

α(x) = 0.

B Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ è îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì

lim
x→a

f(x)− Tn(x)

(x− a)n
= lim

x→a

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)− f (n)(a)(x− a)

n!(x− a)
=

=
1

n!

(
lim
x→a

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)

(x− a)
− f (n)(a)

)
= 0. C

Íàïîìíèì ââåä¼ííûå â ãëàâå 8 îáîçíà÷åíèÿ (¾î-ñèìâîëèêó¿). Ïóñòü â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

h(x) = α(x)g(x).

Òîãäà
åñëè lim

x→a
α(x) = 0, òî ïèøóò h = o(g) ïðè x→ a;

åñëè α(x) îãðàíè÷åííà, òî ïèøóò h = O(g) ïðè x→ a;
åñëè lim

x→a
α(x) = 1, òî ïèøóò h ∼ g ïðè x→ a.
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Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) = Tn(x) + o((x− a)n) ïðè x→ a.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.
Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

â òî÷êå a = 0:

1) ex =
n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn);

2) sinx =
n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+2);

3) cosx =
n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ o(x2n+1);

4) ln(1 + x) =
n∑
k=1

(−1)k−1xk

k
+ o(xn);

5) (1 + x)α =
n∑
k=0

α(α− 1) · · · (α− k + 1)xk

k!
+ o(xn).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå áîëåå òî÷íîãî âèäà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

Rn(x) = Rn(x; f, a) = f(x)− Tn(x; f, a).

Òåîðåìà 62. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò íà îòðåçêå [x; a] íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà
n âêëþ÷èòåëüíî è íà èíòåðâàëå (x; a) ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n + 1. Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ g
íåïðåðûâíà íà [x; a] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (x; a), ïðè÷¼ì g′(t) 6= 0 ïðè t ∈ (x; a). Òîãäà

Rn(x; f, a) =
f (n+1)(c)

n! g′(c)
(g(x)− g(a))(x− c)n,

ãäå c � íåêîòîðàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (x; a).

B Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) =
n∑
k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k.

Çàìåòèì, ÷òî

F ′(t) =
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.

Ïî òåîðåìå Êîøè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
F (a)− F (x)

g(a)− g(x)
=
F ′(c)

g′(c)
,

ïîäñòàâëÿÿ â êîòîðîå âûðàæåíèå äëÿ F ′(c), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå. C

Ðàññìîòðèì âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè. Ïóñòü g(t) = t− x. Òîãäà g′(c) = 1, g(x)− g(a) = x− a è

Rn(x; f, a) =
f (n+1)(c)

n!
(x− c)n(x− a).

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Ïóñòü g(t) = (t − x)n+1. Òîãäà g′(c) = (n + 1)(c − x)n,
g(x)− g(a) = −(a− x)n+1 è

Rn(x; f, a) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà (ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå). Ïîëåçíî èìåòü ââèäó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 63 (Áîðåëü). Äëÿ âñÿêîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn} ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ f , ÷òî f (k)(0) = ck äëÿ âñÿêîãî k.
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Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Åñëè ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî ðÿä

∞∑
n=0

f (n)(a)(x− a)n

n!

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå a.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ ëèøü ïðè x = a èëè ñõîäèòñÿ, íî íå ê ôóíêöèè f .

Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê f , òî ôóíêöèþ f íàçûâàþò
àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè U(a).

Ôóíêöèÿ f(x) = e−1/x ïðè x > 0 è f(x) = 0 ïðè x 6 0 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì Êîøè
ôóíêöèè, ó êîòîðîé ðÿä Òåéëîðà â íóëå íå ñõîäèòñÿ ê f íè â êàêîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Òåîðåìà 64. Ïóñòü ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a−r; a+r), ïðè÷¼ì
|f (n)(x)| 6 CMnn! äëÿ âñåõ x ∈ (a − r; a + r) è íåêîòîðûõ ÷èñåë C > 0 è M > 0. Åñëè M < 1/r,
òî ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå a ñõîäèòñÿ ê f íà èíòåðâàëå (a− r; a+ r) ðàâíîìåðíî.

B Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ âñÿêîãî x ∈ (a − r; a + r)
íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c ìåæäó íèìè, ÷òî∣∣∣f(x)−

N∑
n=0

f (n)(a)(x− a)n

n!

∣∣∣ =
∣∣∣f (n+1)(c)(x− a)n+1

(n+ 1)!

∣∣∣.
Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì C(Mr)n è Mr < 1. C

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Òåéëîðà ôóíêöèé ex, sinx, cosx
è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
,

â êîòîðûõ ðÿäû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ñëîæíåå ðàçîáðàòüñÿ ñ ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé ln(1 + x) è (1 + x)α. Ðàññìîòðèì f(x) =

(1 + x)α ïðè α /∈ N ∪ {0}. Çàìåòèì, ÷òî
f (n)(x) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Ïîëó÷åííîå âûøå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ðàâåíñòâî

(1 + x)α =
∞∑
n=0

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn

ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè |x| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî
ñóììà ðàâíà (1+x)α. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè íà èíòåðâàëå (−1; 1) âìåñòî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ôîðìå Ëàãðàíæà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè. Ïóñòü x 6= 0. Îñòàòî÷íûé
÷ëåí â ôîðìå Êîøè èìååò âèä

f (n+1)(c)(x− c)nx
n!

=
α(α− 1) · · · (α− n)(1 + c)α−1x

n!

(
x− c
1 + c

)n
,

ãäå c ëåæèò ìåæäó 0 è x. Åñëè x > 0, òî

|x− c| = |x||1− cx−1| 6 |x|(1 + c).

Åñëè x < 0, òî
|x− c| = |x||1− cx−1| 6 |x|(1− |c|) = |x||1 + c|.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà îöåíêà ∣∣∣x− c
1 + c

∣∣∣ 6 |x|,
èç êîòîðîé íåìåäëåííî ñëåäóåò ñòðåìëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ê íóëþ ïðè |x| < 1. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ln(1 + x).
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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé: ìîíîòîííîñòü, ýêñòðåìóìû, âûïóêëîñòü

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé.

Ìîíîòîííîñòü

Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ìîíîòîííîñòü îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåð-
æäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b).

(i) Ôóíêöèÿ f íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ) íà (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′ > 0
(f ′ 6 0) íà (a; b).

(ii) Åñëè f ′ > 0 (f ′ < 0) íà (a; b), òî f âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà (a; b).

(iii) f ′ = 0 íà (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = const íà (a; b).

B Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî (iii) ñëåäóåò èç (i). Äîêàæåì (i). Åñëè ôóíêöèÿ f íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñ-
òàþùàÿ), òî îòíîøåíèå

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
íåîòðèöàòåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) äëÿ âñåõ òî÷åê x1 è x2 èíòåðâàëà (a; b). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë
ïðè x1 → x2, ðàâíûé f ′(x2), òàêæå íåîòðèöàòåëåí (íåïîëîæèòåëåí).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàãðàíæà. Äëÿ âñÿêèõ x1 è x2 âåðíî
ðàâåíñòâî

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x1 − x2),
ãäå òî÷êà c ëåæèò ìåæäó x1 è x2. Åñëè f ′ > 0, òî f(x2) > f(x1) ïðè x2 > x1 è ôóíêöèÿ f íåóáûâà-
þùàÿ. Åñëè f ′ 6 0, òî ïðè x2 > x1 ïîëó÷àåì f(x2) 6 f(x1), à çíà÷èò, ôóíêöèÿ f íåâîçðàñòàþùàÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (ii) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè f ′

èëè ñòðîãîé îòðèöàòåëüíîñòè f ′ íåðàâåíñòâî ìåæäó f(x1) è f(x2) áóäåò ñòðîãèì. C

Ýêñòðåìóìû

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè f îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a è f(a) > f(x) (f(a) 6 f(x)) äëÿ âñåõ x ∈ U(a). Åñëè ïðè
x 6= a íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî ãîâîðÿò î ñòðîãîì ìèíèìóìå èëè ñòðîãîì ìàêñèìóìå ôóíêöèè
f . Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôóíêöèè, à òî÷êè ñòðîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.
Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, òî ïî òåîðåìå Ôåðìà

f ′(a) = 0, ò. å. ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà.

Èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà, íàïðèìåð: åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè U(a), äèôôåðåí-
öèðóåìà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U ′(a), ïðè÷¼ì f ′ > 0 ïðè x < a è f ′ 6 0 ïðè x > a, òî òî÷êà a
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Ôîðìóëà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ ïðîèç-
âîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò n ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a,
ïðè÷¼ì

f(a) = f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0 è f (n)(a) 6= 0.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïîëó÷àåì

f(x)− f(a) =

(
f (n)(a)

n!
+ α(x)

)
(x− a)n, lim

x→a
α(x) = 0.

Åñëè n = 2k, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ðàçíîñòü f(x)− f(a) èìååò òîò æå çíàê,
÷òî è f (n)(a). Åñëè n = 2k+1, òî ðàçíîñòü f(x)−f(a) ñïðàâà è ñëåâà îò a èìååò ðàçëè÷íûå çíàêè.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 65. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò n ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è

f(a) = f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0 è f (n)(a) 6= 0.

Åñëè n = 2k è f (n)(a) < 0 (f (n)(a) > 0), òî a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà). Åñëè
n = 2k + 1, òî òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f .

Âûïóêëîñòü

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ (a; b) è
âñÿêîãî λ ∈ [0; 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Åñëè äëÿ âñåõ x 6= y è λ ∈ (0; 1) íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóê-

ëîé. Íàêîíåö, åñëè ôóíêöèÿ (−f) âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà), òî ãîâîðÿò, ÷òî f âîãíóòà (ñòðîãî
âîãíóòà).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè

(λx1 + (1− λ)x2, λf(x1) + (1− λ)f(x2))

ëåæèò íà õîðäå

y =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1) + f(x1),

ñòÿãèâàþùåé òî÷êè (x1, f(x1)) è (x2, f(x2)), à

(λx1 + (1− λ)x2, f(λx1 + (1− λ)x2))

åñòü òî÷êà íà äóãå ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), êîòîðóþ ñòÿãèâàåò ýòà õîðäà. Òàêèì îáðàçîì,
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âûïóêëîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ õîðäà ëåæèò íå íèæå äóãè ãðàôèêà,
êîòîðóþ îíà ñòÿãèâàåò.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáûõ òî÷åê x1 < x < x2 èç ýòîãî èíòåðâàëà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

B Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå λx1 + (1− λ)x2 ÷åðåç x. Ïîëó÷àåì

λ =
x2 − x
x2 − x1

, 1− λ =
x− x1
x2 − x1

.

Íåðàâåíñòâî f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

f(x) 6
x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2),

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
. C

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b), òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê x1 <
x2 < x3 < x4 èç ýòîãî èíòåðâàëà íàêëîí õîðäû, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êàì x1, x3, íå ïðåâîñõîäèò
íàêëîíà õîðäû, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êàì x2, x4, ò. å. íàêëîíû õîðä ãðàôèêà âûïóêëîé ôóíêöèè íå

óáûâàþò.

Òåîðåìà 66. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà [c; d] ⊂
(a; b) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî L, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ [c; d] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6 L|x− y|,
â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà (a; b).

B Ïóñòü a < u < c è d < v < b. Òîãäà äëÿ âñåõ c < x < y < d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

A =
f(c)− f(u)

c− u
6
f(y)− f(x)

y − x
6
f(v)− f(d)

v − d
= B,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî äëÿ L = max{|A|, |B|}. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f ñëå-
äóåò èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà. C
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè äëÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 67. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
(i) f � âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà) íà (a; b);
(ii) f ′ � íåóáûâàþùàÿ (âîçðàñòàþùàÿ) íà (a; b);
(iii) f(x) >

(>)
f ′(z)(x− z) + f(z) äëÿ âñåõ x, z ∈ (a; b), x 6= z.

B Âûâåäåì (ii) èç (i). Ïóñòü s < x1 < u < v < x2 < t. Íàêëîíû õîðä íå óáûâàþò, ïîýòîìó

f(x1)− f(s)

x1 − s
6
f(u)− f(x1)

u− x1
6
(<)

f(x2)− f(v)

x2 − v
6
f(t)− f(x2)

t− x2
.

Óñòðåìëÿÿ s → x1 è t → x2, çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′(x1) 6 f ′(x2) äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f è f ′(x1) <
f ′(x2) äëÿ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f .

Ïîêàæåì, ÷òî (iii) ñëåäóåò èç (ii). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x)− f(z) =
f ′(c)(x− z), ãäå c ëåæèò ìåæäó x è z. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− (f ′(z)(x− z) + f(z)) = (f ′(c)− f ′(z))(x− z) > 0,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ìîíîòîííîñòè f ′, ïðè÷¼ì â ñëó÷àå ñòðîãîé ìîíî-
òîííîñòè f ′ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Âûâåäåì (i) èç (iii). Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (iii) îçíà÷àåò, ÷òî íàêëîí õîðäû, ñòÿãèâàþùåé
òî÷êè (x, f(x)) è (z, f(z)), ãäå x < z, îãðàíè÷åí ñíèçó çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé f ′(x), à ñâåðõó �
çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé f ′(z). Ïóñòü x1 < x < x2. Òîãäà

f(x)− f(x1)

x− x1
6 f ′(x) 6

f(x2)− f(x)

x2 − x
,

ò. å. íàêëîíû õîðä íå óáûâàþò è f âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåí-
ñòâà â óòâåðæäåíèè (iii) è çäåñü ïîëó÷àåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìåæäó íàêëîíàìè õîðä, à çíà÷èò,
è ñòðîãóþ âûïóêëîñòü. C

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ãðàôèê âûïóêëîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ëåæèò íå íèæå âñÿêîé ñâîåé êàñàòåëüíîé.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü âûïóêëîñòü äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b).

(i) Ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà (a; b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′′ > 0 íà (a; b).

(ii) Åñëè f ′′ > 0 íà (a; b), òî f ñòðîãî âûïóêëà íà (a; b).

Ïðèâåä¼ì ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óïðàæíåíèåì íà ìåòîä
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà 68 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà äëÿ
âñåõ ÷èñåë x1, . . . , xn ∈ (a; b) è âñåõ ÷èñåë λ1, . . . , λn ∈ [0; 1], äëÿ êîòîðûõ λ1 + . . . + λn = 1,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(λ1x1 + . . .+ λnxn) 6 λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ê âûïóêëîé ôóíêöèè − lnx è ïîëàãàÿ
λ1 = . . . = λn = 1/n, ïîëó÷àåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn èçâåñòíîå
íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì:

x1 + . . .+ xn
n

> n
√
x1 · · ·xn.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 = . . . = xn.
Ãîâîðÿò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f èìååò ïåðåãèá â òî÷êå x0, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà (âîãíóòà) íà èíòåðâàëå (x0 − δ;x0) è âîãíóòà
(âûïóêëà) íà èíòåðâàëå (x0;x0 + δ). Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèè f
íàëè÷èå ïåðåãèáà â òî÷êå x0 îçíà÷àåò èçìåíåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè è
êàñàòåëüíîé ê íåìó ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó.
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Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò çíàìåíèòîãî ìåòîäà êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà.

Ìåòîä êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (a; b) çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , ïðè÷¼ì â òî÷êàõ u <
v ýòîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèÿ f èìåþò ðàçíûå çíàêè. Êàê íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = 0?
Îäíî èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè (èìåííî ýòà òåîðåìà ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0) îñíîâàíî íà ìåòîäå áèñåêöèé, ñîñòîÿùåãî â òîì,
÷òî îòðåçîê [u; v] äåëèòñÿ ïîïîëàì, çíà÷åíèå f â ñåðåäèíå îòðåçêà ñðàâíèâàåòñÿ ñ íóë¼ì, è â
ñëó÷àå, êîãäà îíî îòëè÷íî îò íóëÿ, äåëèòñÿ ïîïîëàì òà ïîëîâèíà, íà êîíöàõ êîòîðîé çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f èìåþò ðàçíûå çíàêè, è ò. ä. Çà n øàãîâ ìû áóäåì çíàòü ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî
(v − u)/2n. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ f ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî çà n øàãîâ ðåøåíèå áóäåò èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî C/22n , ãäå C � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b), ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ
x ∈ (a; b) è íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α è β âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà f ′(x) > α > 0 è
β > f ′′(x) > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a; b), ÷òî f(c) = 0. Ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ f ñòðîãî âîçðàñòàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ òî÷êà c òîëüêî îäíà.

Ïóñòü x1 > c. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðåêóððåíòíî: åñëè çíà÷åíèå xn óæå îïðåäå-
ëåíî, òî xn+1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé y = f ′(xn)(x− xn) + f(xn) ñ îñüþ Ox, ò. å.

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Ïðåäëîæåíèå 13. Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó c.
B Ïîêàæåì, ÷òî xn > c äëÿ âñåõ n. Ïî óñëîâèþ x1 > c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n
ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî è äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1. Ãðàôèê ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè ëåæèò íå
íèæå âñÿêîé ñâîåé êàñàòåëüíîé è èìååò ñ íåé åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Ïîñêîëüêó f(xn) > 0,
ïîëó÷àåì f(xn+1) > 0, ÷òî íåìåäëåííî âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî xn+1 > c.

Ïîñêîëüêó xn > c, ïîëó÷àåì f(xn) > 0. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ f ′(xn) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
xn+1 < xn è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óáûâàåò. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà {xn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó çíà÷åíèþ z. Óñòðåìëÿÿ n→∞ â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè, îïðåäåëÿþùåì xn, ïîëó÷àåì
f(z) = 0 è, çíà÷èò, z = c. C

Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè xn ê c. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà èìååì

f(c) = f(xn) + f ′(xn)(c− xn) +
f ′′(u)(c− xn)2

2
,

ãäå u ëåæèò ìåæäó xn è c. Ïîñêîëüêó f(c) = 0, ïîëó÷àåì∣∣∣xn − f(xn)

f ′(xn)
− c
∣∣∣ =

∣∣∣f ′′(u)(c− xn)2

2f ′(xn)

∣∣∣.
Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà |xn+1 − c|. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà f ′′ 6 β è f ′ > α, èìååì

|xn+1 − c| 6M |xn − c|2, M =
β

2α
.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îöåíêà

|xn+1 − c| 6M−1(M |x1 − c|)2
n

.

Åñëè M |x1 − c| < 1/2, òî ïîëó÷àåì |xn+1 − c| 6 M−1/22n . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê
c, ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N íåðàâåíñòâî M |x1 − c| < 1/2 âûïîëíåíî è ìîæíî â
êà÷åñòâå x1 âçÿòü xN .

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ôîð-
ìóëà Ãåðîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû

√
c, c > 0:

xn+1 =
1

2

(
xn +

c

xn

)
.

Çäåñü ìåòîä Íüþòîíà ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè f(x) = x2 − c è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ
ê
√
c.
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è êîíòðïðèìåðîâ, çíàíèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíÿåò ñòàíäàðòíûé êóðñ àíàëèçà.
Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èç äàííîãî ñáîðíèêà ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñî ìíîãèìè ìåòîäàìè
è ïðèåìàìè, ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæäàåìûìè íà îáû÷íûõ çàíÿòèÿõ ïî àíàëèçó.

9. Âåðåùàãèí Í.Ê., Øåíü À. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ. ×àñòü
1. Íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ. � 4-å èçä., äîï. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2012. � 112 ñ.

Êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìå÷àòåëüíîå ïî ñâîåé ïðîñòîòå è ëàêîíè÷íîñòè ââåäåíèå â òåîðèþ
ìíîæåñòâ. Îáñóæäàþòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ, àêñèîìà
âûáîðà, òåîðåìà Öåðìåëî è ëåììà Öîðíà.

10. Ëàíäàó Ý. Îñíîâû àíàëèçà. 2-å èçä. � Ì.: URSS, 2010. � 184 ñ.
Â êíèãå ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ îñíîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèòñÿ

àêêóðàòíîå ïîñòðîåíèå îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Çäåñü ìîæíî íàéòè ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå
àêñèîìàòèêè Ïåàíî, à òàêæå èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îòíîøåíèÿ
ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ óêàçàííûìè âûøå, ïîäîéäóò è äðóãèå èçäàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ êíèã.
Êîíå÷íî, îõâàòèòü âñþ ëèòåðàòóðó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà èçó÷àþùèì êóðñ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
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