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ëåêòîð Ñ.Â.Øàïîøíèêîâ

(1) Ïåðâîîáðàçíàÿ. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà: ëèíåéíîñòü, ôîðìóëà
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ.

(2) Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé è ôóíêöèé, ñâîäÿùèõñÿ ê ðàöèîíàëüíûì.

(3) Rn � ëèíåéíîå, åâêëèäîâî, íîðìèðîâàííîå è ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íåðàâåí-
ñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà.

(4) Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé â Rn: ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü è òåîðåìà Áîëüöàíî.

(5) Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â Rn.
(6) Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà Rn è ïðîñòðàíñòâà B(X) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
(7) Íåìåòðèçóåìîñòü ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè â B[0, 1].
(8) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b].
(9) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Ck[a, b].
(10) Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà. Ïðåäåëüíûå è ãðàíè÷íûå òî÷-

êè. Ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîñòè. Çàìêíóòîñòü êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà.

(11) Êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åãî ñâîéñòâà.
(12) Êîìïàêòíîñòü áðóñà â Rn. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rn.
(13) Êîìïàêòíîñòü øàðà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå âëå÷åò êîíå÷íîìåðíîñòü ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.
(14) Ïðåäåë ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ìåòðè÷åñêîå èëè íîð-

ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé Êîøè è Ãåéíå. Êðèòåðèé
Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà.

(15) Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ìåòðè÷åñêîå
èëè íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Íåïðå-
ðûâíîñòü êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

(16) Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, îáðàç êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

(17) Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.
(18) Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñâÿçíîñòü è òåîðåìà î ïðîìåæó-

òî÷íîì çíà÷åíèè. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
(19) Ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü îòêðûòûõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ

â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
(20) Íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Âèä ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç Rn â Rm.
(21) Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Åäèíñòâåííîñòü äèô-

ôåðåíöèàëà. Íåïðåðûâíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ.
(22) Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èç Rn â R. Ãðàäèåíò ôóíêöèè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
(23) Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ èç Rn â Rm è ìàòðèöà ßêîáè.
(24) Îñíîâíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: ëèíåéíîñòü, ïðàâèëî Ëåéáíèöà, äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè.
(25) Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè äëÿ ôóíê-

öèé èç Rn â Rm. Ñëó÷àé m = 1 è èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà. Ïðîèç-
âîäíàÿ âäîëü âåêòîðà. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ãðàäèåíòà ôóíêöèè.

(26) Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè.
(27) Òåîðåìà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè.
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(28) Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè.
(29) Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.
(30) Òåîðåìà î ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.

Çàäà÷è

(1) Ïóñòü ìàòðèöû A è B ñèììåòðè÷íû, ïðè÷åì ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî:

|tr(AB)|2 ≤ trA tr(AB2).

(2) Ïóñòü D � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (îáëàñòü) íà ïëîñêîñòè è f : R2 → R. Èç-
âåñòíî, ÷òî ∂f

∂x
≡ 0 â D. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî f íå çàâèñèò îò x â D?

(3) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f(x, y), èìåþùåé â òî÷êå (0, 0) ïðîèçâîäíûå ∂f
∂h

âäîëü âñÿêîãî âåêòîðà h, ÷òî îòîáðàæåíèå h 7→ ∂f
∂h

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.
(4) Ïóñòü Mn � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö n × n. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû

ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé èç Mn â R èëè Mn:

(a) X 7→ trX (b) X 7→ detX, (c) X 7→ X2, (d) X 7→ X−1.
(5) Ïîñòðîéòå ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ϱ) è ôóíêöèè f èç X â

X òàêèõ, ÷òî ϱ(f(x), f(y)) < ϱ(x, y), íî ó f íåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.
(6) Ïðèäàéòå ñìûñë ðàâåíñòâó

∂z

∂x

∂x

∂y

∂y

∂z
= −1

è îáîñíóéòå åãî.
(7) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xn + cn−1x

n−1 + . . . + c1x + c0 = 0. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî â
Rn òàêèõ âåêòîðîâ (cn−1, . . . , c0), ÷òî óðàâíåíèå èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé. Èç òåîðåìû Âèåòà èçâåñòíî, ÷òî ck = ck(x1, x2, . . . , xn), ãäå xi � êîðíè óðàâ-
íåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ U íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé
xi = xi(c0, . . . , cn), ïðè÷åì êîðíè xi ãëàäêî çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ci. Äîêàæèòå,
÷òî U ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.


