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1. Интегрируемость - неинтегрируемость и несоединимость -
соединимость.

Это соответствие действует в случае коразмерности 1. Иначе можно
взять слоение R4 = R3×R1, а в каждом слое R3 взять распределение, по-
рождённое формой xdy−dz. Это то же, что в R4 рассмотреть двумерное
распределение, порождённое парой векторных полей (1, 0, 0, 0), (0, 1, x, 0).

2. Интегральные многообразия неинтегрируемых распреде-
лений.

Если распределение, заданное формой ω, неинтегрируемо, то, в силу
критерия Фробениуса, ω ∧ dω|ω=0 ̸≡ 0.

Если же форма dω вообще не вырождается на плоскостях распреде-
ления ω = 0, то по теореме Дарбу, локальной заменой координат форма
приводится к виду Σn

i=1xidyi − dz.
Из этого следует, что
во-первых, такие невырожденные неинтегрируемые распределения мо-

гут быть только в пространстве нечётной размерности и,
во-вторых, что максимальная размерность интегрального многообра-

зия такого распределения такая же, как и максимальная размерность ин-
тегрального многообразия распределения, задаваемого формой Σn

i=1xidyi−
dz, то есть равна n.

Интегральные многообразия максимальной размерности принято на-
зывать лежандровыми многообразиями. Это стандартный термин тео-
рии контактных структур на многообразиях.

3. Примеры лежандровых многообразий.

a) Движение конька по интегральной кривой распределения в R3.

b) Форма Гиббса Ω = TdS−PdV −dE в термодинамике и лежандрово
многообразие равновесных состояний термодинамической системы, опре-
деляемой формой τdS = dE + Σn

i=1Aidai.
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c) Многообразие 1-струй функции n переменных.

4. Контактные отображения.

Рассмотрим примеры отображений, сохраняющих контактную струк-
туру, — контактных отображений.

Пусть в пространстве R3 распределение порождено формой xdy− dz.

a) Точка плоскости (y, z) и невертикальное направление (заданное
тангенсом tgα угла α с осью y )вполне определяет точку (x, y, z) в про-
странстве R3, если считать, что z = tgα.

Значит, любой диффеоморфизм плоскости (y, z) порождает контакт-
ное отображение R3, поскольку диффеоморфизм действует не только на
точки, но и дифференциалом на касательное пространство в соответ-
ствующей точке. (Формально тут надо требовать, чтобы невертикаль-
ное направление не переходило в вертикальное, но от этого ограничения
можно освободиться одноточечной компактификацией пространства R3

и проективизацией касательного пространства.)
Это отображение сохраняет лежандрово слоение пространства ле-

жандровыми прямыми параллельными оси x.

b) Любой путь на плоскости (x, y) после выбора точки пространства
с проекцией, совпадающей с началом пути, однозначно поднимается до
контактного пути распределения, заданного формой xdy − dz. Два пути
на плоскости (x, y), имеющие общее начало и конец, при таком подъёме
из одной точки пространства приводят к одной конечной точке простран-
ства, если замкнутый путь на плоскости (x, y), образованный последова-
тельным прохождением одного пути в прямом направлении, а другого
в обратном, ограничивает площадь, которая с учётом ориентации равна
нулю.

В таком случае, любой автоморфизм плоскости (x, y), сохраняющий
плоскость, автоматически порождает контактное отображение простран-
ства R3 с контактной структурой, заданного формой xdy−dz, если задать
соответствие лишь какой-то пары точек.

Это отображение сохраняет (не лежандрово) слоение пространства
вертикальными прямыми.

c) Следующее отображение (x, y, z) 7→ (x + x0, y + y0, z + z0 − x0y),
как легко непосредственно проверить, сохраняет контактную структуру,
заданную формой xdy − dz.
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Это отображение тоже сохраняет слоение пространства вертикальны-
ми прямыми.

d) В качестве следующего примера рассмотрим преобразование Ле-
жандра.

Проделаем сначала тождественное преобразование:
xdy−dz = −ydx+d(xy)−dz = −ydx+d(xy− z) = −(ydx−d(xy− z)).
Из него видно, что если в одном пространстве контактная структура

задана формой xdy − dz, а в другом — формой XdY − dZ, то отобра-
жение (x, y, z) 7→ (X, Y, Z) = (y, x, xy − z), называемое преобразованием
Лежандра, является контактным отображением (переводящим одну кон-
тактную структуру в другую).

Любое контактное отображение, очевидно, переводит любое интеграль-
ное многообразие одного распределения в интегральное многообразие
другого распределения. В частности, лежандрово многообразие перехо-
дит в лежандрово многообразие.

Рассмотрим контактную структуру, заданную формой xdy − dz =
Σn

i=1xidyi − dz, и в ней лежандрово многообразие 1-струй гладкой функ-
ции z = f(y) n переменных y = (y1, ..., yn). Образом этого многообразия
при преобразовании Лежандра (x, y, z) 7→ (X, Y, Z) = (y, x, xy − z) будет
многообразие (y, f ′(y), yf ′(y)− f(y)).

Это не всегда многообразие 1-струй гладкой функции Z = F (Y ),
но если исходная функция была выпуклой, то получающееся в образе
лежандрово многообразие тоже будет многообразием 1-струй выпуклой
функции Z = F (Y ), которая тогда называется преобразованием Лежанд-
ра исходной выпуклой функции z = f(y).

Её значение вычисляется по формуле F (Y ) = yf ′(y)−f(y), а аргумент
имеет вид Y = f ′(y).

Такое преобразование функций использовал уже Эйлер.

5. Термодинамические потенциалы.

В контексте преобразования Лежандра рассмотрим классические тер-
модинамические потенциалы.

Исходное фундаментальное соотношение классической термодинами-
ки TdS = dE + PdV показывает, что если бы величины E и V были
независимыми переменными, то, зная функцию S, мы сразу бы нашли
остальные величины, T и P : 1

T
= ∂S

∂E
и P

T
= ∂S

∂V
.

Перепишем это соотношение в виде dE = TdS − PdV . Теперь справа
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стоят пары величин (T, S) и (P, V ), которые в термодинамике называют
внутренними и внешними параметрами (переменными) термодинамиче-
ской системы соответственно.

А теперь, сделав очевидные преобразования, введём следующие функ-
ции различных пар внутренних и внешних переменных, называемые тер-
модинамическими потенциалами. Потенциал.

dE = TdS − PdV E(S, V ) — энергия.

d(E − TS) = −SdT − PdV F (T, V ) = E − TS — свободная
энергия Гельмгольца.

d(E+PV ) = TdS+V dP H(S, P ) = E+PV — энтальпия.

d(E + PV − TS) = −SdT + V dP G(T, P ) = H − TS — свободная
энергия Гиббса.

(Отметим, что свободная энергия Гельмгольца также обозначается
как Ψ(T, V ), а свободная энергия Гиббса обозначается также как Φ(T, P )).

Пары (S, T ) и (P, V ) внутренних и внешних параметров системы со-
пряжены в том смысле, что потенциалы в переменных (S, V ) и (T, V )
получаются друг из друга преобразованиями Лежандра

E(S, V ) = F + TS = F (T, V )− T ∂F
∂T

|V ,
F (T, V ) = E − TS = E(S, V )− S ∂E

∂S
|V ,

и аналогично
H(S, P ) = G+ TS = G(T, P )− T ∂G

∂T
|P .

G(T, P ) = H − TS = E(S, P )− S ∂H
∂S

|P .
При этом дополнительные параметры каждой пары аргументов по-

лучаются из соответствующего потенциала по типу градиентов:
(T,−P ) = ∇E(S, V ),
(−S,−P ) = ∇F (T, V ),
(T, V ) = ∇H(S, P ),
(−S, V ) = ∇G(T, P ).

Заметим, что, например, переход от потенциала E(S, V ) переменных
(S, V ) к потенциалу G(T, P ) переменных (T, P ), конечно, тоже возможен.
Для этого надо сделать последовательно два преобразования Лежандра,
каждое из которых сменит только одну из независимых переменных.

Мы здесь остановились лишь на формальной математической сто-
роне термодинамических потенциалов, связанной с преобразованием Ле-
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жандра. О физическом смысле термодинамических потенциалов, хотя и
немного, но всё же добавим отдельно.

6. Физическое добавление.

Энтропия. Мы уже знаем, что соотношение δQ = dE+PdV , выража-
ющее энергетический баланс простейшей термодинамической системы,
в сочетании с открытым Сади Карно для обратимых термодинамиче-
ских циклов равенством

∫
γ

dQ
T

= 0, приводит к существованию важной
термодинамической функции термодинамического состояния системы —
энтропии S.

В терминах энтропии исходное термодинамическое равенство приоб-
ретает вид TdS = dE + PdV .

Для общих (не обязательно обратимых) термодинамических циклов
имеет место фундаментальное неравенство Клаузиуса

∫
γ

dQ
T

≤ 0, из ко-
торого, в частности, следует, что при любом переходе системы из рав-
новесного состояния A в равновесное состояние B всегда выполняется
неравенство

∫ B

A
dQ
T

≤ S(B)− S(A).
Отсюда, в свою очередь, следует, что если такой переход был адиа-

батическим, то S(A) ≤ S(B).
Это означает, что в изолированной от внешних воздействий системе

термодинамические процессы идут в сторону роста энтропии, стараясь
привести её значение к максимуму.

Свободная энергия. Скажем ещё несколько слов, чтобы пояснить раз-
ницу между внутренней и свободной энергиями термодинамической си-
стемы.

Газ, сдавленный поршнем в цилиндре, обладает внутренней энергией,
но вовсе не она (или не только она) отвечает за возможность газа про-
делать для нас какую-то механическую работу, выдавливая поршень.

Например, газ, заполнявший половину теплоизолированного сосуда,
после резкого снятия внутренней перегородки, не совершая никакой ра-
боты, заполнит весь сосуд. Со временем газ придёт в новое равновесное
состояние, причём с той же внутренней энергией, поскольку никакой ра-
боты он не совершал и теплового обмена с внешней средой тоже не бы-
ло. Ясно, что в новом (освобождённом) состоянии газ может совершать
меньше механической работы, выталкивая поршень, чем будучи сжатым.

Другой пример. Войско феодала состоит из крестьян, которые либо
работают на своих участках, либо в случае войны могут быть собраны
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вместе в боевые дружины. Совокупная энергия неизменна, а состояния
и возможности использования, очевидно, разные.

Вот поэтому, наряду с энергией полезен термодинамический потен-
циал свободной энергии (Гельмгольца).

Соотношение dF = d(E−TS) = dE−TdS = PdV показывает, что при
постоянной температуре свободная энергия является потенциалом поля
сил, поэтому термодинамическая система, находящаяся при постоянной
температуре, эволюционирует в сторону минимума свободной энергии,
то есть минимума потенциальной возможности совершать механическую
работу.

Посмотрим, как это выглядит конкретно.
Если температура постоянна, то 1

T

∫ B

A
δQ =

∫ B

A
δQ
T

≤ S(B)− S(A).
Но

∫ B

A
δQ =

∫ B

A
dE +

∫ B

A
PdV = E(B) − E(A) + WAB, где WAB —

проделанная системой работа.
Значит, E(B)− E(A) +WAB ≤ T (S(B)− S(A)) и
F (B)− F (A) +WAB ≤ 0 или WAB ≤ F (A)− F (B).
Таким образом, работа, совершаемая системой при переходе из состо-

яния A в состояние B не может превосходить потери в значении свобод-
ной энергии, то есть разности F (A)− F (B) значений свободной энергии
исходного и конечного состояний системы.

В частности, если процесс перехода из A в B происходил не только
при постоянной температуре, но и без совершения работы (как в описан-
ном выше случае освобождённого из половины сосуда газа), то всегда
F (B) ≤ F (A).
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