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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà

1. ×èñëîâûå ðÿäû.

1.1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà

Ïîä ÷èñëîâûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ çàïèñü

∞∑︂
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ ak + . . . (1)

×èñëà ak íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. ×àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà (1) íàçûâàþò ÷èñëà

Sn = a1 + a2 + . . .+ an, (2)

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

Sn = S <∞. (3)

Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà (1).

Ïðèìåð 1.1.3. Ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k(k + 1)
ñõîäèòñÿ, òàê êàê

Sn =

n∑︂
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑︂
k=1

(︃
1

k
− 1

k + 1

)︃
= 1− 1

n+ 1
−−−−→
n→∞

1. (4)

Ïðèìåð 1.1.4. Ðÿä

∞∑︂
k=1

qk, ãäå |q| < 1, ñõîäèòñÿ, òàê êàê

Sn =

n∑︂
k=1

qk =
1− qn+1

1− q
−−−−→
n→∞

1

1− q
. (5)

Òåîðåìà 1.1.5. (Êðèòåðèé Êîøè). Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n > m > N âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓

⃓
n∑︂

k=m+1

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
n∑︂

k=m+1

ak = Sn − Sm,

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 1.1.6. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî íåîáõîäèìî

lim
k→∞

ak = 0. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â êðèòåðèè Êîøè n = m+ 1.

Ïðèìåð 1.1.7. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

⃓⃓⃓⃓
⃓

2n∑︂
k=n+1

1

k

⃓⃓⃓⃓
⃓ = 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
≥ 1

2n
+

1

2n
+ . . .+

1

2n
=

1

2
,

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â îòðèöàíèè êðèòåðèè Êîøè ε =
1

2
è n = 2m.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå lim
k→∞

1

k
= 0, ïîýòîìó óñëîâèå (1.1.6) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.2. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Ïðåäëîæåíèå 1.1.8. Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ ê ñóììå S, òî âñå åãî îñòàòêè rn =

∞∑︂
k=n+1

ak ñõîäÿòñÿ ê ñóììàì Rn è

äëÿ ëþáîãî n âåðíî ðàâåíñòâî S = Sn + Rn. Îáðàòíî: åñëè õîòÿ áû îäèí îñòàòîê ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ, òî è âåñü ðÿä

ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà rn ÷åðåç ρnk, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ lim
k→∞

Sk = S è lim
k→∞

ρnk = Rn.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî Sn+m = Sn + ρnm. Îòñþäà èìååì:

lim
k→∞

ρnk = lim
k→∞

(Sn+k − Sn) = S − Sn,

ïîýòîìó ðÿä rn ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó Rn = S − Sn.
Îáðàòíî: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ðÿä rn ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó Rn. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ lim

k→∞
(Sn+k−Sn) = lim

k→∞
Sn+k−Sn = Rn,

îòêóäà lim
k→∞

Sn+k = Sn +Rn è ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

1.2. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ðÿä

∞∑︂
k=1

ak íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì, åñëè âñå åãî ÷ëåíû íåîòðèöàòåëüíû (íåïîëîæèòåëüíû).

Äëÿ óäîáñòâà äàëåå ïîä çíàêîïîñòîÿííûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ðÿä èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå ÷ëåíû an ≥ 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì âîçðàñòàåò, èáî Sn = Sn−1+ an ≥ Sn−1.
Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îãðàíè÷åííîñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}∞n=1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâî-

âàíèþ êîíå÷íîãî ïðåäåëà lim
n→∞

Sn = S, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 1.2.3. (Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 ≤ ak ≤ bk äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Òîãäà:

(1) åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

bk ñõîäèòñÿ, òî è

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ;

(2) åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ, òî è

∞∑︂
k=1

bk ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè ê ñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó

∞∑︂
k=1

bk: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ n > m > N

âûïîëíåíî

n∑︂
k=m+1

bk. Íî

n∑︂
k=m+1

ak ≤
n∑︂

k=m+1

bk < ε, ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑︂
k=1

ak.

(2) Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè èç îòðèöàíèÿ êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü

ðÿäà

∞∑︂
k=1

bk.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. Åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû d1, d2 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíåíî

d1ak ≤ bk ≤ d2ak, òî ðÿäû
∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

bk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.2. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ak ≤
1

d1
bk, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

bk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak. À òàê êàê bk ≤ d2ak, èç

ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

bk. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü îäíîãî ðÿäà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè

äðóãîãî.

Ñëåäñòâèå 1.2.5. Åñëè ak = bk + o (bk) ïðè k →∞, òî ðÿäû

∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

bk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ k > N |o (bk)| ≤
1

2
bk. Òîãäà

1

2
bk ≤ ak ≤

3

2
bk, è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

(1.2.4).

Òåîðåìà 1.2.6. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ak, bk > 0 è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíåíî
ak+1

ak
≤ bk+1

bk
.

Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

bk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak, à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü

ðÿäà

∞∑︂
k=1

bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìíîæàÿ íåðàâåíñòâà äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1, èìååì:

an
a1

=

n−1∏︂
k=1

ak+1

ak
≤

n−1∏︂
k=1

bk+1

bk
=
bn
b1

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Îòñþäà an ≤
a1
b1
bn, è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (1.2.3).

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó (1.1.8) âñå óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè âåðíû è äëÿ ðÿäîâ, ñóììèðîâàíèå êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ íå ñ 1,
à ñ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N0.

Òåîðåìà 1.2.7. (Ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå). Ïóñòü ak > 0 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë:

(1) (Ä'Àëàìáåð) lim
k→∞

ak+1

ak
= p.

(2) (Êîøè) lim
k→∞

k
√
ak = p.

Òîãäà ïðè p < 1 ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ, à ïðè p > 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì λ =
p+ 1

2
.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð k0, ÷òî äëÿ âñåõ k > k0 âûïîëíåíî

⃓⃓⃓⃓
ak+1

ak
− p
⃓⃓⃓⃓
< ε

â (1) è | k
√
ak − p| < ε âî (2).

Åñëè p < 1, òîãäà λ = p+
1− p
2

< 1. Ïîëîæèì ε =
1− p
2

, òîãäà ïðè k > k0 äëÿ (1) èìååì

ak+1

ak
< p+

1− p
2

= λ =
λk+1

λk
,

à äëÿ (2) � ñîîòâåòñòâåííî

k
√
ak < p+

1− p
2

= λ =
k
√
λk ⇐⇒ ak < λk.

Äëÿ p > 1 ïðèìåì λ = p− p− 1

2
> 1, è, ïîëîæèâ ε =

p− 1

2
, ïðè k > k0 àíàëîãè÷íî äëÿ (1) èìååì

ak+1

ak
> p− p− 1

2
= λ =

λk+1

λk
,
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à äëÿ (2) � ñîîòâåòñòâåííî

k
√
ak > p− p− 1

2
= λ =

k
√
λk ⇐⇒ ak > λk.

Íî ðÿä

∞∑︂
k=1

λk ñõîäèòñÿ ïðè |λ| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |λ| > 1, ïîýòîìó ïî (1.2.6) äëÿ (1) è ïî (1.2.3) äëÿ (2) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak

ñõîäèòñÿ ïðè p < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p > 1.

Çàìå÷àíèå. Ïðè p = 1 ïðèçíàê îòâåòà íå äàåò, è ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Ïðèìåðû:

(1) Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ ïî (1.1.7), ïðè ýòîì lim

k→∞

1
k
√
k
= lim

k→∞

k

k + 1
= 1;

(2) Ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k2
ñõîäèòñÿ ïî (1.2.3), èáî äëÿ âñÿêîãî k èìååì

1

k2
≤ 1

k(k − 1)
, à ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k(k − 1)
ñõîäèòñÿ ïî (1.1.3).

Îäíàêî lim
k→∞

1
k
√
k k
√
k
= lim

k→∞

k2

(k + 1)2
= 1.

Òåîðåìà 1.2.8. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü íà ëó÷å [1,+∞) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ïîëîæèòåëüíà è

ìîíîòîííî óáûâàåò. Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

f(k) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫︂ +∞

1

f(x)dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(x) ìîíîòîííî óáûâàåò íà [1,+∞), èìååì f(k) ≥
∫︂ k+1

k

f(x)dx ≥ f(k + 1), îòêóäà

n∑︂
k=1

f(k) ≥
∫︂ n+1

1

f(x)dx ≥
n∑︂

k=1

f(k + 1) =

n+1∑︂
k=2

f(k).

Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sk ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èíòåãðàëîâ

∫︂ n+1

1

f(x)dx. À òàê êàê f(x) > 0, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (1.2.2) è àíàëîãè÷íîãî åìó óòâåðæäåíèÿ

äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 1.2.9. Ðÿä

∞∑︂
k=1

1

ks
ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì

∫︂ +∞

1

1

xs
dx. Ïîýòîìó ïðè s > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè s ≤ 1

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ñóùåñòâåííî! Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

f(x) =

{︄
−|2n3(x− n)|+ n, |x− n| ≤ 0.5n−3, n ∈ N
0 else.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

2

4

y = f(x)
y = x

Ôóíêöèÿ f çàäàíà êóñî÷íî-ëèíåéíî, åå ãðàôèê ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ.

Ïëîùàäü n−òîãî òðåóãîëüíèêà: Sn =
1

2

(︃
n · 1

n3

)︃
=

1

2n2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫︂ +∞

1

f(x)dx =

∞∑︂
k=1

Sk =

∞∑︂
k=1

1

2k2
.
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Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, îäíàêî ðÿä

∞∑︂
k=1

f(k) =

∞∑︂
k=1

k ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1.2.10. (Ïðèçíàê Ðààáå â äîïðåäåëüíîé ôîðìå). Ïóñòü ak > 0.

(1) Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå p > 1, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâî
ak+1

ak
≤ 1− p

k
, òî ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

(2) Åñëè äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûïîëíåíî
ak+1

ak
≥ 1− 1

k
, òî ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) Ïóñòü bk =
1

kr
, ãäå 1 < r < p. Òîãäà ïî (1.2.9) ðÿä

∞∑︂
k=1

bk ñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè k →∞ èìååì:

bk+1

bk
=

(︃
1 +

1

k

)︃−r

= 1− r

k
+ o

(︃
1

k

)︃
,

ïîýòîìó, òàê êàê r < p, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

bk+1

bk
> 1− p

k
=⇒ ak+1

ak
<
bk+1

bk
,

è ïî (1.2.6) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

(2) Ïóñòü bk =
1

k − 1
, k > 1. Èìååì:

ak+1

ak
≥ k − 1

k
=

(︃
1

k

)︃
÷
(︃

1

k − 1

)︃
=
bk+1

bk
,

è ïî (1.2.6) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1.2.11. (Ïðèçíàê Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå) Ïóñòü ak > 0 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

k

(︃
1− ak+1

ak

)︃
= p.

Òîãäà ïðè p > 1 ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ, à ïðè p < 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p > 1, âûáåðåì r òàêîå, ÷òî 1 < r < p. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååì

k

(︃
1− ak+1

ak

)︃
> r =⇒ ak+1

ak
< 1− r

k
,

è ïî (1.2.10) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

Åñëè p < 1, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååì

k

(︃
1− ak+1

ak

)︃
< 1 =⇒ ak+1

ak
> 1− 1

k
,

è ïî (1.2.10) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè p = 1 ïðèçíàê îòâåòà íå äàåò. Ïðèìåðû:

(1) Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ, íî lim

k→∞
k

(︃
1− k

k + 1

)︃
= lim

k→∞

k

k + 1
= 1;
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(2) Ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k ln2 k
ñõîäèòñÿ âìåñòå ñ

∫︂ +∞

1

1

x ln2 x
dx =

∫︂ +∞

ln 2

1

y2
dy. Îäíàêî ïðè k → ∞ èç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà äëÿ

ln

(︃
1 +

1

k

)︃
èìååì:

ln k = ln(k + 1) +O
(︃
1

k

)︃
=⇒ ln2 k = ln2 (k + 1) +O

(︃
ln (k + 1)

k

)︃
,

îòêóäà

k

(︃
1− ak+1

ak

)︃
= k

(︃
1− k ln2 k

(k + 1) ln2 (k + 1)

)︃
= k

(︃
1− k

k + 1

)︃
+O

(︃
1

ln(k + 1)

)︃
−−−−→
k→∞

1.

Òåîðåìà 1.2.12. (Ïðèçíàê Ãàóññà). Ïóñòü ak > 0 è ïðè k → ∞ ñïðàâåäëèâî
ak+1

ak
= α − β

k
+ γk, ãäå γk = o

(︃
1

k ln k

)︃
.

Òîãäà:

(1) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ, åñëè α < 1 èëè α = 1, β > 1;

(2) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ, åñëè α > 1 èëè α = 1, β ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ̸= 1, ïåðåä íàìè ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà; åñëè α = 1, β ̸= 1 � ïðèçíàê Ðààáå.
Åäèíñòâåííûé íåðàçîáðàííûé ñëó÷àé � êîãäà α = β = 1.

Ïóñòü
ak+1

ak
= 1− 1

k
+ γk. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑︂
k=1

bk =

∞∑︂
k=1

1

(k − 1) ln k
.

1

(k − 1) ln k
>

1

k ln k
, à ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k ln k
ðàñõîäèòñÿ ïî (1.2.8), ïîýòîìó ïî (1.2.3) ðÿä

∞∑︂
k=1

bk ðàñõîäèòñÿ.

bk+1

bk
=

(k − 1) ln k

k ln (k + 1)
=
k − 1

k
− k − 1

k
· ln(k + 1)− ln k

ln(k + 1)
= 1− 1

k
− k − 1

k ln(k + 1)
·
(︃
1

k
+O

(︃
1

k2

)︃)︃
=

= 1− 1

k
− 1

k ln(k + 1)
+O

(︃
1

k2 ln(k + 1)

)︃
= 1− 1

k
− 1

k ln(k + 1)
+ o

(︃
1

k ln k

)︃
,

îòêóäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

ak+1

ak
− bk+1

bk
=

1

k ln(k + 1)
+ o

(︃
1

k ln k

)︃
=

1

k ln k

(︃
ln k

ln (k + 1)
+ o (1)

)︃
> 0,

è ïî (1.2.6) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1.2.13. (Ïðèçíàê Êóììåðà). Ïóñòü ak > 0, {bk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

ak ≤ C
(︃
ak
bk
− ak+1

bk+1

)︃
.

Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà:

Sn = a1 + a2 + . . .+ an ≤ C ·
n∑︂

k=1

(︃
ak
bk
− ak+1

bk+1

)︃
= C

(︃
a1
b1
− an+1

bn+1

)︃
< C · a1

b1
,

îòêóäà ïî (1.2.2) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ.
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1.3. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑︂
k=1

|ak|.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè äëÿ ðÿäà

∞∑︂
k=1

|ak|: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ

íîìåðîâ n > m > N âûïîëíåíî

n∑︂
k=m+1

|ak| < ε. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n > m > N âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

n∑︂
k=m+1

|ak| < ε, îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî íå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 1.3.4. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ak > 0 ìîíîòîííî óáûâàåò ê 0 ïðè k →∞.

Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

(−1)k+1ak ñõîäèòñÿ è

⃓⃓⃓⃓
⃓

∞∑︂
k=n+1

(−1)k+1ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ < an+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 2k, òî

Sn = S2k = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2k−1 − a2k) ≥ S2k−2 = Sn−2,

èáî âñå ñêîáêè íåîòðèöàòåëüíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S2k = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2k−2 − a2k−1)− a2k ≤ a1,

ïîýòîìó ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
k→∞

S2k = S. Òîãäà

lim
k→∞

S2k+1 = lim
k→∞

S2k + lim
k→∞

a2k+1 = S + 0 = S.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ε > 0 âûáåðåì òàêèå èíäåêñû N1 è N2, ÷òî äëÿ âñåõ n > N1 âûïîëíåíî
|S2n − S| < ε, à äëÿ n > N2 àíàëîãè÷íî |S2n+1 − S| < ε. Îáîçíà÷èâ çà N áîëüøåå èç ÷èñåë N1, N2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ

n > N âåðíû îáå îöåíêè, ÷òî âëå÷åò ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}∞n=1, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðÿäà

∞∑︂
k=1

(−1)k+1ak, ê S.

Ïîëó÷èì îöåíêó ÷àñòè÷íûõ ñóìì:

S2k+1 = S2k−1 − (a2k − a2k−1) ≤ S2k−1 =⇒ S2k ≤ S2k+2 < S < S2k+1 ≤ S2k−1 =⇒

{︄
0 < S − S2k < a2k+1

0 < S2k+1 − S < a2k+2

Â ëþáîì ñëó÷àå |S − Sn| < an+1.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî

∞∑︂
k=1

⃓⃓⃓⃓
(−1)k+1

k

⃓⃓⃓⃓
=

∞∑︂
k=1

1

k
� ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó óñëîâèå (1.3.2) íå

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Ëåììà 1.3.5. (Ëåììà Àáåëÿ). Ïóñòü p ≥ 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}∞k=p ìîíîòîííà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}
∞
k=p

òàêîâà, ÷òî

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ i∑︂
k=p

bk

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ B, ãäå p ≤ i ≤ n. Òîãäà

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ n∑︂
k=p

akbk

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ B (|ap|+ 2 |an|).
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.3. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Bi =

i∑︂
k=p

bk. Òîãäà bk = Bk −Bk−1, îòêóäà

n∑︂
k=p

akbk = apBp + ap+1(Bp+1 −Bp) + . . .+ an(Bn −Bn−1) =

= (ap − ap+1)Bp + (ap+2 − ap+1)Bp+1 + . . .+ (an−1 − an)Bn + anBn =

n−1∑︂
k=p

(ak − ak+1)Bk + anBn,

èç ÷åãî çàêëþ÷àåì, ÷òî ⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ n∑︂
k=p

akbk

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ n−1∑︂

k=p

|ak − ak+1| |Bk|+ |an| |Bn| ≤ B

⎛⎝n−1∑︂
k=p

|ak − ak+1|+ |an|

⎞⎠ .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}∞k=p óáûâàåò, òî

n−1∑︂
k=p

|ak − ak+1| = ap − an; åñëè âîçðàñòàåò, òî

n−1∑︂
k=p

|ak − ak+1| = an − ap.

Â ëþáîì ñëó÷àå
n−1∑︂
k=p

|ak − ak+1| = |an − ap| =⇒
n∑︂

k=p

akbk ≤ B (|an − ap|+ |an|) ≤ B (|ap|+ 2 |an|) .

Òåîðåìà 1.3.6. (Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ). Ïóñòü:

(1) (Äèðèõëå) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé A, à ÷èñëà bk ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê 0;

(2) (Àáåëü) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}∞k=1 ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé B.

Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

akbk ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáûõ i > m âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓

⃓
i∑︂

k=m

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓

i∑︂
k=1

ak −
m−1∑︂
k=1

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓

i∑︂
k=1

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓
m−1∑︂
k=1

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A,

ïîýòîìó ïî ëåììå Àáåëÿ

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

akbk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A (|bm|+ 2 |bn|) äëÿ ëþáûõ n > m.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî ε =
ε0
6A

íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |bn| <
ε0
6A

, òîãäà ïðè òåõ æå

óñëîâèÿõ äëÿ ëþáûõ n > m > N âûïîëíåíî ⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

akbk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A

(︂ ε0
6A

+
ε0
3A

)︂
= ε0,

îòêóäà ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑︂
k=1

akbk ñõîäèòñÿ.

(2) Ïî êðèòåðèþ Êîøè ïî ε =
ε0
3B

íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N âûïîëíåíî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

ak

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε0

3B
, òîãäà

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ n > m > N ïî ëåììå Àáåëÿ

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

akbk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε0

3B
(|bm|+ 2 |bn|) ≤

ε0
3B

(B + 2B) = ε0, îòêóäà ïî

êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑︂
k=1

akbk ñõîäèòñÿ.
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.4. Ïåðåñòàíîâêè ðÿäîâ

Ïðèìåð 1.3.7. Ðÿä

∞∑︂
k=1

sin kx

k
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî,

1

n
−−−−→
n→∞

0 ìîíîòîííî, à

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

sin kx

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓
sin x

2

⃓⃓⃓⃓
sin x

2

⃓⃓ ⃓⃓⃓⃓⃓
n∑︂

k=1

sin kx

⃓⃓⃓⃓
⃓ = 1⃓⃓

sin x
2

⃓⃓ ⃓⃓⃓⃓⃓
n∑︂

k=1

sin kx sin
x

2

⃓⃓⃓⃓
⃓ = 1⃓⃓

2 sin x
2

⃓⃓ ⃓⃓⃓⃓⃓
n∑︂

k=1

(︃
cos

(︃
k − 1

2

)︃
x− cos

(︃
k +

1

2

)︃
x

)︃⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 1⃓⃓

sin x
2

⃓⃓ .
Ïðèìåð 1.3.8. Ðÿä

∞∑︂
k=2

sin kx cos π
k

ln ln k
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, cos

π

n
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ

åäèíèöåé, à ðÿä

∞∑︂
k=2

sin kx

ln ln k
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå (àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó).

Ïðèìåð 1.3.9. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ïðè α > 0 ðÿä

∞∑︂
n=2

(−1)n

nα − (−1)n
.

1

1− (−1)nn−α
= 1 +

(−1)n

nα
+ o

(︃
1

nα

)︃
=⇒ (−1)n

nα − (−1)n
=

(−1)n

nα (1− (−1)nn−α)
=

(−1)n

nα
+

(︃
1

n2α
+ o

(︃
1

n2α

)︃)︃
.

Ðÿä

∞∑︂
n=2

(−1)n

nα
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà (1.3.4), à ðÿä

∞∑︂
n=2

(︃
1

n2α
+ o

(︃
1

n2α

)︃)︃
ïî (1.2.5) ñõîäèòñÿ ïðè α <

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 0 < α <
1

2
.

1.4. Ïåðåñòàíîâêè ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü φ : N→ N - áèåêöèÿ. Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

uφ(k) íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk.

Òåîðåìà 1.4.2. (Êîøè). Ïóñòü ðÿä

∞∑︂
k=1

uk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òîãäà ëþáàÿ åãî ïåðåñòàíîâêà

∞∑︂
k=1

u∗k òàêæå ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, è ñóììû èñõîäíîãî è ïåðåñòàâëåííîãî ðÿäà ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

u∗k ñëåäóåò èç (1.2.2), èáî

n∑︂
k=1

|u∗k| ≤
∞∑︂
k=1

|uk| <∞ ïî óñëîâèþ.

Îáîçíà÷èì Sn =

n∑︂
k=1

uk, S =

∞∑︂
k=1

uk, S
∗
n =

n∑︂
k=1

u∗k. Ïîñêîëüêó îñòàòêè ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑︂
k=n

|uk| ñòðåìÿòñÿ ê 0, äëÿ âñÿêîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî

∞∑︂
k=N+1

|uk| <
ε

2
, òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ |S − SN | =

⃓⃓⃓⃓
⃓

∞∑︂
k=N+1

uk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

∞∑︂
k=N+1

|uk| <
ε

2
.

Âûáåðåì M òàêîå, ÷òî {u1, ..., uN} ⊆ {u∗1, ..., u∗M}, òîãäà äëÿ âñåõ m > M âûïîëíåíî |S∗
m − SN | ≤

∞∑︂
k=N+1

|uk| <
ε

2
, îòêóäà

|S − S∗
m| = |(S − SN ) + (SN − S∗

m)| ≤ |S − SN |+ |SN − S∗
m| <

ε

2
+
ε

2
= ε,

è ðÿä

∞∑︂
k=1

u∗k ñõîäèòñÿ ê S.

Òåîðåìà 1.4.3. (Ðèìàíà). Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

uk ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî B, êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî, ñóùåñòâóåò

ïåðåñòàíîâêà ýòîãî ðÿäà, ñõîäÿùàÿñÿ ê B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì {pk}∞k=1 è {qk}
∞
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûõ è ìîäóëåé íåïîëî-

æèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk; ïðèìåì òàêæå ôîðìàëüíûå ðàâåíñòâà (P ) =

∞∑︂
k=1

pk, (Q) =

∞∑︂
k=1

qk.
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.5. Òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèÿõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Ïîñêîëüêó pk è qk � ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk, î÷åâèäíî, îíè èìåþò ñâîèì ïðåäåëîì 0. Îäíàêî ðÿäû (P ) è (Q)

ðàñõîäÿòñÿ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Sn = Pl − Qm è S∗
n = Pl + Qm,

ãäå l è m � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk, à S
∗
n =

n∑︂
k=1

|uk|. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îäèí èç ðÿäîâ (P ) è (Q) ñõîäèòñÿ. Òîãäà èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü äðóãîãî ðÿäà, à èç

âòîðîãî � ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

|uk|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñäåëîâàòåëüíî, îáà ðÿäà (P ) è (Q), à ñëåäîâàòåëüíî, è âñå

èõ îñòàòêè, ðàñõîäÿòñÿ.

Ïîëüçóÿñü óêàçàííûì çàìå÷àíèåì, ïîñòðîèì âíà÷àëå ïåðåñòàíîâêó ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó B:

(1) ñíà÷àëà âîçüìåì p1, . . . , pn1 òàê, ÷òî
n1∑︂
k=1

pk > B, íî

n1−1∑︂
k=1

pk ≤ B;

(2) çàòåì âîçüìåì q1, ..., qm1
òàê, ÷òî

n1∑︂
k=1

pk −
m1∑︂
k=1

qk < B, íî

n1∑︂
k=1

pk −
m1−1∑︂
k=1

qk ≥ B;

(3) çàòåì âíîâü âîçüìåì pn1+1, ..., pn2 òàê, ÷òî

n1∑︂
k=1

pk −
m1∑︂
k=1

qk +

n2∑︂
k=n1+1

pk > B, íî

n1∑︂
k=1

pk −
m1∑︂
k=1

qk +

n2−1∑︂
k=n1+1

pk ≤ B

è òàê äàëåå (íà êàæäîì øàãå áåðåì íå ìåíåå 1 ÷ëåíà).
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììû ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ îò B ïî ìîäóëþ íå áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó ïî-
ñëåäíåãî äîáàâëåííîãî â íåå ÷ëåíà, ïîýòîìó, òàê êàê pk è qk èìåþò ñâîèì ïðåäåëîì 0, ýòà ïåðåñòàíîâêà äåéñòâèòåëüíî
ñõîäèòñÿ ê B.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé B = +∞. Ïðîâåäåì ïåðåñòàíîâêó ñõîæèì îáðàçîì ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì:
(1) ñíà÷àëà âîçüìåì p1, ..., pn1

òàê, ÷òî
n1∑︂
k=1

pk > 1, íî

n1−1∑︂
k=1

pk ≤ 1;

(2) çàòåì âîçüìåì pn1+1, ..., pn2 òàê, ÷òî

n1∑︂
k=1

pk − q1 +
n2∑︂

k=n1+1

pk > 2, íî

n1∑︂
k=1

pk − q1 +
n2−1∑︂

k=n1+1

pk ≤ 2

è òàê äàëåå (íà êàæäîì øàãå áåðåì íå ìåíåå 1 ÷ëåíà).
Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ÷àñòè÷íûå ñóììû ñòðåìÿòñÿ ê +∞, òàê êàê ïðè äîáàâëåíèè qk îíè íå ìîãóò áûòü ìåíüøå k áîëåå,
÷åì íà qk −−−−→

k→∞
0, ïîýòîìó ïîñòðîåííàÿ ïåðåñòàíîâêà äåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ ê +∞.

Ñëó÷àé B = −∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

1.5. Òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèÿõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Òåîðåìà 1.5.1. (Êîøè). Ïóñòü ðÿäû (U) =

∞∑︂
k=1

uk è (V ) =

∞∑︂
k=1

vk ñõîäÿòñÿ ê U è V ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ðÿäû (U) è

(V ) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä (W ) =

∞∑︂
k=1

wk =

∞∑︂
k=1

uikvjk , ñîñòàâëåííûé èç ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ÷ëåíîâ ðÿäîâ (U)

è (V ), âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è åãî ñóììà ðàâíà W = U · V .
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.6. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì U∗ =

∞∑︂
k=1

|uk|, V ∗ =

∞∑︂
k=1

|vk|, νn = max {i1, j1, i2, j2, ..., in, jn}. Òîãäà î÷åâèäíî

n∑︂
k=1

|wk| =
n∑︂

k=1

|uikvjk | ≤ (|u1|+ |u2|+ ...+ |uνn
|) · (|v1|+ |v2|+ ...+ |vνn

|7) ≤ U∗ · V ∗,

îòêóäà ïî (1.2.2) ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (W ).
×òîáû íàéòè ñóììó ðÿäà (W ), ïåðåãðóïïèðóåì åãî ÷ëåíû (ïî (1.4.2) ýòî íå èçìåíèò ñóììû):

∞∑︂
k=1

wk = u1v1 + (u1v2 + u2v2 + u2v1) + ...+

⎛⎝vk k−1∑︂
i=1

ui + ukvk + uk

k−1∑︂
j=1

vj

⎞⎠+ . . .

Ïðè òàêîé íóìåðàöèè ÷àñòè÷íûå ñóììû Wn = UnVn −−−−→
n→∞

U · V .

Òåîðåìà 1.5.2. (Ìåðòåíñà). Ïóñòü ðÿäû (U) =

∞∑︂
k=1

uk è (V ) =

∞∑︂
k=1

vk ñõîäÿòñÿ ê U è V ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ðÿä (U)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä (W ) =

∞∑︂
k=1

wk =

∞∑︂
k=1

(︄
k−1∑︂
i=1

uivk−i

)︄
ñõîäèòñÿ ê W = U · V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

∞∑︂
k=1

|uk| = U∗.

Ïî óñëîâèþ ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (V ) ìîæíî çàïèñàòü êàê Vm = V − νm, ãäå νm −−−−→
m→∞

0. Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

÷àñòè÷íàÿ ñóììà Wn ïðåäñòàâèìà êàê

Wn = u1V1 + u2Vn−1 + ...+ unV1 = UnV − (u1νn + u2νn−1 + ...+ unν1) = UnV − ηn.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ηn = u1νn + u2νn−1 + ...+ unν1 −−−−→
n→∞

0.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî νk −−−−→
k→∞

0. Ïîñêîëüêó ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, âûáåðåì êîíñòàíòó M > 0

òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî |νk| ≤M . Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ
n > N âûïîëíåíî |νn| < ε.
Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ηn ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé:

ηn =

n∑︂
k=1

un−kνk ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

un−kνk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓

N∑︂
k=1

un−kνk

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=N+1

un−kνk

⃓⃓⃓⃓
⃓ = Σ1 +Σ2.

Îöåíèì âåëè÷èíû Σ1 è Σ2.

Ïîñêîëüêó ðÿä (U) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N1 ≥ N äëÿ âñÿêîãî n > N1 âûïîëíåíî

n∑︂
k=n−N

|uk| ≤ ε.

Îòñþäà èìååì îöåíêó íà Σ1:

Σ1 =

⃓⃓⃓⃓
⃓

N∑︂
k=1

un−kνk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

N∑︂
k=1

|un−k||νk| ≤M
N∑︂

k=1

|un−k| =M

n∑︂
k=n−N

|uk| ≤Mε.

Îöåíêà íà Σ2 òàêæå ñëåäóåò èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (U):

Σ2 =

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=N+1

un−kνk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

n∑︂
k=N+1

|un−k||νk| ≤ ε
n∑︂

k=N+1

|un−k| ≤ U∗ε.

Òàêèì îáðàçîì, ηn ≤ ε (M + U∗) −−−−→
n→∞

0, îòêóäà Wn −−−−→
n→∞

U · V .
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1. ×èñëîâûå ðÿäû. 1.6. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

1.6. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

Íàðÿäó ñ ÷èñëîâûìè ðÿäàìè ðàññìàòðèâàþò áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ � ôîðìàëüíûå çàïèñè âèäà

∞∏︂
k=1

pk = p1 · p2 · · · pk · · ·

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

pk ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íåíóëåâîé ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäå-

íèé lim
n→∞

Pn = P .

Ïðåäëîæåíèå 1.6.2. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Åñëè ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

pk ñõîäèòñÿ ê P , òî íåîáõîäèìî

lim
k→∞

pk = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

pk =
Pk

Pk−1
=⇒ lim

k→∞
pk = lim

k→∞

Pk

Pk−1
=
P

P
= 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.3. Ïóñòü pk > 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

pk è ðÿä

∞∑︂
k=1

ln pk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî,

ïðè÷åì â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè

∞∏︂
k=1

pk = exp

(︄ ∞∑︂
k=1

ln pk

)︄
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé Pn èìååì:

lnPn = ln

n∏︂
k=1

pk =

n∑︂
k=1

ln pk =⇒ Pn = exp

(︄
n∑︂

k=1

ln pk

)︄
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ýêñïîíåíòû îòñþäà íàïðÿìóþ ñëåäóþò îáà óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.6.4. Ïóñòü âñå ak îäíîãî çíàêà. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

(1 + ak) è ðÿä

∞∑︂
k=1

ak ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-

âðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (1.6.3) ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏︂
k=1

(1 + ak) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=1

ln(1 + ak), îòêóäà

íåîáõîäèìî lim
k→∞

ak = 0. Íî ÷èñëà ak è ln(1 + ak) îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåäåëà lim
k→∞

ln(1 + ak)

ak
= 1 ïî

(1.2.4) ðÿäû

∞∑︂
k=1

ln(1 + ak) è

∞∑︂
k=1

ak ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìà 1.6.5. Ïóñòü äëÿ âñåõ k ak > −1 è ñõîäèòñÿ îäèí èç ðÿäîâ

∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

a2k. Òîãäà ñõîäèìîñòü äðóãîãî ðÿäà

ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏︂
k=1

(1 + ak).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàêîé áû èç ðÿäîâ íå ñõîäèëñÿ, â ëþáîì ñëó÷àå ak −−−−→
k→∞

0, îòêóäà èç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà

ln(1 + ak) = ak −
1

2
a2k + o

(︁
a2k
)︁
=⇒ lim

k→∞

ak − ln(1 + ak)

a2k
=

1

2
,

è òàê êàê ln(1 + x) < x äëÿ x > −1, x ̸= 0, â ñèëó (1.2.4) ðÿäû

∞∑︂
k=1

(ak − ln(1 + ak)) è

∞∑︂
k=1

a2k ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî.
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.1. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Åñëè îáà ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

a2k ñõîäÿòñÿ, òî èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñõîäèòñÿ è ðÿä

∞∑︂
k=1

ln(1+ak), à çíà÷èò, è

∞∏︂
k=1

(1+ak).

Îáðàòíî, ïóñòü ñõîäèòñÿ

∞∏︂
k=1

(1 + ak), òîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑︂
k=1

ln(1 + ak), ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòè îäíîãî èç ðÿäîâ

∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

a2k ñëåäóåò ñõîäèìîñòü äðóãîãî.

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

(1 + ak) ìîæåò ñõîäèòüñÿ, äàæå åñëè îáà ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak è

∞∑︂
k=1

a2k ðàñõîäÿòñÿ.

Ïðèìåð: ïóñòü a2k−1 = − 1√
k
,, à a2k =

1√
k
+

1

k
. Òîãäà ðÿäû

∞∑︂
k=1

ak =

∞∑︂
k=1

1

k
è

∞∑︂
k=1

a2k =

∞∑︂
k=1

(︃
1

k2
+

2

k

)︃
, î÷åâèäíî, ðàñõîäÿòñÿ,

îäíàêî ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

(1 + a2k−1)(1 + a2k) =

∞∏︂
k=1

(︃
1− 1√

k

)︃(︃
1 +

1√
k
+

1

k

)︃
=

∞∏︂
k=1

(︃
1− 1

k
√
k

)︃

ñõîäèòñÿ â ñèëó (1.6.4) ê íåêîòîðîìó ÷èñëó P , îòêóäà äëÿ ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé

∞∏︂
k=1

(1 + ak) èìååì:

⎧⎨⎩ lim
k→∞

P2k = P ;

lim
k→∞

P2k+1 = lim
k→∞

(P2k · (1 + a2k+1)) = P · 1 = P.
,

è ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåäåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (1.3.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî lim
k→∞

Pk = P , òî åñòü

ïðîèçâåäåíèå

∞∏︂
k=1

(1 + ak) ñõîäèòñÿ.

2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

2.1. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X, ñõîäèòñÿ ê
ôóíêöèè φ(x):
(1) ïîòî÷å÷íî (îáîçíà÷åíèå: fn(x)→ φ(x)), åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |fn(x)− φ(x)| < ε;
(2) ðàâíîìåðíî (îáîçíà÷åíèå: fn(x) ⇒ φ(x)), åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N
íåðàâåíñòâî |fn(x)− φ(x)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X.

Òåîðåìà 2.1.2. (sup-êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)}∞n=1

ñõîäèëàñü ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| −−−−→

n→∞
0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn(x) ⇒ φ(x), òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî

|fn(x)− φ(x)| <
ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà, î÷åâèäíî,

sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| ≤

ε

2
< ε,

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| −−−−→

n→∞
0.

Îáðàòíî: ïóñòü sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| −−−−→

n→∞
0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

âûïîëíåíî sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| < ε. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, î÷åâèäíî,

|fn(x)− φ(x)| ≤ sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| < ε

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, è ìû âïèñûâàåìñÿ â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, áåçóñëîâíî, ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ, îäíàêî îáðàòíîå
íåâåðíî.
Êîíòðïðèìåð: ïóñòü X = [0, 1], à fn(x) = xn. Òîãäà

fn(x)→ φ(x) =

{︄
0, 0 ≤ x < 1

1, x = 1
,

íî ñõîäèìîñòü íå ðàâíîìåðíàÿ, èáî sup
x∈X
|fn(x)− φ(x)| = 1 −−−−→

n→∞
1 ̸= 0.

Òåîðåìà 2.1.3. (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëü-
íîé êîíå÷íîé â êàæäîé òî÷êå ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâî |fn(x)− fm(x)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè fn(x) ⇒ φ(x), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâà

|fn(x)− φ(x)| <
ε

2
è |fm(x)− φ(x)| < ε

2
âûïîëíåíû äëÿ âñåõ x ∈ X. Îòñþäà èìååì:

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fm(x)− φ(x)|+ |fn(x)− φ(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

n→∞
fn(x0) = φ(x0), ïîýòîìó fn(x) → φ(x) íà X. Äàëåå, óñòðåìëÿÿ â íåðàâåíñòâå èç óñëîâèÿ îäèí èç

íîìåðîâ (íàïðèìåð, m) ê +∞, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî
|fn(x)− φ(x)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X, òî åñòü ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 2.1.4. (Ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü ôóíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà êîìïàêòå D ⊆ R, è â êàæäîé
òî÷êå x ∈ D èõ çíà÷åíèÿ îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = lim

n→∞
fn(x)

ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà D, òî ñõîäèìîñòü fn(x) ê φ(x) áóäåò ðàâíîìåðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì rn(x) = φ(x)− fn(x). Ïî ε > 0 äëÿ êàæäîãî x ∈ D âûáåðåì èíäåêñ n(x) òàêîé, ÷òî

0 < rn(x) < ε.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Un(x) òî÷êè x.
Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòà D ìíîæåñòâàìè Un(x) ïî ëåììå Áîðåëÿ-Ëåáåãà ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå{︁

Un(x1), ..., Un(xm)

}︁
.

Ïîëîæèì M = max {n(x1), ..., n(xm)}, òîãäà â ñèëó óáûâàíèÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ D ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn(x)}∞n=1 äëÿ
âñåõ x ∈ D è n > M èìååì

0 ≤ rn(x) = φ(x)− fn(x) < ε,

òî åñòü ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

2.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïîä ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ çàïèñü

∞∑︂
k=1

uk(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ uk(x) + . . . ,

ãäå ôóíêöèè uk(x), k ∈ N, îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ⊆ R.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑︂
k=1

uk(x) ñóòü ôóíêöèè Sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x), ãäå n ∈ N.
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè S(x), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) ñõîäèòñÿ ê S(x) ðàâíîìåðíî íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 2.2.3. (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà). Ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ

n > m > N íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ = Sn(x)− Sm(x), óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (2.1.3).

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü ðÿäû

∞∑︂
k=1

uk(x) è

∞∑︂
k=1

vk(x) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, à α(x) è β(x) îãðàíè÷åíû íà

ýòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

(α(x)uk(x) + β(x)vk(x)) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è B òàêèå êîíñòàíòû, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíåíî |α(x)| ≤ A è |β(x)| ≤ B.

Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâà

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

2A
è⃓⃓⃓⃓

⃓
n∑︂

k=m+1

vk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

2B
âûïîëíåíû äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

(α(x)uk(x) + β(x)vk(x))

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ |α(x)|

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓+ |β(x)|

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

vk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < A · ε

2A
+B · ε

2B
= ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X, è ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑︂
k=1

(α(x)uk(x) + β(x)vk(x)) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 2.2.5. (Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèè uk(x) óäîâëåòâîðÿþò íà ìíîæåñòâå X

íåðàâåíñòâàì |uk(x)| ≤ αk, ãäå αk � ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, òî ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðÿäà

∞∑︂
k=1

αk ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N

âûïîëíåíî

n∑︂
k=m

αk < ε. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ <

n∑︂
k=m

|uk(x)| ≤
n∑︂

k=m

αk < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X, ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (è àáñîëþòíî) íà X.

Òåîðåìà 2.2.6. (Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ). Ïóñòü:

(1) (Äèðèõëå) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑︂
k=1

ak(x) â ñîâîêóïíîñòè � ïðè ëþáûõ x è n � îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé A, à ôóíê-

öèè bk(x) ñõîäÿòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X è ïðè êàæäîì x îáðàçóþò ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ

(2) (Àáåëü) ðÿä

∞∑︂
k=1

ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, à ôóíêöèè bk(x) îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè êîíñòàí-

òîé B è ïðè êàæäîì x îáðàçóþò ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òîãäà ðÿä

∞∑︂
k=1

ak(x)bk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé x ∈ X.
(1) Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáûõ i > m âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓

⃓
i∑︂

k=m

ak(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓

i∑︂
k=1

ak(x)−
m−1∑︂
k=1

ak(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓

i∑︂
k=1

ak(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓
m−1∑︂
k=1

ak(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A,

ïîýòîìó ïî ëåììå Àáåëÿ

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

ak(x)bk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A (|bm(x)|+ 2 |bn(x)|) äëÿ ëþáûõ m > n.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ε =
ε0
6A

íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |bn(x)| <
ε0
6A

, òîãäà

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ëþáûõ n > m > N âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

ak(x)bk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A

(︂ ε0
6A

+
ε0
3A

)︂
= ε0,

îòêóäà ïî êðèòåðèþ Êîøè â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x ðÿä

∞∑︂
k=1

ak(x)bk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

(2) Ïî êðèòåðèþ Êîøè ïî ε =
ε0
3B

íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N âûïîëíåíî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

ak(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε0

3B
, òîãäà

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ n > m > N ïî ëåììå Àáåëÿ

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m

ak(x)bk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε0

3B
(|bm(x)|+ 2 |bn(x)|) ≤

ε0
3B

(B + 2B) = ε0,

îòêóäà ïî êðèòåðèþ Êîøè â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x ðÿä

∞∑︂
k=1

ak(x)bk(x) ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.2.7. (Ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü ôóíêöèè uk(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà êîìïàêòå D ∈ R è ïðèíèìàþò

íà íåì ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ D ê íåïðåðûâíîé íà D

ôóíêöèè, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà áóäåò ðàâíîìåðíîé íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç (2.1.4) ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x).

Ïðèìåð 2.2.8. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

sin kx

k
íà ìíîæåñòâàõ X1 = [ε, π − ε] è X2 = [0, π].

(1) Íà ìíîæåñòâå X1 ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
1

k
íå çàâèñèò îò x,

ìîíîòîííîå ñòðåìëåíèå ê 0 áóäåò åùå è ðàâíîìåðíûì, à â ñèëó îöåíêè èç (1.3.7)⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

sin kx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 1⃓⃓

sin x
2

⃓⃓ ≤ 1

sin ε
2

.

(2) Íà ìíîæåñòâå X2 ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò. Äåéñòâèòåëüíî,⃓⃓⃓⃓
⃓

2n∑︂
k=n+1

sin
(︁
k · 1n

)︁
k

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
sin n+1

n

n+ 1
+ . . .+

sin 2n
n

2n

⃓⃓⃓⃓
≥ sin 1

n+ 1
+ . . .+

sin 1

2n
≥ n · sin 1

2n
=

sin 1

2
,

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â îòðèöàíèè êðèòåðèÿ Êîøè ε =
1

2
, m = 2n è x =

1

n
∈ X2.
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2.3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X è ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X ê ôóíêöèè S(x). Åñëè äëÿ

âñÿêîãî k ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

uk(x) = αk, òî ðÿä

∞∑︂
k=1

αk ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä:

∞∑︂
k=1

αk =

∞∑︂
k=1

(︃
lim

x→x0

uk(x)

)︃
= lim

x→x0

(︄ ∞∑︂
k=1

uk(x)

)︄
= lim

x→x0

S(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=1

αk. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé

íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå

ê ïðåäåëó ïðè x→ x0, ïîëó÷àåì: ⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

(︃
lim

x→x0

uk(x)

)︃⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

αk

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε

2
< ε,

ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑︂
k=1

αk ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó A.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà⃓⃓⃓⃓
⃓A−

n∑︂
k=1

αk

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

3
è

⃓⃓⃓⃓
⃓S(x)−

n∑︂
k=1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

3
,

ïðè÷åì âòîðîå � ïðè âñåõ x ∈ X.

Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè, ïî ε =
ε

3n
> 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî |x− x0| < δ,

âûïîëíåíî ⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

(uk(x)− αk)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

n∑︂
k=1

|uk(x)− αk| <
n∑︂

k=1

ε

3n
=
ε

3
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî |x− x0| < δ,

|S(x)−A| ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓S(x)−

n∑︂
k=1

uk(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

uk(x)−
n∑︂

k=1

αk

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓A−

n∑︂
k=1

αk

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε,

è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Ïóñòü ôóíêöèè uk(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå X. Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ íà X

ðàâíîìåðíî, òî åãî ñóììà áóäåò íåïðåðûâíîé íà X ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â (2.3.1) αk = uk(x0).

Ñëåäñòâèå 2.3.3. Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà X ê ôóíêöèè φ(x). Åñëè äëÿ âñÿêîãî k ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→x0

fk(x), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→x0

φ(x) è ñïðàâåäëèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä:

lim
x→x0

φ(x) = lim
x→x0

(︃
lim
k→∞

fk(x)

)︃
= lim

k→∞

(︃
lim

x→x0

fk(x)

)︃
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèè fk(x) íåïðåðûâíû íà X, òî è φ(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì u1(x) = f1(x) è äëÿ k ≥ 2 uk(x) = fk(x) − fk−1(x). Òîãäà fn(x) =

n∑︂
k=1

uk(x), è óòâåðæäåíèå

ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç (2.3.1) è (2.3.2).
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Ïðèìåð 2.3.4. Ñëåäñòâèå (2.3.2) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèìåðû ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íî íå
äèôôåðåíöèðóåìûõ íè â îäíîé åå òî÷êå. Ïðèâåäåì îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ, ïðèïèñûâàåìûé Âåéåðøòðàññó:

ω(x) =

∞∑︂
k=1

2−k sin 8kx

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ðàçíîñòü

ω(x± 2−3n−1π)− ω(x) =
∞∑︂
k=1

2−k
[︁
sin 8k(x± 2−3n−1π)− sin 8kx

]︁
.

Ïðè k > n ÷èñëî 8k · 2−3n−1 = 23(k−n)−1 áóäåò öåëûì è ÷åòíûì, ïîýòîìó äëÿ íåãî

sin 8k(x± 2−3n−1π)− sin 8kx = 0.

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ÷ëåíû ðÿäà âïëîòü äî n.
Ïðè k = n:

2−n
[︁
sin 8n(x± 2−3n−1π)− sin 8nx

]︁
= 2−n

[︂
sin
(︂
8nx± π

2

)︂
− sin 8nx

]︂
= 2−n+1 sin

(︂
±π
4

)︂
cos
(︂
8nx± π

4

)︂
,

è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ìîæíî âûáðàòü çíàê + èëè − òàê, ÷òî
⃓⃓⃓
cos
(︂
8nx± π

4

)︂⃓⃓⃓
≥ cos

π

4
=

√
2

2
. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî⃓⃓⃓

cos
(︂
8nx± π

4

)︂⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓
cos
(︂
8nx∓ π

4
± π

2

)︂⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓
sin
(︂
8nx∓ π

4

)︂⃓⃓⃓
,

à ñðåäè ÷èñåë | sinα| è | cosα| ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íå ìåíüøå

√
2

2
.

Ïðè k < n âîñïîëüçóåìñÿ êëàññè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì | sinα− sinβ| ≤ |α− β|:⃓⃓⃓⃓
⃓
n−1∑︂
k=1

2−k
[︁
sin 8k(x± 2−3n−1π)− sin 8kx

]︁⃓⃓⃓⃓⃓ ≤
n−1∑︂
k=1

(︁
2−k · 8k · 2−3n−1π

)︁
= 2−3n−1π

n−1∑︂
k=1

4k = 2−3n−1π · 4− 4n

1− 4
< 2−n · π

6
.

Èòîãî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå çíàêà:

|φ(x± 2−3n−1π)− φ(x)| =

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=1

2−k
[︁
sin 8k(x± 2−3n−1π)− sin 8kx

]︁⃓⃓⃓⃓⃓ ≥ ⃓⃓2−n
[︁
sin 8n(x± 2−3n−1π)− sin 8nx

]︁⃓⃓
−

−

⃓⃓⃓⃓
⃓
n−1∑︂
k=1

2−k
[︁
sin 8k(x± 2−3n−1π)− sin 8kx

]︁⃓⃓⃓⃓⃓ > 2−n+1 ·
√
2

2
·
√
2

2
− 2−n · π

6
= 2−n

(︂
1− π

6

)︂
Îòñþäà èìååì: ⃓⃓⃓⃓

ω(x± 2−3n−1π)− ω(x)
±2−3n−1π

⃓⃓⃓⃓
>
(︂
1− π

6

)︂ 22n+1

π
−−−−→
n→∞

+∞,

ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x ôóíêöèÿ ω(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå x.

Ïðèìåð 2.3.5. Äðóãîé ïðèìåð íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåäèò âàí äåð Âàðäåíó.
Ââåäåì ôóíêöèþ "ðàññòîÿíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî"

w(x) = min
{︁
x− ⌊x⌋ , ⌊x⌋+ 1− x

}︁
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), çàäàâàåìóþ ðÿäîì

f(x) =

∞∑︂
k=1

10−kw(10kx).

Ïîñêîëüêó w(x) < 1 äëÿ ëþáîãî x, îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò 10−k. Ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R.
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−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

x

w(x)

Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè w(x).

À â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñëàãàåìûõ ïî x èìååì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f âñþäó íà R.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå èìååò ïðîèçâîäíîé â ëþáîé òî÷êå x ∈ R.
(Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè w, è, êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèè f , äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñëó÷àÿ x ∈ [0, 1).)
Çàïèøåì x â âèäå (ôîðìàëüíî) áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè

x = 0, x1x2 . . . xk . . .

(â ñëó÷àå x ∈ Q, êîãäà äðîáü êîíå÷íà, äîïîëíèì åå íóëÿìè). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

w(10kx) =

{︄
0, xk+1xk+2 . . . , åñëè 0, xk+1xk+2 . . . ≤ 0.5;

1− 0, xk+1xk+2 . . . , åñëè 0, xk+1xk+2 . . . > 0.5.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ

εm =

{︄
−1, åñëè xm ðàâíî 4 èëè 9;

1 èíà÷å.

è ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå

f(x+ 10−mεm)− f(x) =
∞∑︂
k=1

w(10kx+ 10k−mεm)− w(10kx)
10k

.

Ïðè k ≥ m èìååì
10k−mεm ∈ Z =⇒ w(10kx+ 10k−mεm) = w(10kx),

ïîýòîìó â ÷èñëèòåëå ñîîòâåòñòâóáùåãî ñëàãàåìîãî ñòîèò 0.
Ïðè m > k èç ïîñòðîåíèÿ εm âèäíî, ÷òî ÷èñëà 10k(x + 10−mεm) è 10kx íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò 0.5, ïîýòîìó â
÷èñëèòåëå áóäåò ñòîÿòü ±10k−m, à, ñòàëî áûòü, âñå ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî ±10−m.
Ñòàëî áûòü,

f(x+ 10−mεm)− f(x)
10−mεm

= ±10m
m−1∑︂
k=0

(︁
± 10−m

)︁
=

m−1∑︂
k=0

(︁
± 1
)︁
= Nm ∈ Z,

ïðè÷åì ÷åòíîñòü Nm òà æå, ÷òî è ó m− 1. Òåì ñàìûì óêàçàííûå îòíîøåíèÿ íå èìåþò ïðåäåëà ïðè m→∞.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ó ôóíêöèè f ñóùåñòâîâàëà ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x, òî áûëî áû âûïîëíåíî

f ′(x) = lim
m→∞

f(x+ 10−mεm)− f(x)
10−mεm

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f íå ñóùåñòâóåò íè â êàêîé òî÷êå x.

2.4. Òåîðåìû î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü ôóíêöèè fk(x) îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èõ ïðîèçâîäíûõ {f ′k(x)}

∞
k=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fk(x)}∞k=1 ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â

îäíîé òî÷êå x0 ∈ [a, b], òî îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèè φ(x) è ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

φ′(x) = lim
k→∞

f ′k(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð
N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|fn(x0)− fm(x0)| < ε è |f ′n(x)− f ′m(x)| < ε,

ïðè÷åì âòîðîå � ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì F (x) = fm(x) − fn(x). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé íà èíòåðâàëå (x, x0) íàéäåòñÿ òî÷êà ξ òàêàÿ, ÷òî

F (x)− F (x0) = F ′(ξ)(x− x0),

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] âûïîëíåíî

|F (x)| ≤ |F (x)− F (x0)|+ |F (x0)| = |F ′(ξ)||x− x0|+ |F (x0)| < ε(b− a+ 1),

è ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk(x)}∞k=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè φ(x).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè c ∈ [a, b] ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gk(x) =
fk(x)− fk(c)

x− c
. Òîãäà ïðè ïðåæíèõ

óñëîâèÿõ íà n è m îöåíèì G(x) = gn(x)− gm(x) =
1

x− c
(F (x)− F (c)).

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè F (x) íà èíòåðâàëå (c, x) ñóùåñòâóåò òî÷êà η òàêàÿ, ÷òî

G(x) =
F ′(η)(x− c)

x− c
= F ′(η) =⇒ |G(x)| = |F ′(η)| < ε.

Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ x èç X = [a, b] \ {c}. Çíà÷èò, ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gk(x)}∞k=1 ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X. Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ k ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

x→c
gk(x) = f ′k(c) (â êîíöàõ îòðåçêà ðå÷ü èäåò îá

îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ). Òàêèì îáðàçîì, ìû âïèñàëèñü â óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ (2.3.3), è âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä:

lim
k→∞

f ′k(c) = lim
k→∞

(︂
lim
x→c

gk(x)
)︂
= lim

x→c

(︃
lim
k→∞

gk(x)

)︃
= lim

x→c

f(x)− f(c)
x− c

= φ′(x).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà c çàêëþ÷àåì, ÷òî óñòàíîâëåííîå ðàâåíñòâî âåðíî íà âñåì îòðåçêå [a, b].

Ñëåäñòâèå 2.4.2. Ïóñòü ôóíêöèè uk(x) îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], íà êîòîðîì ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ
∞∑︂
k=1

u′k(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ∈ [a, b], òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

ê äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèè è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:(︄ ∞∑︂
k=1

uk(x)

)︄′

=

∞∑︂
k=1

u′k(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü (2.4.1) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ.

Òåîðåìà 2.4.3. Ïóñòü ôóíêöèè fk(x) îïðåäåëåíû è ííòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè íà ýòîì îòðåçêå
fk(x) ⇒ φ(x), òî φ(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

lim
k→∞

∫︂ b

a

fk(x)dx =

∫︂ b

a

φ(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî

|φ(x)− fn(x)| < ε⇐⇒ fn(x)− ε < φ(x) < fn(x) + ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Ñðàâíèì âåðõíèå è íèæíèå ñóììû Äàðáó ôóíêöèé φ(x) è fn(x):{︄
φ(x) < fn(x) + ε =⇒ ST (φ) ≤ ST (fn) + ε(b− a)
fn(x)− ε < φ(x) =⇒ ST (φ) ≥ ST (fn)− ε(b− a)

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T .
Íî ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ fn(x) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå T

∗, ÷òî ST∗(fn)− ST∗(fn) < ε. Òîãäà èìååì:

ST∗(φ)− ST∗(φ) ≤
[︁
ST∗(fn) + ε(b− a)

]︁
−
[︁
ST∗(fn)− ε(b− a)

]︁
< ε(1 + 2(b− a)),
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.5. Ñòåïåííûå ðÿäû

è ïî óñèëåííîìó êðèòåðèþ Äàðáó φ(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b], îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò∫︂ b

a

fn(x)dx− ε(b− a) ≤
∫︂ b

a

φ(x)dx ≤
∫︂ b

a

fn(x)dx+ ε(b− a) =⇒

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

a

φ(x)dx−
∫︂ b

a

fn(x)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε(b− a),

è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∫︂ b

a

φ(x)dx = lim
k→∞

∫︂ b

a

fk(x)dx.

Ñëåäñòâèå 2.4.4. Ïóñòü ôóíêöèè uk(x) îïðåäåëåíû è ííòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè íà ýòîì îòðåçêå

ðÿä

∞∑︂
k=1

uk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî åãî ñóììà S(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∫︂ b

a

S(x)dx =

∫︂ b

a

(︄ ∞∑︂
k=1

uk(x)

)︄
dx =

∞∑︂
k=1

⎛⎝ b∫︂
a

f(x)dx

⎞⎠ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü (2.4.3) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ.

2.5. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑︂
k=0

ck(z − z0)k, ãäå z ∈ C.

Òåîðåìà 2.5.2. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä

∞∑︂
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 ̸= 0, òî äëÿ âñåõ q > 0,

q < |z0| îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êðóãå |z| ≤ q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà â òî÷êå z0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî

|ckzk0 | ≤M.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî |z| ≤ q < |z0|, èìååì:

|ckzk| = |ckzk0 | ·
⃓⃓⃓⃓
z

z0

⃓⃓⃓⃓k
≤M

(︃
q

|z0|

)︃k

.

Íî ðÿä

∞∑︂
k=0

(︃
q

|z0|

)︃k

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè, ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä

∞∑︂
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî ïðè |z| ≤ q.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ðÿä

∞∑︂
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 ̸= 0, òî âî âñåì êðóãå |z| < |z0| ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìîæåò íå

áûòü.

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑︂
k=1

1

k
zk, ñõîäÿùèéñÿ â òî÷êå z = −1 ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â

êðóãå |z| < 1, òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ïî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

1

k
zk

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïðè âñåõ z òàêèõ, ÷òî |z| < 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè z → 1, ïîëó÷àåì:⃓⃓⃓⃓
⃓

n∑︂
k=m+1

1

k

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε,

÷òî íåâåðíî â ñèëó ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âñåì êðóãå |z| < 1 ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò.
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.5. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 2.5.3. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑︂
k=0

ckz
k - ýòî ÷èñëî R = sup |z| ïî âñåì z, äëÿ êîòîðûõ ýòîò

ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ≤ R ≤ +∞.

Òåîðåìà 2.5.4. (Ôîðìóëà Êîøè-Àäàìàðà). Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑︂
k=0

ckz
k ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

R =
1

lim
k→∞

k
√︁
|ck|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = lim
k→∞

k
√︁
|ck|

(1) Ïîêàæåì, ÷òî R ≤ 1

A
. Åñëè R = 0, ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü R > 0, òîãäà çàäàäèìñÿ ÷èñëîì r : 0 < r < R. Ïî îïðåäåëåíèþ

ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ðÿä

∞∑︂
k=0

ckr
k ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó âûáåðåì êîíñòàíòó M > 0, îãðàíè÷èâàþùóþ â ñîâîêóïíîñòè îáùèé

÷ëåí ýòîãî ðÿäà. Òîãäà î÷åâèäíî r k
√︁
|ck| = k

√︂
|ckrk| <

k
√
M .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, èìååì

A = lim
k→∞

k
√︁
|ck| ≤

1

r
· lim
k→∞

k
√
M =

1

r
=⇒ r ≤ 1

A

äëÿ âñåõ r < R. Çíà÷èò, è R ≤ 1

A
.

(2) Ïîêàæåì, ÷òî R ≥ 1

A
. Åñëè R = +∞ ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü R < +∞, òîãäà äëÿ âñåõ r > R ðÿä

∞∑︂
k=0

ckr
k ðàñõîäèòñÿ. È

òåì áîëåå ðàñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑︂
k=0

|ck|rk, îòêóäà ïî ïðèçíàêó Êîøè

lim
k→∞

k

√︂
|ck|rk = A · r ≥ 1 =⇒ r ≥ 1

A

Çíà÷èò, è R ≥ 1

A
.

Ëåììà 2.5.5. (Î òðåõ ðàäèóñàõ ñõîäèìîñòè). Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑︂
k=0

ckz
k,

∞∑︂
k=0

ck
k + 1

zk+1,

∞∑︂
k=1

kckz
k−1

ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ çà R1, R2 è R3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî ôîðìóëå Êîøè-Àäàìàðà:

R1 =
1

lim
k→∞

k
√︁
|ck|

;

R2 =
1

lim
k→∞

k

√︃
|ck|
k + 1

=
lim
k→∞

k
√
k + 1

lim
k→∞

k
√︁
|ck|

=
1

lim
k→∞

k
√︁
|ck|

= R1;

R3 =
1

lim
k→∞

k
√︁
k|ck|

=
1

lim
k→∞

k
√
k · lim

k→∞
k
√︁
|ck|

=
1

lim
k→∞

k
√︁
|ck|

= R1.
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.6. Ðÿäû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà

Çàìå÷àíèå. Ïðè îäèíàêîâîì ðàäèóñå ñõîäèìîñòè ïîâåäåíèå ðÿäîâ íà ãðàíèöå ìîæåò áûòü ðàçíûì. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

(A) =

∞∑︂
k=0

zk, (B) =

∞∑︂
k=0

1

k
zk, (C) =

∞∑︂
k=0

1

k2
zk

Ïî (2.5.5) ðàäèóñû ñõîäèìîñòè âñåõ òðåõ ðÿäîâ ðàâíû 1, îäíàêî íà ãðàíèöå |z| = 1 ðÿä (A) ðàñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ
îêðóæíîñòè, ðÿä (B) ñõîäèòñÿ ïðè z = −1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè z = 1, à ðÿä (C) ñõîäèòñÿ íà âñåé îêðóæíîñòè |z| = 1.

Òåîðåìà 2.5.6. Ïóñòü ðÿä

∞∑︂
k=0

ckx
k, ãäå x ∈ R, èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0. Òîãäà:

(1) ñóììà ðÿäà S(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè (−R,R);
(2) äëÿ âñÿêîãî t èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè S(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0, t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé òåîðåìîé Àáåëÿ.

(1) Äëÿ âñÿêîãî r < R ïî (2.5.2) ðÿä

∞∑︂
k=0

ckx
k ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè |x| ≤ r. Òî æå êàñàåòñÿ è ðÿäîâ

∞∑︂
k=0

k(k − 1)...(k −m+ 1)ckz
k−m,

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîòîðûõ ðàâåí R ïî (2.5.5) (äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìû (2.3.2) è (2.4.2).
(2) Ïî t ∈ (−R,R) âîçüìåì r òàêîå, ÷òî |t| < r < R. Ïî (2.4.4) S(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [−r, r], à ñëåäîâàòåëüíî,
è íà [0, t] ⊆ [−r, r].

Òåîðåìà 2.5.7. (Âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ). Ïóñòü ðÿä

∞∑︂
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ â òî÷êå w ̸= 0. Òîãäà ïðè z = αw, ãäå 0 ≤ α ≤ 1,

ðÿä

∞∑︂
k=0

ckz
k ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïî α ðÿä

∞∑︂
k=0

ck(αw)
k =

∞∑︂
k=0

(︁
ckw

k · αk
)︁
íà [0, 1].

×èñëîâîé ðÿä

∞∑︂
k=0

ckw
k ñõîäèòñÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{︁
αk
}︁∞
k=0

ìîíîòîííà ïðè

êàæäîì çíà÷åíèè α è îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè êîíñòàíòîé 2 íà [0, 1].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ ðÿä

∞∑︂
k=0

ck(αw)
k ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1].

2.6. Ðÿäû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä:

f(x) =

∞∑︂
k=0

ck(x− x0)k.

Ïðåäëîæåíèå 2.6.2. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f(x) ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (2.4.2)

f (n)(x) =

∞∑︂
k=0

k(k − 1)...(k − n+ 1)ck(x− x0)k−n.

Ïðè x = x0 îòñþäà ïîëó÷àåì cn =
f (n)(x0)

n!
, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû cn îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ôóíêöèåé f(x).

Îïðåäåëåíèå 2.6.3. Ðÿä

∞∑︂
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
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2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû 2.6. Ðÿäû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà

Ëåììà 2.6.4. (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê ôóíêöèè). Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f(x)

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè ðÿä

∞∑︂
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

rn(x) = f(x)−
n∑︂

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k −−−−→

n→∞
0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑︂
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k ê f(x) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

Sn(x) =

n∑︂
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k −−−−→

n→∞
f(x)⇐⇒ f(x)− Sn(x) = rn(x) −−−−→

n→∞
0.

Òåîðåìà 2.6.5. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àíàëèòè÷íîñòè). Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà, à C > 0 � òàêàÿ êîíñòàíòà, ÷òî äëÿ âñåõ k â U âûïîëíåíî |f (k)(x)| ≤ C. Òîãäà â îêðåñòíîñòè U
ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ â U èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

f(x) =

n∑︂
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + rn(x),

ãäå rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 - îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Êðîìå òîãî, â U èìååò ìåñòî îöåíêà

|rn(x)| ≤ C
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

Íî ïðè ôèêñèðîâàííîì x ðÿä

∞∑︂
k=0

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà, ïîýòîìó

lim
n→∞

C
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
= 0 =⇒ lim

n→∞
rn(x) = 0,

è ïî (2.6.4) f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà â U .

Ðÿäû Òåéëîðà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ïðèìåð 2.6.6. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (óñëîâèå (2.6.4) ñ÷èòàåì èçâåñòíûì):

ex =

∞∑︂
k=0

xk

k!
.

Ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí +∞.

Ïðèìåð 2.6.7. Ñèíóñ è êîñèíóñ (óñëîâèå (2.6.4) ñ÷èòàåì èçâåñòíûì):

sinx =

∞∑︂
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, cosx =

∞∑︂
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
.

Ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí +∞.

Ïðèìåð 2.6.8. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

ln(1 + x) =

∞∑︂
k=1

(−1)k+1x
k

k
.

26



3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.1. Ñåìåéñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî ïðè |x| < 1. Â ñàìîì äåëå, ïðè |t| < 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞∑︂
k=0

(−1)ktk =
1

1 + t
.

Ïî (2.5.2) ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå |t| ≤ x < 1, ïîýòîìó ïî (2.4.4) íà ëþáîì îòðåçêå âíóòðè (−1, 1)
âîçìîæíî ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå:

ln(1 + x) =

∫︂ x

0

dt

1 + t
=

∫︂ x

0

(︄ ∞∑︂
k=0

(−1)ktk
)︄
dt =

∞∑︂
k=0

(︃∫︂ x

0

(−1)ktkdt
)︃

=

∞∑︂
k=0

(−1)k t
k+1

k + 1

⃓⃓⃓⃓x
0

=

∞∑︂
k=1

(−1)k+1x
k

k
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè x = 1 èìååì ðÿä

∞∑︂
k=1

(−1)k+1

k
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ïðè x = −1 � ðàñõîäÿ-

ùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑︂
k=1

−1
k
. Ïîýòîìó ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ln(1+x) ðàâåí 1, à ñàìî ðàçëîæåíèå

â ðÿä ñïðàâåäëèâî íà ïðîìåæóòêå (−1, 1].

Ïðèìåð 2.6.9. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ (1 + x)m:

(1 + x)m = 1 +

∞∑︂
k=1

m(m− 1) · · · (m− k + 1)

k!
xk.

Íàéäåì âíà÷àëå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà bk(x) =
m(m− 1) · · · (m− k + 1)

k!
xk, òîãäà

|bk+1(x)|
|bk(x)|

=

⃓⃓⃓⃓
m(m− 1) · · · (m− k)xk+1

(k + 1)!
· k!

m(m− 1) · · · (m− k + 1)xk

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓
m− k
k + 1

x

⃓⃓⃓⃓
−−−−→
n→∞

|x|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà ðÿä

∞∑︂
k=1

bk(x) ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| ≥ 1, ïîýòîìó åãî ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè ðàâåí 1.
Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ïðè |x| < 1 âûïîëíåíî óñëîâèå (2.6.4). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

Rn(x) =
1

n!

∫︂ x

0

m(m− 1) · · · (m− n)(1 + t)m−n−1(x− t)ndt = m(m− 1) · · · (m− n)
n!

∫︂ x

0

(︃
x− t
1 + t

)︃n

(1 + t)m−1dt.

Ïðåäñòàâèì

(︃
x− t
1 + t

)︃n

= xn
(︃
1− t

x

1 + t

)︃n

. Ïîñêîëüêó ÷èñëà t è x îäíîãî çíàêà è |t| ≤ |x| < 1, èìååì îöåíêó:

0 ≤
1− t

x

1 + t
≤

1− t
x

1− |t|
≤ 1,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

|Rn(x)| ≤
⃓⃓⃓⃓
m(m− 1) · · · (m− n)

n!
xn
⃓⃓⃓⃓ ⃓⃓⃓⃓∫︂ x

0

(1 + t)m−1dt

⃓⃓⃓⃓
.

Íî ïî äîêàçàííîìó âûøå ðÿä

∞∑︂
k=1

⃓⃓⃓⃓
m(m− 1) · · · (m− k)

k!
xk
⃓⃓⃓⃓
ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1, ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà, à

âìåñòå ñ íèì è Rn(x), ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (2.6.4) âûïîëíåíî, à âìåñòå ñ íèì è ðàâåíñòâî
ôóíêöèè (1 + x)m ñâîåìó ðÿäó Òåéëîðà ïðè |x| < 1.
Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè â êîíöåâûõ òî÷êàõ ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.
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3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.1. Ñåìåéñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó

3.1. Ñåìåéñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, Y � ïîäìíîæåñòâî Rn.
Ñåìåéñòâîì ôóíêöèé f(x, y) : X × Y → R, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà y , íàçûâàþò ìíîæåñòâî {f(x, y)}y∈Y . Ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì y ∈ Y ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïóñòü y0 � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ Y . Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî f(x, y) ôóíêöèé ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
X ïðè y → y0 ê ôóíêöèè φ(x):
(1) ïîòî÷å÷íî (îáîçíà÷åíèå: f(x, y) −−−−→

y→y0

φ(x)), åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî |y − y0| < δ, âûïîëíåíî |f(x, y)− φ(x)| < ε;
(2) ðàâíîìåðíî (îáîçíà÷åíèå: f(x, y) −−−−−−⇒

y→y0

φ(x)), åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ,

÷òî |y − y0| < δ, íåðàâåíñòâî |f(x, y)− φ(x)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X.

Òåîðåìà 3.1.3. (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X ïðè y → y0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y′, y′′ òàêèõ, ÷òî |y′ − y0| < δ è |y′′ − y0| < δ, íåðàâåíñòâî |f(x, y′)− f(x, y′′)| < ε âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(x, y) −−−−−−⇒
y→y0

φ(x), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y′, y′′ òàêèõ, ÷òî

|y′ − y0| < δ è |y′′ − y0| < δ, íåðàâåíñòâà |f(x, y′)− φ(x)| < ε

2
è |f(x, y′′)− φ(x)| < ε

2
âûïîëíåíû äëÿ âñåõ x ∈ X. Îòñþäà

èìååì:

|f(x, y′)− f(x, y′′)| ≤ |f(x, y′)− φ(x)|+ |f(x, y′′)− φ(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë lim

y→y0

f(x0, y) = φ(x0), ïîýòîìó f(x, y) −−−−→
y→y0

φ(x) íà X. Äàëåå, óñòðåìëÿÿ â íåðàâåíñòâå èç óñëîâèÿ y′ → y0, ïîëó-

÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y′′ òàêèõ, ÷òî |y′′−y0| < δ, íåðàâåíñòâî |f(x, y′′)− φ(x)| < ε
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X, òî åñòü ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3.1.4. (sup-êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèëîñü
ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X ïðè y → y0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| −−−−→

y→y0

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x, y) −−−−−−⇒
y→y0

φ(x), òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî

|y − y0| < δ, íåðàâåíñòâî |f(x, y)− φ(x)| < ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà, î÷åâèäíî,

sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| ≤ ε

2
< ε,

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| −−−−→

y→y0

0.

Îáðàòíî: ïóñòü sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| −−−−→

y→y0

0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ,

÷òî |y − y0| < δ âûïîëíåíî sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| < ε. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, î÷åâèäíî,

|f(x, y)− φ(x)| ≤ sup
x∈X
|f(x, y)− φ(x)| < ε

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, è ìû âïèñûâàåìñÿ â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X
ïðè y → y0. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=1 ýëåìåíòîâ èç Y , íå ñîäåðæàùåé y0 ýëåìåíòîì, íî ñõîäÿùåéñÿ
ê y0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk(x)}∞k=1 = {f(x, yk)}∞k=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê φ(x) íà ìíîæåñòâå X.
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3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.2. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî |y − y0| < δ,

íåðàâåíñòâî |f(x, y)− φ(x)| < ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N
âûïîëíåíî |yn − y0| < δ. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî |f(x, yn)− φ(x)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
x ∈ X, è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.1.6. Ïóñòü x0 ∈ X è ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà
ìíîæåñòâå X ïðè y → y0. Òîãäà:
(1) åñëè äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→x0

f(x, y), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→x0

φ(x) = lim
x→x0

(︃
lim
y→y0

f(x, y)

)︃
= lim

y→y0

(︃
lim

x→x0

f(x, y)

)︃
;

(2) åñëè äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî è φ(x) íåïðåðûâíà â x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (3.1.5), óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç (2.3.3).

Òåîðåìà 3.1.7. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Äèíè). Ïóñòü ïðè ëþáîì y ∈ Y ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x íà êîìïàêòå
X è ïðè âîçðàñòàíèè y ê y0, ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x), òàêæå íåïðåðûâíîé íà X.
Òîãäà ýòî ñòðåìëåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì èç Y âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (3.1.5), òîãäà
ïî (2.1.4) {fk(x)}∞k=1 = {f(x, yk)}∞k=1 ⇒ φ(x) íà ìíîæåñòâå X. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî

|φ(x)− f(x, yn)| < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Òîãäà äëÿ y > yn ïî óñëîâèþ f(x, y) > f(x, yn), ïîýòîìó äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî |y−y0| < |yn−y0|
íåðàâåíñòâî

|φ(x)− f(x, y)| < |φ(x)− f(x, yn)| < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X, è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

3.2. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà [a, b] × Y è ïðè êàæäîì çíà÷åíèè y èíòåãðèðóåìà ïî x íà [a, b].
Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî íà [a, b] ïðè y → y0, òî φ(x) òàêæå
èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
y→y0

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

φ(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (3.1.5), èíòåãðèðóåìîñòü
φ(x) ñëåäóåò èç (2.4.3).
Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî |y − y0| < δ, íåðàâåíñòâî

|f(x, y)− φ(x)| < ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ⃓⃓⃓⃓

⃓
∫︂ b

a

f(x, y)dx−
∫︂ b

a

φ(x)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

∫︂ b

a

|f(x, y)− φ(x)| dx < ε(b− a),

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñëåäóåò óñëîâèå òåîðåìû.

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d]. Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx

åñòü íåïðåðûâíàÿ íà [c, d] ôóíêöèÿ.
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3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.2. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì y0 ∈ [c, d].
Ïî òåîðåìå Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèÿ f(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå [a, b] × [c, d]. Â
÷àñòíîñòè, èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïî y ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
äëÿ âñåõ y òàêèõ, ÷òî |y − y0| < δ, íåðàâåíñòâî |f(x, y)− f(x, y0)| < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b].
Ñëåäîâàòåëüíî, f(x, y) −−−−−−⇒

y→y0

f(x, y0) íà [a, b], è ïî (3.2.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

f(x, y0)dx = I(y0).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà y0 ôóíêöèÿ I(y) íåïðåðûâíà íà âñåì îòðåçêå [c, d].

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b] × [c, d], à u(y) è v(y) � òàêèå
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ [c, d] çíà÷åíèÿ u(y) è v(y) ëåæàò íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

∫︂ v(y)

u(y)

f(x, y)dx

åñòü íåïðåðûâíàÿ íà [c, d] ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì y0 ∈ [c, d]. Òîãäà:

I(y) =

∫︂ v(y0)

u(y0)

f(x, y)dx+

∫︂ v(y)

v(y0)

f(x, y)dx−
∫︂ u(y)

u(y0)

f(x, y)dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë ïî (3.2.2) ïðè y → y0 ñòðåìèòñÿ ê I(y0), îñòàëüíûå äâà äîïóñêàþò îöåíêó⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ v(y)

v(y0)

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤M |v(y)− v(y0)|⃓⃓⃓⃓

⃓
∫︂ u(y)

u(y0)

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤M |u(y)− u(y0)|

,

ãäå M = max |f(x, y)|, è � â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé u(y) è v(y) � ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè y → y0.
Òàêèì îáðàçîì, I(y) −−−−→

y→y0

I(y0) äëÿ ëþáîãî y0 ∈ [c, d].

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé f ′y(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b] ×
[c, d]. Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx

èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó y, âûðàæàåìóþ ôîðìóëîé:

I ′(y) =

∫︂ b

a

f ′y(x, y)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

f(x, y +∆y)− f(x, y)
∆y

= f ′y(x, y + θ∆y),

ãäå 0 < θ < 1, îòêóäà èìååì:⃓⃓⃓⃓
f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
− f ′y(x, y)

⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓
f ′y(x, y + θ∆y)− f ′y(x, y)

⃓⃓
≤ sup

|y2−y1|<∆y

|f ′y(x, y2)− f ′y(x, y1)| −−−−−→|∆y|→0
0

â ñèëó òåîðåìû Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.
Ñòàëî áûòü,

I(y +∆y)− I(y)
∆y

=

∫︂ b

a

f(x, y +∆y)− f(x, y)
∆y

dx −−−−−→
|∆y|→0

∫︂ b

a

f ′y(x, y)dy.

30



3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Òåîðåìà 3.2.5. (Ôîðìóëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé f ′y(x, y)
â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d], à u(y) è v(y) � òàêèå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ [c, d] çíà÷åíèÿ u(y) è
v(y) ëåæàò íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

∫︂ v(y)

u(y)

f(x, y)dx

èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó y, âûðàæàåìóþ ôîðìóëîé:

I ′(y) =

∫︂ v(y)

u(y)

f ′y(x, y)dx+ v′(y) · f(v(y), y)− u′(y) · f(u(y), y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì y0 ∈ [c, d]. Òîãäà:

I(y) =

∫︂ v(y0)

u(y0)

f(x, y)dx+

∫︂ v(y)

v(y0)

f(x, y)dx−
∫︂ u(y)

u(y0)

f(x, y)dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë â òî÷êå y0 ïî (3.2.4) èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ I ′(y) =

∫︂ v(y0)

u(y0)

f ′y(x, y0)dx. Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà

(çíà÷åíèå êîòîðîãî â òî÷êå y0 ðàâíî 0) ïî òåîðåìå î ñðåäíåì èìååì:

1

y − y0

∫︂ v(y)

v(y0)

f(x, y)dx =
v(y)− v(y0)
y − y0

· f(v(µ), y),

ãäå v(µ) ñîäåðæèòñÿ ìåæäó v(y0) è v(y). Îòñþäà ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â òî÷êå y0 ðàâíà

lim
y→y0

(︄
1

y − y0

∫︂ v(y)

v(y0)

f(x, y)dx

)︄
= lim

y→y0

(︃
v(y)− v(y0)
y − y0

· f(v(µ), y)
)︃

= v′(y0) · f(v(y0), y0).

Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàÿ òðåòüåãî èíòåãðàëà â òî÷êå y0 ðàâíà −u′(y0) · f(u(y0), y0).
Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì èñêîìóþ ôîðìóëó.

Òåîðåìà 3.2.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d]. Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx

èíòåãðèðóåì ïî ïàðàìåòðó y íà îòðåçêå [c, d] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∫︂ d

c

I(y)dy =

∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç (3.2.2). Îñòàëîñü îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ïîâòîð-
íûõ èíòåãðàëîâ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x, y) =

∫︂ y

c

f(x, t)dt, ïðè÷åì φ(x, c) = 0. Îíà íåïðåðûâíà ïî (3.2.3), åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y

ðàâíà φ′
y(x, y) = f(x, y) è íåïðåðûâíà ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò, ïî (3.2.4):(︄∫︂ b

a

φ(x, y)dx

)︄′

=

∫︂ b

a

φ′
y(x, y)dx =

∫︂ b

a

f(x, y)dx,

îòêóäà∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ d

c

dy

(︄∫︂ b

a

φ(x, y)dx

)︄′

=

∫︂ b

a

φ(x, d)dx−
∫︂ b

a

φ(x, c)dx =

∫︂ b

a

φ(x, d)dx =

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy.
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3.3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Âåçäå äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫︂ b

a

f(x, y)dx èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü â âåðõíåì ïðåäåëå

èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åñòü f(x, y) îïðåäåëåíà íà [a, b)× Y è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y èíòåãðèðóåìà êàê ôóíêöèÿ îò x
íà ëþáîì îòðåçêå [a, ξ] ⊂ [a, b).

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå Y :

(1) ïîòî÷å÷íî, åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ Y äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ξ0 < b, ÷òî äëÿ âñåõ ξ òàêèõ, ÷òî

ξ0 < ξ < b, âûïîëíåíî

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

ξ

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε;

(2) ðàâíîìåðíî, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ξ0 < b, ÷òî äëÿ âñåõ ξ òàêèõ, ÷òî ξ0 < ξ < b, íåðàâåíñòâî⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

ξ

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y ∈ Y .

Òåîðåìà 3.3.2. (Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ξ0, ÷òî äëÿ âñåõ ξ′, ξ′′ òàêèõ, ÷òî ξ0 < ξ′ < ξ′′ < b,

íåðàâåíñòâî

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì (2.1.3) è (3.1.3).

Òåîðåìà 3.3.3. (sup-êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèëñÿ ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå Y , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
y∈Y

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

ξ

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ −−−−−→ξ→b−0

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì (2.1.2) è (3.1.4).

Ïðèìåð 3.3.4. Í.è.

∫︂ +∞

1

1

xy
dx ñõîäèòñÿ íà Y = (1,+∞) ïîòî÷å÷íî, íî íå ðàâíîìåðíî, èáî

sup
y>1

⃓⃓⃓⃓∫︂ +∞

ξ

1

xy
dx

⃓⃓⃓⃓
= sup

y>1

x1−y

1− y

⃓⃓⃓⃓+∞

ξ

= sup
y>1

ξ1−y

1− y
= +∞.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè í.è., çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 3.3.5. (Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå

[a, b)× Y íåðàâåíñòâó |f(x, y)| ≤ g(x). Åñëè í.è.

∫︂ b

a

g(x)dx ñõîäèòñÿ, òî í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî íà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ í.è.

∫︂ b

a

g(x)dx ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè: ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå ξ0 < b, ÷òî äëÿ âñåõ ξ′, ξ′′ òàêèõ,

÷òî ξ0 < ξ′ < ξ′′ < b, âûïîëíåíî

∫︂ ξ′′

ξ′
g(x)dx < ε. Òîãäà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ ξ′, ξ′′ òàêèõ, ÷òî ξ0 < ξ′ < ξ′′ < b,

íåðàâåíñòâî ⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

∫︂ ξ′′

ξ′
|f(x, y)| dx ≤

∫︂ ξ′′

ξ′
g(x)dx < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y ∈ Y , ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (è àáñîëþòíî) íà Y .
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Òåîðåìà 3.3.6. (Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ). Ïóñòü ïðè âñåõ y ∈ Y ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì
ïîäîòðåçêå ïðîìåæóòêà [a, b), à ôóíêöèÿ g(x, y) ìîíîòîííà ïî x íà [a, b). Òîãäà í.è.∫︂ b

a

f(x, y)g(x, y)dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y , åñëè:

(1) (Äèðèõëå) èíòåãðàë

∫︂ ξ

a

f(x, y)dy ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé A ïðè âñåõ ξ ∈ [a, b) è y ∈ Y , à ñåìåéñòâî

ôóíêöèé g(x, y) ñõîäèòñÿ ê 0 íà ìíîæåñòâå Y ðàâíîìåðíî ïðè x→ b;

(2) (Àáåëü) í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y , à ôóíêöèÿ g(x, y) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé B ïðè

âñåõ x ∈ [a, b) è y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì èñòèííîñòü êðèòåðèÿ Êîøè. Äëÿ ýòîãî îöåíèì èíòåãðàë∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y)dx

ïðè a ≤ ξ′ < ξ′′ < b. Ïî âòîðîé òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y íà èíòåðâàëå (ξ′, ξ′′) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà η(y), ÷òî
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y)dx = g(ξ′, y)

∫︂ η(y)

ξ′
f(x, y)dx+ g(ξ′′, y)

∫︂ ξ′′

η(y)

f(x, y)dx.

Îòñþäà:

(1)

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 2A (|g(ξ′, y)|+ |g(ξ′′, y)|) −−−→

ξ′→b
0 â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâà g(x, y);

(2)

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ B

(︄⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ η(y)

ξ′
f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ ξ′′

η(y)

f(x, y)dx

⃓⃓⃓⃓
⃓
)︄
−−−→
ξ′→b

0 â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùåãîñÿ í.è.

∫︂ d

c

f(x, y)dy.

Â ëþáîì ñëó÷àå ïî êðèòåðèþ Êîøè èìååì ðàâíîìåðíóþ íà Y ñõîäèìîñòü í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)g(x, y)dx.

Òåîðåìà 3.3.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè [a, b) × [c, d]. Åñëè í.è. I(y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [c, d], òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ íà [c, d] ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé I(ξ, y) =

∫︂ ξ

a

f(x, y)dx. Ïî óñëîâèþ I(ξ, y) −−−−−−⇒
ξ→b

I(y) íà îòðåçêå [c, d].

Ïî (3.2.3) ïðè âñåõ ξ ∈ [a, b) ôóíêöèÿ I(ξ, y) íåïðåðûâíà ïî y íà [c, d], ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.1.6) è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
I(y) òàêæå íåïðåðûâíà íà [c, d].

Òåîðåìà 3.3.8. Ïóñòü â îáëàñòè [a, b)× [c, d] ñâîåé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèÿ f(x, y) ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ, à í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ è íåïðåðûâåí íà [c, d]. Òîãäà åãî ñõîäèìîñòü íà c, d] ðàâíîìåðíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê óïîìÿíóòîìó ñåìåéñòâó ôóíêöèé I(ξ, y) îáîáùåííóþ òåîðåìó Äèíè (3.1.7).

3.4. Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà 3.4.1. (Ôîðìóëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé f ′y(x, y) â

îáëàñòè [a, b) × [c, d]. Åñëè íà [c, d] í.è. I(y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ, à í.è. J(y) =

∫︂ b

a

f ′y(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî,

òî I(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó y, ïðè÷åì I ′(y) = J(y).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ξk}∞k=1 òàêîé, ÷òî lim
k→∞

ξk = b, è îáîçíà÷èì Ik(y) =

∫︂ ξk

a

f(x, y)dx.

Òàê êàê f(x, y) è f ′x(x, y) íåïðåðûâíû íà [a, ξk]× [c, d], èç (3.2.5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Ik(y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
íà [c, d] è

I ′k(y) =

∫︂ ξk

a

f ′y(x, y)dx.

Èç ñõîäèìîñòè íà [c, d] í.è. I(y) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê íåìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ik(y)}+∞
k=1 âî âñåõ òî÷êàõ [c, d].

Íàêîíåö, âíîâü ïî (3.2.5)

I ′k(y) =

∫︂ ξk

a

f ′y(x, y)dx,

è ïî óñëîâèþ èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {I ′k(y)}
+∞
k=1 ê J(y).

Ñòàëî áûòü, ïî (2.4.1) í.è. I(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî y, ðàâíóþ

I ′(y) = lim
k→∞

(︄∫︂ ξk

a

f(x, y)dx

)︄′

= lim
k→∞

∫︂ ξk

a

f ′y(x, y)dx =

∫︂ b

a

f ′y(x, y)dx.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè [a, b)× [c, d]. Åñëè í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà [c, d], òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðèðóåìóþ íà [c, d] ôóíêöèþ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç (3.3.7), ñóùåñòâîâàíèå âíóò-
ðåííåãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè î÷åâèäíî, ïîýòîìó íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå âíåøíåãî èíòåãðàëà â ïðàâîé
÷àñòè è ñàìî ðàâåíñòâî.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ φ(t, y) =

∫︂ t

a

f(x, y)dx, ïðè÷åì φ(a, y) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ φ(t, y) è åå ïðîèçâîäíàÿ φ′
t(t, y) = f(t, y) íåïðåðûâíû íà [a, t]× [c, d] ïðè âñåõ t < b, ïîýòîìó

ïî (3.2.4) (︄∫︂ d

c

φ(t, y)dy

)︄′

=

∫︂ d

c

φ′
t(t, y)dy =

∫︂ d

c

f(t, y)dy,

îòêóäà

∫︂ b

a

dt

∫︂ d

c

f(t, y)dy =

∫︂ b

a

dt

(︄∫︂ d

c

φ(t, y)dy

)︄′

=

∫︂ d

c

φ(b, y)dy −
∫︂ d

c

φ(a, y)dy =

∫︂ d

c

φ(b, y)dy =

∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx.

Ëåììà 3.4.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå [a, b) × Y , è íà êàæäîì ïîäîòðåçêå [a, b)
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè g(x) ïðè y → y0.

Åñëè í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y , òî í.è.

∫︂ b

a

g(x)dx ñõîäèòñÿ íà Y , è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

lim
y→y0

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ(ξ, y) =

∫︂ ξ

a

f(x, y)dx. Ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà (3.2.1), ñî-

ãëàñíî êîòîðîé

lim
y→y0

φ(ξ, y) =

∫︂ ξ

a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

∫︂ ξ

a

g(y)dy.

34



3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó 3.5. Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ èìåííûõ èíòåãðàëîâ

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

lim
ξ→b

φ(ξ, y) =

∫︂ b

a

f(x, y)dx,

ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ðàâíîìåðíîå íà Y . Ïî (3.1.6)

lim
y→y0

∫︂ b

a

f(x, y)dx = lim
y→y0

(︃
lim
ξ→b

φ(ξ, y)

)︃
= lim

ξ→b

(︃
lim
y→y0

φ(ξ, y)

)︃
= lim

ξ→b

∫︂ ξ

a

g(y)dy =

∫︂ b

a

g(y)dy.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè [a, b) × [c, d), à í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx è

∫︂ d

c

f(x, y)dy ñõîäÿòñÿ

ðàâíîìåðíî (îäèí ïî y, äðóãîé ïî x) â ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.
Åñëè ñõîäèòñÿ îäèí èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

|f(x, y)|dx èëè

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

|f(x, y)|dy,

òî äðóãîé èíòåãðàë òàêæå ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè í.è.

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

|f(x, y)|dy ñõîäèòñÿ. Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîãî η < d í.è.∫︂ b

a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, η], ïîýòîìó ïî (3.4.2)

∫︂ η

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ b

a

dx

∫︂ η

c

f(x, y)dy.

Ââåäåì ôóíêöèþ h(x, η) =

∫︂ η

c

f(x, y)dy. Ïî (3.2.2) h(x, η) íåïðåðûâíà (à, ñëåäîâàòåëüíî, è èíòåãðèðóåìà) íà ëþáîì

îòðåçêå [c, η] ⊂ [c, d).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|h(x, η)| ≤
∫︂ η

c

|f(x, y)|dy ≤
∫︂ d

c

|f(x, y)|dy,

è èç ñõîäèìîñòè í.è.

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

|f(x, y)|dy ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íà [a, b) ñõîäèìîñòü í.è.
∫︂ b

a

h(x, η)dx.

Íàêîíåö, ïî óñëîâèþ h(x, η) −−−−−−⇒
η→d

∫︂ d

c

f(x, y)dy íà [a, ξ] ⊂ [a, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.4.3)∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy =

∫︂ b

a

lim
η→d

h(x, η)dx = lim
η→d

∫︂ b

a

h(x, η)dx =

= lim
η→d

∫︂ b

a

dx

∫︂ η

c

f(x, y)dy = lim
η→d

∫︂ η

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx =

∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx.

Òåîðåìà 3.4.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) â ñâîåé îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè [a, b) × [c, d) ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ, à îáà í.è.

∫︂ b

a

f(x, y)dx è

∫︂ d

c

f(x, y)dy ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò îäèí èç ïîâòîðíûõ

èíòåãðàëîâ ∫︂ d

c

dy

∫︂ b

a

f(x, y)dx èëè

∫︂ b

a

dx

∫︂ d

c

f(x, y)dy,

òî ñóùåñòâóåò è äðóãîé, ïðè÷åì ðàâíûé ïåðâîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ðàâíîñèëüíîñòü òðåáîâàíèé íàñòîÿùåé òåîðåìû è (3.4.4) íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç (3.3.8).
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3.5. Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ èìåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïðèìåð 3.5.1. Èíòåãðàë Äèðèõëå:

D(m) =

∫︂ +∞

0

sinmx

x
dx.

Â ñèëó íå÷åòíîñòè ïî m äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m > 0, à çàòåì ïðîäëèòü îòâåò ïî íå÷åòíîñòè.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë

I(m) =

∫︂ +∞

0

e−αx

x
sinmxdx (α > 0)

è ïðîâåðèì äëÿ íåãî óñëîâèÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà (3.4.1).

(1) f(x,m) =
e−αx

x
sinmx è f ′m(x,m) = e−αx cosmx íåïðåðûâíû ïðè x ≥ 0 è ëþáîì m;

(2) I(m) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ m, ïîñêîëüêó⃓⃓⃓⃓∫︂ +∞

0

e−αx

x
sinmxdx

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ +∞

0

⃓⃓
e−αx

⃓⃓
|m|

⃓⃓⃓⃓
sinmx

mx

⃓⃓⃓⃓
dx ≤ |m|

∫︂ +∞

0

e−αxdx =
⃓⃓⃓m
α

⃓⃓⃓
;

(3)

∫︂ +∞

0

e−αx cosmxdx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî m ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, ïîñêîëüêó

⃓⃓
e−αx cosmx

⃓⃓
≤ e−αx,

à í.è.

∫︂ +∞

0

e−αxdx ñõîäèòñÿ.

Çíà÷èò, ïî (3.4.1)

I ′(m) =

∫︂ +∞

0

e−αx cosmxdx =
α

α2 +m2
(ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì) =⇒ I(m) = arctan

m

α
+ C.

Ïîäñòàâëÿÿ m = 0, íàõîäèì C = 0 è, îêîí÷àòåëüíî, I(m) = arctan
m

α
.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì m è ðàññìîòðèì I = I(α). Ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ I(α) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè α ≥ 0, ïîýòîìó ïî
(3.3.7) I(α) íåïðåðûâåí â 0, ïîýòîìó ìîæíî äîîïðåäåëèòü I(α) â òî÷êå 0 ïî íåïðåðûâíîñòè:∫︂ +∞

0

sinmx

x
dx = I(0) = lim

α→0
I(α) = lim

α→0
arctan

m

α
=
π

2
.

Èòîãî,

D(m) =
π

2
· sgn(m).

Ïðèìåð 3.5.2. Èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà:

K =

∫︂ +∞

0

e−x2

dx.

Ïîëîæèâ x = ut, ãäå u > 0, ïîëó÷èì:

K = u

∫︂ +∞

0

e−u2t2dt.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà e−u2

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî u:

K ·
∫︂ +∞

0

e−u2

du = K2 =

∫︂ +∞

0

e−u2

udu

∫︂ +∞

0

e−u2t2dt =

∫︂ +∞

0

dt

∫︂ +∞

0

e−(1+t2)u2

udu =
1

2

∫︂ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

4
=⇒ K =

√
π

2
.

Îáîñíóåì çàêîííîñòü ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ ñíà÷àëà ïðè u ≥ u0 > 0, t ≥ 0. Â ñàìîì äåëå, f(u, t) = ue−(1+t2)u2

íåïðåðûâíà ïðè u ≥ u0 > 0, t ≥ 0, à èíòåãðàëû∫︂ +∞

u0

ue−(1+t2)u2

du =
1

2(1 + t2)
e−(1+t2)u0 è

∫︂ +∞

0

ue−(1+t2)u2

dt = K · e−u2
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íåïðåðûâíû ïî t è u â óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïî (3.4.5) äîêàçàíî, ÷òî∫︂ +∞

u0

du

∫︂ +∞

0

ue−(1+t2)u2

dt =

∫︂ +∞

0

dt

∫︂ +∞

u0

ue−(1+t2)u2

du.

Îñòàëîñü ïåðåéòè â ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè u0 → 0, ÷òî ñïðàâà ìîæíî ñäåëàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî (3.4.3).

Ïðèìåð 3.5.3. Èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ:

J1 =

∫︂ +∞

0

sinx2dx, J2 =

∫︂ +∞

0

cosx2dx.

Âû÷èñëèì ïåðâûé èíòåãðàë; âòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîëîæèâ x2 = t, ïîëó÷èì

J1 =
1

2

∫︂ +∞

0

sin t√
t
dt.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë

J(α) =

∫︂ +∞

0

sin t√
t
e−αtdt (α > 0).

Çàìåòèì, ÷òî
1√
t
=

2√
π

∫︂ +∞

0

e−tu2

du (èç èíòåãðàëà Ýéëåðà-Ïóàññîíà). Ïîäñòàâèâ â J(α), ïîëó÷èì:

J(α) =
2√
π

∫︂ +∞

0

e−αt sin tdt

∫︂ +∞

0

e−tu2

du =
2√
π

∫︂ +∞

0

du

∫︂ +∞

0

e−(α+u2)t sin tdt =
2√
π

∫︂ +∞

0

du

1 + (α+ u2)2
.

Çàêîííîñòü ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ f(u, t) = e−(α+u2)t sin t ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè α→ 0 ïî íåïðåðûâíîñòè (ñïðàâà ìîæíî ïåðåõîäèòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà), ïîëó÷àåì:

2J1 = J(0) = lim
α→0

J(α) = lim
α→0

2√
π

∫︂ +∞

0

du

1 + (α+ u2)2
=

2√
π

∫︂ +∞

0

lim
α→0

du

1 + (α+ u2)2
=

2√
π

∫︂ +∞

0

du

1 + u4
=

2√
π

π√
8
=

√︃
π

2
,

è îêîí÷àòåëüíî

J1 =
1

2

√︃
π

2
.

Òàêîé æå ðåçóëüòàò áóäåò è äëÿ J2.

Òåîðåìà 3.5.4. (Ôîðìóëû Ôðóëëàíè) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè x ≥ 0. Òîãäà:
(1) åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
f(x) = f(+∞), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫︂ +∞

0

f(αx)− f(βx)
x

dx = (f(0)− f(+∞)) ln
β

α
;

(2) åñëè äëÿ âñÿêîãî A > 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫︂ +∞

A

f(x)

x
dx, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫︂ +∞

0

f(αx)− f(βx)
x

dx = f(0) ln
β

α
;

(3) åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→+∞

f(x) = f(+∞) è äëÿ âñÿêîãî A > 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫︂ A

0

f(x)

x
dx, òî

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ∫︂ +∞

0

f(αx)− f(βx)
x

dx = f(+∞) ln
α

β
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ôîðìóëû; îñòàëüíûå âûâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü 0 < a < b < +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫︂ b

a

f(αx)− f(βx)
x

dx =

∫︂ b

a

f(αx)

x
dx−

∫︂ b

a

f(βx)

x
dx =

∫︂ bα

aα

f(u)

u
du−

∫︂ bβ

aβ

f(u)

u
du =

∫︂ aβ

aα

f(u)

u
du−

∫︂ bβ

bα

f(u)

u
du,
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à òîãäà ∫︂ +∞

0

f(αx)− f(βx)
x

dx = lim
a→0

∫︂ aβ

aα

f(u)

u
du− lim

b→+∞

∫︂ bβ

bα

f(u)

u
du.

Ïî ïåðâîé òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóþò òî÷êè ξ ∈ [aα, aβ] è η ∈ [bα, bβ] òàêèå, ÷òî∫︂ aβ

aα

f(u)

u
du = f(ξ)

∫︂ aβ

aα

du

u
= f(ξ) ln

β

α
è

∫︂ bβ

bα

f(u)

u
du = f(η)

∫︂ bβ

bα

du

u
= f(η) ln

β

α
.

Íî òàê êàê ξ → 0 ïðè a→ 0 , à η → +∞ ïðè b→ +∞, èìååì:∫︂ +∞

0

f(αx)− f(βx)
x

dx = (f(0)− f(+∞)) ln
β

α
.

3.6. Ýéëåðîâû èíòåãðàëû

Ýéëåðîâ èíòåãðàë 2-ãî ðîäà (ãàììà-ôóíêöèÿ)

Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(x) =

∫︂ +∞

0

tx−1e−tdt, x > 0.

Çàìå÷àíèå. Íà îòðåçêå [A,B] ⊂ (0,+∞) ïðè 0 < t < 1 èìååì

tx−1e−t ≤ tA−1e−t,

à ïðè t > 1 � ñîîòâåòñòâåííî
tx−1e−t ≤ tB−1e−t,

è ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà Γ(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [A,B] ⊂ (0,+∞) (è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà
íà âñåì ëó÷å). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Γ′(x) =

∫︂ +∞

0

tx−1e−t ln tdt

íà ëþáîì ïîäîòðåçêå [A,B] ⊂ (0,+∞), ÷òî îáîñíîâûâàåò çàêîííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó x.
Âîîáùå, ïî èíäóêöèè òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Γ(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà (0,+∞).

Òåîðåìà 3.6.2. (Ôîðìóëà ïðèâåäåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè).

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Γ(x) =

∫︂ +∞

0

tx−1e−tdt =
txe−t

x

⃓⃓⃓⃓+∞

0

−
∫︂ +∞

0

tx

x
(−e−t)dt =

1

x

∫︂ +∞

0

txe−tdt =
1

x
· Γ(x+ 1) =⇒ Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó

Γ(1) =

∫︂ +∞

0

e−tdt = 1,

äëÿ íàòóðàëüíûõ n èìååì Γ(n + 1) = n!. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Γ-ôóíêöèþ êàê íåïðåðûâíûé àíàëîã ôóíêöèè
n!.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Γ-ôóíêöèè Γ(x+ 1) ≈ 1 ïðè x→ 0.

Òåîðåìà 3.6.3. (Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). Ïðè n→∞

n! ∼
√
2πn

(︂n
e

)︂n
.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) Çàìåíîé ïåðåìåííîé t = x(1 + s) ïåðåïèøåì Γ(x+ 1) â âèäå

Γ(x+ 1) =

∫︂ +∞

−1

xx(1 + s)xe−x(1+s)xds = xx+1e−x

∫︂ +∞

−1

(1 + s)xe−xsds = xx+1e−x

∫︂ +∞

−1

e−x(s−ln (1+s))ds.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(s) = s− ln(1 + s) íà ëó÷å s > −1. Åå ïðîèçâîäíàÿ:

f ′(s) = 1− 1

1 + s
=

s

1 + s
,

ïîýòîìó f(s) óáûâàåò íà (−1, 0) è âîçðàñòàåò íà (0,+∞). Êðîìå òîãî, f(0) = 0 è ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà êàê ê −1, òàê
è ê +∞ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(s) ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî áèåêöèÿ ìåæäó s ∈ (−1,+∞) è u ∈ (−∞,+∞),
çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

u2

2
= s− ln (1 + s)

(ïðè óñëîâèè, ÷òî çíàêè u è s ñîâïàäàþò). Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî ïî u, ïîëó÷èì:

u =

(︃
1− 1

1 + s

)︃
ds

du
(u)

ds

du
(u) =

u

s
+ u, s ̸= 0.

(2) Èç ðàçëîæåíè Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè ln(1 + s) èìååì:

ln (1 + s) = s− 1

2
· s2

(1 + θs)2
, 0 < θ < 1,

îòêóäà
u2

2
= s− ln(1 + s) =

s2

2(1 + θs)2
.

Íî çíàêè u è s ñîâïàäàþò; ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò çíàêè u è 1 + θs > 0, ïîýòîìó ìîæíî èçâëå÷ü êîðåíü:

u =
s

1 + θs
=⇒ u

s
= 1− θu =⇒ ds

du
(u) =

u

s
+ u = 1 + (1− θ)u, s ̸= 0.

Óñëîâèå s ̸= 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ u ̸= 0. Îäíàêî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà lim
u→0

ds

du
(u) = 1, ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî

íåïðåðûâíîñòè
ds

du
(0) = 1, îòêóäà äëÿ âñåõ u èìååò ìåñòî îöåíêà⃓⃓⃓⃓

ds

du
(u)− 1

⃓⃓⃓⃓
≤ |u|.

(3) Ïåðåéäåì â âûðàæåíèè äëÿ Γ(x+ 1) îò ïåðåìåííîé s ê ïåðåìåííîé u:∫︂ +∞

−1

e−x(s−ln(1+s))ds =

∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2

(︃
ds

du
− 1 + 1

)︃
du =

∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2 du+A(x),

ãäå

|A(x)| <
∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2

⃓⃓⃓⃓
ds

du
− 1

⃓⃓⃓⃓
du <

∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2 |u|du.

Ïåðâûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó íàì èíòåãðàëó Ýéëåðà-Ïóàññîíà:∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2 du =

√︃
2

x

∫︂ +∞

−∞
e−v2

dv =

√︃
2

x

√
π =

√︃
2π

x
.

Âòîðîé æå èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ êàê∫︂ +∞

−∞
e−xu2

2 |u|du = 2

∫︂ +∞

0

e−xu2

2 udu =

∫︂ +∞

0

e−x v
2 dv =

2

x

∫︂ +∞

0

e−wdw =
2

x
.
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Òàêèì îáðàçîì, ∫︂ +∞

−1

e−x(s−ln (1+s))ds =

√︃
2π

x
+R , ãäå |R| < 2

x
,

è, îêîí÷àòåëüíî,

Γ(x+ 1) = xx+1e−x

(︄√︃
2π

x
+R

)︄
=
√
2πx

(︂x
e

)︂x
(1 +R′) , ãäå |R′| <

√︃
2

πx
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè x→ +∞ èìååì Γ(x+ 1) ∼
√
2πx

(︂x
e

)︂x
, à ïðè x = n ∈ N � èñêîìóþ ôîðìóëó.

Ýéëåðîâ èíòåãðàë 1-ãî ðîäà (áåòà-ôóíêöèÿ)

Îïðåäåëåíèå 3.6.4. Áåòà-ôóíêöèÿ B(p, q) =

∫︂ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, p, q > 0.

Çàìå÷àíèå.
(1) Ïðè p, q ≥ 1 èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
(2) Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t = 1− s èìååì B(p, q) = B(q, p).

(3) Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t =
s

1 + s
èìååì

B(p, q) =

∫︂ +∞

0

sp−1

(1 + s)p+q
ds.

(4) Ïðè âñåõ t äëÿ p ≥ p0 > 0, q ≥ q0 > 0 âûïîëíÿåòñÿ tp−1(1 − t)q−1 ≤ tp0−1(1 − t)q0−1, ïîýòîìó èíòåãðàë ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 3.6.5. (Ôîðìóëà ïðèâåäåíèÿ äëÿ B-ôóíêöèè).

B(p+ 1, q) =
p

p+ q
B(p, q).

Äîêàçàòåëüñòâî.

B(p+ 1, q) =

∫︂ 1

0

tp(1− t)q−1dt =
−tp(1− t)q

q

⃓⃓⃓⃓1
0

+
p

q

∫︂ 1

0

tp−1(1− t)qdt = p

q

∫︂ 1

0

tp−1(1− t)q−1(1− t)dt =

=
p

q

(︃∫︂ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt−
∫︂ 1

0

tp(1− t)q−1dt

)︃
=
p

q
B(p, q)− p

q
B(p+ 1, q),

îòêóäà (︃
1 +

p

q

)︃
B(p+ 1, q) =

p

q
B(p, q) =⇒ B(p+ 1, q) =

p

p+ q
B(p, q).

Òåîðåìà 3.6.6. (Ñâÿçü áåòà- è ãàììà-ôóíêöèè).

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàìåíîé ïåðåìåííîé t = (k + 1)y, k > −1 ïîëó÷èì:

Γ(p)

(1 + k)p
=

∫︂ +∞

0

yp−1e−(1+k)ydy.

Ïåðåîáîçíà÷èâ p êàê p+ q, èìååì:

Γ(p+ q)

(1 + k)p+q
=

∫︂ +∞

0

yp+q−1e−(1+k)ydy.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà kp−1 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî k íà ëó÷å [(0,+∞):

Γ(p+ q) ·B(p, q) = Γ(p+ q)

∫︂ +∞

0

kp−1

(1 + k)p+q
dk =

∫︂ +∞

0

kp−1dk

∫︂ +∞

0

yp+q−1e−(1+k)ydy =

=

∫︂ +∞

0

yp+q−1e−ydy

∫︂ +∞

0

kp−1e−kydk =

∫︂ +∞

0

yp+q−1e−y · Γ(p)
yp

dy = Γ(p)

∫︂ +∞

0

yq−1e−ydy = Γ(p) · Γ(q).

Îñòàëîñü îáîñíîâàòü çàêîííîñòü ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ ïðè k ≥ 0 è y ≥ 0. Ñíà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì p, q > 1.
Ôóíêöèÿ f(k, y) = yp+q−1 · e−(1+k)y · kp−1 íåïðåðûâíà ïðè k ≥ 0 è y ≥ 0, à èíòåãðàëû∫︂ +∞

0

yp+q−1e−(1+k)ykp−1dy = Γ(p+ q)
kp−1

(1 + k)p+q
è

∫︂ +∞

0

yp+q−1e−(1+k)ykp−1dk = Γ(p)yq−1e−y

íåïðåðûâíû ïî k è y â óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.4.5) ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëîâ çàêîííà.
Â îáùåì ñëó÷àå çàâåäîìî p+ 1 > 1 è q + 1 > 1, ïîýòîìó ïî äîêàçàííîìó

B(p+ 1, q + 1) =
Γ(p+ 1)Γ(q + 1)

Γ(p+ q + 2)
,

îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìóþ ôîðìóëó ïðè ïîìîùè ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ (3.6.2) è (3.6.5).

Òåîðåìà 3.6.7. (Ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè). Ïðè 0 < a < 1

Γ(a)Γ(1− a) = π

sinπa
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.6.6):

Γ(a)Γ(1− a) = B(a, 1− a)Γ(1) =
∫︂ +∞

0

ta−1

1 + t
dt =

∫︂ 1

0

ta−1

1 + t
dt+

∫︂ +∞

1

ta−1

1 + t
dt = I1 + I2.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

I1 = lim
ε→0

∫︂ 1−ε

0

ta−1

1 + t
dt.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì
1

1 + t
=

∞∑︂
k=0

(−1)ktk (ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1 − ε], ãäå ε > 0) è ïî÷ëåííûì èíòåãðè-

ðîâàíèåì:∫︂ 1−ε

0

ta−1

1 + t
dt =

∫︂ 1−ε

0

∞∑︂
k=0

(−1)ktk+a−1dt =

∞∑︂
k=0

∫︂ 1−ε

0

(−1)ktk+a−1dt =

∞∑︂
k=0

(−1)k t
k+a

k + a

⃓⃓⃓⃓1−ε

0

=

∞∑︂
k=0

(−1)k (1− ε)
k+a

k + a
.

Ðÿä

∞∑︂
k=0

(−1)k 1

k + a
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ïîýòîìó ïî (2.5.7) ðÿä

∞∑︂
k=0

(−1)k (1− ε)
k+a

k + a
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

[0, 1− ε]. Ñòàëî áûòü, ïî (2.3.1)

I1 = lim
ε→0

∞∑︂
k=0

(−1)k (1− ε)
k+a

k + a
=

∞∑︂
k=0

(−1)k lim
ε→0

(1− ε)k+a

k + a
=

∞∑︂
k=0

(−1)k

k + a
.

Âòîðîé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó çàìåíîé t =
1

x
:

I2 =

∫︂ 1

0

x(1−a)−1

1 + x
dx =

∞∑︂
k=0

(−1)k

k + 1− a
=

∞∑︂
k=1

(−1)k

a− k
.

Èòîãî:

Γ(a)Γ(1− a) = 1

a
+

∞∑︂
k=1

(−1)k
(︃

1

a+ k
− 1

a− k

)︃
.

Èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (ñì. (4.3.9)) îòñþäà íàïðÿìóþ áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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4. Ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà

4.1. Ôèíèòíûå ôóíêöèè. Ëåììà Ðèìàíà

Ïîä LR(A) ïîäðàçóìåâàåòñÿ êëàññ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå A.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Íîñèòåëü ôóíêöèè f(x) � ýòî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì f(x) ̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé, åñëè åå íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ëåììà 4.1.3. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) êëàññà LR[a, b] ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn(x)}∞n=1 ôèíèòíûõ ñòó-
ïåí÷àòûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

∫︂ b

a

|f(x)− φn(x)| dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòðîèì ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b]: a = x0 < x1 < ... < xn = b ìåëêîñòüþ δ =
1

n
. Îïðåäåëèì

mi = inf
[xi−1,xi]

f(x)

è çàäàäèì ôóíêöèþ

φn(x) =

{︄
mi, x ∈ (xi−1, xi), 0 ≤ i ≤ n
0, x ∈ (−∞, a] ∪ [b,+∞)

.

Âûáåðåì ξi ∈ (xi−1, xi). Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè δ → 0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè n→∞) |f(ξi)−mi| → 0.
Íî â òàêîì ñëó÷àå

lim
n→∞

∫︂ b

a

|f(x)− φn(x)|dx = lim
n→∞

n−1∑︂
i=0

f(ξi)− φn(ξi)

n
= lim

n→∞

n−1∑︂
i=0

f(ξi)−mi

n
= 0.

Ëåììà 4.1.4. (Ðèìàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êëàññà LR[a, b]. Òîãäà

lim
ν→∞

∫︂ b

a

f(x) cos νxdx = lim
ν→∞

∫︂ b

a

f(x) sin νxdx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ; âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íà ïîäîòðåçêå [α, β] ⊆ [a, b] ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

χα,β(x) =

{︄
1, x ∈ [α, β]

0, x ̸∈ [α, β]
.

Äëÿ íåå: ∫︂ b

a

χ(x) cos νxdx =

∫︂ β

α

cos νxdx =
sin νβ − sin να

ν
−−−−→
ν→∞

0,

ïîñêîëüêó
1

ν
−−−−→
ν→∞

0, à | sin νβ − sin να| ≤ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà äëÿ âñÿêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, à, ñòàëî áûòü, è âñÿêîé ôèíèòíîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ïî (4.1.3) âûáåðåì òàêóþ ôèíèòíóþ ñòóïåí÷àòóþ
ôóíêöèþ φ(x), ÷òî ∫︂ b

a

|f(x)− φ(x)|dx < ε

2
.

Òîãäà äëÿ φ(x) ñóùåñòâóåò òàêîå ν0, ÷òî äëÿ âñåõ ν > ν0 âûïîëíåíî⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

a

φ(x) cos νxdx

⃓⃓⃓⃓
⃓ < ε

2
,
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îòêóäà ⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

a

f(x) cos νxdx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

a

(f(x)− φ(x)) cos νxdx

⃓⃓⃓⃓
⃓+
⃓⃓⃓⃓
⃓
∫︂ b

a

φ(x) cos νxdx

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤

∫︂ b

a

|f(x)− φ(x)|dx+
ε

2
< ε,

è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà lim
ν→∞

∫︂ b

a

f(x) cos νxdx = 0.

4.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Îïåðàòîð F , ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè f(x) êëàññà LR(R) ôóíêöèþ

[Ff ](y) = f̂(y) =
1√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixyf(x)dx,

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êëàññà LR(R). Òîãäà:
(1) äëÿ âñåõ y ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f̂(y)| ≤ 1√
2π

∫︂ +∞

−∞
|f(x)|dx;

(2) ôóíêöèÿ f̂(y) íåïðåðûâíà íà R;
(3) lim

y→∞
f̂(y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(1)

|f̂(y)| =
⃓⃓⃓⃓

1√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixyf(x)dx

⃓⃓⃓⃓
≤ 1√

2π

∫︂ +∞

−∞
|e−ixyf(x)|dx =

1√
2π

∫︂ +∞

−∞
|f(x)|dx.

(2) Èìååì: |e−ixyf(x)| = |f(x)|, à èíòåãðàë ïî R îò |f(x)| ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà f̂(y)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R, è ïî (3.3.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ íà R ôóíêöèþ.
(3) Ïðåäñòàâèì f(x) = u(x) + iv(x), ãäå u(x) è v(x) � òàêæå êëàññà LR(R) ôóíêöèè, òîãäà èìååì:

f̂(y) =
1√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixyf(x)dx =

1√
2π

∫︂ +∞

−∞
(cos yx− i sin yx)(u(x) + iv(x))dx =

=
1√
2π

∫︂ +∞

−∞
(u(x) cos yx+ v(x) sin yx)dx− i 1√

2π

∫︂ +∞

−∞
(u(x) sin yx− v(x) cos yx)dx,

è ïî ëåììå Ðèìàíà f̂(y) −−−−→
y→∞

0.

Ñëåäñòâèå 4.2.3. Åñëè äëÿ ôóíêöèé f(x) è fn(x) êëàññà LR(R) âûïîëíåíî

lim
n→∞

∫︂ +∞

−∞
|fn(x)− f(x)|dx = 0,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{︂
fn̂(y)

}︂∞

n=1
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R ê ôóíêöèè f̂(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

|[Ffn](y)− [Ff ](y)| = |[F(fn − f)](y)| ≤
1√
2π

∫︂ +∞

−∞
|fn(x)− f(x)|dx −−−−→

n→∞
0,

ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ðàâíîìåðíîå, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà y. Çíà÷èò, è ëåâàÿ ÷àñòü
ñòðåìèòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî ïî y ïðè n→∞, îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Ïóñòü ôóíêöèè φ(x) è ψ(x) êëàññà LR(R). Èõ ñâåðòêà � ýòî ôóíêöèÿ

(φ ∗ ψ)(x) = 1√
2π

∫︂ +∞

−∞
φ(t)ψ(x− t)dt.
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Òåîðåìà 4.2.5. Ïóñòü ôóíêöèè φ(x) è ψ(x) êëàññà LR(R), íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà R. Òîãäà ñâåðòêà (φ ∗ ψ)(x)
òàêæå íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, ïðè÷åì

[F(φ ∗ ψ)](y) = [Fφ](y) · [Fψ](y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(x) îãðàíè÷åíà íà R êîíñòàíòîé M . Òîãäà

|φ(t)ψ(x− t)| ≤M |φ(t)|,

è â ñèëó àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè íà R ôóíêöèè φ(t) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñâåðòêà (φ∗ψ)(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
è ðàâíîìåðíî íà R, îòêóäà ïî (3.3.7) ñëåäóåò åå íåïðåðûâíîñòü.
Îãðàíè÷åííîñòü ñâåðòêè òàêæå ñëåäóåò èç àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè íà R ôóíêöèè φ(t):

|(φ ∗ ψ)(x)| =
⃓⃓⃓⃓

1√
2π

∫︂ +∞

−∞
φ(t)ψ(x− t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤ 1√

2π

∫︂ +∞

−∞
|φ(t)ψ(x− t)|dt ≤ N√

2π

∫︂ +∞

−∞
|φ(t)|dt.

Äîêàæåì àáñîëþòíóþ èíòåãðèðóåìîñòü ñâåðòêè:∫︂ +∞

−∞
|(φ ∗ ψ)(x)|dx =

∫︂ +∞

−∞
dx

⃓⃓⃓⃓∫︂ +∞

−∞
φ(t)ψ(x− t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤
∫︂ +∞

−∞
dx

∫︂ +∞

−∞
|φ(t)ψ(x− t)| dt =

=

∫︂ +∞

−∞
|φ(t)|dt

∫︂ +∞

−∞
|ψ(x− t)|dx =

∫︂ +∞

−∞
|φ(t)|dt

∫︂ +∞

−∞
|ψ(s)|ds.

Ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëîâ çàêîííà, òàê êàê ∫︂ +∞

−∞
|φ(t)ψ(x− t)|dt

ïî äîêàçàííîìó ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R,
∫︂ +∞

−∞
|φ(t)ψ(x− t)|dx = |φ(t)|

∫︂ +∞

−∞
|ψ(x− t)|dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì

êîíå÷íîì îòðåçêå ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, à ïîâòîðíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà öåïî÷êè.
Íàêîíåö, ïðîâåðèì ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

[F(φ ∗ ψ)](y) = 1√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixy(φ ∗ ψ)(x)dx =

1

2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixydx

∫︂ +∞

−∞
φ(t)ψ(x− t)dt =

=
1

2π

∫︂ +∞

−∞
φ(t)dt

∫︂ +∞

−∞
ψ(x− t)e−ixydx

x=t+s
======

1√
2π

∫︂ +∞

−∞
φ(t)e−itydt · 1√

2π

∫︂ +

−∞
∞ψ(s)e−isyds = [Fφ](y) · [Fψ](y).

Çàêîííîñòü ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 4.2.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé êëàññà LR(R). Òîãäà

[Ff ′](y) = (iy)[Ff ](y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè íà R ôóíêöèé f(x) è f ′(x) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
x→+∞

∫︂ x

0

f ′(x)dx =

∫︂ +∞

0

f ′(x)dx.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→+∞

f(x) = f(0) + lim
x→+∞

∫︂ x

0

f ′(x)dx = A.

Ïîêàæåì, ÷òî A = 0. Åñëè, íàïðèìåð, A > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, ÷òî äëÿ âñåõ x > a âûïîëíåíî f(x) >
A

2
, îòêóäà

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (àíàëîãè÷íîìó (1.2.3)) èìååì ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫︂ +∞

a

f(x)dx,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, A = lim
x→+∞

f(x) = 0. Àíàëîãè÷íî lim
x→−∞

f(x) = 0. Òîãäà èìååì:

[Ff ′](y) = 1√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixyf ′(x)dx =

1√
2π
e−ixyf(x)

⃓⃓⃓⃓+∞

−∞
+

iy√
2π

∫︂ +∞

−∞
e−ixyf(x)dx = (iy)[Ff ](y).

Ñëåäñòâèå 4.2.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî f (n) êëàññà LR(R). Òîãäà äëÿ âñåõ
k ≤ n

[Ff (k)](y) = (iy)k[Ff ](y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêòèâíî ñëåäóåò èç (4.2.6)

Ñëåäñòâèå 4.2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî f (n) êëàññà LR(R) è íåïðåðûâíû.
Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

|[Ff ](y)| ≤ M

|y|n
,

ãäå M = sup
R
|[Ff (n)](y)| < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. [Ff (n)](y) îãðàíè÷åíà íà R ïî (4.2.2), ïîýòîìó M = sup
R
|[Ff (n)](y)| < +∞. Îòñþäà ïî (4.2.6) èìååì:

[Ff (n)](y) = (iy)n[Ff ](y) =⇒ |[Ff ](y)| = |[Ff
(n)](y)|
|y|n

≤ M

|y|n
.

4.3. Ðÿäû Ôóðüå. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) 2π - ïåðèîäè÷åñêàÿ è êëàññà LR[−π, π]. Åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå �
ýòî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

a0
2

+

∞∑︂
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ak, k ≥ 0, è bk, k ≥ 1, îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ak =
1

π

∫︂ π

−π

f(t) cos ktdt , bk =
1

π

∫︂ π

−π

f(t) sin ktdt.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. ßäðîì Äèðèõëå ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Dn(t) =
1

2
+

n∑︂
k=1

cos kt.

Ëåììà 4.3.3.
(1) Äëÿ ÷àñòíûõ ñóìì Sn(f, x) ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

Sn(f, x) =
1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Dn(s)ds.

(2) Åñëè t íå êðàòíî 2π, òî

Dn(t) =
1

2
·
sin
[︁(︁
n+ 1

2

)︁
t
]︁

sin t
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ak è bk â ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå:

Sn(f, x) =
1

2

∫︂ π

−π

f(t)dt+
1

π

n∑︂
k=1

∫︂ π

−π

f(t) [cos kt cos kx+ sin kt sin kx] dt =

=
1

π

∫︂ π

−π

f(t)

[︄
1

2
+

n∑︂
k=1

cos k(t− x)

]︄
dt =

1

π

∫︂ π

−π

f(x)Dn(t− x)dt
s=t−x
======

1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Dn(s)ds.
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(2) Â ñàìîì äåëå,

Dn(t) · 2 sin
t

2
= sin

t

2
+

n∑︂
k=1

2 cos kt sin
t

2
= sin

t

2
+

n∑︂
k=1

[︃
sin

(︃
k +

1

2

)︃
t− sin

(︃
k − 1

2

)︃
t

]︃
= sin

[︃(︃
n+

1

2

)︃
t

]︃
,

è åñëè t íå êðàòíî 2π, òî ìîæíî ïîäåëèòü íà 2 sin
t

2
̸= 0.

Çàìå÷àíèå. ßäðî Äèðèõëå � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó ôîðìóëó äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ìîæíî âèäîèçìåíèòü:

Sn(f, x) =
1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Dn(s)ds =
1

π

∫︂ π

0

f(x+ s)Dn(s)ds+
1

π

∫︂ 0

−π

f(x+ s)Dn(s)ds =
1

π

∫︂ π

0

[f(x+ s) + f(x− s)]Dn(s)ds.

À òàê êàê

∫︂ π

0

Dn(s)ds =
π

2
, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Sn(f, x)−A =
1

π

∫︂ π

0

[f(x+ s) + f(x− s)− 2A]Dn(s)ds.

Òåîðåìà 4.3.4. (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà). Ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå, à òàêæå
çíà÷åíèå ñóììû ðÿäà ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè èç ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî δ òàêîå ÷òî 0 < δ < π. Ïðåäñòàâèì ÷àñòíóþ ñóììó Sn(f, x) ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x0 ñîãëàñíî (4.3.3) êàê

Sn(f, x0) =
1

π

∫︂ π

−π

f(x0 + s)Dn(s)ds =
1

π

∫︂ δ

−δ

f(x0 + s)Dn(s)ds+

[︄
1

π

∫︂ −δ

−π

f(x0 + s)Dn(s)ds+
1

π

∫︂ π

δ

f(x0 + s)Dn(s)ds

]︄
.

Ââåäåì ôóíêöèþ

g(s) =

⎧⎨⎩
f(x0 + s)

2 sin s
2

, s ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π]

0, s ∈ (−δ, δ)
,

òîãäà äâà èíòåãðàëà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî âûðàçèòü êàê

ρn =

∫︂ π

−π

sin

[︃(︃
n+

1

2

)︃
s

]︃
g(s)ds,

è ïî ëåììå Ðèìàíà (4.1.4) ρn −−−−→
n→∞

0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ n

Sn(f, x0) ∼
1

π

∫︂ δ

−δ

f(x0 + s)Dn(s)ds,

è ôàêòû ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè â òî÷êå x0, à òàêæå çíà÷åíèå ñóììû â ýòîé òî÷êå ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè îïðåäå-
ëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà îòðåçêå [x0 − δ, x0 + δ]. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà δ òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3.5. Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) êëàññà LR[−π, π] íà íåêîòîðîì îòðåçêå [α, β] ñîâïàäàþò, òî â
êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (α, β) ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé f(x) è g(x) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, à åñëè îíè
ñõîäÿòñÿ, òî ê îäíîé è òîé æå ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âñåãî ëèøü ïåðåôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè.

Òåîðåìà 4.3.6. (Ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êëàññà LR[−π, π] è ïðè íåêîòîðîì A â òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ
èíòåãðàë ∫︂ π

0

|f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A|ds
s
.

Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ê A â òî÷êå x0.
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4. Ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 4.4. Ìåòîä Ôåéåðà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè f(x) êëàññó LR[−π, π] ÿñíî, ÷òî èíòåãðàë èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü
ïðè s = 0. Èññëåäóåì åå.
Ïðè 0 ≤ s ≤ π ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sin
s

2
≥ s

π
,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò

|f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A| 1

2 sin s
2

≤ |f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A| π
2s
,

è èç óñëîâèÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ôóíêöèÿ

g(s) = |f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A| 1

2 sin s
2

êëàññà LR[0, π]. Òîãäà èìååì:

Sn(f, x0)−A =
1

π

∫︂ π

0

[f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A]
1

2 sin s
2

sin

[︃(︃
n+

1

2

)︃
s

]︃
ds =

1

π

∫︂ π

0

g(s) sin

[︃(︃
n+

1

2

)︃
s

]︃
ds,

îòêóäà ïî ëåììå Ðèìàíà (4.1.4) Sn(f, x0)−A −−−−→
n→∞

0, è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ïðåäåëà.

Ñëåäñòâèå 4.3.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êëàññà LR[−π, π] íåïðåðûâíà èëè òåðïèò ðàçðûâ I ðîäà â òî÷êå x0. Åñëè ïðè
ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ s ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû M è α òàêèå, ÷òî{︄

|f(x0 + s)− f(x0 + 0)| ≤Msα

|f(x0 − s)− f(x0 − 0)| ≤Msα
,

òî ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ê A =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ

|f(x0 + s) + f(x0 − s)− 2A| ≤ |f(x0 + s)− f(x0 + 0)|+ |f(x0 − s)− f(x0 − 0)| ≤ 2Msα,

îòêóäà, ïîñêîëüêó α > 0, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (4.3.6).

Ñëåäñòâèå 4.3.8. Ðÿä Ôóðüå êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [−π, π] ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x0
èíòåðâàëà (−π, π) ê çíà÷åíèþ

f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
,

à â òî÷êàõ x = −π è x = π � ê çíà÷åíèþ
f(−π + 0) + f(π − 0)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêîé ôóíêöèè óñëîâèå (4.3.7) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî.

Ïðèìåð 4.3.9. Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) = cos ax íà îòðåçêå [−π, π], ãäå a � íåöåëîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó
f(x) ÷åòíà, êîýôôèöèåíòû bk ðÿäà Ôóðüå ðàâíû 0. Â ñâîþ î÷åðåäü,

ak =
2

π

∫︂ π

0

cos at cos ktdt =
1

π

∫︂ π

0

[cos(a− k)t+ cos(a+ k)t] dt =

=
1

π

(︃
sin(a− k)π

a− k
+

sin(a+ k)π

a+ k

)︃
= (−1)k sin aπ

π

(︃
1

a− k
+

1

a+ k

)︃
.

À ïî (4.3.8) â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà ðÿä Ôóðüå äëÿ f(x) ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, òî åñòü

cos ax =
sin aπ

aπ
+

sin aπ

π

∞∑︂
k=1

(−1)k
(︃

1

a− k
+

1

a+ k

)︃
.

Ïîëîæèì x = 0, òîãäà ïîëó÷èì:

π

sin aπ
=

1

a
+

∞∑︂
k=1

(−1)k
(︃

1

a− k
+

1

a+ k

)︃
.

Ýòî ðàâåíñòâî èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå (3.6.7).
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4. Ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 4.4. Ìåòîä Ôåéåðà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå

4.4. Ìåòîä Ôåéåðà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êëàññà LR[π, π], à Sn(f, x) � ÷àñòè÷íûå ñóììû åå ðÿäà Ôóðüå. Òîãäà ñóììû

σn(f, x) =
1

n+ 1

n∑︂
k=0

Sk(f, x)

íàçûâàþòñÿ ñóììàìè Ôåéåðà ôóíêöèè f(x).

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. ßäðîì Ôåéåðà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Fn(t) =
1

n+ 1

n∑︂
k=0

Dk(t).

Ëåììà 4.4.3.
(1) Äëÿ ñóìì Ôåéåðà σn(f, x) ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

σn(f, x) =
1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Fn(s)ds.

(2) Åñëè t íå êðàòíî 2π, òî

Fn(t) =
1

2(n+ 1)
·

(︄
sin
[︁
(n+ 1) t

2

]︁
sin t

2

)︄2

≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè (4.3.3).
(1) Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ Sk(f, x) â ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå:

σn(f, x) =
1

n+ 1

n∑︂
k=0

1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Dk(s)ds =
1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)
1

n+ 1

n∑︂
k=0

Dk(s)ds =
1

π

∫︂ π

−π

f(x+ s)Fn(s)ds.

(2) Â ñàìîì äåëå,

2 sin2
t

2

n∑︂
k=0

Dk(t) =

n∑︂
k=0

sin
t

2
sin

[︃(︃
k +

1

2

)︃
t

]︃
=

1

2

n∑︂
k=0

(cos kt− cos (k + 1)t) = sin2
[︃
(n+ 1)

t

2

]︃
,

è åñëè t íå êðàòíî 2π, òî ìîæíî ïîäåëèòü íà 2 sin2
t

2
̸= 0.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî

1

π

∫︂ π

−π

Fn(t)dt =
1

(n+ 1)π

∫︂ π

−π

n∑︂
k=0

Dk(t)dt =
1

(n+ 1)π

n∑︂
k=0

∫︂ π

−π

Dk(t)dt =
1

(n+ 1)π

n∑︂
k=0

π = 1,

ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) êëàññà LR[−π, π] ñïðàâåäëèâî

σn(f, x)− f(x) =
1

π

∫︂ π

−π

[f(x+ s)− f(x)]Fn(s)ds.

Ëåììà 4.4.4. Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π)
lim
n→∞

max
t∈[δ,π]

Fn(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

max
t∈[δ,π]

Fn(t) = max
t∈[δ,π]

1

2(n+ 1)
·

(︄
sin
[︁
(n+ 1) t

2

]︁
sin t

2

)︄2

≤ 1

2(n+ 1)
· 1

sin2 δ
2

−−−−→
n→∞

0.

Òåîðåìà 4.4.5. (Ôåéåðà). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Ôåéåðà 2π-ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé íà âñåé îñè ôóíêöèè f(x)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ê f(x).
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4. Ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 4.5. Òåîðåìû î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè ðÿäîâ Ôóðüå

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè f(x) íà R ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû M òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíåíî

|f(x) < M.

Îöåíèì ðàçíîñòü σn(f, x)− f(x):

|σn(f, x)− f(x)| =
⃓⃓⃓⃓
1

π

∫︂ π

−π

[f(x+ t)− f(x)]Fn(t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤ 1

π

∫︂ π

−π

|f(x+ t)− f(x)|Fn(t)dt.

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå [−π, π], à â ñèëó ïåðèîäè÷-
íîñòè � è íà âñåé ïðÿìîé R. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî t
òàêîãî, ÷òî |t| < δ, íåðàâåíñòâî

|f(x+ t)− f(x)| < ε

2

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x ∈ R. Âûáåðåì δ ≤ π, òîãäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ

1

π

∫︂ δ

−δ

|f(x+ t)− f(x)|Fn(t)dt ≤
ε

2π

∫︂ δ

−δ

Fn(t)dt ≤
ε

2π

∫︂ π

−π

Fn(t)dt =
ε

2
.

Ïî (4.4.4) íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî

max
t∈[δ,π]

Fn(t) <
ε

8M
,

òîãäà

1

π

∫︂ π

δ

|f(x+ t)− f(x)|Fn(t)dt ≤
1

π

∫︂ π

δ

(|f(x+ t)|+ |f(x)|)Fn(t)dt ≤
2M

π

∫︂ π

δ

Fn(t)dt ≤
2M

π

∫︂ π

0

Fn(t)dt <
2M

π
· επ
8M

=
ε

4
.

Àíàëîãè÷íî
1

π

∫︂ −δ

−π

|f(x+ t)− f(x)|Fn(t)dt <
ε

4
.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N íåðàâåíñòâî

|σn(f, x)− f(x)| ≤
1

π

∫︂ π

−π

|f(x+ t)− f(x)|Fn(t)dt <
ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ R, è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

4.5. Òåîðåìû î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè ðÿäîâ Ôóðüå

Òåîðåìà 4.5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôåðåíöèðóåìà íà [−π, π] è f(−π) = f(π).
Òîãäà åñëè

a0
2

+

∞∑︂
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) � ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x),

òî
∞∑︂
k=1

(−kak sin kx+ kbk cos kx) � ðÿä Ôóðüå ïðîèçâîäíîé f
′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ′(x) èìååò âèä

α0

2
+

∞∑︂
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx) ,

òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

α0 =
1

π

∫︂ π

−π

f ′(t)dt =
f(π)− f(−π)

π
= 0;
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4. Ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 4.6. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå îò ãëàäêîñòè ôóíêöèè

αk =
1

π

∫︂ π

−π

f ′(t) cos ktdt =
1

π
f(t) cos kt

⃓⃓⃓⃓π
−π

+
k

π

∫︂ π

−π

f ′(t) sin ktdt = kbk;

βk =
1

π

∫︂ π

−π

f ′(t) sin ktdt =
1

π
f(t) sin kt

⃓⃓⃓⃓π
−π

− k

π

∫︂ π

−π

f ′(t) cos ktdt = −kαk.

Òåîðåìà 4.5.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−π, π] è

a0
2

+

∞∑︂
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) � åå ðÿä Ôóðüå.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ∫︂ x

0

f(t)dt =
a0x

2
+

∞∑︂
k=1

(︃
ak
k

sin kx+
bk
k
(1− cos kx)

)︃
,

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðÿäà ðàâíîìåðíàÿ ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) =

∫︂ x

0

f(t)dt− a0x

2
.

Îíà íåïðåðûâíà íà [−π, π] âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé

F ′(x) = f(x)− a0
2

è, êðîìå òîãî,

F (π)− F (−π) =
∫︂ π

−π

f(t)dt− πa0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åå ðÿä Ôóðüå

A0

2
+

∞∑︂
k=1

(Ak cos kx+Bk sin kx)

ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî ïî x íà îòðåçêå [−π, π] (ñì. (4.6.2)). Íàéäåì åãî êîýôôèöèåíòû.

An =
1

π

∫︂ π

−π

F (t) cosntdt =
1

π
F (t)

sinnt

n

⃓⃓⃓⃓π
−π

− 1

nπ

∫︂ π

−π

[︂
f(t)− a0

2

]︂
sinntdt = −bn

n
.

Àíàëîãè÷íî Bn =
an
n
. ×òîáû íàéòè A0, ïîäñòàâèì â ðÿä Ôóðüå x = 0 è çàìåòèì, ÷òî F (0) = 0:

A0

2
+

∞∑︂
k=1

Ak = 0 =⇒ A0

2
=

∞∑︂
k=1

Bk.

Îêîí÷àòåëüíî,

F (x) =

∫︂ x

0

f(t)dt− a0x

2
=

∞∑︂
k=1

(︃
ak
k

sin kx+
bk
k
(1− cos kx)

)︃
.

4.6. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå îò ãëàäêîñòè ôóíêöèè

Ëåììà 4.6.1. Åñëè α > 0 è n ≥ 1, òî
∞∑︂

k=n+1

1

kα+1
<

1

α
· 1

nα
.
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5. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà 5.1. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

∞∑︂
k=n+1

1

kα+1
<

∫︂ +∞

n

dx

xα+1
= − 1

α
· 1

nα

⃓⃓⃓⃓+∞

n

=
1

α
· 1

nα
.

Òåîðåìà 4.6.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà îòðåçêå [−π, π] íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî f (m−1)(x) è êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (m)(x), ïðè÷åì ïðè 0 ≤ k ≤ m− 1

f (k)(−π) = f (k)(π).

Òîãäà ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ê ôóíêöèè f(x), ïðè÷åì îñòàòîê ðÿäà Rn(x) äîïóñêàåò îöåíêó

Rn(x) = o

(︃
1√

n2m−1

)︃
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a
(m)
k è b

(m)
k � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f (m)(x). Òîãäà ïî (4.5.1){︄

a
(m)
k = ±kmak
b
(m)
k = ±kmbk

ëèáî

{︄
a
(m)
k = ±kmbk
b
(m)
k = ±kmak

.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ âñåõ x èìååì:

|Rn(x)| ≤
∞∑︂

k=n+1

(|ak|+ |bk|) =
∞∑︂

k=n+1

|a(m)
k |+ |b(m)

k |
km

≤

⌜⃓⃓⎷ ∞∑︂
k=n+1

(︂
|a(m)

k |+ |b(m)
k |

)︂2
·

⌜⃓⃓⎷ ∞∑︂
k=n+1

1

k2m
.

Èñïîëüçóåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (α+ β)2 ≤ 2
(︁
α2 + β2

)︁
è ëåììó (4.6.1):

|Rn(x)| ≤

⌜⃓⃓⎷ ∞∑︂
k=n+1

2

[︃(︂
a
(m)
k

)︂2
+
(︂
b
(m)
k

)︂2]︃
·
√︃

1

2m− 1
· 1

n2m−1
=

ηn√
n2m−1

,

ãäå

ηn =

⌜⃓⃓⃓
⎷ ∞∑︁

k=n+1

2

[︃(︂
a
(m)
k

)︂2
+
(︂
b
(m)
k

)︂2]︃
2m− 1

.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ
∞∑︂
k=1

[︃(︂
a
(m)
k

)︂2
+
(︂
b
(m)
k

)︂2]︃
≤ 1

π

∫︂ π

−π

[︂
f (m)(x)

]︂2
dx <∞,

ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòêè ýòîãî ðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê 0, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò

ηn −−−−→
n→∞

0 =⇒ Rn(x) = o

(︃
1√

n2m−1

)︃
.

Ïî (4.3.8) ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ïîòî÷å÷íî íà [−π, π], à ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íà îñòàòî÷íûé ÷ëåí, íå çàâèñÿùàÿ
îò x, ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü è î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî x.
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5. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà 5.2. Ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

5. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

5.1. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè íà íåì çàäàíà ôóíêöèÿ ∥ · ∥ : L → R,
íàçûâàåìàÿ íîðìîé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì:

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥;
∥αx∥ = |α| · ∥x∥;

∥x∥ ≥ 0, ïðè÷åì ∥x∥ = 0⇐⇒ x = θ ∈ L

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y è ñêàëÿðà α.

5.2. Ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Ïóñòü L � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî ôóíêöèÿ ⟨ · , · ⟩ : L × L → C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì:

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;
⟨λx+ µy, z⟩ = λ⟨x, z⟩+ µ⟨y, z⟩;

⟨x, x⟩ ≥ 0, ïðè÷åì ⟨x, x⟩ = 0⇐⇒ x = θ ∈ L

äëÿ ëþáûõ x, y, z èç L è λ, µ èç C.

Òåîðåìà 5.2.2. (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì âåðíî

|⟨x, y⟩| ≤
√︁
⟨x, x⟩

√︁
⟨y, y⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = λx+ µy. Òîãäà:

0 ≤ ⟨z, z⟩ = ⟨λx+ µy, λx+ µy⟩ = λλ⟨x, x⟩+ λµ⟨x, y⟩+ µλ⟨y, x⟩+ µµ⟨y, y⟩.

Ïîëîæèì λ = ⟨y, y⟩, à µ = −⟨x, y⟩, òîãäà

⟨y, y⟩
[︂
⟨y, y⟩⟨x, x⟩ − ⟨x, y⟩⟨x, y⟩ − ⟨x, y⟩⟨y, x⟩+ ⟨x, y⟩⟨x, y⟩

]︂
= ⟨y, y⟩

[︂
⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩⟨x, y⟩

]︂
≥ 0.

Åñëè y = θ, òî óñëîâèå òåîðåìû âåðíî. Èíà÷å èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

⟨x, x⟩⟨y, y⟩ ≤ ⟨x, y⟩⟨x, y⟩ = |⟨x, y⟩|2.

Ñëåäñòâèå 5.2.3. Âñÿêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì, ïðè÷åì íîðìà
ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé

∥x∥ =
√︁
⟨x, x⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì àêñèîìû íîðìû.
(1) ∥x∥ ≥ 0 è ∥x∥ = 0⇐⇒ x = θ ïî òðåòüåé àêñèîìå;

(2) ∥αx∥ =
√︁
⟨αx, αx⟩ =

√︁
α2⟨x, x⟩ = |α|

√︁
⟨x, y⟩ = |α|∥x∥;

(3) Ïî (5.2.2):

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩ ≤ ⟨x, x⟩+ 2|⟨x, y⟩|+ ⟨y, y⟩ ≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä íàìè äåéñòâèòåëüíî íîðìà.

Îïðåäåëåíèå 5.2.4. Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ãèëüáåð-
òîâûì.

Îïðåäåëåíèå 5.2.5. Ñèñòåìà âåêòîðîâ
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i, j ñïðàâåäëèâî ⟨ei, ej⟩ = δij , ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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5. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà 5.3. Ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà

Òåîðåìà 5.2.6. (Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑︂
k=1

|⟨x, ek⟩|2 ≤ ∥x∥2,

ãäå âåêòîðû ek îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó x è ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà

∞∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek:

0 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦x−

n∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

=

⟨︄
x−

n∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek, x−
n∑︂

k=1

⟨x, ek⟩ek

⟩︄
=

= ⟨x, x⟩ −

⟨︄
x,

n∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek

⟩︄
−

⟨︄
n∑︂

k=1

⟨x, ek⟩ek, x

⟩︄
+

⟨︄
n∑︂

k=1

⟨x, ek⟩ek,
n∑︂

k=1

⟨x, ek⟩ek

⟩︄
=

= ∥x∥2 − 2

n∑︂
k=1

|⟨x, ek⟩|2 +
n∑︂

k=1

|⟨x, ek⟩|2 = ∥x∥2 −
n∑︂

k=1

|⟨x, ek⟩|2 .

Ýòà îöåíêà âåðíà äëÿ ëþáîãî n, à çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî

∞∑︂
k=1

|⟨x, ek⟩|2 ≤ ∥x∥2.

Îïðåäåëåíèå 5.2.7. Êîýôôèöèåíòû ck = ⟨x, ek⟩ íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà x ïî îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìå

{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
.

Îïðåäåëåíèå 5.2.8. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè

äëÿ ëþáîãî x ∈ H âåðíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

∞∑︂
k=1

|⟨x, ek⟩|2 = ∥x∥2.

5.3. Ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò âñþäó
ïëîòíîå ìíîæåñòâî Y , òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ L ïî âñÿêîìó ε ìîæíî íàéòè ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé, ÷òî ∥x− y∥ < ε.

Îïðåäåëåíèå 5.3.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ
{︁
φi

⃓⃓
i ∈ I

}︁
ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî

x ∈ L ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

N∑︂
k=1

ckφk òàêàÿ, ÷òî

⃦⃦⃦⃦
⃦x−

N∑︂
k=1

ckφk

⃦⃦⃦⃦
⃦ < ε

äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0.

Òåîðåìà 5.3.3. Â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
çàìêíóòà, òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek ñõîäèòñÿ ê x, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

⃦⃦⃦⃦
⃦x−

N∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek

⃦⃦⃦⃦
⃦ < ε,
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6. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû 6.1. Àïïðîêñèìàöèîííûå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

è ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìà
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
ïîëíà.

Îáðàòíî, ïóñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
ïîëíà, òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ SN =

N∑︂
k=1

ckek òàêàÿ, ÷òî

ε2 > ∥x− SN∥2 = ⟨x− SN , x− SN ⟩ = ⟨x, x⟩ − ⟨x, SN ⟩ − ⟨SN , x⟩+ ⟨SN , SN ⟩ =

= ∥x∥2 −
N∑︂

k=1

(︂
ck⟨x, ek⟩+ ck⟨x, ek⟩

)︂
+

N∑︂
k=1

|ck|2 = ∥x∥2 +
N∑︂

k=1

|ck − ⟨x, ek⟩|2 −
N∑︂

k=1

|⟨x, ek⟩|2 ≥ ∥x∥2 −
N∑︂

k=1

|⟨x, ek⟩|2 ,

è ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ðÿä

∞∑︂
k=1

⟨x, ek⟩ek ñõîäèòñÿ ê x, òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è ñèñòåìà
{︁
ei
⃓⃓
i ∈ I

}︁
çàìêíóòà.

<To be continued>

6. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû

6.1. Àïïðîêñèìàöèîííûå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn(x), ÷òî

sup
x∈R
|f(x)− Tn(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóììû Ôåéåðà σn(f, x). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îíè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëè-
íîìàìè, à ïî (4.4.5) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ñóììà Ôåéåðà σn(f, x) òàêàÿ, ÷òî

sup
x∈R
|f(x)− σn(f, x)| < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, åå è ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå Tn(x).

Òåîðåìà 6.1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé
àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pn(x), ÷òî

sup
x∈[a,b]

|f(x)− Pn(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî [a, b] = [0, π]. ×åòíûì îáðàçîì ïðîäëèì ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçîê [−π, 0], à
çàòåì íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñ ïåðèîäîì 2π. Ïîëó÷èì ÷åòíóþ íåïðåðûâíóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ
ñ f(x) íà îòðåçêå [0, π].
Çàäàäèìñÿ ïðîèçâîëüíûì ε > 0. Ïî (5.1.1) íàéäåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tm(x) òàêîé, ÷òî

sup
x∈R
|f(x)− Tm(x)| < ε

2
.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé sin kx è cos kx ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé è ïîòîìó ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Çíà÷èò, è Tm(x)
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

Tm(x) =

∞∑︂
k=0

ckx
k,

ñõîäÿùèéñÿ ïðè âñåõ x. Íî ïî (2.5.2) íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêîå n, ÷òî

sup
x∈[0,π]

|Tm(x)− (c0 + c1x+ . . .+ cnx
n)| < ε

2
.

Îáîçíà÷èì Pn = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n, òîãäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

|f(x)− Pn(x)| ≤ |f(x)− Tm(x)|+ |Tm(x)− Pn(x)| ≤ sup
x∈R
|f(x)− Tm(x)|+ sup

x∈[0,π]

|Tm(x)− Pn(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈[0,π]

|f(x)− Pn(x)| < ε.

Ïóñòü òåïåðü îòðåçîê [a, b] ïðîèçâîëüíûé. Âíîâü çàäàäèìñÿ ïðîèçâîëüíûì ε > 0 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) = f

(︃
a+

t

π
(b− a)

)︃
,

îïðåäåëåííóþ ïðè t ∈ [0, π]. Äëÿ íåå ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Qn(t) òàêîé, ÷òî

sup
t∈[0,π]

⃓⃓⃓⃓
f

(︃
a+

t

π
(b− a)

)︃
−Qn(t)

⃓⃓⃓⃓
< ε.

Ïîëàãàÿ x = a+
t

π
(b− a), à Pn(x) = Qn

(︃
π · x− a

b− a

)︃
, ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
x∈[a,b]

|f(x)− Pn(x)| < ε.

6.2. Äåëüòàîáðàçíûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Ñåìåéñòâî
{︁
∆α

⃓⃓
α ∈ A

}︁
ôóíêöèé ∆α : R→ R, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà α ∈ A, íàçûâàåòñÿ äåëüòà-

îáðàçíûì ïðè α→ ω, åñëè:
(a) âñå ôóíêöèè ñåìåéñòâà íåîòðèöàòåëüíû íà R;
(b) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ∆α ñåìåéñòâà ∫︂ +∞

−∞
∆α(x)dx = 1;

(c) äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
α→ω

∫︂ ε

−ε

∆α(x)dx = 1.

Ïðèìåð 6.2.2. Ïóñòü φ : R→ R � íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íà R ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî∫︂ +∞

−∞
φ(x)dx = 1.

Ïðè α > 0 ïîñòðîèì ôóíêöèè

∆α(x) =
1

α
φ
(︂x
α

)︂
.

Òîãäà ïðè α→ 0+ ñåìåéñòâî {∆α} ÿâëÿåòñÿ äåëüòàîáðàçíûì.

Ïðèìåð 6.2.3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

∆n(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩(1− x2)n ÷
∫︂ 1

−1

(1− x2)ndx, |x| ≤ 1

0, |x| > 1

.

Äëÿ íåãî ñâîéñòâà (a) è (b) î÷åâèäíûì îáðàçîì âåðíû, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñâîéñòâî (c) ïðè n→∞. Çàìåòèì, ÷òî

0 ≤
∫︂ 1

ε

(1− x2)ndx ≤
∫︂ 1

ε

(1− ε2)ndx = (1− ε2)n(1− ε) −−−−→
n→∞

0,

îòêóäà ñëåäóåò ñâîéñòâî (c). Çíà÷èò, ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî {∆n} ÿâëÿåòñÿ äåëüòàîáðàçíûì ïðè n→∞.
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Ïðèìåð 6.2.4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

∆n(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
cos2n x÷

∫︂ π
2

−π
2

cos2n xdx, |x| ≤ π

2

0, |x| > π

2

.

Ñíîâà ñâîéñòâà (a) è (b) âûïîëíåíû, è íóæíî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî (c) ïðè n→∞. Çàìåòèì, ÷òî∫︂ π
2

0

cos2n xdx =
1

2
B

(︃
n+

1

2
,
1

2

)︃
=

1

2

Γ
(︁
n+ 1

2

)︁
Γ(n)

·
Γ
(︁
1
2

)︁
n

>
Γ
(︁
1
2

)︁
2n

,

à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∫︂ π
2

ε

cos2n xdx ≤
∫︂ π

2

ε

cos2n εdx <
π

2
(cos ε)2n,

îòêóäà èìååì

0←−−−−
n→∞

Γ
(︁
1
2

)︁
2n

<

∫︂ π
2

0

cos2n xdx <

∫︂ π
2

ε

cos2n xdx <
π

2
(cos ε)2n −−−−→

n→∞
0,

îòêóäà ∫︂ π
2

ε

cos2n xdx −−−−→
n→∞

0,

÷òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî (c). Çíà÷èò, ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî {∆n} ÿâëÿåòñÿ äåëüòàîáðàçíûì ïðè n→∞

Òåîðåìà 6.2.5. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé M íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, à{︁
∆α

⃓⃓
α ∈ A

}︁
� äåëüòàîáðàçíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïðè α→ ω. Åñëè ñâåðòêà (f ∗∆α)(x) ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî α ∈ A,

òî ïðè α→ ω (f ∗∆α)(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ê ôóíêöèè f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïî ε > 0 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî t òàêîãî, ÷òî |t| < δ,
íåðàâåíñòâî

|f(x− t)− f(x)| < ε

2
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ R. Òîãäà â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ñâåðòêè äëÿ âñåõ x ∈ R èìååì:

|(f ∗∆α)(x)− f(x)| =
⃓⃓⃓⃓∫︂ +∞

−∞
f(x− t)∆α(t)dt− f(x)

⃓⃓⃓⃓
(b)
===

⃓⃓⃓⃓∫︂ +∞

−∞
(f(x− t)− f(x))∆α(t)dt− f(x)

⃓⃓⃓⃓
≤

≤
∫︂ δ

−δ

|f(x− t)− f(x)|∆α(t)dt+

[︄∫︂ −δ

−∞
|f(x− t)− f(x)|∆α(t)dt+

∫︂ ∞

δ

|f(x− t)− f(x)|∆α(t)dt

]︄
<

<
ε

2

∫︂ δ

−δ

∆α(t)dt+ 2M

[︄∫︂ −δ

−∞
∆α(t)dt+

∫︂ ∞

δ

∆α(t)dt

]︄
(b)

≤ ε

2
+ 2M

[︄∫︂ −δ

−∞
∆α(t)dt+

∫︂ ∞

δ

∆α(t)dt

]︄
.

Íî ïî (c) ïðè α→ ω âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê 0, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà, åãî ìîæíî

ñäåëàòü ìåíüøå
ε

4M
. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ R

|(f ∗∆α)(x)− f(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

è ìû âïèñàëèñü â îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] ⊂ [0, 1]. Ïîëîæèì f(x) = 0 âíå îòðåçêà [0, 1]

è îáîçíà÷èì ρn =

∫︂ 1

−1

(1− x2)ndx. Òîãäà äëÿ äåëüòàîáðàçíîãî ñåìåéñòâà èç (5.2.3) èìååì:

(f ∗∆n)(x) =

∫︂ +∞

−∞
f(t)∆n(x− t)dt =

1

ρ

∫︂ 1

0

f(t)(1− (x− t)2)ndt =
∫︂ 1

0

f(t)

(︄
2n∑︂
k=0

ck(t)x
k

)︄
dt =

2n∑︂
k=0

(︃∫︂ 1

0

f(t)ck(t)dt

)︃
xk.

Òî åñòü (f ∗ ∆n)(x) � ýòî àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, è äëÿ îòðåçêà [a, b] ⊂ [0, 1] ìû ïîëó÷èëè äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû (5.3.2). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê ìîæíî ïåðåâåñòè â ïîäîòðåçîê îòðåçêà [0, 1] ëèíåéíîé
çàìåíîé, ïðè êîòîðîé ìíîãî÷ëåí ïåðåõîäèò â ìíîãî÷ëåí, à íåïðåðûâíîñòü è ðàâíîìåðíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.

� Êîíåö äåìî-âåðñèè �
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