
Çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F :

F =

{
x = x(u, v),

y = y(u, v)

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ∈ R2
u,v íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî G

∗ ∈ R2
x,y. Îòîáðàæåíèå F îáëàäàåò ñëåäó-

þùèìè ñâîéòâàìè:

1. F îòîáðàæàåò G íà G∗ âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

2. F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà G.

3. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F :

J(u, v) :=
∂(x, y)

∂(u, v)
6= 0

íà G.

Ëåììà 1. Ïóñòü E � îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (u1, v1), (u2, v2) ∈ G, E ⊂ G, ïðè÷¼ì

max
E

max(|x′u|, |x′v|, |y′u|, |y′v|) ≤ κ.

Òîãäà

‖F (u2, v2)− F (u1, v1)‖ ≤ 2κ‖(u2, v2)− (u1, v1)‖ = 2κ
√
(u2 − u1)2 + (v2 − v1)2. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

(xi, yi) = F (ui, vi), i = 1, 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x(t) = x(u1 + t(u2− u1), v1 + t(v2− v1)), t ∈ [0, 1], äèôôåðåíöèðóåìóþ íà [0, 1],
â ñèëó ñâîéñòâà 2 îòîáðàæåíèÿ F . Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ,

|x2 − x1| =
∣∣x(u1 + t(u2 − u1), v1 + t(v2 − v1))|10

∣∣ = |x′u(ũ, ṽ)(u2 − u1) + x′v(ũ, ṽ)(v2 − v1)| ≤

≤
√
2κ
√
(u2 − u1)2 + (v2 − v1)2.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàåòñÿ y(t) = y(u1 + t(u2 − u1), v1 + t(v2 − v1)) t ∈ [0, 1], è äîêàçûâåòñÿ

|y2 − y1| ≤
√
2κ
√
(u2 − u1)2 + (v2 − v1)2.

Ëåììà 2. Ïóñòü E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, E ⊂ G è ïóñòü Q = {(u, v) : u0 ≤ u ≤ u0 + h, v0 ≤ v ≤ v0 + h},
ãäå h > 0 òàêîå, ÷òî Q ⊂ G, òîãäà:

1. ∂F (E) = F (∂E), F (E) � çàìêíóòî.

2. F (Q) � çàìêíóòîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî.
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3. Åñëè µ(E) = 0, òî µF (E) = 0.

4. Åñëè E � èçìåðèìî, òî F (E) � èçìåðèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû î ëîêàëüíîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè òî÷åê (u, v) ∈ G
è (x, y) = F (u, v), ñóùåñòâóþò èõ îêðåñòíîñòè, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó,

ïðè÷¼ì îêðåñòíîñòè ýòè ìîæíî âûáèðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ïî äèàìåòðó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

E è F (E) òî÷êè (u, v) è (x, y) áóäóò ëèáî âíóòðåííèìè, ëèáî ãðàíè÷íûìè, ëèáî ïðåäåëüíûìè îä-

íîâðåìåííî. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò óòâåðæäåíèå 1 ëåììû è óòâåðæäåíèå î çàìêíóòîñòè

ìíîæåñòâà F (Q).
Îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà F (Q) ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå, ïðèìåí¼ííîé ê ôóíêöèÿì x(u, v) è y(u, v).
Çàìåòèì, ÷òî ∂F (Q) = F (∂Q) ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ãëàäêèõ êðèâûõ, ïîýòîìó µ(∂F (Q)) = 0. Â

ñèëó êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè, èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà F (Q) è óòâåðæäåíèå 2

äîêàçàíî.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü 3. Äîêàæåì, ÷òî µ(F (E)) = 0. Ïóñòü ρ > 0 òàêîâî, ÷òî Uρ(E) ⊂ G,
Uρ(E) =

{
(u, v) : dist((u, v), E) < ρ

}
. Â êà÷åñòâå ρ ìîæíî âçÿòü ρ = 1, åñëè G = R2, èíà÷å ρ =

1/2 dist(E,R2\G) > 0. Ïóñòü ε > 0, Bε = ∪mk=1Pk � áëî÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ, E ⊂ Bε, µ(Bε) < ε. Áëîê P áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì, åñëè

(a, b)× (c, d) ⊂ P ⊂ [a, b]× [c, d]

1/2(b− a) ≤ (d− c) ≤ 2(b− a).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè Bε = ∪mk=1Pk âñå Pk ðåãóëÿðíû è diam Pk ≤ ρ.

Bε ⊂ Uρ(E) ⊂ G

Ïóñòü κ = maxUρ(E)max {|x′u|, |x′v|, |y′u|, |y′v|}. Â ñèëó (1), îáðàç êàæäîãî èç áëîêîâ Pk ñ äëèíîé ìåíü-

øåé ñòîðîíû hk ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì çàìêíóòîì êâàäðàòå Rk ñ äëèíîé ñòîðîíû 2
√
5κhk, òàê

÷òî

F (Pk) ⊂ Rk, µ(Rk) ≤ 20κ2µ(Pk).

Îòñþäà èç ïîëóàääèòèâíîñòè ìåðû ñëåäóåò

µ(F (E)) ≤ µ(∪mk=1Rk) ≤
m∑
k=1

µ(Rk) = 20κ2
m∑
k=1

µ(Pk) = 20κ2µ(Bε) < 20κ2ε

.

Ñâîéñòâî 4 ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà F (E) ⊂ F (E), âûòåêàþùåé èç òåîðåìû Âåéåð-

øòðàññà, ñâîéñòâ 1 è 3 è êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè.

Òåîðåìà 1 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü (u0, v0) ∈ G, h0 > 0,
òàêèå ÷òî

G ⊃ Qh = {(u, v) : uh ≤ u ≤ uh + h, vh ≤ v ≤ vh + h} 3 (u0, v0)

ïðè âñåõ h ∈ (0, h0], òîãäà

lim
h→0+0

µ(F (Qh))

µ(Qh)
= |J(u0, v0)|.

×àñòè÷íî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ ïîÿñíÿåò

Ëåììà 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðè h→ 0 + 0

µ(F (Qh)) ≤ |J(u0, v0)|µ(Qh) + o(h2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä÷ðêí¼ì íåîáÿçàòåëüíîñòü óñëîâèÿ, ÷òî òî÷êà (u0, v0) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êâàä-

ðàòà Qh. Îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî, ñëåäîâàòåëüíî,

F =

{
x = x0 + a11(u− u0) + a12(v − v0) + ε1(u− u0, v − v0)

√
(u− u0)2 + (v − v0)2,

y = y0 + a21(u− u0) + a22(v − v0) + ε2(u− u0, v − v0)
√
(u− u0)2 + (v − v0)2,

ãäå a11 =
∂x

∂u
(u0, v0), a12 =

∂x

∂v
(u0, v0), a21 =

∂y

∂u
(u0, v0), a22 =

∂y

∂v
(u0, v0), εi(u − u0, v − v0) → 0, ïðè

(u, v)→ (u0, v0), i = 1, 2.
Ñðàâíèì îòîáðàæåíèå F ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

F̂ =

{
x̂ = x0 + a11(u− u0) + a12(v − v0),
ŷ = y0 + y = y0 + a21(u− u0) + a22(v − v0).

Èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ(F̂ (Qh))

µ(Qh)
=

∥∥∥∥a11 a12
a21 a22

∥∥∥∥ = |J(u0, v0)|.

Ñðàâíèì ïàðàëëåëîãðàìì F̂ (Qh) è èñêðèâë¼ííûé ïàðàëëåëîãðàìì F (Qh). Ïîëîæèì

ε(h) = sup
|u−u0|≤h, |v−v0|≤h

max(|ε1|, |ε2|),

òîãäà ε(h)→ 0 ïðè h→ 0. Äëÿ (u, v) ∈ Qh â ýòîì ñëó÷àå:

|x(u, v)− x̂(u, v)| ≤ ε(h)
√
2h,

|y(u, v)− ŷ(u, v)| ≤ ε(h)
√
2h,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

F (Qh) ⊂ U3ε(h)h(F̂ (Qh)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(F (Qh)) ≤ µ∗(U3ε(h)h(F̂ (Qh))) ≤ µ(F̂ (Qh)) + o(h2) = |J(u0, v0)|h2 + o(h2),

÷òî è óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F :

F =

{
x = x(u, v),

y = y(u, v)

îáëàñòè G ∈ R2
u,v íà îáëàñòü G

∗ ∈ R2
x,y è ôóíêöèþ f , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéòâàìè:

1. F îòîáðàæàåò G íà G∗ âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

2. F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà G.

3. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F :

J(u, v) :=
∂(x, y)

∂(u, v)
6= 0

íà G.
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4. Ôóíêöèÿ f � íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà G∗.

5. Ïðîèçâåäåíèå f(F )J(u, v) îãðàíè÷åíî íà G, ãäå

f(F )(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : G → G∗, ãäå G è G∗ � èçìåðèìûå îáëàñòè â R2, è ôóíêöèÿ

f : G∗ → R îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 1− 5, òîãäà∫∫
G∗
f(x, y)dxdy =

∫∫
G
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ñóùåñòâóþò ââèäó íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ïîäûí-

òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé íà îòêðûòûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Øàã 1.

Äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f > 0 íà G∗. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå ñíèæàåò îáùíîñòè. Â
ñàìîì äåëå, åñëè M > supG∗ |f |, òî f(x, y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x, y) = f1(x, y)− f2(x, y),

ãäå f1(x, y) = f(x, y)+M > 0, à f2(x, y) =M > 0. Åñëè ðàâåíñòâî (2) âåðíî äëÿ f1 è f2, òî î÷åâèäíî,
îíî âåðíî è äëÿ f .

Øàã 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ∫∫
Q
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv ≥

∫∫
F (Q)

f(x, y)dxdy, (3)

ãäå Q � êâàäðàò Q = {(u, v) : u1 ≤ u ≤ u1 + h, v1 ≤ v ≤ v1 + h}. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íåðàâåíñòâî (3) íàðóøàåòñÿ, òî åñòü ïðè íåêîòîðîì ε0 > 0:

(1 + ε0)

∫∫
Q
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv ≤

∫∫
F (Q)

f(x, y)dxdy. (4)

Ðàçîáü¼ì Q íà ÷åòûðå çàìêíóòûõ ðàâíûõ êâàäðàòà. Îáîçíà÷èì Q(k) (k = 1) òîò èç íèõ, äëÿ êîòîðîãî

(1 + ε0)

∫∫
Q(k)

f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv ≤
∫∫

F (Q(k))
f(x, y)dxdy. (5)

Òàêîé êâàäðàò Q(1) ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå (5) ïðè k = 1, ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ

(4). Ðàçáèâ êâàäðàò Q(1) íà ÷åòûðå êâàäðàòà, îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(2) êâàäðàò, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

(5), ïðè k = 2.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äåëåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ êâàäðàòîâ
{
Q(k)

}+∞
k=1

, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5). Â ñèëó òåîðåìû î âëîæåííûõ îòðåçêàõ, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè

êâàäðàòîâ íà êîîðäèíàòíûå îñè, ñóùåñòâóåò òî÷êà (u0, v0) ∈ Q(k) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N.
Èç 1, â ñèëó òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà, èìååì

(1 + ε0)f(x(ũk, ṽk), y(ũk, ṽk))|J(ũk, ṽk)|µ(Q(k)) ≤ f(x̃k, ỹk)µ(F (Q(k))).

Îöåíèâàÿ, µ(F (Qk)) ñ ïîìîùüþ ëåììû 3, ïðè k → +∞ èìååì

(1 + ε0)[f(x0, y0) + o(1)][J(u0, v0) + o(1)] ≤ [f(x0, y0) + o(1)][J(u0, v0) + o(1)],

÷òî íåâåðíî ïðè f > 0 è J 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3) óñòàíîâëåííî.
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Øàã 3.

Ïóñòü A � áëî÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êâàäðàòíûõ áëîêîâ,

A ⊂ G. Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâàì, ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì íåðàâåíñòâ âèäà

(3) ïîëó÷àåì, ÷òî∫∫
G
f(x(u, v), y(u, v)|J(u, v)|dudv ≥

∫∫
A
f(x(u, v), y(u, v)|J(u, v)|dudv ≥

∫∫
F (A)

f(x, y)dxdy (6)

Øàã 4.

Ïóñòü A∗ � áëî÷íîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì A∗ ⊂ A∗ ⊂ G∗. Ïîêàæåì, ÷òî∫∫
G
f(x(u, v), y(u, v)|J(u, v)|dudv ≥

∫∫
A∗
f(x, y)dxdy. (7)

Â ñèëó (6), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî íàéäòñÿ òàêîå ñîñòàâëåííîå èç êâàäðàòíûõ áëîêîâ ìíîæåñòâî

A ⊂ A ⊂ G, ÷òî
F (A) ⊃ A∗, ò. å. F−1(A∗) ⊂ A ⊂ G. (8)

Ïîêàæåì ýòî. Ìíîæåñòâî F−1(A∗) çàìêíóòî, ïî ëåììå 2, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ = dist[F−1(A∗),R2
u,v\G] > 0.

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî A ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáü¼ì ïëîñêîñòü R2
u,v ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàòíîé

ñåòêè íà êâàäðàòû ñ äèàãîíàëüþ, íå ïðåâûøàþùåé ρ/2, è â êà÷åñòâå A âîçüì¼ì îáúåäèíåíèå âñåõ

òàêèõ êâàäðàòîâ, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì F−1(A∗) íåïóñòî. Ñîîòíîøåíèå (8) âûïîëíåíî.

Øàã 5.

Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî∫∫
G
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv ≥

∫∫
G∗
f(x, y)dxdy. (9)

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî ïîñòðîèòü áëî÷íîå ìíîæåñòâî A∗k ñî ñâîéòñòâàìè:

A∗k ⊂ A∗k ⊂ G
∗, µ(G∗\A∗k) ≤

1

k
.

Ïîñêîëüêó 0 < f ≤M íà G∗:∫∫
G∗
f(x, y)dxdy −

∫∫
A∗
k

f(x, y)dxdy =

∫∫
(G∗\A∗

k

f(x, y)dxdy ≤ M

k
→ 0, ïðè k → +∞. (10)

Ïîäñòàâèâ â (7), A∗k, âìåñòî A
∗, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → +∞, ïîëó÷àåì, ñ ó÷¼òîì (10), îöåíêó

(9).

Øàã 6.

Óñòàíîâèì ðàâåíñòâî (2). Ïðèìåíèâ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (9) ê îáðàòíîìó îòîáðàæåíèþ F−1, ÿêî-

áèàí êîòîðîãî
∂(u, v)

∂(x, y)
=

(
∂(u, v)

∂(x, y)

)−1
=

1

J(u, v)
íåïðåðûâåí, è ê ôóíêöèè g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|,

ïîëó÷èì ∫∫
G∗
f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)|dudv ≤

∫∫
G∗
f(x, y)dxdy. (11)

Íåðàâåíñòâî (11) ïðîòèâîïîëîæíî íåðàâåíñòâó (9). Èç (9) è (11), î÷åâèäíî, ñëåäóåò (2).
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2,

µ(G∗) =

∫∫
G∗

1dxdy =

∫∫
G
|J(u, v)|dudv (12)

Ïðèìåíèì (12) ê intQh. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì,

µ(F (Qh)) = |J(ũh, ṽh)|µ(Qh)

Qh 3 (ũh, ṽh)→ (u0, v0) ïðè h→ 0. Îòñþäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î ìîäóëå ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ.
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