
1 Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, G ⊆ Rn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
{Gk}, k = 1, 2, . . . , áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûì èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà G, åñëè

1) Gk ⊂ Gk+1 k = 1, 2, . . . ,

2)
∞⋃
k=1

Gk = G.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G çàäàíà ôóíêöèÿ f, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðè-
ìàíó íà ëþáîì èçìåðèìîì ïî Æîðäàíó îòêðûòîì ìíîæåñòâå D, òàêîì ÷òî D ⊂ G. Ôóíêöèÿ
f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G, åñëè äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Gk}, k = 1, 2, . . . , ìîíîòîííî

èñ÷åðïûâàþùåé ìíîæåñòâî G, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
k→∞

∫
f dGk, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà îò

âûáîðà óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó G è

îáîçíà÷àåòñÿ

∫
f dG èëè áîëåå ïîäðîáíî∫ ∫

· · ·
∫

G

f(x1, x2, ... , xn) dx1dx2 . . . dxn.

Òàêèì îáðàçîì,

∫
f dG = lim

k→∞

∫
f dGk.

Ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ n = 1. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû áðàëè îäíîìåðíûå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî G èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó íà G, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì èíòåãðàëîì
Ðèìàíà. Ýòî ñëåäñòâèå ïîëíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü èíûì îáðàçîì. Ïóñòü {Gk}∞k=1 � ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå

ìíîæåñòâà G è ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

∫
f d(G \Gk). Òîãäà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðè-

ðóåìîé â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G, åñëè

∃ lim
k→∞

∫
f d(G \Gk) = 0.

2 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) ≥ 0, ∀x ∈ G ⊂ Rn, G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà êàêîâà
áû íå áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gk} îòêðûòûõ èçìåðèìûõ ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâ Gk,
ìîíîòîííî èñ÷åðïûâàþùèõ ìíîæåñòâî G, ïðåäåë

lim
k→∞

∫
f dGk,

êîíå÷íûé èëè ðàâíûé +∞, âñåãäà ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà ìîíîòîííî èñ÷åðïû-
âàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî 1. Òàê êàê f ≥ 0, {Gk}∞k=1 � ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà G, è,
ñëåäîâàòåëüíî, Gk ⊂ Gk+1 k = 1, 2, . . . , òî∫

f dGk ≤
∫
f dGk+1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

∫
f dGk = I1.

Ïóñòü òåïåðü {Dk}∞k=1 � äðóãîå ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà G. Â ñèëó äîêàçàííîãî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

∫
f dDk = I2.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî I1 = I2.
Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà Gk ñóùåñòâóåò íîìåð k0 = k0(k), òàêîé ÷òî Gk ⊂

Dk0 . Â ñàìîì äåëå, åñëè áû óêàçàííîãî k0 íå íàøëîñü, òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò
òî÷êà x(m) ∈ Gk \Dm. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî Gk èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, ñëåäîâàòåëüíî, Gk �
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, Gk ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

{
x(m)

}∞
m=1

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
x(mν)

}∞
ν=1

ïî òåîðåìå
Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà.

Îáîçíà÷èì x0 = lim
ν→∞

x(mν) ∈ Gk ⊂ G. Â òî æå âðåìÿ {Dk}∞k=1 � ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå

ìíîæåñòâà G, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íîìåð m0, òàêîé ÷òî x0 ∈ Dm0 . Òàê êàê Dm0 îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî, îíî ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
x(m)

}∞
m=1

. Âûáåðåì
òàêîé íîìåð ν0, ÷òî mν0 ≥ m0 è x

mµ0 ∈ Dm0 . Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

xmµ0 ∈ Dmµ0
.

Íî â òî æå âðåìÿ x(mν0 ) ∈ Gk, è ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(m)}. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò íîìåð k0 = k0(k), òàêîé ÷òî Gk ⊂ Dk0 .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî f ≥ 0∫
f dGk ≤

∫
f dDk0 . (1)

Íî, î÷åâèäíî, ∫
f dDk0 ≤ I2. (2)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1) è ó÷èòûâàÿ (2), ïîëó÷èì I1 ≤ I2. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì
äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî I1 ≥ I2. Òîãäà I1 = I2. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫∫
R2

e−(x
2+y2) dxdy

è ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå

Gk = {(x, y) : x2 + y2 ≤ k2}, k = 1, 2, ... ,∞.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = r cosϕ, y = r sinϕ. Òîãäà

Ik =

∫∫
Gk

e−r
2

r drdϕ =

2π∫
0

dϕ

k∫
0

e−r
2

dr = −2pi e
−r2

2

∣∣∣∣∣
k

0

= π(1− e−k2)→ π (k →∞).
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Â òî æå âðåìÿ, åñëè âçÿòü äðóãîå ìîíîòîííîå èñ÷åïàíèå

Dk = {(x, y) : |x| < k, |y| < k}, k = 1, 2, ... ,∞,

ïîëó÷èì

I = lim
k→∞

∫∫
Dk

e−x
2−y2 dxdy = lim

k→∞

∫∫
Dk

e−x
2−y2 dxdy = lim

k→∞

 k∫
−k

e−x
2

dx

 k∫
−k

e−y
2

dy

 = J2,

ãäå

J =

∞∫
−∞

e−x
2

dx =
√
π,

÷òî ïîäòâåðæäàåò òåîðåìó, äîêàçàííóþ âûøå.
Ðàññìîòðèì òàêæå äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Òàê êàê f ≥ 0, {Gk}∞k=1 � ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà G, è,
ñëåäîâàòåëüíî, Gk ⊂ Gk+1 k = 1, 2, . . . , òî∫

f dGk ≤
∫
f dGk+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

∫
f dGk = I1.

Ïóñòü òåïåðü {Dk}∞k=1 � äðóãîå ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà G. Â ñèëó äîêàçàííîãî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
k→∞

∫
f dDk = I2.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî I1 = I2.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Gk

n = Dk ∩ Gn. Îíè îáðàçóþò èñ÷åðïàíèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
Dk. Âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:∫

f dDk =

∫
Dk

f(x) dx = lim
n→∞

∫
f dGk

n ≤ lim
n→∞

∫
f dGn = I1.

Ïîñêîëüêó f ≥ 0 è Dk ⊂ Dk+1, ñóùåñòâóåò

lim
k→∞

∫
f dDk = I2 ≤ I1.

Òàê êàê èñðåïàíèÿ ðàâíîïðàâíû, òî è I1 ≤ I2. Íî òîãäà I1 = I2. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3 Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà îäíèõ è òåõ æå ïîäìíîæåñòâàõ îá-

ëàñòè G, è |f(x)| ≤ g(x) òàì. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∫
g dG âû-

òåêàåò ñõîäèìîñòü

∫
f dG è

∫
|f | dG.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Gk}∞k=1 � ìîíîòîííîå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà G. Òîãäà∫
|f | dGn+k −

∫
|f | dGn =

∫
Gn+k\Gn

|f(x)| dx ≤
∫

Gn+k\Gn

g(x) dx =

∫
g dGn+k −

∫
g dGn,

ãäå n è k � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èç êðèòåðèÿ Êîøè âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫
|f | dG.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè

f+ =
1

2
(|f |+ f), f− =

1

2
(|f | − f). (3)

Î÷åâèäíî, 0 ≤ f+ ≤ |f |, 0 ≤ f− ≤ |f |. Â ñèëó äîêàçàííîãî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò f+
è f− ñõîäÿòñÿ, à çíà÷èò ñõîäÿòñÿ è èíòåãðàë îò ôóíêöèè f = f+ − f−. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

4 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, ìåíÿþùèõ çíàê.

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫
f dG íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫
|f | dG.

Âñïîìíèì ââåäåííûå â (3) ôóíêöèè f+ è f−. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

f+(x) =

{
f(x), åñëè f(x) ≥ 0

0, åñëè f(x) < 0
,

f−(x) =

{
−f(x), åñëè f(x) ≤ 0

0, åñëè f(x) > 0
.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x). (4)

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â
îáû÷íîì ñìûñëå. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü

∫
f dG ñõîäèòñÿ (n ≥ 2), òîãäà ñõîäèòñÿ è

∫
|f | dG. Òî åñòü èç ñõîäè-

ìîñòè âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü èíòåãðàë

∫
|f | dG ðàñõî-

äèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò èñ÷åðïàíèå {Gk}∞k=1 ìíîæåñòâà G, òàêîå ÷òî

lim
k→∞

∫
|f | dGk = +∞. (5)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî∫
|f | dGk+1 > 3

∫
|f | dGk + 2k. (6)
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Åñëè íåðàâåíñòâî (6) íå âûïîëíÿåòñÿ, âñåãäà ìîæíî ïðîðåäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gk}∞k=1,
òàê ÷òî óñëîâèå (6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, òî åñòü âûáðîñèòü íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk}∞k=1, òàê ÷òî óñëîâèå (6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Ýòî âîçìîæíî â ñèëó
(5).

Ïóñòü Ak = Gk+1 \Gk. Ýòî îòêðûòîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, è Gk+1 = Ak ∪Gk. Òîãäà∫
|f | dGk+1 =

∫
|f | dGk +

∫
|f | dAk. (7)

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì∫
|f | dAk > 2

∫
|f | dGk + 2k.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (4), ìû èìååì:∫
f+ dAk +

∫
f− dAk > 2

∫
|f | dGk + 2k.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ∫
f+ dAk ≥

∫
f− dAk,

òîãäà

2

∫
f+ dAk >

∫
f+ dAk +

∫
f− dAk > 2

∫
|f | dGk + 2k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
f+ dAk >

∫
|f | dGk + k. (8)

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè f.
Èç íåðàâåíñòâà (8) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà Ak

N∑
i=1

f+(ξi)µEi >

∫
|f | dGk + k,

ãäå ξi ∈ Ei, à Ei � îòêðûòûå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Âûáåðåì {E∗i } ⊂ {Ei} òàê, ÷òî f+(ξi) > 0,
ξi ∈ E∗i . Òî åñòü íóæíî ïðîñòî óáðàòü èç ðàçáèåíèÿ {Ei} âñå òàêèå Ej, ÷òî f+(ξj) = 0, ξj ∈ Ej.
Òîãäà ïîëó÷èì

m∑
i=1

f+(ξi)µE
∗
i >

∫
|f | dGk + k. (9)

Ïîëîæèì Bk =
m⋃
i=1

E∗i � îòêðûòîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî; Bk ⊂ Ak. Íà Bk f+ > 0, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, f = f+ òàì. Èç íåðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò, ÷òî

Sτ ≥
∫
|f | dGk,

ãäå Sτ � íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó. Ñëåäîâàòåëüíî,∫
f dBk ≥

∫
|f | dGk + k (10)
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Çàìåòèì, ÷òî f ≥ −|f |, çíà÷èò ∫
f dGk ≥ −

∫
|f | dGk. (11)

Ñëîæèâ (10) è (11), ïîëó÷àåì ∫
f dGk +

∫
f dBk ≥ k.

Îáîçíà÷èì Dk = Bk ∪ Gk � îòêðûòîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî Gk ⊂ Dk ⊂ Gk+1.
Òàê êàê Ak ∩Gk = ∅, òî âûïîëíÿåòñÿ∫

f dGk +

∫
f dBk =

∫
f dDk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
f dDk ≥ k

è

lim
k→∞

∫
f dDk = +∞.

Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Dk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà G,

ñëåäîâàòåëüíî,

∫
f dG ðàñõîäèòñÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò íàøå èçíà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è èíòåãðàë

∫
|f | dG ñõîäèòñÿ. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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