
Ìåðà Æîðäàíà è å¼ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî P , óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó

n∏
i=1

(ai, bi) ⊆ P ⊆
n∏

i=1

[ai, bi],

íàçûâàåòñÿ áëîêîì (áðóñîì).

µP =
∏n

i=1(bi − ai) � ìåðà áëîêà (áðóñà).

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìåðû µP :

1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü µP ≥ 0,

2. Àääèòèâíîñòü

P = ∪mi=1Pk, Pi ∩ Pk = ∅, i 6= k,

µP =

m∑
k=1

µPk,

ãäå Pk � áëîêè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ áëî÷íûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî

÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ.

Ëåììà 1. Ñîâîêóïíîñòü áëî÷íûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïå-

ðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè, ò.å. îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ áëîêîì, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëî÷-

íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.

Ðàçíîñòü äâóõ áëîêîâ � áëî÷íîå ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ �

áëî÷íîå ìíîæåñòâî.

Åñëè A, B � áëî÷íûå ìíîæåñòâà, òî

A ∪B = (A\B) ∪B,

òî åñòü îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïðåäñàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ, òåì ñàìûì îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ áëî÷íûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëèì ìåðó áëî÷íîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü

A = ∪mk=1Pk, Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j,

òîãäà ìåðà ìíîæåñòâà A îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

µA =

m∑
k=1

µPk.
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Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü ìåðà íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåòñâà A â

âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ áëîêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

A = ∪mk=1Pk, Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j,

A = ∪lj=1Qj Qs ∩Qt = ∅, s 6= t.

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ áëîêîâ � áëîê:

m∑
k=1

µPk =
m∑
k=1

l∑
j=1

µ(Pk ∩Qj) =
l∑

j=1

m∑
k=1

µ(Pk ∩Qj) =
l∑

j=1

µQj .

Ëåììà 2. Ïóñòü A è B � áëî÷íûå ìíîæåñòâà, òîãäà:

1. Ìîíîòîííîñòü ìåðû

A ⊂ B ⇒ 0 ≤ µA ≤ µB (1)

2. Ïîëóàääèòèâíîñòü ìåðû

µ(A ∪B) ≤ µA+ µB (2)

3. Àääèòèâíîñòü ìåðû

µ(A ∪B) = µA+ µB, åñëè A ∩B = ∅ (3)

µ(A\B) = µA− µB, åñëè B ⊂ A. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) î÷åâèäíî, óñòàíîâèì (3).

A = ∪mk=1Pk, B = ∪rj=1Qj

Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j, Qs ∩Qt = ∅, t 6= s.

A ∪B = (∪mk=1Pk) ∪ (∪rj=1Qj), Pk ∩Qj = ∅, ∀k, j

Ïî îïðåäåëåíèþ áëî÷íîãî ìíîæåñòâà,

µ(A ∪B) =
m∑
k=1

µPk +
r∑

j=1

µQj = µA+ µB.

èç (3) è (1),

µ(A ∪B) = µ(A\(A ∩B)) + µB ≤ µA+ µB.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

µ∗(E) = sup
A⊂E

µA, µ∗(E) = inf
B⊃E

µB,

ãäå òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíü âçÿòû ïî áëî÷íûì ìíîæåñòâàì. µ∗(E) � íèæíÿÿ ìåðà Æîðäàíà

ìíîæåñòâà E, µ∗(E) � âåðõíÿÿ ìåðà Æîðäàíà ìíîæåñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè µ∗(E) = µ∗(E). Èõ îáùåå

çíà÷åíèå � ìåðà Æîðäàíà. Èçìåðèìàÿ îáëàñòü â R2 íàçûâàåòñÿ êâàäðèðóåìîé, â R3 � êóáèðóåìîé.

Ïðèìåðû. 1. Êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê � èçìåðèìî è èìååò ìåðó 0.
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2. Ìíîæåñòâî E � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê èç îòðåçêà [0, 1] íåèçìåðèìî, ò.ê. µ∗(E) = 0,
µ∗(E) = 1.

3. Ìíîæåñòâî E × {0} ⊂ R2 � èçìåðèìî è äâóìåðíàÿ ìåðà ðàâíà 0.

4. Îãðàíè÷åííàÿ íåèçìåðèìàÿ îáëàñòü.

{rj}+∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê èç èíòåðâàëà (0, 1)

D = ∪+∞j=1(rj −
ε

2j
, rj +

ε

2j
) ⊂ R1

G = (D × [0, 1)) ∪ ((0, 1)× (−1, 0))

G ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåèçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà

G+ = D × (0, 1).

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

µ∗(G+) = 1,

µ∗(G
+) ≤

+∞∑
j=1

2ε

2j
< 2ε < 1.

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ ïî Æîðäàíó.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü E è F ⊂ Rn � èçìåðèìû

1. Èçìåðèìû ìíîæåñòâà E ∪ F, E ∩ F ,

2. Èçìåðèìî ìíîæåñòâî E\F, F ⊂ E

µ(E\F ) = µ(E)− µ(F ).

Óêàçàíå. Ñíà÷àëà ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà äëÿ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ, çàòåì îöåíèòü ñíèçó íèæíèå è ñâåðõó

âåðõíèå ìåðû ìíîæåñòâ èç ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ÷åðåç ñóììó ìåð áëî÷íûõ ìíîæåñòâ, àïïðîêñèìè-

ðóþùèõ E è F .

Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóþòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü E ⊂ Rn, x(0) ∈ E, y(0) /∈ E. Òîãäà íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùèì x(0), y(0), íàéä¼òñÿ
z(0) ∈ ∂E.

Ëåììà 2. Ïóñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rn, áëî÷íîå ìíîæåñòâî D ⊂ Rn, ∂E ⊂ D. Òîãäà
E ∪D � áëî÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áëîê Q ⊃ E ∪D, òîãäà Q\D � áëî÷íîå ìíîæåñòâî

Q\D = (∪lk=1Pk) ∪ (∪mk=l+1Pk),

Pk � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà (áëîêè)

E ∩ Pk 6= ∅, 1 ≤ k ≤ l,
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E ∩ Pk 6= ∅, l + 1 ≤ k ≤ m.
Íà ñàìîì äåëå, Pk ⊂ E ïðè 1 ≤ k ≤ l, â ñèëó ëåììû 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî

åñòü íàéä¼òñÿ k0 : 1 ≤ k0 ≤ l, ÷òî Pk0 6⊂ E, òîãäà íàéäóòñÿ x(0), y(0) ∈ Pk, x
(0) ∈ E, y(0) /∈ E. Îòðåçîê,

ñîåäèíÿþùèé x(0), y(0), ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â Pk, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà í¼ì íàéä¼òñÿ z(0) ∈ ∂E ⊂ D,
íî Pk0 ∩D = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü P := ∪lk=1Pk ⊂ E, òîãäà P ∪ D � áëî÷íîå ìíîæåñòâî, íî E ∪ D = P ∪ D, òàê êàê x ∈ E,
x /∈ D ⇒ x ∈ P .

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé èçìåðèìîñòè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà). Äëÿ èçìåðèìîñòè îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìåðà ãðàíèöû µ(∂E) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü E � èçìåðèìî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò áëî÷-
íûå ìíîæåñòâà Aε è Bε

Aε ⊂ E ⊂ Bε

µ(Bε)− µ(Aε) < ε.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Aε ìîæíî ñ÷èòàòü îòêðûòûì, à Bε � çàìêíóòûì. Òîãäà

∂E ⊂ Bε\Aε.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ìåðû,

µ∗(∂E) ≤ µ(Bε\Aε) = µ(Bε)− µ(Aε) < ε,

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, µ∗(∂E) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ∂E � èçìåðèìî è µ(∂E) = 0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü E � îãðàíè÷åíî è µ(∂E) = 0, ïóñòü ε > 0. Ñóùåñòâóåò áëî÷íîå ìíîæåñòâî

Dε, òàêîå ÷òî ∂E ⊂ Dε, µ(Dε) < ε. Ïîñòðîèì Bε = E ∪Dε, Aε = Bε\Dε. Ýòî áëî÷íûå ìíîæåñòâà

µ(Aε) ≤ µ∗E ≤ µ∗E = µAε + µDε < µAε + ε.

Îòñþäà 0 ≤ µ∗E − µ∗E < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε,

µ∗E = µ∗E.

Òåîðåìà 2. Ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ,

ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè, ò.å. E ∪ F, E ∩ F, E\F � èçìåðèìû, åñëè E è F èçìåðèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂(E ∪ F ) ⊆ ∂E ∪ ∂F,

∂(E ∩ F ) ⊆ ∂E ∪ ∂F,
∂(E\F ) ⊆ ∂E ∪ ∂F.

Äîêàæåì äëÿ îáúåäèíåíèÿ. Ïóñòü x(0) ∈ ∂(E ∪ F ), òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè U(x(0)) íàõîäÿòñÿ
òî÷êè èç E ∪F , òàê è òî÷êè íå èç E ∪F , ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè U(x(0)) íàéäóòñÿ ëèáî òî÷êè
èç E, ëèáî òî÷êè èç F , ïîýòîìó x(0) ⊂ ∂E ∪ ∂F , ñëåäîâàòåëüíî, ∂(E ∪ F ) ⊆ ∂E ∪ ∂F.

Â ñèëó êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè, µ(∂E) = µ(∂F ) = 0. Ïóñòü ε > 0, B1, B2 òàêèå áëî÷íûå ìíîæå-

ñòâà, ÷òî ∂E ⊂ B1, ∂F ⊂ B2, µ(B1) < ε, µ(B2) < ε.
Òîãäà ∂(E ∪ F ) ⊂ ∂E ∪ ∂F ⊂ B1 ∪B2.

µ∗∂(E ∪ F ) ≤ µ(B1 ∪B2) ≤ µ(B1) + µ(B2) < 2ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗∂(E ∪ F ) = µ∂(E ∪ F ) = 0. Ïî êðèòåðèþ èçìåðèìîñòè, E ∪ F � èçìåðèìî. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî E ∩ F è E\F èçìåðèìû.

4



Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâà E, F � èçìåðèìû, òîãäà

1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü è ìîíîòîííîñòü ìåðû

0 ≤ µE ≤ µF, åñëè E ⊂ F

2. Ïîëóàääèòèâíîñòü ìåðû

µ(E ∪ F ) ≤ µ(E) + µ(F )

3. Àääèòèâíîñòü ìåðû

µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F ), åñëè E ∩ F = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà E∪F óñòàíîâëåíà â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Ñâîéñòâî

1. ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà äëÿ áëî÷íûõ ìíîæåñòâ.

2. Ïóñòü B1 è B2 � áëî÷íûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî

E ⊂ B1, F ⊂ B2,

òîãäà

µ(E ∪ F ) ≤ µ(B1 ∪B2) ≤ µ(B1) + µ(B2)

Äàëåå ïåðåõîäèì ê inf B1 ⊃ E è B2 ⊃ F .

3. Ïóñòü A1 è A2 � áëî÷íûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî

A1 ⊂ E, A2 ⊂ F,

òîãäà A1 ∩A2 = ∅, A1 ∪A2 ⊂ E ∪ F

µ(A1) + µ(A2) = µ(A1 ∪A2) ≤ µ(E ∪ F ) ≤ µ(E) + µ(F ).

Ïåðåõîäèì ê sup ïî A1 è A2, ïîëó÷èì

µ(E) + µ(F ) ≤ µ(E ∪ F ) ≤ µ(E) + µ(F ).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ Rn èçìåðèìî, òîãäà èçìåðèìû åãî çàìûêàíèå E è âíóòðåí-

íîñòü int E. Ïðè÷¼ì
µ(E) = µ(int E) = µ(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èçìåðèìîñòè E, â ñèëó êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè, ñëåäóåò, ÷òî µ(∂E) = 0. Ïî-
ñêîëüêó E = E ∪ ∂E, int E = E\∂E, òî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 5. Ãðàôèê íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòå ôóíêöèè èìååò ìåðó 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : F → R, ãäå F � êîìïàêò â Rn, x = (x1, x2, . . . xn), (x, xn+1) = (x1, x2, . . . , xn+1).

E = {(x, xn+1) ∈ Rn+1, x ∈ F, xn+1 = f(x)}

Ôóíêöèÿ f êàê íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì, òî åñòü:

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0, ∀x, y ∈ E : |x− y| < δ, |f(x)− f(y)| < ε.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è δε > 0. Ïóñòü áëîê P̃ , P̃ ⊃ F. Ðàçîáü¼ì åãî íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

áëîêè, äèàìåòðû êîòîðûõ ìåíüøå δ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç P1, . . . , Pm òå èç íèõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ

ñ F .
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Â êàæäîì Pj âîçüì¼ì êàêóþ-ëèáî òî÷êó x(j) ∈ Pj è ïîñòðîèì áëîê

Qj = Pj × [f(x(j))− ε, f(x(j)) + ε] ⊂ Rn+1.

Î÷åâèäíî, ãðàôèê ñóæåíèÿ f íà F ∩ Pj ñîäåðæèòñÿ â Qj . Ñëåäîâàòåëüíî, E ⊂ ∪mj=1Qj è, â ñèëó

ìîíîòîííîñòè âåðõíåé ìåðû,

µ∗n+1E ≤
m∑
j=1

2εµ(Pj) ≤ 2εµ(P̃ ).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ïîëó÷àåì µ∗n+1E = 0 è, çíà÷èò, µn+1E = 0.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü F ⊂ Rn è µ(F ) = 0. Òîãäà ïðÿìîé öèëèíäð

E = F × [a, b] ⊂ Rn+1

èçìåðèì, è åãî ìåðà µn+1(E) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0, è ïóñòü Bε � òàêîå áëî÷íîå ìíîæåñòâî â Rn, ÷òî

F ⊂ Bε

è

µ(Bε) < ε,

òîãäà Bε × [a, b] � áëî÷íîå ìíîæåñòâî â Rn+1

E ⊂ Bε × [a, b]

µ∗n+1(E) ≤ µn+1(Bε × [a, b]) < ε(b− a).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, èìååì µ∗n+1(E) = 0, à, ñëåäîâàòåëüíî, µn+1(E) = 0.
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