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1 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

Òåîðåìà 1.1. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D,
γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â D.
Òîãäà, åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé γ, γ îðèåíòèðîâàíà â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî G, òî ∀z ∈ G

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ (∗)

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ γ îðèåíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî îáëàñòè G,
åñëè ïðè îáõîäå γ ñîãëàñíî îðèåíòàöèè îáëàñòü G îñòàåòñÿ ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ G ôóíêöèÿ f(ζ)
ζ−z ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-

÷åñêîé (ðåãóëÿðíîé) ïî ïåðåìåííîé ζ 6= z. Äëÿ äàííîãî z íàéä¼òñÿ òàêîå ε0, ÷òî
êðóã B(z, ε0) ⊂ G (â ñèëó òîãî, ÷òî G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî). Îáîçíà÷èì çà

Gε0 = G \B(z, ε0)

Î÷åâèäíî, ÷òî Gε0 � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé è

∂Gε0 = ∂G ∪ γ−1
ε0 , ãäå γε0 = {ζ : |ζ − z| = ε0} � îêðóæíîñòü,

ïðîáåãàåìàÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè (γ−1
ε0 � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñîîòâåò-

ñòâåííî).

Ôóíêöèÿ 1
ζ−z ïðè ôèêñèðîâàííîì z ðåãóëÿðíà (àíàëèòè÷íà) è íåïðåðûâíà â

C \B(z, ε), ∀ 0 < ε ≤ ε0. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ
f(ζ)
ζ−z áóäåò ðåãóëÿðíîé (àíà-

ëèòè÷íîé) è íåïðåðûâíîé âïëîòü äî ãðàíèöû ∂Gε, ∀ 0 < ε ≤ ε0. Ïîýòîìó ïî
îñíîâîïîëàãàþùåé òåîðåìå Êîøè (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ) ïîëó÷àåì∫

∂Gε

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0 ⇐⇒

∫
∂G

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
γε

f(ζ)

ζ − z
dζ

Òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂G ðàâåí èíòåãðàëó ïî îêðóæíî-
ñòè γε. Çàéìåìñÿ èíòåãðàëîì ïî îêðóæíîñòè γε.

Ïðåäñòàâèì óêàçàííûé èíòåãðàë â âèäå∫
γε

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)

∫
γε

dζ

ζ − z
+

∫
γε

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ (1)
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Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ ζ = z + εeiϕ, dζ = iεeiϕdϕ, ïîëó÷àåì, ÷òî
∫
γε

dζ
ζ−z =

2πi. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
âòîðîé èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ +0.
Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(ζ) â òî÷êå z èìååì

f(ζ)− f(z) = f ′(z)(ζ − z) + o(ζ − z) (2)

Ïîñêîëüêó |o(ζ − z)| ≤ M |ζ − z|, ∀ζ ∈ B(z, ε0), M = const ≥ 0, èç ñîîòíîøåíèÿ
(2) ïîëó÷àåì

|f(ζ)− f(z)| ≤ (|f ′(z)(ζ − z)|+M)|ζ − z|, ∀ζ ∈ B(z, ε0)

Îáîçíà÷èì M1 = |f ′(z)(ζ − z)|+M , îòñþäà ∀ 0 < ε ≤ ε0∣∣∣∣∣∣
∫
γε

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
γε

∣∣∣∣f(ζ)− f(z)

ζ − z

∣∣∣∣ |dζ| ≤ ∫
γε

M1|ζ − z|
|ζ − z|

|dζ| = M1 · 2πε→ 0

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ε→ +0, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1.2 (òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(z) àíàëèòè÷íà (ðåãóëÿðíà) â êðóãå B(z0, r) = {z : |z − z0| < r} è íåïðå-
ðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû. Òîãäà

f(z0) =
1

2π

2π∫
0

f(z0 + reiϕ) dϕ (∗∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè, ïðèìåíåííîé ê îáëà-
ñòè G = B(z0, r), èìååì, ñäåëàâ çàìåíó ζ = z0 + reiϕ, dζ = ireiϕdϕ,

f(z0) =
1

2πi

∫
∂G

f(ζ)

ζ − z0
dζ =

1

2πi

2π∫
0

f(z0 + reiϕ)

reiϕ
ireiϕdϕ =

1

2π

2π∫
0

f(z0 + reiϕ) dϕ

Çàìå÷àíèå 1.3. Çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè (∗) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå
f(z) â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè G îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(ζ), ζ ∈ ∂G
òîëüêî íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂G. Â êóðñå êîìïëàíà áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ
f(z), ðåãóëÿðíàÿ â îáëàñòè G, áóäåò ÿâëÿòüñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
â ýòîé îáëàñòè (f ∈ C∞(G)), êàê ïðàâèëî ýòî íàïðÿìóþ äîêàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè f(z) ïî ôîðìóëå (∗).

Ïðèìåð 1.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
+∞∫
0

sin x
x dx

(õîðîøî èçâåñòíûé âàì èíòåãðàë Äèðèõëå).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ êîíòóðíîå
èíòåãðèðîâàíèå. Ïóñòü γρ,R � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè
CR ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå, îòðåçêà [−R,−ρ], âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè Cρ
ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â íóëå è îòðåçêà [ρ,R]. Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå

Êîøè (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ)
∫

γρ,R

eiz

z dz = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∫
Cρ

eiz

z
dz =

R∫
ρ

eix

x
dx+

−ρ∫
−R

eix

x
dx+

∫
CR

eiz

z
dz

ãäå îáõîä ïîëóîêðóæíîñòåé ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òàêèì îáðà-
çîì

2i

R∫
ρ

sinx

x
dx =

∫
Cρ

eiz

z
dz −

∫
CR

eiz

z
dz

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ýéëåðà eix = cosx+ i sinx, x ∈ R)

Ïîêàæåì, ÷òî lim
ρ→+0

∫
Cρ

eiz

z
dz = πi.

Î÷åâèäíî, ïîëóîêðóæíîñòü Cρ = {z : z = ρeiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π} ïàðàìåòðèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: z = ρeiϕ, dz = iρeiϕdϕ. Îòñþäà

[Ïðèìå÷àíèå ðåäàêòîðà: eiz = 1 + iz + o(z), òîãäà∫
Cρ

eiz

z dz =
∫
Cρ

dz
z +

π∫
0

(i + o(1))iρeiϕdϕ , è ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà → 0 ïðè ρ→ +0.]

∫
Cρ

dz

z
=

π∫
0

1

ρeiϕ
iρeiϕdϕ = πi =⇒ 2i

R∫
ρ

sinx

x
dx = πi−

∫
CR

eiz

z
dz

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R→ +∞. Äåéñòâèòåëüíî:∣∣∣∣∣∣
∫
CR

eiz

z
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

∣∣∣∣∣ei(Re
iϕ)

Reiϕ

∣∣∣∣∣ |iReiϕdϕ| =
π∫

0

|eiR cosϕ−R sinϕ| dϕ = 2

π/2∫
0

e−R sinϕ dϕ

à òàê êàê sinϕ ≥ 2ϕ
π , ϕ ∈ [0, π2 ], òî

2

π/2∫
0

e−R sinϕ dϕ ≤ 2

π/2∫
0

e−R
2ϕ
π dϕ =

π

R
(1− e−R)→ 0 ïðè R→ +∞
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Òàêèì îáðàçîì,
+∞∫
0

sin x
x dx = π

2 .

Âîò êàê, èñïîëüçóÿ êîíòóðíîå èíòåãðèðîâàíèå, ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë Äè-
ðèõëå. ß íàäåþñü åù¼ âû÷èñëèòü èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ è Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

2 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü äàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D}, ãäå D ⊂ R2 � èç-
ìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü. Âîçüìåì ðàçáèåíèå D, îáðàçîâàííîå ïðÿìûìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, è ðàññìîòðèì áðóñû ðàçáèåíèÿ , öåëèêîì ëå-
æàùèå â D. Ïóñòü Pij � îäèí èç òàêèõ áðóñîâ, è äëèíû åãî ñòîðîí ðàâíû ∆ui è
∆vj ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îòîáðàæåíèè ~r(u, v) ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê îòîáðàæàåò-
ñÿ ê êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ~r(Pij). ÏóñòüMij(ui, vj) � ëåâàÿ íèæíÿÿ
âåðøèíà Pij . Ââèäó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ~r(u, v):

~r(ui + ∆ui, vj)− ~r(ui, vj) = ~r ′u(Mij)∆ui + o(∆ui)

~r(ui, vj + ∆vj)− ~r(ui, vj) = ~r ′v (Mij)∆vj + o(∆vj), ∆ui,∆vj −→ 0

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σij ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ~r
′
u(Mij)∆ui,

~r ′v (Mij)∆vj (ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ~r(Pij)). Òîãäà

σij = ‖[~r ′u(Mij)∆ui, ~r
′
v (Mij∆vj ]‖ =

= ‖[~r ′u(Mij), ~r
′
v (Mij)]‖∆ui∆vj = ‖[~r ′u(Mij), ~r

′
v (Mij)]‖ µPij

Îïðåäåëèì ïëîùàäü (ìåðó) µS ïîâåðõíîñòè S êàê

µS = lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

‖[~r ′u(Mij), ~r
′
v (Mij)]‖ µPij = lim

λ(T )→0

∑
i

∑
j

σij

Ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ïðåäåëà ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè
‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ ∈ R(D). Ïîòîìó èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ðàâåí

∫∫
D
‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ dudv.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïëîùàäüþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D},
ãäå D ⊂ R2 � èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

µS =

∫∫
D

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ dudv
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Òàê êàê ‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ =
√
EG− F 2, ãäå E = (~r ′u, ~r

′
u), G = (~r ′v , ~r

′
v ), F = (~r ′u, ~r

′
v ), òî

µS =

∫∫
D

√
EG− F 2 dudv

Âûðàæåíèå ‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ dudv =
√
EG− F 2 dudv íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ïëîùàäè

ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ ds.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà â âèäå z = f(x, y), (x, y) ∈ G, òî

µS =

∫∫
G

√
1 + (f ′x)2 + (f ′y)2 dxdy

Äåéñòâèòåëüíî,

r =

xy
z

 =

 x
y

f(x, y)

 r′x =

 1
0
f ′x

 r′y =

 0
1
f ′y


Òîãäà E = 1 + (f ′x)2, G = 1 + (f ′y)2, F = f ′xf

′
y.

×òîáû îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè áûëî êîððåêòíî, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
ïëîùàäü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü
S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D} íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è îá-
ëàñòü D ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó îáëàñòè D′ ïðè íåïðåðûâ-
íîì äèôôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè ~λ(s, t) = (α(s, t), β(s, t)), ßêîáèàí êîòîðî-

ãî
D(α, β)

D(s, t)
6= 0 îòëè÷åí îò íóëÿ â D′.

Âåêòîð ôóíêöèè ~r(u, v) è ~ρ(s, t) = ~r(α(s, t), β(s, t)) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè

ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõíîñòè S, à ~λ(s, t) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé çàìåíîé ïàðà-
ìåòðà.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè ~r(u, v) è ~ρ(s, t) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõíîñòè S. Òîãäà

[~ρ ′s , ~ρ
′
t ] = [~r ′u, ~r

′
v ] · D(α, β)

D(s, t)
(∗)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ~ρ ′s , ~ρ
′
t âçÿòû â òî÷êå (s, t), à ~r ′u, ~r

′
v � â òî÷êå

(α(s, t), β(s, t)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

ρ ′s (s, t) = (~r(α(s, t), β(s, t)))′s = ~r ′uα
′
s + ~r ′vβ

′
s, àíàëîãè÷íî ρ

′
t (s, t) = ~r ′uα

′
t + ~r ′vβ

′
t

Îòñþäà
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[~ρ ′s , ~ρ
′
t ] = [r ′uα

′
s + ~r ′vβ

′
s, ~r ′uα

′
t + ~r ′vβ

′
t] =

= [~r ′u, ~r
′
u]α′sα

′
t + [~r ′u, ~r

′
v ]α′sβ

′
t + [~r ′v , ~r

′
u]β′sα

′
t + [~r ′v , ~r

′
v ]β′sβ

′
t =

= [~r ′v , ~r
′
u] ·
∣∣∣∣α′s α′t
β′s β′t

∣∣∣∣ = [~r ′u, ~r
′
v ] · D(α, β)

D(s, t)

Èíâàðèàíòíîñòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ãëàäêîé çàìåíû ïàðàìåòðà
ñðàçó ñëåäóåò èç äîêàçàííîé ëåììû è òåîðåìå î çàìåíå ïåðåìåííûõ â êðàòíîì
èíòåãðàëå.
Èç ôîðìóëû (∗) òàêæå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü îò çàìåíû ïåðåìåííîé îïðåäåëå-
íèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

3 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Ïóñòü S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D} � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, D ⊂ R2 � èçìåðèìàÿ ïî
Æîðäàíó îáëàñòü, F (x, y, z) íåïðåðûâíà íà S, ò.å.
F (~r(u, v)) = F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ C(D).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì 1ãî ðîäà ôóíêöèè F ïî ïî-
âåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà∫∫

S

F (x, y, z) ds =

∫∫
D

F (~r(u, v))
√
EG− F 2 dudv

Åñëè F (x, y, z) ≡ 1, òî
∫∫
D

√
EG− F 2 dudv = µS.

Äëÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé z = f(x, y)∫∫
S

F (x, y, z) ds =

∫∫
G

F (x, y, f(x, y))
√

1 + (f ′x)2 + (f ′y)2 dxdy

Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 1ãî ðîäà ìîæíî ââåñòè êàê èíòå-
ãðàë ïî ìíîæåñòâó S ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåí-
íûì âûøå.
Ê ïîÿâëåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ 1ãî ðîäà ïðèâîäèò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ
ìàññû ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ.
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3.2 Îðèåíòàöèÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D}. Â êàæäîé òî÷êå

ïîâåðõíîñòè S èìåþòñÿ äâå åäèíè÷íûå íîðìàëè ~n =
[~r ′u, ~r

′
v ]

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
è ~ν =

−[~r ′u, ~r
′
v ]

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íîðìàëü íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S
íàçûâàåòñÿ å¼ îðèåíòàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé âûáðàíà îðèåíòàöèÿ, íàçûâàåò-
ñÿ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ.

Êàê è â ñëó÷àå êðèâûõ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ~r(u, v)
ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåò å¼ îðèåíòàöèþ.

Ïîâ-òü ñ íîðìàëüþ ~n =
[~r ′u, ~r

′
v ]

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
áóäåì îáîçíà÷àòü S+, ñ íîðìàëüþ ~ν � S−.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ z = f(x, y), òîãäà âåêòîð
åäèíè÷íîé íîðìàëè

~n =

 −f ′x√
1 + (f ′x)2 + (f ′y)2

,
−f ′y√

1 + (f ′x)2 + (f ′y)2
,

1√
1 + (f ′x)2 + (f ′y)2



Ñëåäîâàòåëüíî cos (~̂n, k) = 1√
1+(f ′x)2+(f ′y)2

> 0, ò.å. åäèíè÷íàÿ íîðìàëü îáðàçó-

åò îñòðûé óãîë ñ îñüþ z. Ãîâîðÿò î âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè

~r ′x =

 1
0
f ′x

 ~r ′y =

 0
1
f ′y

 , [~r ′x, ~r
′
y ] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 f ′x
0 1 f ′y

∣∣∣∣∣∣ = −i · f ′x − j · f ′y + k · 1

4 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S = {~r(u, v)| (u, v) ∈ D}, ãäå D ⊂ R2 �
èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü, îðèåíòèðîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëè ~n =

[~r ′u, ~r
′
v ]

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
.

Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ∈ C(S) ôóíê-

öèè (P (~r(u, v)), Q(~r(u, v)), R(~r(u, v))) ∈ C(D)

8



Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì 2ãî ðîäà ïî îðèåíòèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè S íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû∫∫

S+

P (x, y, z) ds =

∫∫
S

P (x, y, z) cos (~̂n, i) ds

∫∫
S+

Q(x, y, z) ds =

∫∫
S

Q(x, y, z) cos (~̂n, j) ds

∫∫
S+

R(x, y, z) ds =

∫∫
S

R(x, y, z) cos (~̂n, k) ds

Åñëè ïîâåðõíîñòü îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, òî â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëîâ

âìåñòî íîðìàëè ~n íåîáõîäèìî âçÿòü íîðìàëü ~ν, ïîñêîëüêó cos (−̂~n, i) = − cos (~̂n, i),

cos (−̂~n, j) = − cos (~̂n, j), cos (−̂~n, k) = − cos (~̂n, k), ò.å. ïðè èçìåíåíèè îðèåíòà-
öèè ïîâåðõíîñòè èíòåãðàë 2ãî ðîäà ìåíÿåò çíàê.

4.2 Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ

2ãî ðîäà

~n =
[~r ′u, ~r

′
v ]

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
=

1

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖

(
D(y, z)

D(u, v)
,
D(z, x)

D(u, v)
,
D(x, y)

D(u, v)

)
Ïîòîìó∫∫
S+

P (x, y, z) ds =

∫∫
S

P (x, y, z) cos (~̂n, i) ds =

=

∫∫
D

P (~r(u, v))
1

‖[~r ′u, ~r ′v ]‖
D(y, z)

D(u, v)
· ‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ dudv =

∫∫
D

P (~r(u, v))
D(y, z)

D(u, v)
dudv

Àíàëîãè÷íî ∫∫
S+

Q(x, y, z) ds =

∫∫
D

Q(~r(u, v))
D(z, x)

D(u, v)
dudv

∫∫
S+

R(x, y, z) ds =

∫∫
D

R(~r(u, v))
D(x, y)

D(u, v)
dudv

∣∣∣∣∣∣
i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ = i·
∣∣∣∣y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣+j·∣∣∣∣z′u x′u
z′v x′v

∣∣∣∣+k·∣∣∣∣x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ = i
D(y, z)

D(u, v)
+j

D(z, x)

D(u, v)
+k

D(x, y)

D(u, v)
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4.3 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî

ðîäà

Ïóñòü çàäàíî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå ~v. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v � ïîëå ñêîðî-
ñòåé óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè (èëè ãàçà). Âû÷èñëèì îáúåì æèäêîñòè
÷åðåç äàííóþ ñòîðîíó ïëîùàäêè S â åäèíèöó âðåìåíè. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåò-
ñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç S.
Ïóñòü ïëîùàäêà S ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû ~r1 è ~r2,
à ñòîðîíà ïëîùàäêè îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ ~n. Îáúåì æèäêîñòè,
ïðîòåêàþùåé ÷åðåç S çà åäèíèöó âðåìåíè, ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, íà-
òÿíóòîãî íà âåêòîðû ~r1, ~r2 è ~v, à ïîòîê Π æèäêîñòè â ñòîðîíó íîðìàëè ~n ðàâåí
îðèåíòèðîâàííîìó îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà ýòè âåêòîðû, ò.å.

Π = ‖[~r1, ~r2]‖ × h = ‖[r1, r2]‖‖~v‖ cos (~̂v, ~n) = ‖[r1, r2]‖‖~v‖ (~v, ~n)

‖~v‖‖~n‖
= ‖[r1, r2]‖(~v, ~n)

Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè V ⊂ R3 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P,Q,R) è ãëàäêàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü S = {r(u, v)| (u, v) ∈ D}, ãäå D � èçìåðèìàÿ ïî
Æîðäàíó îáëàñòü â R2. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îáëàñòè D, îáðàçîâàííîå ïðÿìû-
ìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì Ou è Ov. Ðàññìîòðèì áðóñû Pij , öåëèêîì ëåæàùèå
â D, Mij � ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà Pij . Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå è åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü íåïðåðûâíû, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè íà Sij = ~r(Pij)
è ðàâíûìè ~a(~r(Mij)) è ~n(~r(Mij)). Ïîòîê Πij ÷åðåç Sij ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì
ïîòîêó ÷åðåç ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû ~r ′u(Mij)∆ui, ~r

′
v (Mij)∆vj :

Πij = ‖[~r ′u(Mij), ~r
′
v (Mij)]‖ (~a(~r(Mij)), ~n(~r(Mij)) ) ∆ui∆vj

Ïîòîìó âåñü ïîòîê

Π =
∑
i

∑
j

(~a(~r(Mij)), ~n(~r(Mij)) ) ‖[~r ′u(Mij), ~r
′
v (Mij)]‖∆ui∆vj

Ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ðèìàíà äëÿ ïðîäîëæåíèÿ íóëåì ñ D ôóíêöèè
(~a, ~n) ‖[~r ′u, ~r ′v ]‖. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (~a, ~n) ‖[~r ′u, ~r ′v ]‖ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à çíà-
÷èò, èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, òî

∃ lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

(~a(~r(Mij)), ~n(~r(Mij)) ) ‖[~r ′u(Mij), ~r
′
v (Mij)]‖∆ui∆vj =

=

∫∫
D

(~a(~r(u, v)), ~n(~r(u, v)) ) ‖[~r ′u(u, v), ~r ′v (u, v)]‖ dudv︸ ︷︷ ︸
ds

=

∫∫
S

(~a, ~n) ds
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïîòîêîì íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = (P,Q,R) ÷åðåç
ñòîðîíó ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S, îïðåäåëÿåìîé åäèíè÷íîé íîðìàëüþ ~n, íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî

Π =

∫∫
S

(~a, ~n) ds =

∫∫
S

(P cos (~̂n, i) +Q cos (~̂n, j) +R cos (~̂n, k)) ds

ãäå ~n = (cos (~̂n, i), cos (~̂n, j), cos (~̂n, k))

5 Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî

Ïóñòü V � îáëàñòü â R3, èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó, ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ∂V ñîñòîèò èç äâóõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé S1 è S2,
çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè z = ϕ(x, y), z = ψ(x, y), ϕ, ψ ∈ C(D) è, áûòü ìîæåò,
ïîâåðõíîñòè S0 = {(x, y, z)| (x, y) ∈ ∂D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}. Òî åñòü ãðàíèöà
ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè z îáëàñòè ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ S0∪
S1 ∪ S2 òð¼õ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îáëàñòü, ýëåìåíòàðíàÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ îñåé, íàçûâà-
åòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

Òåîðåìà 5.2. Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
Ïóñòü P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), P ′x, Q

′
y, R

′
z ∈ C(V), ãäå V � çàìêíóòàÿ ýëå-

ìåíòàðíàÿ îáëàñòü. Òîãäà

∫∫
∂V

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
V

(P ′x +Q′y +R′z) dxdydz (1)

ãäå íà ïîâåðõíîñòè ∂V âûáðàíà âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü (òî÷íåå íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ S0,S1,S2 âûáðàíû âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ ê V åäèíè÷íûå íîðìàëè).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíî íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå
~a = (P,Q,R), ïðè÷åì P ′x, Q

′
y, R

′
z ∈ C(G). Òîãäà ôóíêöèÿ

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì div~a.
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Åñëè ââåñòè ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ), òî div~a = (∇, ~a).

Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà (1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå∫∫
S=∂V

(~a, ~n) ds =

∫∫∫
V

div~a dxdydz ,

ãäå ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S.

Òàêèì îáðàçîì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S â ñòîðîíó
âíåøíåé íîðìàëè ê íåé ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè ïî îáúåìó, îãðàíè÷è-
âàåìîìó ïîâåðõíîñòüþ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì
∫∫
∂V

R(x, y, z) dxdy. Â ñèëó ýëåìåíòàðíîñòè îáëà-

ñòè V îòíîñèòåëüíî îñè z èìååì∫∫
∂V

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
S0∪S1∪S2

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
S0

+

∫∫
S1

+

∫∫
S2

.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2ãî ðîäà∫∫
S0

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
S0

R(x, y, z) cos (~̂n, k) ds = 0, òàê êàê ~n ⊥ k.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ÷åðåç èí-
òåãðàëû Ðèìàíà∫∫

S1

R(x, y, z) dxdy = −
∫∫
D

R(x, y, ϕ(x, y)) dxdy ,

òàê êàê èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî íèæíåé ñòîðîíå S1∫∫
S2

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
D

R(x, y, ψ(x, y)) dxdy .

Ñëåäîâàòåëüíî∫∫
∂V

R(x, y, z) dxdy =

∫∫
D

(R(x, y, ψ(x, y))−R(x, y, ϕ(x, y)) ) dxdy =

=

∫∫
D

dxdy

 ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

R′z(x, y, z) dz

 =

∫∫∫
V

R′z(x, y, z) dxdydz .

Ñ îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè, ñòîÿùèìè â ôîðìóëå ñëåâà, ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî.
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Îïðåäåëåíèå 5.4. div~a
def
= ∂P

∂x + ∂Q
∂y + ∂R

∂z , ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ), div~a = (∇, ~a)

5.2 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè

Ïóñòü â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ R3 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P,Q,R),
P,Q,R, P ′x, Q

′
y, R

′
z ∈ C(G) è òî÷êà M0 ∈ G. Òîãäà

div~a(M0) = lim
r→+0

1

µB(M0, r)

∫∫
∂B(M0,r)

(~a, ~n) ds ,

ãäå çàìêíóòûé øàð B(M0, r) ⊂ G, ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñôåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ê
èíòåãðàëó ïî ñôåðå, à çàòåì òåîðåìó î ñðåäíåì ê èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè:

∫∫
∂B(M0,r)

(~a, ~n) ds =

∫∫∫
B(M0,r)

div~a dxdydz = div~a(M(r))µB(M0, r) ,

ãäå M(r) ∈ B(M0, r) � íåêîòîðàÿ òî÷êà øàðà.

Òàê êàê div~a ∈ C(G) è lim
r→+0

M(r) = M0, òî lim
r→+0

div~a(M(r)) = div~a(M0). Ïî-

òîìó

lim
r→+0

1

µB(M0, r)

∫∫
∂B(M0,r)

(~a, ~n) ds = lim
r→+0

div~a(M(r)) = div~a(M0) .

Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå äèâåðãåíöèè â òî÷êå åñòü ïåðå-
äåë îòíîøåíèÿ îáúåìà æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñôå-
ðó, ê îáúåìó øàðà ïðè ñòðåìëåíèè r −→ +0. Îòñþäà âûòåêàåò íåçàâèñèìîñòü
äèâåðãåíöèè îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Òî÷êè îáëàñòè G, â êîòîðûõ div~a 6= 0, íàçûâàþò èñòî÷íèêàìè
âåêòîðíîãî ïîëÿ.
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Åñëè div~a(M0) 6= 0, ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ
~a ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ñôåðó äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â M0 òàêæå
îòëè÷åí îò 0.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü
1) îáëàñòü V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íå ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé Vj (j = 1, 2, . . . , n) è êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïî-
âåðõíîñòåé Sj (j = 1, 2, . . . , n), ëåæàùèõ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé Vj (Sj = ∂Vj).
2) Ãðàíèöà ∂V+ îáëàñòè V ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, îðèåíòè-
ðîâàííîé ïîëåì âíåøíèõ íîðìàëåé.
3) Âåêòîðíîå ïîëå ~a(x, y, z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â çàìûêàíèè îáëà-
ñòè V.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5.2 äëÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè Vj
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî:

∫∫∫
Vj

div~a(x, y, z) dxdydz =

∫∫
∂V+

j

(~a(x, y, z), ~n) ds (j = 1, 2, . . . , n)

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè Vj èçìåðèìû, òî µ(∂Vj) = 0. Îòñþäà è èç

óñëîâèÿ V \
n⋃
j=1

Vj ⊂
n⋃
j=1

∂Vj ñëåäóåò, ÷òî µ(V \
n⋃
j=1

Vj) = 0 è â ñèëó àääèòèâíîñòè

êðàòíîãî èíòåãðàëà

∫∫∫
V

div~a(x, y, z) dxdydz =

n∑
j=1

∫∫∫
Vj

div~a(x, y, z) dxdydz =

=

n∑
j=1

∫∫
∂V+

j

(~a(x, y, z), ~n) ds (2)

×åðåç ∂V+
ij îáîçíà÷èì îáùóþ ãðàíèöó ñîñåäíèõ îáëàñòåé Vi è Vj , îðèåíòèðîâàí-

íóþ ïîëåì íîðìàëåé, âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Vi. Òîãäà îðèåíòàöèè
V+
ij è V

+
ji âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíû è ñëåäîâàòåëüíî∫∫

∂V+
ij

(~a(x, y, z), ~n) ds = −
∫∫
∂V+

ji

(~a(x, y, z), ~n) ds

Ïîýòîìó ïðè ñóììèðîâàíèè èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòÿì ∂V+ èíòåãðàëû ïî îá-
ùèì ãðàíèöàì ñîñåäíèõ îáëàñòåé âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ è îñòàåòñÿ èíòåãðàë
ïî ãðàíèöå îáëàñòè G. Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò ôîðìóëà Ãàóññà-
Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ îáëàñòè G.
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Îïðåäåëåíèå 5.7. Íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ~a(x, y, z) íàçûâàåòñÿ
ñîëèíîèäàëüíûì â îáëàñòè Ω, åñëè ïîòîê ïîëÿ ~a ÷åðåç ∀ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S, ëåæàùóþ â îáëàñòè Ω ðàâåí íóëþ:∫∫

S

(~a(x, y, z), ~n) ds = 0 , ∀ çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé S ⊂ Ω

Îïðåäåëåíèå 5.8. Îáëàñòü Ω ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ îáúåìíî îäíîñâÿçíîé, åñëè
äëÿ ∀ çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω îáëàñòü G, îãðàíè÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòüþ S, ñîäåðæèòñÿ â Ω.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, îáúåìíàÿ îäíîñâÿçíîñòü îáëàñòè Ω îçíà÷àåò, ÷òî Ω íå èìååò
¾âíóòðåííèõ ïîëîñòåé¿.

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a(x, y, z) ∈ R3 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìî â îáëàñòè Ω. Òîãäà óñëîâèå

div~a(x, y, z) = 0, ∀ (x, y, z) ∈ Ω (3)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à â ñëó÷àå îáúåìíîé îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè Ω è äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾=⇒¿
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3) äëÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ~a ñëåäóåò èç òåîðåìû
5.6 (òåîðåìû 5.2).

¾⇐=¿
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3) è îáëàñòü Ω îáúåìíî îäíîñâÿçíà. Ïóñòü çàìêíóòàÿ
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü G. Òîãäà â ñèëó îáúåìíîé
îäíîñâÿçíîñòè Ω èìååì G ⊂ Ω, ïîýòîìó div~a(x, y, z) = 0, ∀ (x, y, z) ∈ G. Îòñþäà
è èç ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ïîëÿ ~a ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü S ðàâåí 0:

∫∫
S

(~a(x, y, z), ~n) ds =
∫∫∫
G

div~a(x, y, z) dxdydz = 0.

Çàìå÷àíèå 5.10. Èç óñëîâèÿ (3) äëÿ îáúåìíî íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω íå
ñëåäóåò ñîëåíîèäàëüíîñòü ïîëÿ ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, ~a(~r) =
~r

‖~r ‖3
� ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷-

íîãî çàðÿäà,
Ω = {~r ∈ R3 : 1 ≤ ‖~r ‖ ≤ 3}, S = {~r ∈ R3 : ‖~r ‖ = 2}. Òîãäà
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div~a =

(
∇, ~r

‖~r ‖3

)
=

(∇, ~r)
‖~r ‖3

+

(
~r,∇(

1

‖~r ‖3
)

)
=

=
3

‖~r ‖3
−
(
~r,

3∇‖~r ‖
‖~r ‖4

)
=

3

‖~r ‖3
− 3

(
~r,

~r

‖~r ‖5

)
= 0

òî åñòü óñëîâèå (3) âûïîëíåíî.

Îäíàêî∫∫
S

(~a, ~n) ds =

∫∫
S

(
~r

‖~r ‖3
,
~r

‖~r ‖

)
ds =

∫∫
S

ds

‖~r ‖2
=

224π

22
= 4π 6= 0

6 Ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
S+ = ∂G, îðèåíòèðîâàííîé âíåøíåé íîðìàëüþ ~n (îáëàñòü è å¼ ãðàíèöà òàêîâû,
÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî).

Òåîðåìà 6.1. Ïåðâàÿ ôîðìóëà Ãðèíà.
Ïóñòü ôóíêöèè u, v ∈ C2(G). Òîãäà∫∫∫
G

(v∆u) dxdydz =

∫∫∫
G

v

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
dxdydz =

=

∫∫
S+=∂G

v
∂u

∂~n
ds−

∫∫∫
G

(
∂v

∂x

∂u

∂x
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+
∂v

∂z

∂u

∂z

)
dxdydz (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî.∫∫∫
G

(v∆u) dxdydz +

∫∫∫
G

(
∂v

∂x

∂u

∂x
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+
∂v

∂z

∂u

∂z

)
dxdydz

[1]
=

=

∫∫∫
G

(
∂

∂x

(
v
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
v
∂u

∂z

))
dxdydz =

=

∫∫∫
G

div

(
v
∂u

∂x
, v
∂u

∂y
, v
∂u

∂z

)
dxdydz

[2]
=

=

∫∫
S+

(
v
∂u

∂x
cosα+ v

∂u

∂y
cosβ + v

∂u

∂z
cos γ

)
ds =

∫∫
S+

v
∂u

∂~n
ds ,

÷òî è ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (1):∫∫∫
G

(v∆u) dxdydz =
∫∫
S+

v ∂u∂~n ds−
∫∫∫
G

(
∂v
∂x

∂u
∂x + ∂v

∂y
∂u
∂y + ∂v

∂z
∂u
∂z

)
dxdydz.

Â äàííîé âûêëàäêå ïåðâîå ðàâåíñòâî [1] ñëåäóåò ïðÿìîé ïðîâåðêîé: ∂
∂x

(
v ∂u∂x

)
=

∂v
∂x

∂u
∂x + v ∂

2u
∂x2 , à âòîðîå [2] � èç ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Çäåñü ÷åðåç ∂u
∂~n îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âíåøíåé íîðìàëè: ∂u∂~n = ∂u

∂x cosα+
∂u
∂y cosβ + ∂u

∂z cos γ = (gradu, ~n), ãäå cosα, cosβ, cos γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

âíåøíåé íîðìàëè ~n ê ïîâåðõíîñòè S+.

Òåîðåìà 6.2. Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè G, å¼ ãðàíèöû S = ∂G
è ôóíêöèé u, v ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫∫

G

(v∆u− u∆v) dxdydz =

∫∫
S+

(
v
∂u

∂~n
− u ∂v

∂~n

)
ds (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1) (ôóíêöèè u è v ðàâíîïðàâíû):∫∫∫
G

(u∆v) dxdydz =

∫∫
S+

u
∂v

∂~n
ds−

∫∫∫
G

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+
∂u

∂z

∂v

∂z

)
dxdydz . (3)

Âû÷èòàÿ èç ôîðìóëû (1) ôîðìóëó (3), ìû è ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2).
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Îïðåäåëåíèå 6.3. Ôóíêöèÿ u(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, ãàðìîíè÷åñêîé â
îáëàñòè G, åñëè u ∈ C2(G) è

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, ∀ (x, y, z) ∈ G

Òåîðåìà 6.4. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â R3.
Ïóñòü u(x, y, z) � ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â øàðå B((x1, y1, z1), R) ñ öåíòðîì
â òî÷êå (x1, y1, z1) ðàäèóñà R. Òîãäà

u(x1, y1, z1) =
1

4πR2

∫∫
S+

u ds , ãäå S+
R = ∂B((x1, y1, z1), R) (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì øàðîâîé ñëîé

Vρ,R = {0 < ρ ≤
√

(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 ≤ R} .

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé (ïðîâåðüòå!) ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
v = 1

r ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â R3 \ (x1, y1, z1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sρ ñôåðó ñ öåíòðîì â (x1, y1, z1) ðàäèóñà ρ. Ñîãëàñíî âòîðîé
ôîðìóëå Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

0 =

∫∫∫
Vρ,R

(v∆u− u∆v) dxdydz =

∫∫
∂Vρ,R

(
v
∂u

∂~n
− u ∂v

∂~n

)
ds (5)

Íà ñôåðàõ Sρ è SR âåëè÷èíà v = 1
r ïîñòîÿííà.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïåðâîé ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà âûòåêàåò, ÷òî∫∫
S+
R

∂u

∂~n
ds = 0 è

∫∫
S−ρ

∂u

∂~n
ds = 0 (6)

Â ñàìîì äåëå, åñëè â ïåðâîé ôîðìóëà Ãðèíà âçÿòü â êà÷åñòâå v ≡ 1, òî ìû
ïîëó÷èì

0 =

∫∫∫
G

(1 ·∆u) dxdydz =

∫∫
S+

1 · ∂u
∂~n

ds− 0 .

Çàìå÷àíèå 6.5. Ñàì ïî ñåáå ýòîò ôàêò çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ, ïîñêîëüêó
îí îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u â îáëàñòè G ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå∫∫

S+

∂u

∂~n
ds = 0 ,

ýòî âàæíûé ôàêò ïðè èçó÷åíèè

çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöà øàðîâîãî ñëîÿ Vρ,R ñîñòîèò èç ñôåð Sρ, SR ðàäèóñîâ ρ è
R ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåíòðîì â òî÷êå (x1, y1, z1). Ïðè ýòîì ñôåðà SR îðèåíòèðî-
âàíà âíåøíåé íîðìàëüþ, à ñôåðà Sρ îðèåíòèðîâàíà íîðìàëüþ, íàïðàâëåííîé ê
öåíòðó (x1, y1, z1) øàðà B((x1, y1, z1), R).
Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé (5) è (6) âûòåêàåò, ÷òî

0 = −
∫∫
S−ρ

u
∂ 1
r

∂~n
ds+

∫∫
S+
R

u
∂ 1
r

∂~n
ds (7)

Îòìåòèì, ÷òî
∂ 1
r

∂~n
=
∂ 1
r

∂r
= ± 1

r2
, (8)

(ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé (âíóòðåííåé) íîðìàëè ñîíàïðàâëåíà ñ ∂
∂r ).

Îòñþäà èç ñîîòíîøåíèé (7) è (8) ïîëó÷èì, ÷òî
1

ρ2

∫∫
S−ρ

u ds =
1

R2

∫∫
S+
R

u ds (9)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê ëåâîé ÷àñòè (9), ïîëó÷èì

u(ξ, η, ζ)

ρ2

∫∫
S−ρ

ds =
1

R2

∫∫
S+
R

u ds , ãäå (ξ, η, ζ) � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè Sρ (10)

Çàêëþ÷èòåëüíûé øàã: ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó â ôîðìóëå (10) ïðè ρ −→ +0. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(x, y, z) ïîëó÷èì, ÷òî u(ξ, η, ζ) −→ u(x1, y1, z1) ïðè
ρ→ +0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî

u(x1, y1, z1) =
1

4πR2

∫∫
S+

u ds , òî åñòü èñêîìóþ ôîðìóëó (4).

Çàìå÷àíèå 6.6. (ýìîöèîíàëüíîå) Ïîñìîòðèòå, êàê îñâîåííûå Âàìè ðåçóëü-
òàòû èç êóðñà ìàòàíà èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ñîäåðæàòåëüíûõ è àêòó-
àëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

6.2 Èíòåãðàë Ãàóññà

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I(x, y, z) =

∫∫
S

cos(~r, ~n)

r2
ds , (11)

ãäå S � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ êîìïàêò T ⊂ R3

(∂T = S), ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå (ξ, η, ζ), ~r � ðàäèóñ-
âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó (x, y, z) ñ òî÷êîé (ξ, η, ζ),
r =

√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2.
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Ïîâåðõíîñòü S íå îêðóæàåò òî÷êó (x, y, z),

2. Ïîâåðõíîñòü S îêðóæàåò òî÷êó (x, y, z).

1. Çàìåòèì, ÷òî cos(~r, ~n) = (~r,~n)
r , ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî:

I(x, y, z) =

∫∫
S+

(
ξ − x
r3

cosα+
η − y
r3

cosβ +
ζ − z
r3

cos γ

)
ds =

=

∫∫∫
T

(
∂

∂ξ

(
ξ − x
r3

)
+

∂

∂η

(
η − y
r3

)
+

∂

∂ζ

(
ζ − z
r3

))
dξdηdζ =

=

∫∫∫
T

(
3

r3
− 3(ξ − x)2 + 3(η − y)2 + 3(ζ − z)2

r5

)
dξdηdζ =

=

∫∫∫
T

(
3

r3
− 3

r3

)
dξdηdζ = 0

2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ïðèìåíÿòü íåëüçÿ (èíòå-
ãðàë ñîäåðæèò îñîáåííîñòü, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì).
Âûðåæåì ñôåðó ðàäèóñà ε âîêðóã òî÷êè (x, y, z) è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãàóññà-
Îñòðîãðàäñêîãî ê ¾äûðÿâîé¿ îáëàñòè T \B((x, y, z), ε):∫∫

S+

(
~r

r3
, ~n

)
ds+

∫∫
S−ε

(
~r

r3
, ~n

)
ds = 0 (12)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ïîëó÷àåì:

I(x, y, z) =

∫∫
S+

(
~r

r3
, ~n

)
ds =

∫∫
S+
ε

(
~r

r3
, ~n

)
ds =

∫∫
S+
ε

(
~r

r3
,
~r

r

)
ds =

1

ε2

∫∫
S+
ε

ds = 4π.

Ñëåäóþùèé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ñóãóáî íåîáÿçàòåëüíûì è äîïîëíèòåëüíûì.
Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî Âû óæå çíàåòå, ìîæíî îáñóæäàòü áîëåå ïðîäâèíóòûå
âîïðîñû.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

çàäà÷à Äèðèõëå:
∆u = f, u

∣∣
S=∂G = ϕ (I)
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çàäà÷à Íåéìàíà:

∆u = f,
∂u

∂~n

∣∣
S=∂G = ψ (II)

Çäåñü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé S. Ôóíêöèè
f, ϕ, ψ ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè, ôóíêöèÿ u � èñêîìîé.
Çàäà÷è (I), (II) � êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èç èçó÷åíèþ
ïîñâÿùåíà îáøèðíåéøàÿ ëèòåðàòóðà. Îäíàêî íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî Âû óæå
îñâîèëè, ìîæíî ðàññìîòðåòü è èçó÷èòü ýòè çàäà÷è. Â îäíîé èç ïîñëåäíèõ ëåêöèé
ñåìåñòðà ÿ ðàññìîòðþ çàäà÷ó (I).

Çàìå÷àíèå 6.7. Ñëåäñòâèåì 1é ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ∫∫
S+

∂u

∂~n
ds =

∫∫
S+

ψ ds = 0 � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðè f = 0.

7 Ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

7.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ôóíêöèÿ V (x, x0) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, åñëè ∆V (x, x0) = δ(x − x0) , ãäå δ(x − x0) � îáîáùåííàÿ
ôóíêöèÿ Äèðàêà: 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), 〈δ(x− x0), ϕ(x)〉 = ϕ(x0).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ E(x, x0) = − 1

4π‖x− x0‖
. Ïîêàæåì, ÷òî E(x, x0) ÿâëÿåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Òàê êàê E(x, x0) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé, òî E(x, x0) ∈ D(R3
x).

Ïóñòü ϕ(x) ∈ D(R3
x). Ïî ñâîéñòâàì îáîáùåííîé ôóíêöèè 〈∆E , ϕ〉 = 〈E ,∆ϕ〉.

Òàê êàê E(x, x0) � ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî

〈E ,∆ϕ〉 =

∫
R3

E(x, x0)∆ϕ(x) dx = lim
ε→0

∫
R3\B(x0,ε)

E(x, x0)∆ϕ(x) dx ,

ãäå B(x0, ε) � øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ðàäèóñà ε.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ 2é ôîðìóëîé Ãðèíà:∫
E(x, x0)

R3\B(x0,ε)

∆ϕ(x)dx =

∫
ϕ(x)

R3\B(x0,ε)

∆E(x, x0)dx +

∫
S(x0,ε)

(
E ∂ϕ
∂~n
− ϕ∂E

∂~n

)
ds, (∗)
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ãäå ~n � íàïðàâëåíèå âíóòðåííåé íîðìàëè ê ñôåðå ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â x0.

� Â ñèëó òîãî, ÷òî ∆E = 0 â R3 \ {x0}, èìååì
∫
ϕ(x)

R3\B(x0,ε)

∆E(x, x0)dx = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (∗) ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê ϕ(x0).
� Òàê êàê E(x, x0) ïîñòîÿííà íà S(x0, ε) è ðàâíà E(ε) = − 1

4πε , òî:∣∣∣∣∣∣∣
∫

S(x0,ε)

E ∂ϕ
∂~n

ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |E(ε)|
∫

S(x0,ε)

∣∣∣∣∂ϕ∂~n
∣∣∣∣ ds ≤ 1

4πε
· 4πε2 sup

S(x0,ε)

∣∣∣∣∂ϕ∂~n
∣∣∣∣ ≤ ε · C1 −→

ε→0
0,

ãäå C1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, òàê êàê ïðîèçâîäíûå ϕ îãðàíè÷åíû â Ω.

� Òàê êàê ∂E
∂~n = − 1

4πε2 íà ñôåðå S(x0, ε) (ñì. âûêëàäêè íèæå), òî:

lim
ε→0

∫
S(x0,ε)

−ϕ∂E
∂~n

ds = lim
ε→0

1

4πε2

∫
S(x0,ε)

ϕds = ϕ(x0) .

1

‖x− x0‖
=

1√
(x1 − x1

0)2 + (x2 − x2
0)2 + (x3 − x3

0)2
,

∂

∂xi
(E(x, x0)) =

xi − xi0

4π
(

(x1 − x1
0)2 + (x2 − x2

0)2 + (x3 − x3
0)2
)3/2

, i = 1, 2, 3.

∂E
∂~n

=
∂

∂x1
(E(x, x0)) cosα+

∂

∂x2
(E(x, x0)) cosβ +

∂

∂x3
(E(x, x0)) cos γ,

ãäå ~n = (cosα, cosβ, cos γ) =
(
− x1 − x1

0

‖x− x0‖
,− x2 − x2

0

‖x− x0‖
,− x3 − x3

0

‖x− x0‖

)
.

Òîãäà ïîëó÷àåì
∂E
∂~n

= − (x1 − x1
0)2 + (x2 − x2

0)2 + (x3 − x3
0)2

4π
(

(x1 − x1
0)2 + (x2 − x2

0)2 + (x3 − x3
0)2
)2 = − 1

4πε2
.

7.2 Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïðèëîæåíèÿ ôîð-

ìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Ïóñòü u ∈ C2(Ω), S(x0, ε) = ∂B(x0, ε). Ïðèìåíèì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà â
îáëàñòè Ωε = Ω \B(x0, ε) ê ôóíêöèÿì u(x) è E(x, x0):∫

Ωε

(E∆u− u∆E) dx =

∫
∂Ω

(
E ∂u
∂~n
− u∂E

∂~n

)
ds+

∫
S(x0,ε)

(
E ∂u
∂~n′
− u ∂E

∂~n′

)
ds, (∗)
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ãäå ~n′ � íàïðàâëåíèå âíóòðåííåé íîðìàëè ê ñôåðå S(x0, ε). Ðàâåíñòâî (∗) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè (∗) ñòðåìèòñÿ ê u(x0) ïðè ε −→ +0.∣∣∣∣∣∣∣
∫
E

S(x0,ε)

∂u

∂~n′
ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |E(ε)| · 4πε2 sup
S(x0,ε)

∣∣∣∣ ∂u∂~n′
∣∣∣∣ ≤ ε · C1 −→

ε→0
0, ãäå C1 íå çàâèñèò îò ε.

Òàê êàê ∂E
∂~n′ = − 1

4πε2 íà ñôåðå S(x0, ε), òî:

lim
ε→0

− ∫ u

S(x0,ε)

∂E
∂~n′

ds

 = lim
ε→0

1

4πε2

∫
u

S(x0,ε)

ds = u(x0).

Çäåñü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïðèìåíèëè òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ
èíòåãðàëà

∫
u

S(x0,ε)

ds = 4πε2u(xε) è âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ u(x) â Ω.

Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè ε −→ +0, ïîëó÷èì:

u(x0) =

∫
Ω

E∆u dx+

∫
∂Ω

(
u
∂E
∂~n
− E ∂u

∂~n

)
ds, (∗∗)

Åñëè ∆u = 0, òî ïîëó÷èì u(x0) =

∫
∂Ω

(
u(x)

∂E(x, x0)

∂~n
− E(x, x0)

∂u(x)

∂~n

)
ds. (O)

Ôîðìóëà (O) äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u ∈ C2(Ω) â ëþáîé
òî÷êå x0 ∈ Ω ÷åðåç çíà÷åíèÿ u è ∂u

∂~n íà ∂Ω.

Åñëè ∆u = f â Ω, òî äëÿ ôîðìóëû (∗∗) èìååì

u(x0) =

∫
Ω

f(x)E(x, x0) dx+

∫
∂Ω

(
u(x)

∂E(x, x0)

∂~n
− E(x, x0)

∂u(x)

∂~n

)
ds,

âûðàæåíèå ÷åðåç èíòåãðàëû âèäà

u0(x0) =

∫
Ω

a0(x)‖x− x0‖−1 dx � îáúåìíûé (Íüþòîíîâ) ïîòåíöèàë,

u1(x0) =

∫
∂Ω

a1(x)‖x− x0‖−1 ds � ïðîñòîãî ñëîÿ,

u2(x0) =

∫
∂Ω

a2(x)
∂

∂~n
(‖x− x0‖−1) ds � äâîéíîãî ñëîÿ.
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8 Ôîðìóëà Ñòîêñà

(èçëîæåíèå áëèçêîå ê ó÷åáíèêó Î.Â.Áåñîâà)

Ïóñòü çàäàí äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûé (ýëåìåíò) êóñîê ïîâåðõíîñòè
S = {r(u, v) : (u, v) ∈ D} ⊂ G ⊂ R3, ãäå G � îáëàñòü â R3, D � ïëîñêàÿ îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂D = {(u(t), v(t)) : a ≤ t ≤ b}, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð, è ïóñòü ∂S = Γ = {r(u(t), v(t)) : a ≤ t ≤ b}. Ãîâîðÿò,
÷òî êîíòóð Γ îãðàíè÷èâàåò ïîâåðõíîñòü S, à òàêæå ÷òî ïîâåðõíîñòü S íàòÿíóòà
íà êîíòóð Γ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòóð ∂D îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî îáëà-

ñòè D. Ïóñòü ~n =
[r′u, r

′
v]

‖[r′u, r′v]‖
� îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè S. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü

S è êîíòóð ∂S îêàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííû ïî ïðàâèëó øòîïîðà.

Òåîðåìà 8.1. Ôîðìóëà Ñòîêñà.
Ïóñòü íà îáëàñòè G çàäàíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå ~a =
P~i + Q~j + R~k, è ïóñòü ïîâåðõíîñòü îïèñàííîãî òèïà S ⊂ G. Òîãäà, åñëè îðè-
åíòàöèÿ êîíòóðà è ïîâåðõíîñòè ñîãëàñîâàíû (ïî ïðàâèëó øòîïîðà), òî∫∫

S

(rot ~a, ~n) ds =

∫
Γ

(~a, d~r).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü ôóíêöèè P,Q,R íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïåð-
âûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ò.å. ~a ∈ C1(G), îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè è
êîíòóðà ñîãëàñîâàíû, òîãäà

∫
Γ

(~a, d~r) =
∫∫
S+

rot ~a ds (1), èëè

∫
Γ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
S+

∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ ds,
öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êîíòóðó Γ ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà (âèõðÿ) ýòîãî
ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
∫
Γ

Pdx (äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàñ-

ñóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Îáîçíà÷èì êîíòóð γ0 = {(u(t), v(t)) : t ∈ [a, b]} = ∂D,
òîãäà Γ = {~r(u(t), v(t)) : t ∈ [a, b]}. Ïî îïðåäåëåíèþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
2ãî ðîäà:∫
Γ

P (x, y, z)dx =

b∫
a

P
(
x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))

)
·
(
x(u(t), v(t))

)′
t
dt =

=

∫
γ0

P
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)(∂x
∂u
du+

∂x

∂v
dv

)
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Çäåñü ìû ïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé
(
x(u(t), v(t))

)′
t

= ∂x
∂u

du
dt + ∂x

∂v
dv
dt .

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà ê ïîëó÷èâøåìóñÿ èíòåãðàëó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

∫
γ0

P
∂x

∂u
du+ P

∂x

∂v
dv =

∫∫
D

(
∂

∂u

(
P
∂x

∂v

)
− ∂

∂v

(
P
∂x

∂u

))
dudv =

=

∫∫
D

((
�
�
��∂P

∂x

∂x

∂u
+
∂P

∂y

∂y

∂u
+
∂P

∂z

∂z

∂u

)
∂x

∂v
+
�
�
��Z
Z
ZZ

P
∂2x

∂u∂v

)
−

−

((
�
�
��∂P

∂x

∂x

∂v
+
∂P

∂y

∂y

∂v
+
∂P

∂z

∂z

∂v

)
∂x

∂u
+
�
�
��Z

Z
ZZ

P
∂2x

∂v∂u

)
dudv =

=

∫∫
D

(
∂P

∂z

∂(z, x)

∂(u, v)
− ∂P

∂y

∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv =

∫∫
S+

∂P

∂z
dzdx−

∫∫
S+

∂P

∂y
dxdy =

=

∫∫
S

(
∂P

∂z
cosβ − ∂P

∂y
cos γ

)
ds.

(∗) Çäåñü ìû ïîëüçîâàëèñü ôîðìóëàìè:

∫∫
S+

Φ dxdy =

∫∫
D

Φ
∂(x, y)

∂(u, v)
dudv,

∂P

∂z

(
∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u

)
−∂P
∂y

(
∂y

∂v

∂x

∂u
− ∂y

∂u

∂x

∂v

)
=

=
∂P

∂z

∣∣∣∣ ∂z∂u ∂z
∂v

∂x
∂u

∂x
∂v

∣∣∣∣−∂P∂y
∣∣∣∣ ∂x∂u ∂x

∂v
∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ =
∂P

∂z

∂(z, x)

∂(u, v)
− ∂P

∂y

∂(x, y)

∂(u, v)
.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëû
∫
Γ

Q(x, y, z)dy è
∫
Γ

R(x, y, z)dz. Ñêëàäû-

âàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ôîðìóëû, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (1).

Ñ ïîìîùüþ rot ïðîñòî çàïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ ~a: rot ~a = 0. Â ÷àñòíîñòè rot(grad u) = 0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî div(rot ~a) = 0:

∂

∂x
(Q′z−R′y)+

∂

∂y
(R′x−P ′z)+

∂

∂z
(P ′y−Q′x) = (�

�Q′zx−ZZR
′
yx)+(Z

Z
R′xy−��ZZP

′
zy)+(�

�Z
ZP
′
yz−��Q

′
xz) = 0.

Ðàñïðîñòðàíèì ôîðìóëó Ñòîêñà íà êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
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1. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ îðèåíòèðîâàííûõ
ïîâåðõíîñòåé

2. Sj ïåðåñåêàþòñÿ ðàçâå ÷òî ïî êðàÿì, ïðè÷åì îáùèå ó÷àñòêè ïðèíàäëå-
æàò íå áîëåå ÷åì äâóì ïîâåðõíîñòÿì, è ïðîáåãàþòñÿ ýòè ó÷àñòêè â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âòîðîå óñëîâèå íåîáõîäèìî, òàê êàê ¾ñêëåéêà¿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæåò
ïðèâåñòè ê íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè (ïðèìåð: ëèñò Ì¼áèóñà).

Òåîðåìà 8.3. Åñëè S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó-
÷åííàÿ ¾ñêëåéêîé¿ ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ñòîêñà,
òî ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåé ïîâåðõíîñòè S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îáùèå ó÷àñòêè ãðàíèö ïîâåðõíîñòåé Sj âñòðå÷à-

þòñÿ äâàæäû è ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, òî

k∑
j=1

∫
∂Sj

=

∫
∂S
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è èíòåãðàëà ïî êóñî÷íî-ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè:

∫
∂S

=

k∑
j=1

∫
∂Sj

=

k∑
j=1

∫∫
Sj

=

∫∫
S

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü â òð¼õìåðíîé îáëàñòè G çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a ∈
C1(G), M0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà G, ν � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, Π �
ïëîñêîñòü ⊥ ν è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M0, S � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè
Π, γ = ∂G � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, d(S) � äèàìåòð îáëàñòè S.
Òîãäà

rotν ~a(M0) = lim
d(S)→0

∫
γ
(~a, d~r)

µS
(∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà:

∫
γ

(~a, d~r) =

∫∫
S

rotν ~a ds.

Ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå î ñðåäíåì:

∫∫
S

rotν ~a ds = rotν ~a(M) · µS, M ∈ S.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
γ
(~a, d~r)

µS
= rotν ~a(M).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè d(S) −→ 0 áóäåò è M → M0, ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè rotν ~a(M), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè d(S) −→ 0, ïîëó÷èì (∗).

Èç ôîðìóëû (∗) âûòåêàåò, ÷òî rotν ~a(M0) íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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9 Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

Ïóñòü â îáëàñòè E ⊂ R3 (èëè æå R2) çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a(x, y, z) =
= (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) (èëè æå ~a(x, y) = (P (x, y), Q(x, y))).

Îïðåäåëåíèå 9.1. Âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â îáëàñòè
E, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ u : E → R òàêàÿ, ÷òî ~a =
gradu, ò.å. ~a = (u′x, u

′
y, u
′
z) (ñîîòâåòñòâåííî ~a = (u′x, u

′
y)). Ôóíêöèÿ u íàçûâà-

åòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a.

Ïîòåíöèàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = (P,Q,R) ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî âûðàæå-
íèå P dx+Qdy+Rdz ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì du íåêîòîðîé äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè u.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P,Q,R) ïîòåíöèàëüíî
â îáëàñòè E, à A è B � ïðîèçâîëüíûå å¼ òî÷êè. Òîãäà äëÿ ëþáîé êóñî÷íî
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé Γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå
A è êîíöîì â òî÷êå B, ëåæàùåé â îáëàñòè E:∫

`
AB

P dx+Qdy +Rdz = u(B)− u(A) ,

ãäå ÷åðåç u îáîçíà÷åí ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
`
AB = {(x(t), y(t), z(t))|t ∈ [a, b]} � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîí-
öîì â òî÷êå B, ñîäåðæàùàÿñÿ â E. Òîãäà∫

`
AB

P dx+Qdy +Rdz =

∫ b

a

(
P (~r(t))x′(t) +Q(~r(t))y′(t) +R(~r(t))z′(t)

)
dt =

=

∫ b

a

u′(~r(t)) dt = u(B)− u(A) .

Åñëè
`
AB êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç

`
AjAj+1, j = 0, 1, . . . , k, A = A0, . . . , Ak+1 = B å¼ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
êóñêè. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî êóñî÷íî íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé è ïîëó÷åííîãî âûøå ðàâåíñòâà∫

`
AB

~a d~r =

k∑
j=0

∫
`

AjAj+1

~a d~r =

k∑
j=0

(
u(~r(Aj+1))− u(~r(Aj))

)
= u(B)− u(A) .

Çàìå÷àíèå 9.3. Äîêàçàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ôîðìóëû
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà íà èíòåãðàëû ïî êðèâûì.
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Òåîðåìà 9.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P,Q,R) áûëî
ïîòåíöèàëüíûì â îáëàñòè E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ
òî÷åê A,B ∈ E èíòåãðàë I =

∫
`
AB
P dx + Qdy + Rdz íå çàâèñåë îò êóñî÷íî

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé
`
AB ⊂ E ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì

â òî÷êå B, à çàâèñåë ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíöåâîé òî÷åê ýòîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó æå ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.2.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàôèêñèðóåì òî÷êó M0 ∈ E. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ðà-

âåíñòâî u(M)
def
=
∫

`
M0M

~a d~r, ãäå
`

M0M � ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êóñî÷íî

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â E è ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè
M0 èM , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå E. Ïîêàæåì, ÷òî u(M)
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì å¼ ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M îáëàñòè E.
Ïîñêîëüêó E îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(M, δ) ⊂ E. Ïóñòü M =
(x, y, z),Mh = (x+ h, y, z), |h| < δ. Òîãäà

u(Mh)− u(M) =

∫
`

M0Mh

~a d~r −
∫

`
M0M

~a d~r =

∫
`

M0M∪
`

MMh

~a d~r−

−
∫

`
M0M

~a d~r =

∫
`

M0M

~a d~r +

∫
`

MMh

~a d~r −
∫

`
M0M

~a d~r =

∫
`

MMh

~a d~r

Ïàðàìåòðèçàöèÿ îòðåçêà `
MMh èìååò âèä x = x + t, y = y, z = z, t ∈ [0, h], åñëè

h > 0 è t ∈ [h, 0], åñëè h < 0. Ïîýòîìó (ñ÷èòàåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî h > 0)

u(Mh)− u(M) =

∫ h

0

P (x+ t, y, z) dt = P (x+ θh, y, z)h, 0 < θ < 1 ,

(ïðèìåíèëè òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

lim
h→0

u(Mh)− u(M)

h
= P (x, y, z), ò.å. u′x = P.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî u′y = Q, u′z = R.

Çàìå÷àíèå 9.5. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà
∫

`
AB
~a d~r îò ïóòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èíòåãðàë ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé ðàâåí íóëþ.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè îáëàñòè
ìîæíî ñîåäèíèòü êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé.

Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùååñÿ â òåîðåìå, òðóäíî
ïðîâåðÿåìî. Íà ïðàêòèêå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé, ïðèâîäèìîé íèæå.

Òåîðåìà 9.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå â îáëàñòè E
âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P,Q,R) áûëî ïîòåíöèàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû â îáëàñòè E âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà: P ′y = Q′x, Q

′
z = R′y, R

′
x = P ′z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëå ~a ïîòåíöèàëüíî â E, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ D(E), ò.÷. u′x = P, u′y = Q, u′z = R â E. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
∃P ′y, Q′x ∈ C(E). Íî P ′y = u′′xy, à Q

′
x = u′′yx, ñëåäîâàòåëüíî, u

′′
xy, u

′′
yx ∈ C(E) è òî-

ãäà ïî òåîðåìå î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ u′′xy = u′′yx, P
′
y = Q′x â E.

Îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ íåáîëüøîãî ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëü-
ñòâî äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü M0(x0, y0) ∈ E ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà,

à òî÷êà M(x, y) ∈ E � ïðîèçâîëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
`

M0M ëîìàííóþ èç 2-õ

çâåíüåâ,
`

M0M1, ãäå M1(x, y0), è
`

M1M, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò. Ïîêàæåì,
÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) =

∫
`

M0M
Pdx+Qdy ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ

~a = (P,Q).

Ïîñêîëüêó
`

M0M1 = {(t, y0)|t ∈ [x0, x]} è `
M1M = {(x, s)|s ∈ [y0, y]}, òî

u(x, y) =

∫ x

x0

P (t, y0) dt+

∫ y

y0

Q(x, s) ds

Íàéä¼ì u′x. Ôèêñèðóåì y: ôóíêöèÿ u(x, y) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì è èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò
ïàðàìåòðà x. Íà îñíîâàíèè ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëîâ òàêîãî âèäà

u′x(x, y) = P (x, y0) +

∫ y

y0

Q′x(x, s) ds = (ïî óñëîâèþ Q′x = P ′y)

= P (x, y0) +

∫ y

y0

P ′y(x, s) ds = P (x, y0) + P (x, y)− P (x, y0) = P (x, y)

(âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà).
Òåïåðü íàéä¼ì u′y. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì x. Òîãäà ôóíêöèÿ u(x, y) êàê ôóíêöèÿ
ïåðåìåííîé y ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîñòîÿííîé è èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì
ïðåäåëîì. Ïîýòîìó u′y(x, y) = Q(x, y).
Íàêîíåö, èç äîêàçàííûõ ðàâåíñòâ è óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè u íåïðåðûâíû è, ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ D(E).

Ïðèìåð 9.7. Ïóñòü ~a = grad
(

arctg x
y

)
. Âû÷èñëèì

∫
Γρ
~a d~r ïî îêðóæíîñòè Γρ

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðîáåãàåìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

P =

(
arctg

x

y

)′
x

=
1

1 + (xy )2

1

y
=

y

x2 + y2
,

Q =

(
arctg

x

y

)′
y

=
1

1 + (xy )2

(
− x

y2

)
= − x

x2 + y2
.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî P ′y = Q′x â R2 \ {(0, 0)}. Íî∫
Γρ

Pdx+Qdy =

∫
Γρ

ydx

x2 + y2
− xdy

x2 + y2
=

∫ 2π

0

(sin t(− sin t)− cos2 t) dt = −2π 6= 0

Îïðåäåëåíèå 9.8. Îáëàñòü G ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíîé,
åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ G ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S ⊂ G, êðàåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Γ.

Îïðåäåëåíèå 9.9. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâà-
åòñÿ áåçâèõðåâûì â îáëàñòè G ⊂ R3, åñëè rot~a = 0, ∀(x, y, z) ⊂ G.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëüíîñòüþ è áåçâèõðåâîñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ
~a â îáëàñòè G.

Òåîðåìà 9.10. Ïóñòü ~a ∈ C1(G). Òîãäà áåçâèõðåâîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì,
à â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíîé îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ ~a â îáëàñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ïîëå ~a ïîòåíöèàëüíî, òî öèðêóëÿöèÿ
ïîëÿ ~a ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ðàâíà íóëþ. Îòñþäà èç
ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ðîòîðà (òàêæå èç òåîðåìû 8.4) ñëåäóåò áåçâèõðå-
âîñòü ïîëÿ ~a â îáëàñòè G.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ~a � áåçâèõðåâîå ïîëå. Â ñèëó òåîðåìû î ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëÿõ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ G ðàâíà íóëþ. Èç ïîâåðõíîñòíîé îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ G ñóùåñòâóåò
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S ⊂ G, êðàåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Γ. Èç ôîðìóëû
Ñòîêñà è áåçâèõðåâîñòè ïîëÿ ~a ñëåäóåò, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ ~a ïî êðèâîé Γ
ðàâíà íóëþ: ∫∫

S

(rot ~a, ~n)︸ ︷︷ ︸
=0

ds =

∫
Γ

(~a, d~r) = 0

Çàìå÷àíèå 9.11. Èç áåçâèõðåâîñòè ïîëÿ ~a â ïîâåðõíîñòíî íåîäíîñâÿçíîé îá-
ëàñòè íå ñëåäóåò ïîòåíöèàëüíîñòü ïîëÿ ~a.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ~a(x, y, z) =
(
− y
x2+y2 ,

x
x2+y2 , 0

)
,

G = {(x, y, z) : 1 < x2 + y2 < 9, z ∈ R}, Γ = (2 cos t, 2 sin t, 0) : t ∈ [0, 2π]. Òîãäà

rot~a = det

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

− y
x2+y2

x
x2+y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = ~k

(
∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
− ∂

∂y

(
− y

x2 + y2

))
= 0 .
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Îäíàêî

∫
Γ

(~a, d~r) =

∫
Γ

−ydx
x2 + y2

+
xdy

x2 + y2
=

∫ 2π

0

(sin2 t+ cos2 t) dt = 2π 6= 0 .

(ñì. ïðèìåð 9.7)

Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè äâóìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = (P,Q), çàäàííîãî â îáëàñòè G.

Îïðåäåëåíèå 9.12. Îáëàñòü G ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ ëþáîé
çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ G îáëàñòü Ω, îãðàíè÷èâàåìàÿ êðèâîé
Γ, ïðèíàäëåæèò G.

Òåîðåìà 9.13. Ïóñòü ïîëå ~a ∈ C1(G). Òîãäà óñëîâèå

∂Q

∂x
(x, y) =

∂P

∂y
(x, y), ∀(x, y) ∈ G (∗)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëå ~a ïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè G, ò.å.
∃u(x, y) : u′x = P, u′y = Q. Òàê êàê ïîëå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî,

u ∈ C2(G)⇒ ∂Q

∂x
=

∂2u

∂y∂x
=

∂2u

∂x∂y
=
∂P

∂y
, òî åñòü âûïîëíåíî (∗).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî (∗). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ∫
Γ

(~a, d~r) = 0, ∀ çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà Γ. Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè

îáëàñòè G îáëàñòü Ω, îãðàíè÷åííàÿ Γ (∂Ω = Γ), Ω ⊂ G. Ïîýòîìó∫
Γ

(~a, d~r) =

∫
Γ

Pdx+Qdy =

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dxdy = 0

10 Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ

Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôóíê-
öèåé òð¼õ ïåðåìåííûõ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ è äåéñòâèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè ãðàäèåíòà, äèâåðãåíöèè, ðîòîðà è íåêîòîðûõ ïðîèñõî-
äÿùèõ îò íèõ ïîíÿòèé, êîòîðûå áóäóò ââåäåíû.
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Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíûå ïðàâèëà îïåðàöèé ñ grad,div, rot, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âûâîäå ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ïîëÿ.

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
gradu = ∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
div~a =

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= (∇, ~a), ~a = (P,Q,R)

rot~a =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= [∇, ~a] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣
Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñîîòíîøåíèÿ:

1◦. Ëèíåéíîñòü: grad(λu+ µv) = λ gradu+ µ grad v

div(λ~a+ µ~b) = λ div~a+ µdiv~b

rot(λ~a+ µ~b) = λ rot~a+ µ rot~b

2◦. grad(uv) = u grad v + v gradu, ò.ê.
(
∂uv
∂x = v ∂u∂x + u ∂v∂x

)
.

3◦. div rot~a = 0.
Íà ôîðìàëüíîì óðîâíå: (∇, [∇, ~a]) = (∇, ∇, ~a) = 0 êàê ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé ïðîâåðêîé:

div rot~a =
∂

∂x

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+

∂

∂y

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+

∂

∂z

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

=

(
�
�
�∂2R

∂x∂y
−
@
@
@

∂2Q

∂x∂z

)
+

(
@
@
@

∂2P

∂y∂z
−
�
�
�@
@
@

∂2R

∂y∂x

)
+

(
�
�
�@
@
@

∂2Q

∂z∂x
−
�
�
�∂2P

∂z∂y

)
= 0.

4◦. rot gradu = 0.
Íà ôîðìàëüíîì óðîâíå: [∇, ∇u] = 0 êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå 2õ êîë-
ëèíåàðíûõ âåêòîðîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé ïðîâåðêîé:

rot gradu =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ =

=~i

(
∂2u

∂z∂y
− ∂2u

∂y∂z

)
+~j

(
∂2u

∂x∂z
− ∂2u

∂z∂x

)
+ ~k

(
∂2u

∂y∂x
− ∂2u

∂x∂y

)
= 0.

5◦. div(u~a) = udiv~a+ (gradu, ~a).

(∇, u~a) = (∇u, u~a) + (∇~a, u~a) = (∇uu, ~a) + u(∇~a, ~a) = (gradu,~a) + udiv~a.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü â îäíîé èç êîì-
ïîíåíò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, à òàêæå ìîæíî ïåðåíåñòè êàê ìíîæèòåëü â äðóãóþ êîìïîíåíòó.
Âïðî÷åì äàííîå ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Â ñëåäóþùåì ñâîéñòâå àíàëîãè÷íûå äåéñòâèå ïðîâîäÿòñÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ:

6◦. rot(u~a) = u rot~a+ [gradu, ~a].

[∇, u~a] = [∇u, u~a] + [∇~a, u~a] = [∇uu, ~a] + u[∇~a, ~a] = [gradu,~a] + u rot~a.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äàííîå ñîîòíîøåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî.

7◦. div[~a, ~b] = (~b, rot~a)− (~a, rot~b).
Íà ôîðìàëüíîì óðîâíå:

(∇, [~a, ~b]) = (∇~a, [~a, ~b]) + (∇~b, [~a, ~b]) =

= (~b, [∇~a, ~a])− (~a, [∇~b, ~b]) = (~b, rot~a)− (~a, rot~b)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ
òð¼õ âåêòîðîâ ~c, ~a, ~b (çäåñü ~c = ∇~a) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(~c, [~a, ~b]) = (~c, ~a, ~b) = (~b, ~c, ~a) = (~b, [~c, ~a]),

öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè ïîíàäîáèëàñü äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîñòàâèòü âåêòîð ~b ëåâåå âåêòîðà ~c = ∇~a (ýòîò äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð íå äåéñòâóåò íà ~b). Ïîñëå ýòîãî îïåðàòîð ∇~a ñòîèò ëåâåå
âåêòîðà ~a, íà êîòîðûé îí äåéñòâóåò. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìû âîñïîëüçî-
âàëèñü àíòèêîììóòàòèâíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðèâåñòè åãî ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó ïåðâîìó ñëàãàåìîìó.

Ââåä¼ì ¾íîâóþ¿ îïåðàöèþ, ïðèìåíÿåìóþ ê äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûì ñêàëÿðíûì è âåêòîðíûì ïîëÿì:

4 = (∇, ∇) =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, òàêîé îïåðàòîð íàçûâàþò Ëàïëàñèàíîì

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: 4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ: ~a = (P,Q,R), 4~a = (4P, 4Q, 4R).

8◦. div gradu = 4u.
Ôîðìàëüíàÿ ïðîâåðêà: (∇, ∇u) = (∇, ∇)u = 4u.

9◦. rot rot~a = grad div~a−4~a.
Ôîðìàëüíàÿ ïðîâåðêà: [∇, [∇, ~a]] = ∇(∇, ~a)−(∇, ∇)~a = grad div~a−4~a.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíîé èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ôîðìó-
ëîé: [ ~A, [ ~B, ~C]] = ~B( ~A, ~C)− ( ~A, ~B)~C.
Òàê êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíûõ èëè âåêòîðíûõ ôóíêöèé çäåñü íåò, òî
ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ îäíîêðàòíî. Çäåñü ~A = ~B = ∇, ~C = ~a.

Ñèìâîë (~b, ∇), ãäå ~b =

b1b2
b3

, åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

(~b, ∇) = b1
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
+ b3

∂

∂z
.

Åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ñòîÿùèì ñïðàâà îò íåãî äèôôåðåíöèàëüíûì è âåêòîð-
íûì ôóíêöèÿì. Âîçíèêàþò íîâûå îïåðàöèè.
Åñëè u � äèôôåðåíöèðóåìîå ñêàëÿðíîå ïîëå, òî ñêàëÿð

(~b, ∇)u
def
= b1

∂u

∂x
+ b2

∂u

∂y
+ b3

∂u

∂z

íàçûâàåòñÿ

ãðàäèåíòîì ñêàëÿðà u ïî âåêòîðó ~b.

Âûðàæåíèå (~b, ∇)u ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (~b, gradu).
Ïðèìåðîì òàêîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u
ïî íàïðàâëåíèþ ~α = (α1, α2, α3)T , ãäå α2

1 + α2
2 + α2

3 = 1:

∂u

∂~α
= α1

∂u

∂x
+ α2

∂u

∂y
+ α3

∂u

∂z
= (~α, gradu) = (~α, ∇)u.

Åñëè ~a = (a1, a2, a3)T � äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå, òî âåêòîð

(~b, ∇)~a =


b1
∂a1

∂x
+ b2

∂a1

∂y
+ b3

∂a1

∂z

b1
∂a2

∂x
+ b2

∂a2

∂y
+ b3

∂a2

∂z

b1
∂a3

∂x
+ b2

∂a3

∂y
+ b3

∂a3

∂z


íàçûâàåòñÿ

ãðàäèåíòîì âåêòîðà ~a ïî âåêòîðó ~b.

.
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