
Èíòåãðàë Ðèìàíà ïî áðóñó.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

zk,l = (uk, vl) ∈ Pkl,

T x = {xi}mi=1 , T
y = {yj}nj=1 ,

ìíîæåñòâî T = T x × T y íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì áðóñà P .

Pkl = [xi−1, xk]× [yl−1, yl].

Ìåðà áðóñà Pkl:
∆xk∆yl = (xk − xk−1)(yl − yl−1) = µPkl.

Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà f(x, y), îòâå÷àþùåé ðàçìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ
(T, z) áðóñà P , íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå:

σ(f, (T, z)) =

m∑
k=1

n∑
l=1

f(uk, vl)µPkl.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèàìåòðîì ðçáèåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèàìåòðîâ áðóñîâ

Pkl, ò.å.
λ(T ) = max diamPkl.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà ôóíêöèè f , åñëè

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀(T, z) áðóñà P, ò ÷. λ(T ) < δ, ∀z :

|σ(f, (T, z))− I| < ε.

Ïðè ýòîì ïèøóò

I = lim
λ(T )→0

σ(f, (T, z) =:

∫∫
P
f(x, y)dxdy

Òåîðåìà 1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè.). Ïóñòü f ∈ R[P ]⇒ f îãðàíè÷åíà íà P .

(Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.)

Ñóììû Äàðáó.

Îáîçíà÷èì

Mkl = sup
(x,y)∈Pkl

f(x, y),

mkl = inf
(x,y)∈Pkl

f(x, y),

Îïðåäåëåíèå 4. Íèæíåé ñóììîé Äàðáó íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå:

S(f, T ) =
m∑
k=1

n∑
l=1

mkl µPkl,

âåðõíåé ñóììîé Äàðáó íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå:

S(f, T ) =

m∑
k=1

n∑
l=1

Mkl µPkl.
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Ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó.

Ëåììà 1.

S(f, T ) ≤ σ(f, (T, z)) ≤ S(f, T )

Ëåììà 2. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå áðóñà P , òîãäà

S(f, T ) = inf
z
σ(f, (T, z)),

S(f, T ) = sup
z
σ(f, (T, z)).

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàçáèåíèå T1 = T x1 × T
y
1 íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷åíèåì (ïðîäîëæåíèåì) ðàçáèå-

íèÿ T = T x × T y, åñëè T x1 , T
y
1 ÿâëÿþòñÿ èçìåëü÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî T x, T y.

Ëåììà 3. Åñëè ðàçáèåíèå T1 ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ T , òî

S(f, T ) ≤ S(f, T1) ≤ S(f, T1) ≤ S(f, T ).

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T1 è T2 áðóñà P ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S(f, T1) ≤ S(f, T2).

Ëåììà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T áðóñà P

S(f, T )− S(f, T ) =
m∑
k=1

n∑
l=1

ω(f, Pkl)µPkl,

ãäå

ω(f, Pkl) = sup
(x′,y′), (x,y)∈Pkl

|f(x′, y′)− f(x, y)|.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

ω(f, Pkl) = Mkl −mkl.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ f : P → R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó ⇔ f � îãðàíè÷åíà íà P è

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀T áðóñà P, ò ÷. λ(T ) < δ :

S(f, T )− S(f, T ) < ε.

Ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû 0 ïî Ëåáåãó, åñëè äëÿ ∀ε > 0
ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ áðóñîâ, ò. ÷.

1. E ⊂ ∪kPk,

2.
∑+∞

k=1 µ(Pk) < ε.

Ïðèìåð 1. Ëþáîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû 0 ïî Ëåáåãó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E = {q1, q2, . . . }.

∀k ∈ N, ε > 0 ∃Pk 3 qk, µ(Pk) <
ε

2k
.

+∞∑
k=1

µ(Pk) <
+∞∑
k=1

ε

2k
≤ ε.

Ïðèìåð 2.

Ëåììà 1. Ïóñòü f : [a, b] → R, f ∈ C[a, b], òîãäà ãðàôèê Γf = {(x, y), a ≤ x ≤ b, y = f(x)}
èìååò ëåáåãîâó ìåðó 0.

Òåîðåìà 3. 1. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

2. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâ ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìå-

ðû íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 2. Ïóñòü Ej � ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

∀ε > 0∃P (j)
k : Ej ⊂ ∪kP

(j)
k ,

+∞∑
k=1

µ(P
(j)
k ) <

ε

2j
,

òîãäà ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà P
(j)
k , òàêàÿ ÷òî:

∪jEj ⊂ ∪j(∪kP
(j)
k )

+∞∑
j=1

+∞∑
k=1

µ(P
(j)
k ) < ε

+∞∑
j=1

2−j = ε.

Îïðåäåëåíèå 7. Íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó (ï.â.) íà ìíîæåñòâå E, åñëè
ïîäìíîæåñòâî E1 ⊂ E, íà êîòîðîì ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè íà áðóñå). f ∈ R[P ] ⇔ f îãðàè÷åíà íà P è

íåïðåðûâíà ï.â. íà P .

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî E ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è åãî

ãðàíèöà ∂E åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

Èíòåãðàë Ðèìàíà ïî ìíîæåñòâó.

Ïóñòü f : E → R, E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

f0(x) =

{
f(x), åñëè x ∈ E,
0, åñëè x /∈ E.

(∗)
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Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé f(x) è f0(x). Ïóñòü Ed(f) � ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà f , R2

d(f0) � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà f0(x). ßñíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ðàçðûâà f ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà f0:

E(f) ⊂ R2
d(f0).

f0(x) íåïðåðûâíà íà R2\E, ñëäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè ðàçðûâà ìîãóò âîçíèêíóòü

ëèøü íà ∂E:

Ed(f) ⊂ R2
d(f0) ⊂ Ed(f) ∪ ∂E.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó E, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî áðóñà P ⊃ E, ôóíêöèÿ f0(x) èíòåãðèðóåìà íà áðóñå P . Ïðè ýòîì∫∫

E
f(x, y)dxdy =

∫∫
P
f0(x, y)dxdy.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàìêíóòûå áðóñû P1 è P2 ñîäåðæàò ìíîæåñòâî E, òîãäà∫∫
P1

f0(x, y)dxdy =

∫∫
P2

f0(x, y)dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áðóñ P = P1 ∩ P2:

1. P � çàìêíóò,

2. E ⊂ P = P1 ∩ P2

3. Ò.ê. P � çàìêíóò, òî E = E ∪ ∂E ⊂ P .

4. Ò.ê. Pd(f0) = R2
d(f0) ⊂ Ed(f) ∪ ∂E ⊂ E

ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà f0(x, y) ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì èç òð¼õ áðóñîâ. Îòñþäà, ïî êðèòåðèþ

Ëåáåãà, èíåãðàëû îò f0(x, y) ïî áðóñàì P1, P2, P ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Äîêàæåì, ÷òî îíè ðàâíû. Ëþáîå ðàçáèåíèå P ïîðîæäàåò

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ P1 è P2. Ò.ê. âíå áðóñà P f0(x) = 0, òî èíòåãðàëüíûå ñóììû

Ðèìàíà, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèÿì P, P1, P2 ñîâïàäàþò.

Óñòðîèì èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèé òàê, ÷òîáû

1. Äèàìåòðû ðàçáèåíèé λ(T1) è λ(T2) íå ïðåâîñõîäèëè λ(T ).

2. Ïîëó÷åííûå ðàçáèåíèÿ T1(P1) è T2(P2) ÿâëÿëèñü èçìåëü÷åíèÿìè ðàçáèåíèé, ïîðîæä¼í-

íûõ ðàçáèåíèåì T áðóñà P .

Ïðè ýòîì âñå ñëàãàåìûå èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà äëÿ T (P ) ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûìè è äëÿ

èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçáåíèÿì T1(P1) è T2(P2). Â ðåçóëüòàòå âñå èíòåãðàëü-

íûå ñóììû îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè λ(T )→ 0 çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî.
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Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

1. Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà.

Åñëè f, g ∈ R(E), λ ∈ R � ïðîèçâîëüíî, òî

λf ∈ R(E), f + g ∈ R(E)

è ∫∫
E
λf(x, y)dxdy = λ

∫∫
E
f(x, y)dxdy,∫∫

E
(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫∫
E
f(x, y)dxdy +

∫∫
E
g(x, y)dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f , g ∈ R(E), òî f, g îãðàíè÷åíû íà E, ñëåäîâàòåëüíî, îãðà-
íè÷åíû λf , f + g.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ec(f) ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

Ec(f) ⊆ Ec(λf),

Ec(f) ∩ Ec(g) ⊆ Ec(f + g).

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìíîæåñòâ òî÷åê ðàçðûâà Ed(f) = E\Ec(f) ôóíêöèè f :

Ed(λf) = E\Ec(λf) ⊆ E\Ec(f) = Ed(f),

Ed(f + g) = E\Ec(f + g) ⊂ E\(Ec(f) ∩ Ec(g)) = E\Ec(f) ∪ E\Ec(g) = Ed(f) ∪ Ed(g).

Èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé f è g, ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Ed(f)
è (Ed(g) èìåþò íóëåâóþ ëåáåãîâó ìåðó, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé,

Ed(λf) è Ed(f + g) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ëåáåãîâîé ìåðû íóëü.

Äîêàæåì ðàâåíñòâà èíòåãðàëîâ. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê P ⊃ E. Ñïàðâåäëèâî∫∫
E
λf(x, y)dxdy =

∫∫
P
λf0(x, y)dxdy = λ

∫∫
P
f0(x, y) =

∫∫
E
f(x, y)dxdy,

ãäå f0 îïðåäåëåíà (∗). Àíàëîãè÷íî,∫∫
E

(f(x, y)+g(x, y))dxdy =

∫∫
P

(f0(x, y)+g0(x, y))dxdy =

∫∫
P
f0(x, y)dxdy+

∫∫
P
g0(x, y)dxdy =

=

∫∫
E
f(x, y)dxdy +

∫∫
E
g(x, y)dxdy.

2. f , g ∈ R(E), òîãäà fg ∈ R(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ëåáåãà. fg � îãðàíè÷åíî íà E, ïî-
ñêîëüêó îãðàíè÷åíû f è g íà E. Ec(f) ∩ Ec(g) ⊂ Ec(fg), ñëåäîâàòåëüíî,

Ed(fg) ⊂ Ed(f) ∪ Ed(g),

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ed(fg) èìååò íóëåâóþ ëåáåãîâó ìåðó.
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3. Åñëè f ∈ R(E), òî |f | ∈ R(E) è

|
∫∫

E
f(x, y)fxdy| ≤

∫∫
E
|f(x, y)|dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ec(f) ⊂ Ec(|f |),

ñëåäîâàòåëüíî,

Ed(|f |) ⊂ Ed(f),

çíà÷èò |f | íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà E. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè f |f | îãðàíè÷åíà, ñëå-
äîâàòåëüíî |f | ∈ R(E), ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà.

Äëÿ áðóñà P ⊂ E èìååì:∣∣∣∣∫∫
E
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫∫
P
f0(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
P
|f0(x, y)|dxdy =

∫∫
E
|f(x, y)|dxdy,

ãäå f0(x, y) îïðåäåëåíà (∗).

4. (èíòåãðàë è íåðàâåíñòâà)Ïóñòü f ∈ R(E) è äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ E, f(x, y) ≥ 0,
òîãäà ∫∫

E
f(x, y)dxdy ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ≥ 0 íà E, òîãäà f0 ≥ 0 íà ëþáîì áðóñå P ⊃ E, òîãäà∫∫
E
f(x, y)dxdy =

∫∫
P
f0(x, y)dxdy ≥ 0,

â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà ïî áðóñó.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f, g ∈ R(E) è f ≥ g íà E. Òîãäà∫∫
E
f(x, y)dxdy ≤

∫∫
E
g(x, y)dxdy.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f ∈ R(E) è ∀(x, y) ∈ E: m ≤ f(x, y) ≤Má òîãäà

mµ(E) ≤
∫∫

E
f(x, y)dxdy ≤Mµ(E).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü f ∈ R(E). Åñëè µ(E) = 0, òî
∫∫
E f(x, y)dxdy = 0.

5. (òåîðåìà î ñðåäíåì) Ïóñòü f , g ∈ R(E), g ≥ 0 íà E, m = infE f(x, y), M = supE f(x, y),
òîãäà ∃θ ∈ [m, M ], ò ÷.∫∫

E
f(x, y)g(x, y)dxdy = θ

∫∫
E
g(x, y)dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî E � ëèíåéíî ñâÿçíûé êîìïàêò è f ∈ C(E), òî
∃(x0, y0) ∈ E, ò. ÷. ∫∫

E
f(x, y)g(x, y)dxdy = f(x0, y0)

∫∫
E
g(x, y)dxdy.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñðåäíåì è ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé.

6. (èíòåãðèðóåìîñòü ïî èçìåðèìûì ïîäìíîæåñòâàì) Åñëè f ∈ R(E), D ⊂ E, D � èçìåðèìî

ïî Æîðäàíó, òî f ∈ R(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f|D � ñóæåíèå ôóíêöèè f íà D. Î÷åâèäíî

Dd(f) ⊂ Ed(f)

, ñëåäîâàòåëüíî, Dd(f) èìååò íóëåâóþ ëåáåãîâó ìåðó. Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíî íà E, òî
è íà D f òàêæå îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà f|D ∈ R(D).

7. (àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà)Ïóñòü ìíîæåñòâà E1 è E2 èçìåðèìû ïî Æîðäàíó, f : E1 ∪
E2 → R. Åñëè f ∈ R(E1), f ∈ R(E2), òî f ∈ R(E1 ∪ E2), f ∈ R(E1 ∩ E2). Ïðè ýòîì∫∫

E1∪E2

fdxdy

∫∫
E1

f(x, y)dxdy +

∫∫
E2

f(x, y)dxdy −
∫∫

E1∩E2

f(x, y)dxdy

è åñëè µ(E1 ∩ E2) = 0, òî∫∫
E1∪E2

fdxdy

∫∫
E1

f(x, y)dxdy +

∫∫
E2

f(x, y)dxdy

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà E1 ∪E2 è E1 ∩E2 èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Ïîñêîëüêó E1 ∩
E2 ∈ E1, òî èç ñâîéñòâà 6 ñëåäóåò, ÷òî f ∈ R(E1 ∩ E2).

Ëþáàÿ òî÷êà ðàçðûâà x ôóíêöèè f â E1 ∪ E2, x ∈ (E1 ∪ E2)d(f) ëåæèò ëèáî â E1, ëèáî

â E2, ïðè÷¼ì ýòà òî÷êà ëèáî ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé äëÿ îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ,

òîãäà x ∈ E1d(f) ∪ E2d(f), ëèáî ãðàíè÷íîé òî÷êîé ýòèõ ìíîæåñòâ. Òîãäà

(E1 ∪ E2)d(f) ⊂ E1d ∪ E2d ∪ ∂E1 ∪ ∂E2,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëåáåãîâà ìåðà (E1 ∪ E2)d(f) ðàâíà íóëþ. Áîëåå òîãî, ââèäó îãðà-

íè÷åííîñòè f íà E1 è E2, f îãðàíè÷åíà íà E1 ∪ E2, ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ R(E1 ∪ E2) ïî
êðèòåðèþ Ëåáåãà.

Ïóñòü f0 ≡ f íà E1 ∪ E2 è ðàâíà 0 âíå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñïðàâåäëèâî

f0 = f0χE1 + f0χE2 − f0χE1∩E2 (∗∗).

Äåéñòâèòåëüíî,

E1 ∪ E2 = (E1\E2) ∪ (E2\E1) ∪ (E1 ∩ E2).

Íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (∗∗) âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Íà áðóñå P ⊃ E1 ∪ E2 èìååì:∫∫
E1∪E2

fdxdy =

∫∫
P
f0dxdy =

=

∫∫
P

(f0χE1(x, y) + f0χE2(x, y)− f0χE1∩E2(x, y))dxdy =
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∫∫
P
f0χE1(x, y)dxdy +

∫∫
P
f0χE2(x, y)dxdy −

∫∫
P
f0χE1∩E2(x, y)dxdy =

=

∫∫
E1

f(x, y)dxdy +

∫∫
E2

f(x, y)dxdy −
∫∫

E1∩E2

f(x, y)dxdy.

Åñëè ïðè ýòîì, åñëè µ(E1 ∩ E2) = 0, òî
∫∫
E1∩E2

f(x, y)dxdy = 0.

Ñëåäñòâèå.(ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà)Ïóñòü f ∈ R(E), D ⊂ E, D èçìåðèìî ïî Æîðäà-

íó. Åñëè f ≥ 0 íà E, òî ∫∫
D
f(x, y)dxdy ≤

∫∫
E
f(x, y)dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî.

E = E\D ∪D.
Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà,∫∫

E
f(x, y)dxdy =

∫∫
E\D

f(x, y)dxdy +

∫∫
D
f(x, y)dxdy ≥

∫∫
D
f(x, y)dxdy,

òàê êàê
∫∫
E\D f(x, y)dxdy ≥ 0, ïî ñâîéñòâó 4.

8. (ïîëîæèòåëüíîñòü èíòåãðàëà) Ïóñòü f ∈ R(E), f(x, y) ≥ 0 íà E. Åñëè ñóùåñòâóåò

âíóòðåííÿÿ òî÷êà (x0, y0) ìíîæåñòâà E, ò. ÷. f ∈ C((x0, y0)) è f(x0, y0) > 0, òî∫∫
E f(x, y)dxdy > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, íàéä¼òñÿ øàð B ⊂ E ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0), ò. ÷.
∀(x, y) ∈ B : f(x, y) ≥ 1/2f(x0, y0) > 0. Øàð èçìåðèì ïî Æîðäàíó, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà∫∫
E
f(x, y)dxdy ≥

∫∫
B
f(x, y)dxdy ≥ 1

2
f(x0, y0)µ(B) > 0.

Ñëåäñòâèå. (îá îáðàùåíèè â íóëü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè)Ïóñòü f ∈ R(E) è f ≥ 0
íà E. Åñëè

∫∫
E f(x, y)dxdy = 0, òî f = 0 íà E ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî E íå èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê, òî åñòü E ⊂ ∂E, òî E
èìååò íóëåâóþ ëåáåãîâó ìåðó, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ñâîéñòâ f , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ íà
E, âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ïóñòü ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê E íå ïóñòî. Â ñèëó êðèòåðèÿ Ëåáåãà, ∃E1 ⊂ E : f ∈
C(E1), ïðè÷¼ì ëåáåãîâà ìåðà E\E1 ðàâíà íóëþ. Îòñþäà Ê = E\E1 ∪ ∂E èìååò íóëåâóþ

ëåáåãîâó ìåðó. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî (x, y) ∈ E\Ê f(x, y) = 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∃(x0, y0) ∈ E\Ê, ò. ÷. f(x0, y0) > 0. Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâî
E\Ê ñîñòîèò èç âíóòðåííèõ òî÷åê, â êîòîðûõ f(x, y) íåïðåðûâíà. Â ñèëó ñâîéñòâà 8:∫∫

E
f(x, y)dxdy ≥

∫∫
E\Ê

f(x, y)dxdy > 0

ïðîòèâîðå÷èå.
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