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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � èçìåðèìàÿ îáëàñòü â Rm, îòîáðàæåíèå r̄ : Ḡ → Rm íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìî, è äëÿ ëþáîé òî÷êè ū ∈ Ḡ ìàòðèöà ßêîáè Dr̄(ū) èìååò ðàíã m.

Òîãäà ìíîæåñòâî S = r̄(Ḡ) íàçûâàåòñÿ m-ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì â Rm. Êðàåì
ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàç ãðàíèöû îáëàñòè G: ∂S = r̄(∂G).

Íàïðèìåð, ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Rn ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, ïðîñòàÿ
ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì â R3, èçìåðèìàÿ îáëàñòü
â Rn ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì â Rn.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíäåêñîâ i1, . . . , im, ãäå êàæäûé èí-
äåêñ ij ∈ 1, . . . ,m îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ai1...im : Rn → R. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà Rn îïðåäåëåíà
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ïîðÿäêà m :

ω =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

ai1...im(x)dxi1 . . . dxim . (1)

Ôóíêöèè ai1...im íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëîì

∫
S

ω îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû (1) ïî ãëàäêîìó ìíîãîîáðà-

çèþ S = r̄(Ḡ) íàçûâàåòñÿ êðàòíûé èíòåãðàë ïî îáëàñòè G :∫
S

ω =

∫
· · ·
∫

G

F (ū)du1 . . . dum,

ãäå

F (ū) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

ai1...im(r̄(ū))
∂(xi1 , . . . , xim)

∂(u1, . . . , um)
,

∂(xi1 , . . . , xim)

∂(u1, . . . , um)
= det


∂xi1

∂u1

. . .
∂xi1

∂um
...

. . .
...

∂xim

∂u1

. . .
∂xim

∂um

 , (2)

r̄(ū) =

 x1(ū)
...

xm(ū)

 , ū =

 u1
...
um


Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω íåïðåðûâíû, òî èíòåãðàë∫

S

ω ïî ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ ñóùåñòâóåò.
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Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ ij ↔ ik, j 6= k ÿêîáèàí (2) ìåíÿåò çíàê, òî ïðè

ïåðåñòàíîâêå ýòèõ èíäåêñîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ω èíòåãðàë

∫
S

ω ïî ëþáîìó ãëàä-

êîìó ìíîãîîáðàçèþ S èçìåíèò çíàê. Ïîòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå äèôôåðåíöè-
àëîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ai1...im(x)dxi1 . . . dxim ìåíÿåò çíàê.
Íàïðèìåð, dx1dx2 = −dx2dx1. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
ai1...im(x)dxi1 . . . dxim ñîäåðæèò íåñêîëüêî äèôôåðåíöèàëîâ îäíîé è òîé æå íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé, òî ýòà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàâíà 0. Íàïðèìåð, dx1dx1dx2 = 0.
Ïðèìåðû.

1) Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
Γ

a1(x̄)dx1 + · · · + an(x̄)dxn ïî ãëàäêîé êðèâîé

Γ = {r̄(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ [a, b]} ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò äèôôåðåíöèàëüíîé

ôîðìû ω =
n∑

i=1

ai(x̄)dxi ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî,

∫
Γ

ω =

b∫
a

n∑
i=1

ai(r̄(t))
∂xi

∂t
dt =

∫
Γ

a1(x̄)dx1 + · · ·+ an(x̄)dxn.

2) Ïóñòü ā(x, y, z) =

 P (x, y, z)
Q(x, y, z)
R(x, y, z)

 . Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫∫
S

(ā(x, y, z), dS̄) =

∫∫
S

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

ïî ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S = r̄(Ḡ) ⊂ R3, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû âòîðîãî ïîðÿäêà ω = P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy. Äåéñòâèòåëüíî,∫

S

ω =

∫∫
G

(
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+ Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+ R

∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv =

=

∫∫
G

det

 P Q R
x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

 dudv =

∫∫
S

(ā(x, y, z), dS̄).

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû

ω =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

ai1...im(x)dxi1 . . . dxim .

ïîðÿäêà m ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ai1...im íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ω =
n∑

j=1

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

∂ai1...im(x)

∂xj

dxjdxi1 . . . dxim

ïîðÿäêà m + 1.

Òåîðåìà 1 (Îáùàÿ òåîðåìà Ñòîêñà). Ïóñòü â Rn çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ïî-

ðÿäêà m. Ïóñòü S � ãëàäêîå m + 1-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â Rn, êðàåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
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êóñî÷íî-ãëàäêîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ∂S+, îðèåíòèðîâàííîå ñîãëàñîâàííî ñ îðèåíòàöèåé
ìíîãîîáðàçèÿ S. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà:∫

∂S+

ω =

∫
S

∂ω (3)

Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáùåå ïîíÿòèå îðèåíòàöèè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è å¼ ñîãëà-
ñîâàííîñòü ñ îðèåíòàöèåé êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðåäìåò àêêóðàòíîãî èçëîæåíòèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ êàôåäð. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî ôîðìóëû Ñòîêñà è Ãðèíà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè (íî
âàæíåéøèìè!) ñëó÷àÿìè ôîðìóëû (3).
Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî. Ðàññìîòðèì â R3

xyz äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó âòîðîãî
ïîðÿäêà:

ω = P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy. (4)

Òîãäà

dω = (P ′
xdx + P ′

ydy + P ′
zdz)dx + (Q′

xdx + Q′
ydy + Q′

zdz)dy + (R′
xdx + R′

ydy + R′
zdz)dz =

= (R′
y −Q′

z)dydz + (P ′
z −R′

x)dzdx + (Q′
x − P ′

y)dxdy = (rot ā, dS̄),

ãäå

ā(x, y, z) =

 P (x, y, z)
Q(x, y, z)
R(x, y, z)

 , dS̄ =

 dydz
dzdx
dxdy

 .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû (4) äëÿ ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
S (äâóìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â R3

xyz) ïîëó÷àåì äîêàçàííóþ ðàíåå ôîðìóëó Ñòîêñà∫
∂S+

(ā, dr̄) =

∫
S

(rot ā, dS̄).

Ôîðìóëà Ãðèíà. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (3) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω = P (x, y)dx +
Q(x, y)dy è äëÿ äâóìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (òî åñòü äëÿ èçìåðèìîé îáëàñòè) S = G ⊂
R2

x,y. Òàê êàê dω = (Q′
x − P ′

y)dxdy, òî ôîðìóëà (3) äàåò ôîðìóëó Ãðèíà∫
dG+

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

∫
G

(Q′
x(x, y)− P ′

y(x, y))dxdy.
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