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Ìîèì ðîäèòåëÿì ïîñâÿùàåòñÿ.

Ïðåäèñëîâèå ê òåêóùåé âåðñèè ëåêöèé (èþíü
2024)

Â ýòîé âåðñèè ëåêöèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå îïóáëèêîâàííûìè)
èñïðàâëåíû çàìå÷åííûå îïå÷àòêè, à òàêæå â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ âíå-
ñåíû íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â èçëîæåíèå ìàòåðèàëà.

Ìîñêâà, 2024 Í. Êóäðÿâöåâ

Ïðåäèñëîâèå êî âòîðîìó èçäàíèþ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì èçäàíèåì êíèãè àâòîðà "Ëåêöèè
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó", âûøåäøåé â 2013 ã. Â íîâîì èçäàíèè
ïåðåðàáîòàíî èçëîæåíèå íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, äîáàâëåíû ïðèìåðû
è çàìå÷àíèÿ, èñïðàâëåíû îáíàðóæåííûå îïå÷àòêè. Äðóãèå èçìåíå-
íèÿ íîñÿò õàðàêòåð ðåäàêòîðñêîé ïðàâêè. Àâòîð áëàãîäàðåí ãåîëî-
ãè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ïîääåðæêó, áåç
êîòîðîé ýòà êíèãà íå áûëà áû èçäàíà.

Àâòîð íå âîçðàæàåò ïðîòèâ êîïèðîâàíèÿ äàííîé êíèãè è åå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ â ïå÷àòíîé è ýëåêòðîííîé ôîðìå â íåèçìåííîì âèäå â
íåêîììåð÷åñêèõ öåëÿõ è ñ ñîõðàíåíèåì êîïèðàéòà, ïðèíàäëåæàùåãî
àâòîðó.

Ìîñêâà, 2021 ãîä Í. Êóäðÿâöåâ

Ïðåäèñëîâèå ê ïåðâîìó èçäàíèþ

Äàííàÿ êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå ëåêöèé, ÷èòàåìûõ àâòîðîì â
òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò íà ãåîëîãè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà ñòóäåíòàì, îáó÷àþùèìñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè "ãåîôèçèêà",
è ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ1, êîòîðîå ïîäâåðãëîñü ñóùåñòâåííîé ïåðåðàáîò-
êå. Îáúåì íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ ïðîäèêòîâàí ïðîãðàììîé, à òàêæå

1Êóäðÿâöåâ Í.Ë. "Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ñåìåñòð I." Ì.: Èçä-

âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2004.

2



÷èñëîì ëåêöèîííûõ ÷àñîâ, è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ èçëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
îáû÷íî èçó÷àåìûõ â òå÷åíèå ïåðâîãî ãîäà îáó÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè
îò òðåáîâàíèé ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå íåêîòîðûå âîïðîñû è
òåìû ìîãóò áûòü îïóùåíû èëè ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà øèðîêèé êðóã ÷èòàòåëåé, â òîì ÷èñëå è
íà òåõ, êîìó òðåáóþòñÿ óãëóáëåííûå çíàíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó. Â íåì ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû, êîòîðûå
ìîãóò áûòü âîñòðåáîâàíû â äðóãèõ ðàçäåëàõ âûñøåé ìàòåìàòèêè è
ïðèëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó êðîìå òðàäèöèîííî âêëþ÷àåìîãî ìàòåðèà-
ëà â êíèãå èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè àáñòðàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Â íåå âêëþ÷åíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðèìåðîâ, êîòîðûå
äîëæíû ïîìî÷ü îñâîèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà. Ïðèâåäåííûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â íåì îò-
ðàæåíû êíèãè, îêàçàâøèå íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà àâòîðà.

Îñîáåííîñòüþ ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðèñóíêîâ. Ýòî ñäåëà-
íî íàìåðåííî, ÷òîáû ÷èòàòåëü, æåëàþùèé ðàçîáðàòüñÿ â ïðåäìåòå,
ïî÷óâñòâîâàë íåîáõîäèìîñòü èìåòü ïîä ðóêîé ðó÷êó è áóìàãó, áåç
êîòîðûõ íåâîçìîæíà îñìûñëåííàÿ ðàáîòà ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðà-
òóðîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè, íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà è ÷èñëîâîãî ðÿäà, äàííûå â êíèãå, îòëè÷àþòñÿ
îò òåõ, ÷òî ïðèâîäÿòñÿ â áîëüøèíñòâå îòå÷åñòâåííûõ ó÷åáíèêîâ ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåí-
çåíòàì, çàìå÷àíèÿ êîòîðûõ ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ
ìàòåðèàëà, è âûñêàçàòü áëàãîäàðíîñòü ãåîëîãè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ïðîôèíàíñèðîâàâøåìó èçäàíèå íà-
ñòîÿùåé êíèãè.

Ìîñêâà, 2013 ãîä Í. Êóäðÿâöåâ
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ËÅÊÖÈß 1

Ìíîæåñòâà

Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ñâåäåíèé î ìíîæåñòâàõ è îïåðàöèÿõ íàä íè-
ìè. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü îáú-
åêòîâ ëþáîé ïðèðîäû. Ýòè îáúåêòû íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè, èëè
òî÷êàìè, ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî îáúåêòà ìîæíî ïðîâåðèòü âõîäèò îí â ìíîæåñòâî èëè íåò.

Ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè áóêâàìè A,B,..., à ñòðî÷-
íûìè a,b,... � èõ ýëåìåíòû. Ñèìâîëû N, Z, Q è R ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà x ìíîæåñòâó A èñïîëüçóåòñÿ ñèì-
âîë ∈: x ∈ A. Åñëè x íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò x /∈ A.

Ìíîæåñòâà îáû÷íî çàäàþòñÿ:
1) ïåðå÷èñëåíèåì ñâîèõ ýëåìåíòîâ A = {a, b, c, . . .}.
2) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ, âûäåëÿþùåãî åãî ýëåìåíòû

ñðåäè ýëåìåíòîâ áîëåå øèðîêèõ ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, óñëîâèå "âñå
òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ êâàäðàò äëèíû áîëüøåé ñòîðîíû ðàâåí
ñóììå êâàäðàòîâ äëèí ìåíüøèõ ñòîðîí" â ñèëó òåîðåìû, îáðàòíîé ê
òåîðåìå Ïèôàãîðà, çàäàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Åñëè ìíîæåñòâî A ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ
"...", áóäåì ïèñàòü A = {x : ” . . . ”}, èëè A = {x|” . . . ”}, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå "...".

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà B (âëîæåíî â ìíîæåñòâî B), ÷òî çàïèñûâàåòñÿ êàê
A ⊂ B, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó B.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ A.
Åñëè A ⊂ B è B ⊂ A, òî ìíîæåñòâà A è B ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ

æå ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò A = B.
Äëÿ óäîáñòâà ââîäèòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì ∅. Ïóñòîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ.
Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ñëîâ è ñëî-

âîñî÷åòàíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû:
� ∃ � "ñóùåñòâóåò", "íàéäåòñÿ";
� ∃ ! � "ñóùåñòâóåò (íàéäåòñÿ) åäèíñòâåííûé", "ñóùåñòâóåò (íàé-

äåòñÿ) îäèí è òîëüêî îäèí";
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� ∀ � "ëþáîé", "êàæäûé", "âñÿêèé", "ïðîèçâîëüíûé", "äëÿ ëþ-
áîãî", "äëÿ âñÿêîãî", "äëÿ êàæäîãî";

� ⇔ � "ðàâíîñèëüíî", "ýêâèâàëåíòíî", "òî æå ñàìîå", "òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà", "íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû";

�
.
= � "ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ", ò.å. âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ñëåâà îò

ýòîãî çíàêà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà;

�
def⇔ � "îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ";

×àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèå "ò.÷." , îçíà÷àþùåå
"òàêîé(-àÿ, -îå, -îãî), ÷òî", "òàêèå(-èõ), ÷òî" â çàâèñèìîñòè îò êîí-
òåêñòà.

Âûñêàçûâàíèå "äëÿ êàæäîãî x, ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó E,
âûïîëíÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå P" ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ êàê ∀x ∈
E : P . Ñîîòâåòñòâåííî çàïèñü ∃y ∈ E: Q çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ ýëå-
ìåíò y èç ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå Q.

Ïîñòðîèì îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ ∀x ∈ E: P . Îíî îçíà÷àåò, ÷òî
íå äëÿ âñåõ x ∈ E ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå P , ò.å. ìîæíî ïðåäú-
ÿâèòü ýëåìåíò x ∈ E, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå ïðåäëî-
æåíèÿ P . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå îòðèöàíèå çàïèøåòñÿ òàê: ∃x ∈ E:
P̄ , ãäå P̄ � îòðèöàíèå ïðåäëîæåíèÿ P .

Ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ ∃y ∈ E: Q çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòîâ y èç ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ
èñòèííî ïðåäëîæåíèå Q, ò.å. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà E âû-
ïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå ïðåäëîæåíèÿ Q. Ïîýòîìó èñêîìîå îòðèöàíèå
èìååò âèä ∀y ∈ E: Q̄.

Ïðèìåð. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ ñèìâîëîâ îïðåäåëåíèå ïîäìíî-

æåñòâà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: A ⊂ B
def⇔ ∀x ∈ A: x ∈ B.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå 2. Îáúåäèíåíèåì (ñóììîé) äâóõ ìíîæåñòâ A è
B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå A

⋃
B è ñîñòîÿùåå èç ýëå-

ìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïåðåñå÷åíèåì (ïðîèçâåäåíèåì) äâóõ ìíî-

æåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå A
⋂
B è ñî-

ñòîÿùåå èç îáùèõ äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ.
Òàêèì îáðàçîì,

A
⋃
B

.
= {x| x ∈ A èëè x ∈ B}
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(â ýòîì îïðåäåëåíèè ñîþç "èëè" ïîíèìàåòñÿ íå âî âçàèìîèñêëþ÷à-
þùåì ñìûñëå: ýëåìåíò èç îáúåäèíåíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü è A, è
B),

A
⋂
B

.
= {x| x ∈ A è x ∈ B} .

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ñåìåéñòâà
(ñèñòåìû) ìíîæåñòâ: åñëè Aα, α ∈ I � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìíî-
æåñòâ, òî ⋃

α∈I

Aα
.
= {x| ∃α ∈ I, ò.÷. x ∈ Aα} ,

ò.å. îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, âõîäÿùèõ â ñåìåéñòâî {Aα}α∈I , ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó ìíîæåñòâó äàííîãî
ñåìåéñòâà; ⋂

α∈I

Aα
.
= {x| ∀α ∈ I x ∈ Aα} ,

ò.å. ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ñèñòåìû {Aα}α∈I ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ,
îáùèõ äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü ìíîæåñòâî I = {1, 2}. Òîãäà
⋃
α∈I Aα = A1

⋃
A2.

2) Åñëè Ak = {k}, k ∈ N, òî
⋃
k∈NAk = N, à

⋂
k∈NAk = ∅.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçíîñòüþ äâóõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî A \ B, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ìíîæåñòâà A, íå ïðèíàä-
ëåæàùèõ ìíîæåñòâó B.

Òàêèì îáðàçîì,

A \B .
= {x| x ∈ A è x /∈ B} .

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè A ⊂ X, òî ðàçíîñòü X \ A íàçûâàåòñÿ
äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A (äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó A) â ìíî-
æåñòâå X.

Òåîðåìà 1(ïðàâèëà äå Ìîðãàíà). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ôîðìóëû

X \

(⋃
α∈I

Aα

)
=
⋂
α∈I

(X \Aα) ,

X \

(⋂
α∈I

Aα

)
=
⋃
α∈I

(X \Aα) .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü
x ∈ X \ (

⋃
αAα) ⇒ x /∈

⋃
αAα è x ∈ X ⇒ ∀α: x /∈ Aα è x ∈ X

⇒ ∀α: x ∈ X \ Aα ⇒ x ∈
⋂

α (X \Aα) . Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëåâîå
ìíîæåñòâî âëîæåíî â ïðàâîå. Òàê êàê âñå ðàññóæäåíèÿ îáðàòèìû
(íà êàæäîì øàãå ïðèìåíÿëîñü ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå èëè åãî
îòðèöàíèå), òî ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Òåì ñàìûì ïåðâàÿ
ôîðìóëà äîêàçàíà.

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü x ∈ X \
⋂

αAα

⇔ x /∈
⋂

αAα è x ∈ X ⇔ ∃α, ò.÷. x /∈ Aα, è x ∈ X ⇔ ∃α, ò.÷. x ∈ X\Aα

⇔ x ∈
⋃

α(X \Aα). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà A è B. Ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A × B
.
=

{(x, y)| x ∈ A, y ∈ B}.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êàìè M ìíîæåñòâà A × B ÿâëÿþòñÿ âñåâîç-

ìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (x, y), ãäå x ∈ A è y ∈ B. Ïðè ýòîì
òî÷êè M1 = (x1, y1) è M2 = (x2, y2) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 è y1 = y2.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü A = {1, 2}, B = {3, 4}. Òîãäà A×B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}.
2) Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Π ñ ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êî-

îðäèíàò. Òî÷êè P ïëîñêîñòè Π íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè (x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � êîîðäè-
íàòàìè òî÷êè P . Ïîýòîìó ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå R2 .

= R× R = {(x, y)| x ∈
R, y ∈ R} ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äåêàðòîâîé ïëîñêîñòüþ; ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå îòðåçêîâ [a, b] × [c, d] ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì
äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë èìååòñÿ ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ. Èç íèõ áàçî-
âûìè ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì èõ
ñâîéñòâà.

1. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ: ∀a, b ∈ R ∃ !c ∈ R, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ñóììîé ÷èñåë a è b è îáîçíà÷àåòñÿ a+b. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i). ∀a, b ∈ R: a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü).
ii). ∀a, b, c ∈ R: (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü).
iii). Ñóùåñòâóåò ÷èñëî, íàçûâàåìîå íóëåì è îáîçíà÷àåìîå ñèìâî-

ëîì 0, ò.÷. ∀a ∈ R: a+ 0 = a.
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iv). ∀a ∈ R ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
(−a), ò.÷. a+ (−a) = 0.

×èñëî a+ (−b) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ÷èñåë a è b è îáîçíà÷àåòñÿ
a− b.

2. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ: ∀a, b ∈ R ∃ !c ∈ R, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
èõ ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ ab. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i). ∀a, b ∈ R: ab = ba (êîììóòàòèâíîñòü).
ii). ∀a, b, c ∈ R: (ab)c = a(bc) (àññîöèàòèâíîñòü).
iii). Ñóùåñòâóåò ÷èñëî, íàçûâàåìîå åäèíèöåé è îáîçíà÷àåìîå ñèì-

âîëîì 1, ò.÷. ∀a ∈ R: 1 · a = a.
iv). ∀a ∈ R, a ̸= 0 ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå 1

a ,
ò.÷. a 1

a = 1.

×èñëî a
1

b
, ãäå b ̸= 0 íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ a íà b è

îáîçíà÷àåòñÿ a : b, èëè
a

b
.

3. Ñâÿçü îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
∀a, b, c ∈ R: (a+ b)c = ac+ bc (äèñòðèáóòèâíîñòü).
Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1-3, íàçûâàåòñÿ ïîëåì. Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæå-
ñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.

4. Óïîðÿäî÷åííîñòü. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíî îò-
íîøåíèå ïîðÿäêà: ∀a, b ∈ R, a ̸= b èìååò ìåñòî îäíî èç ñîîòíîøåíèé:
ëèáî a < b, ëèáî b < a. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ïîðÿäêà îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i). ∀a, b, c ∈ R: åñëè a < b è b < c, òî a < c (òðàíçèòèâíîñòü).
ii). ∀a, b, c ∈ R: åñëè a < b, òî a + c < b + c (ñâÿçü îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ).
iii). ∀a, b, c ∈ R: åñëè a < b è c > 0, òî ac < bc (ñâÿçü îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ).
Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâà 4i− 4iii ðàçóìååòñÿ îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè ñòðî-

ãèå íåðàâåíñòâà çàìåíèòü íà íåñòðîãèå.
Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáëàäàåò åùå îäíèì âàæíûì

ñâîéñòâîì, êîòîðîå èãðàåò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü â äàëüíåéøåé òåî-
ðèè.

5. Íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ò.÷.

∀x ∈ X è ∀y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x ≤ y. Òîãäà ∃c ∈ R, ò.÷.
∀x ∈ X,∀y ∈ Y : x ≤ c ≤ y.
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Çàìå÷àíèå. Äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì
ïðîçðà÷íîé. Äðóãàÿ áîëåå ïîíÿòíàÿ ôîðìóëèðîâêà áóäåò ïðèâåäåíà â ëåê-
öèè 4.

Ïðèìåð.

Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, íî îíî íå îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâ A

.
= {r ∈ Q| r >

0 è r2 < 2} è B
.
= {r ∈ Q| r > 0 è r2 > 2} íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà, ðàçäåëÿþùåãî ýòè ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà N è Z îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì íåïðåðûâíîñòè, íî íå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.

Âûïèñàííûå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèìè, ò.å. âñå îñòàëüíûå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñëåäóþò èç íèõ. Ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî ââåñòè àê-
ñèîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîãî
ýëåìåíòà è îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè 1-5, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à êàæäûé åãî ýëåìåíò � äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì.

Íàáîð àêñèîì 1-5 îäíîçíà÷íî çàäàåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñ òî÷íîñòüþ äî êîíêðåòíîé ïðèðîäû åãî ýëåìåíòîâ.
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ËÅÊÖÈß 2

Ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ÷èñëà a ∈ R:

|a| .=
{

a, åñëè a ≥ 0
−a, åñëè a < 0

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|a| = max(−a, a), | − a| = |a|

è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

−a ≤ |a|, a ≤ |a| è − |a| ≤ a ≤ |a|.

Ëåììà 1. Äëÿ ∀a, b ∈ R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|a+ b| ≤ |a|+ |b|,

||a| − |b|| ≤ |a− b|,
íàçûâàåìûå íåðàâåíñòâàìè òðåóãîëüíèêà.

Ïåðâîå èç íèõ èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, íî
äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè
ñâîéñòâà 4 ïóíêò ii) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a+ b ≤ |a|+ b ≤ |a|+ |b|,
àíàëîãè÷íî −a− b ≤ |a|− b ≤ |a|+ |b|. Ïîýòîìó max(−(a+ b), a+ b) ≤
|a|+ |b|, ñëåäîâàòåëüíî, |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà a
è b. Òîãäà a = (a−b)+b. Ïðèìåíÿÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì |a| ≤
|a− b|+ |b| ⇒ |a| − |b| ≤ |a− b|. Àíàëîãè÷íî èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå
b = (b − a) + a, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó |b| − |a| ≤ |b − a|. Òàê êàê
|a− b| = |b−a|, òî max(|a|− |b|,−(|a|− |b|)) ≤ |a− b|. Ëåììà äîêàçàíà.

Áèíîì Íüþòîíà è íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

Äëÿ n ∈ N ïîëîæèì n!
.
= 1 · 2 · . . . · n, 0!

.
= 1 (òàêèì îáðàçîì,

0! = 1, 1! = 1, 2! = 1 · 2 = 2, 3! = 1 · 2 · 3 = 6 è ò.ä.). ×èñëà Ck
n
.
=

n!

k!(n− k)!
, n ≥ k, n ∈ N, k ∈ N

⋃
{0}, íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ∀n ∈ N: C0
n = Cn

n = 1.
Ëåììà 2. Äëÿ ∀n, k ∈ N, n ≥ k áèíîìèàëüíûå êîýôèöèåíòû

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî,

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

k!(n− k)!
=

n!k + n!(n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
=

n!(n+ 1)

k!(n− k + 1)!
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
= Ck

n+1.

Ôîðìóëà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1(áèíîì Íüþòîíà). Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë a è b è ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ck
na

kbn−k = bn + C1
nab

n−1 + · · ·+ Ck
na

kbn−k + · · ·+ an.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
âåðíî. Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ n = l. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíÿ-
åòñÿ è äëÿ n = l + 1.

(a+ b)l+1 = (a+ b)l(a+ b) =

(C0
l a

0bl + C1
l a

1bl−1 + · · ·+ Cl−1
l al−1b1 + Cl

la
lb0)(a+ b) =

C0
l ab

l + C1
l a

2bl−1 + · · ·+ Cl−1
l alb+ Cl

la
l+1b0+

C0
l a

0bl+1 + C1
l ab

l + · · ·+ Cl−1
l al−1b2 + Cl

la
lb =

(ïðèâîäèì ïîäîáíûå)

(C0
l + C1

l )ab
l + · · ·+ (Cl−1

l + Cl
l )a

lb+ Cl
la

l+1b0 + C0
l a

0bl+1 =

(ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2)

C0
l b

l+1 + C1
l+1ab

l + · · ·+ Cl
l+1a

lb+ Cl
la

l+1.

Ïîñêîëüêó C0
l = C0

l+1 = Cl
l = Cl+1

l+1 = 1, òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè ôîðìóëà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2(íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà a ≥ −1 è ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n

(1 + a)n ≥ 1 + na.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 íåðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k, ò.å.
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(1 + a)k ≥ 1 + ka. Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ
n = k + 1. Äåéñòâèòåëüíî,

(1 + a)k+1 = (1 + a)k(1 + a) ≥ (1 + ka)(1 + a) = 1 + ka+ a+ ka2

= 1 + (k + 1)a+ ka2 ≥ 1 + (k + 1)a

(ñíà÷àëà ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, à çàòåì îò-
áðîñèëè íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå ka2, óìåíüøèâ òåì ñàìûì ñóì-
ìó). Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë

Ïóñòü a, b ∈ R è a ≤ b. Ìíîæåñòâî ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó a ≤ x ≤ b, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è
êîíöîì â òî÷êå b è îáîçíà÷àåòñÿ [a, b]. Òàêèì îáðàçîì,

[a, b]
.
= {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.

Îòðåçîê íàçûâàåòñÿ [a, b] íåâûðîæäåííûì, åñëè a < b.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó a < x < b,

íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b è
îáîçíà÷àåòñÿ (a, b). Òàêèì îáðàçîì,

(a, b)
.
= {x ∈ R : a < x < b}.

Ìíîæåñòâà ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó a ≤ x < b èëè
íåðàâåíñòâó a < x ≤ b íàçûâàþòñÿ ïîëóèíòåðâàëàìè è îáîçíà÷àþò-
ñÿ [a, b) è (a, b] ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,

[a, b)
.
= {x ∈ R : a ≤ x < b}, (a, b] .= {x ∈ R : a < x ≤ b}.

Âñå ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a è b. Òî÷êè x, ò.÷.
a < x < b, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè ïðîìåæóòêà.

Äëÿ óäîáñòâà ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äîïîëíÿþò ýëå-
ìåíòàìè, îáîçíà÷àåìûìè −∞, +∞ è ∞ (ýòè ýëåìåíòû íå ÿâëÿþò-
ñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè). Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ∀x ∈ R: −∞ < x < +∞. Ýëåìåíòû −∞, +∞ è ∞ áóäåì íàçûâàòü
áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì âèäà x < b,
x ≤ b, x ≥ a è x > a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîìåæóòêîâ

(−∞, b)
.
= {x ∈ R| x < b},

(−∞, b]
.
= {x ∈ R| x ≤ b},

(a,+∞)
.
= {x ∈ R| x > a},

[a,+∞)
.
= {x ∈ R| x ≥ a}.

Ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èçîáðàæàåòñÿ
îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé, à ÷èñëà � òî÷êàìè ýòîé ïðÿìîé.

Îêðåñòíîñòè òî÷åê è áåñêîíå÷íîñòè â R.

Ïóñòü äàíî ε > 0. ε�îêðåñòíîñòüþ (èëè îêðåñòíîñòüþ ðàäèóñà
ε) U(a, ε) òî÷êè a ∈ R íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë (a− ε, a+ ε), ò.å.

U(a, ε)
.
= (a− ε, a+ ε).

Íàðÿäó ñ áóêâîé U äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îêðåñòíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ è
äðóãèå ïðîïèñíûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà. Èíîãäà, óêàçûâàÿ
îêðåñòíîñòè òîé èëè èíîé òî÷êè U(a), V (a) è ò.ä., ðàäèóñû áóäóò
îïóñêàòüñÿ.

ε�îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì (ε > 0):

U(−∞, ε)
.
= (−∞,−1

ε
), U(+∞, ε)

.
= (

1

ε
,+∞),

U(∞, ε)
.
= (−∞,−1

ε
)
⋃

(
1

ε
,+∞).

Åñëè a êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, òî U(a, ε1) ⊂
U(a, ε2) ïðè ε1 < ε2. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îêðåñò-
íîñòåé.

Ïðîêîëîòîé ε�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

U̇(a, ε)
.
= U(a, ε) \ {a}.

Åñëè a ∈ R, òî U̇(a, ε) = (a− ε, a)
⋃
(a, a+ ε). Äëÿ áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íûõ òî÷åê èõ ïðîêîëîòûå è íåïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè â R ñîâïàäà-
þò, èáî ýòè òî÷êè íå ïðèíàäëåæàò R.

Â äàëüíåéøåì ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñ-
êîíå÷íîé) áóäåì ïîíèìàòü, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, íåêîòîðóþ
ε�îêðåñòíîñòü.
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ËÅÊÖÈß 3

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ.

Ðàñøèðèì ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R äî ïîëÿ, â êîòîðîì
óðàâíåíèå z2 = −1 ðàçðåøèìî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàñøèðåíèå íàé-
äåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ýëåìåíò, êîòîðûé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì i òà-
êîé, ÷òî i2 = −1. Ïîñêîëüêó ïîñòðîåííîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ñî-
äåðæàùèì R, òî íåèçáåæíî ïîÿâÿòñÿ ÷èñëà âèäà ib è a+ ib (êîìïëåêñíûå
÷èñëà), ãäå a, b ∈ R. Ïðè÷åì

z1+ z2 = (a1+ ib1)+(a2+ ib2) = a1+(ib1+a2+ ib2) = a1+(a2+ ib1+ ib2) =

= a1 + (a2 + i(b1 + b2)) = a1 + a2 + i(b1 + b2)

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü àññîöèàòèâíîñòüþ è êîììóòàòèâíîñòüþ ñëîæå-
íèÿ, çàòåì ïðèìåíèëè äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, à â ïîñëåäíåì ðàâåí-
ñòâå � âíîâü àññîöèàòèâíîñòü); àíàëîãè÷íî

z1 · z2 = (a1 + ib1)(a2 + ib2) = a1a2 + a1ib2 + ib1a2 + ib1ib2 =

a1a2 − b1b2 + i(a1b2 + a2b1).

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà âèäà a + ib, ãäå a, b ∈ R è óïîðÿäî÷åííûå ïàðû
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (a, b) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè. Ïîýòîìó íàïèñàííûå âûøå ôîðìóëû ïîäñêàçûâàþò, êàê ìîæíî ââå-
ñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, è òåì ñàìûì
ðåàëèçîâàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà êàê óïîðÿäî÷åííûå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Èòàê, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R2 = {z = (a, b)| a, b ∈ R} âñå-
âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îïðåäå-
ëèì â íåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïóñòü z1 = (a1, b1),
z2 = (a2, b2) � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû R2. Ïîëîæèì

z1 + z2 = (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

z1 · z2 = (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî R2 ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðà-
öèé äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Íàïðèìåð, z1 + z2 =
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(a1 + a2, b1 + b2) = (a2 + a1, b2 + b1) = z2 + z1. Íóëåâûì ýëåìåíòîì
ÿâëÿåòñÿ (0, 0), ïðîòèâîïîëîæíûì ê z = (a, b) áóäåò −z .

= (−a,−b),
ò.ê. z + (−z) = (0, 0). Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ (1, 0), ò.ê.

1 · z = (1, 0)(a, b) = (a− 0b, 0a+ 1b) = (a, b).

Åñëè z ̸= (0, 0), òî îáðàòíûì ýëåìåíòîì áóäåò 1/z
.
= (a/(a2 +

b2),−b/(a2 + b2)), ò.ê.

z · 1
z
= (a, b)

(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
=

(
a2 + b2

a2 + b2
,
−ab+ ba

a2 + b2

)
= (1, 0).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî R2 âìåñòå ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì C, à åãî ýëå-
ìåíòû (óïîðÿäî÷åííûå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë) � êîìïëåêñíû-
ìè ÷èñëàìè.

Ãåîìåòðè÷åñêè êîìïëåêñíûå ÷èñëà z = (a, b) èçîáðàæàþòñÿ òî÷-
êàìè ïëîñêîñòè R2, íàçûâàåìîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, ñ êîîðäè-
íàòàìè (a, b).

Äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ Rez êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (a, b) íà-
çûâàåòñÿ a: Rez

.
= a; ìíèìîé ÷àñòüþ Imz íàçûâàåòñÿ b: Imz

.
= b.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà (a, 0) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè ÷èñëàìè a, òàê êàê äëÿ íèõ âûïîëíåíû âñå ñâîéñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà áóäåì îáîçíà÷àòü
òîæå ÷åðåç a: a = (a, 0). Òàêèì îáðàçîì, R ⊂ C.

×èñëà âèäà (0, b) íàçûâàþòñÿ ìíèìûìè, à ÷èñëî (0, 1) íàçûâàåòñÿ
ìíèìîé åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ i: i

.
= (0, 1).

Âû÷èñëèì i2. Èìååì i2 = (0, 1)(0, 1) = (0 · 0 − 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) =
(−1, 0) = −1. Äàëåå, ïîñêîëüêó ib = (0, 1)(b, 0) = (0·b−1·0, 0·0+1·b) =
(0, b), òî ∀z ∈ C:

z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = a+ ib.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî z =Rez + iImz.

Äëÿ z = a + ib âåëè÷èíà |z| .= (a2 + b2)1/2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, à ÷èñëî z̄

.
= a − ib íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííûì ñ z. Î÷åâèäíî, ÷òî zz̄ = |z|2.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Çàôèêñèðóåì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò. Îñü Ox áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, à îñü Oy
� ìíèìîé îñüþ. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = a+ ib íàõîäèòñÿ
âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðàìè ïëîñêîñòè, èìå-
þùèìè êîîðäèíàòû a è b. Ïîýòîìó êîìïëåêñíûå ÷èñëà z = a + ib
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàäèóñ�âåêòîðû òî÷åê ïëîñêîñòè ñ òåìè
æå êîîðäèíàòàìè. Äëèíà òàêîãî âåêòîðà ðàâíà ìîäóëþ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà. Îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ. Îòñþäà
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| ∀z1, z2 ∈ C
(ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íå
ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí). Êàê è â ñëó÷àå äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîëó÷àåì, ÷òî ||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2| (ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë ýòîãî íåðàâåíñòâà � ðàçíîñòü äëèí äâóõ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû).

Ðàäèóñ�âåêòîð òî÷êè, îòëè÷íîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé äëèíîé è óãëîì, îáðàçîâàííûì ñ ïîëîæèòåëü-
íûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë êàê ðàäèóñîâ�âåêòîðîâ ïðèâîäèò ê åùå îäíîé ôîðìå
çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí âñåõ óãëîâ, îáðàçîâàí-
íûõ âåêòîðîì z ̸= 0 ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëü-
íîé îñè, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷à-
åòñÿ Argz (âåëè÷èíû óãëîâ, îòñ÷èòûâàåìûå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè; âåëè÷èíû óãëîâ, îòñ÷èòûâàå-
ìûå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñ÷èòàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè). Êàæäûé
ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ÷èñ-
ëà z.

Çíà÷åíèå àðãóìåíòà èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π) (èëè [−π, π)) íàçû-
âàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ argz. Òàêèì
îáðàçîì,

Argz = {argz + 2πn, n ∈ Z} .
= {argz + 2πn, n = 0,±1,±2, . . .}.

Ìíîæåñòâî Argz ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì:
åñëè φ ∈ Argz, òî Argz = {φ+ 2πm, m ∈ Z}.

Ðàâåíñòâî z2 = z1 ⇔ |z2| = |z1| è Argz2=Argz1. ×òîáû ïðîâåðèòü
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàäî âçÿòü ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû φ ∈Argz1 è
ψ ∈Argz2 è ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ Z, ÷òî ψ = φ+ 2πn.
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Åñëè z = a + ib, r
.
= |z| =

√
a2 + b2 > 0, φ ∈ Argz, òî èç ñâÿçè

ïðÿìîóãîëüíîé è ïîëÿðíîé ñèñòåì êîîðäèíàò è 2π�ïåðèîäè÷íîñòè
ñèíóñà è êîñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî a = r cosφ, b = r sinφ, ò.å.

z = a+ ib = r(cosφ+ i sinφ).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Îáðàòíî, åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàïèñàíî â âèäå z = r(cosφ +
i sinφ), r > 0, òî |z| = r, φ � îäíî èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè z = 0, òî èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî 0 =

0(cosφ+ i sinφ), ïðè÷åì φ ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.
Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïè-

ñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïóñòü z = |z|(cosφ + i sinφ),
w = |w|(cosψ + i sinψ). Òîãäà

zw = |z||w|(cosφ cosψ − sinφ sinψ + i(sinφ cosψ + cosφ sinψ)) =

|z||w|(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)).

Äàëåå,
z

w
=

|z|(cosφ+ i sinφ)

|w|(cosψ + i sinψ)
=

|z|
|w|

(cosφ+ i sinφ)(cosψ − i sinψ)

(cosψ + i sinψ)(cosψ − i sinψ)
=

|z|
|w|

cosφ cosψ + sinφ sinψ + i(sinφ cosψ − cosφ sinψ)

cos2 ψ + sin2 ψ
=

|z|
|w|

(cos(φ− ψ) + i sin(φ− ψ)).

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

|z · w| = |z| · |w|,
∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z|
|w|

,

ò.å. ìîäóëü îò ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë, à ìîäóëü îò ÷àñòíîãî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ÷àñò-
íîìó îò ìîäóëåé. Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðè äåëåíèè � âû÷èòàþòñÿ.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè z = |z|(cosφ + i sinφ), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
n ∈ N íà îñíîâàíèè ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

zn = |z|n(cos(nφ) + i sin(nφ)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñâîéñòâ óìíîæåíèÿ

zn = (|z|(cosφ+ i sinφ))n = |z|n(cosφ+ i sinφ)n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(cosφ+ i sinφ)n = cos(nφ) + i sin(nφ).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà.

Êîðåíü n�é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî w ∈ C íàçûâàåòñÿ êîðíåì n�é ñòåïåíè
èç ÷èñëà z ∈ C, n ∈ N, åñëè wn = z.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîðíåé n�é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
ëåãêî ðåøàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè
÷èñåë. Ïóñòü z ̸= 0 è z = |z|(cos argz + i sin argz), w = |w|(cos argw +
i sin argw). Âûÿñíèì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü |w| è argw,
÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî wn = z. Â ñèëó ôîðìóëûÌóàâðà èìååì

|w|n(cos(nargw) + i sin(nargw)) = |z|(cos argz + i sin argz).

Ñëåäîâàòåëüíî, |w|n = |z| è ñóùåñòâóåò k ∈ Z, ò.÷. nargw =

argz + 2πk, ò.å. |w| = n
√

|z| è argw =
argz + 2πk

n
. Òàê êàê 0 ≤

argw < 2π, òî k äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

0 ≤ argz + 2πk

n
< 2π. Ïîñêîëüêó argz ∈ [0, 2π), òî ýòî íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ ïðè k = 0, 1 . . . , n− 1. Èòàê, |w| = n
√

|z|, à ãëàâíîå çíà-
÷åíèå àðãóìåíòà w ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç ñëåäóþùèõ n çíà÷åíèé
argw = (argz + 2πk)/n, k = 0, 1 . . . , n − 1. Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü
n�é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ̸= 0 èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé

n
√
z = { n

√
|z|
(
cos

(
argz + 2πk

n

)
+ i sin

(
argz + 2πk

n

))
, k = 0, . . . , n−1}.
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ËÅÊÖÈß 4

Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñíèçó, åñëè ∃b ∈ R, ò.÷. ∀a ∈ E: a ≥ b.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà ñâåðõó:
Îïðåäåëåíèå 2. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðà-

íè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ∃d ∈ R, ò.÷. ∀a ∈ E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî a ≤ d.

Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ ëåâåå íåêîòîðîãî ÷èñëà d; òî÷êè îãðàíè÷åííîãî ñíèçó
ìíîæåñòâà ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâåå íåêîòîðîãî ÷èñëà b.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ñíèçó, è ñâåðõó.

Èòàê, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî, åñëè
∃b, d ∈ R, ò.÷. ∀a ∈ E: b ≤ a ≤ d, ò.å. E ⊂ [b, d]. Êîðî÷å ãîâîðÿ,
ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∃c ∈ R, ò.÷. ∀a ∈ E: |a| ≤ c.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∀a ∈ E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |a| ≤ c, òî ìíî-
æåñòâî E ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå [−c, c], ñëåäîâàòåëüíî, îíî îãðàíè÷å-
íî. Îáðàòíî, åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ [b, d], òî ïîëîæèâ c = max(|b|, |d|),
ïîëó÷èì, ÷òî E ⊂ [−c, c], à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ∀a ∈ E: |a| ≤ c.

Íàïèñàâ îòðèöàíèå òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî (îãðàíè-
÷åíî ñâåðõó, ñíèçó) ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå íåîãðàíè÷åííîãî (íåîãðà-
íè÷åííîãî ñâåðõó, ñíèçó) ìíîæåñòâà:

Îïðåäåëåíèå 4. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ
1) íåîãðàíè÷åííûì, åñëè ∀c > 0 ∃a ∈ E: |a| > c;
2) íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ∀b ∈ R ∃a ∈ E: a < b;
3) íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ∀d ∈ R ∃a ∈ E: a > d.

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Ñðåäè ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ìíîæåñòâî ñâåðõó (ñíèçó), âûäå-
ëÿþò íàèìåíüøåå (ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøåå) ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó. Íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ìíîæåñòâî E
ñâåðõó, íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ
supE.
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Äëÿ âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà E èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷å-
íèÿ supx∈E{x} èëè ïðîñòî supx∈E x.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ R îãðàíè÷åíî ñíèçó.
Íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ñíèçó ìíîæåñòâî E,
íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ inf E.

Äëÿ íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà E èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷å-
íèÿ infx∈E{x} èëè ïðîñòî infx∈E x.

Ñôîðìóëèðóåì ýòè îïðåäåëåíèÿ â áîëåå óäîáíîì äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ âèäå. Ïóñòü M = supE. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

1)×èñëîM îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî E ñâåðõó, ò.å. ∀x ∈ E: x ≤M .
2) Âñÿêîå ÷èñëî, ìåíüøåå M , óæå íå îãðàíè÷èâàåò E ñâåðõó, ò.å.

∀M ′ < M ∃x = x(M ′) ∈ E, ò.÷. x > M ′.
Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå M , ìîæíî çàïèñàòü êàê

M − ε, ãäå ε íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ïðèõîäèì ê ýêâèâà-
ëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà:

÷èñëî M íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E, åñëè
1) ∀x ∈ E: x ≤M ,
2) ∀ε > 0 ∃x = x(ε) ∈ E, ò.÷. x > M − ε.
Àíàëîãè÷íî m = inf E, åñëè
1) ∀x ∈ E: x ≥ m,
2) ∀ε > 0 ∃x = x(ε) ∈ E, ò.÷ x < m+ ε.
Çàìå÷àíèå. Â ïóíêòå 2 îïðåäåëåíèé ñóïðåìóìà è èíôèìóìà óñëîâèå

"∀ε > 0" ìîæíî çàìåíèòü íà "∀ε ∈ (0, δ)", ò.å. ïîëó÷þòñÿ ðàâíîñèëüíûå
îïðåäåëåíèå ñóïðåìóìà è èíôèìóìà, åñëè áðàòü íå ëþáûå ε > 0, à îãðà-
íè÷èòüñÿ âûáîðîì ε èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (0, δ) ñ ïðîèçâîëüíûì δ > 0.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñîäåðæàòåëüíûì â îïðåäåëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ε ìîæíî áðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñòàðîå îïðåäåëåíèå, ãäå ε ïðîèçâîëü-
íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî òåì áîëåå îíî ñïðàâåäëèâî, åñëè ε ∈ (0, δ).
Îáðàòíî: ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ñóïðåìóìà ñ ε ∈ (0, δ).
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ è ñòàðîå îïðåäåëåíèå. Â ñèëó ïðåäïîëî-
æåíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà δ/2 ∃x∗ ∈ E, ò.÷. x∗ > M − δ/2. Òîãäà
∀ε ≥ δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x∗ > M − δ/2 > M − ε. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî x(ε) ïðè ε ≥ δ ìîæíî áðàòü x∗. Òàêèì
îáðàçîì, èç íîâîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñòàðîå.

Çàìå÷àíèå. supE è inf E åäèíñòâåííû, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Ýòî ñðà-
çó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ó ìíîæåñòâà åñòü íàèìåíüøèé (íàèáîëüøèé) ýëåìåíò, òî
îí ñîâïàäåò ñ åãî íèæíåé (ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé) ãðàíüþ. Îäíà-
êî íå âñÿêîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò íàèáîëüøèé
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(íàèìåíüøèé) ýëåìåíò. Òàê ïîëóèíòåðâàë [a, b) èìååò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò, ðàâíûé a, íî â ýòîì ìíîæåñòâå íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè
äàííîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî
E ⊂ R èìååò âåðõíþþ ãðàíü; âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó
ìíîæåñòâî E ⊂ R èìååò íèæíþþ ãðàíü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî ñâåðõó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ E ñâåð-
õó. Ïî óñëîâèþ D ̸= ∅. Åñëè a ∈ E, b ∈ D � ïðîèçâîëüíû, òî a ≤ b. Ïî
ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∃c ∈ R, ò.÷. ∀a ∈ E è
∀b ∈ D: a ≤ c ≤ b. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî c îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî
E ñâåðõó è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç òàêèõ ÷èñåë, ò.å. c = supE.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïðèìåð. Ó âñåõ 4�õ ìíîæåñòâ (a, b), [a, b), (a, b], [a, b] íèæíåé ãðàíüþ

ÿâëÿåòñÿ a, âåðõíåé ãðàíüþ ÿâëÿåòñÿ b. Ïðèìåðû ýòèõ ìíîæåñòâ ïîêàçû-
âàþò, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà ìîãóò êàê ïðèíàäëåæàòü
äàííîìó ìíîæåñòâó, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü.

Çàìå÷àíèå. Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, íåòðóä-
íî äàòü êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé ãðàíè ó
îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà, ò.å. ïðèâåñòè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõ-
íåé ãðàíè.

Äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà âûâîäèò ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé
ãðàíè èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êàê îêàçûâà-
åòñÿ (ýòî íåñëîæíî ïîêàçàòü), èç ñâîéñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé ãðàíè
ñëåäóåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ýòè
ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçîâîãî ñâîéñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë âìåñòî ïðèâåäåííîãî â ëåêöèè 1 ìîæíî áûëî âçÿòü ñóùåñòâîâà-
íèå âåðõíèõ ãðàíåé ó îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ìíîæåñòâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå
íàãëÿäíûì è ïîðçðà÷íûì ñâîéñòâîì. Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé â ëåêöèè 1 áû-
ëî ñäåëàíî ïî äðóãîìó ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òîé ôîðìóëèðîâêå íå òðåáóåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíîå ââåäåíèþ íîâîãî ïîíÿòèÿ � âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà.

Åñëè E íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò
supE = +∞. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè E íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ïî-
ëàãàþò inf E = −∞.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñîãëàøåíèþ ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë èìååò è âåðõíþþ, è íèæíþþ ãðàíè.
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Çàìå÷àíèå. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà supE < +∞ (inf E >

−∞).
Ëåììà 1. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
1) Åñëè ∀x ∈ X è ∀y ∈ Y : x ≤ y, òî supX ≤ inf Y .
2) Ïóñòü X + Y

.
= {z ∈ R : z = x + y, x ∈ X, y ∈ Y } �

àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà ìíîæåñòâ X è Y . Òîãäà

sup(X + Y ) = supX + supY, inf(X + Y ) = infX + inf Y,

èëè

sup
x∈X,y∈Y

{x+ y} = sup
x∈X

x+ sup
y∈Y

y, inf
x∈X,y∈Y

{x+ y} = inf
x∈X

x+ inf
y∈Y

y.

3) Ïóñòü −X .
= {z ∈ R : z = −x , x ∈ X}. Òîãäà

sup(−X) = − infX, inf(−X) = − supX.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y ∈ Y � ïðîèçâîëüíî. Òî-
ãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà supX ≤ y. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ
èíôèìóìà supX ≤ inf Y .

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà äëÿ ñóïðåìóìîâ. Ïóñòü
z ∈ X + Y , ò.å. z = x + y. Òàê êàê ∀x ∈ X è ∀y ∈ Y : x ≤ supX, y ≤
supY , òî z ≤ supX+supY . Çíà÷èò, ÷èñëî supX+supY îãðàíè÷èâàåò
ìíîæåñòâî X + Y ñâåðõó. Äàëåå, ∀ε > 0 ∃xε ∈ X, ∃yε ∈ Y : xε >
supX − ε, yε > supY − ε. Òîãäà zε

.
= xε + yε ∈ X + Y è zε > supX +

supY − 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî, sup(X + Y ) = supX + supY .
Äëÿ èíôèìóìîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Òðåòüå ðàâåíñòâî ñðàçó æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé sup è inf.
Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå îãðàíè÷åíî ñâåð-

õó, ò.å. ∀a ∈ R ∃n ∈ N: n > a.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà ó ìíîæå-
ñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Ïóñòü
s
.
= supN. Òàê êàê s− 1 < s, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ∃n0 ∈ N,

ò.÷. n0 > s − 1. Íî ÷èñëî n0 + 1 ∈ N è n0 + 1 > s. Çíà÷èò, ó ìíî-
æåñòâà N íåò âåðõíåé ãðàíè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðå-
ìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåâåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå(ïðèíöèï Àðõèìåäà). ∀a, b ∈ R, 0 < a < b ∃n ∈ N,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî na > b.

Ä î ê à ç ò å ë ü ñ ò â î. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

÷èñëà
b

a
∃n ∈ N: n >

b

a
, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ.

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Ïðèâåäåì äâå òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè
ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â
äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìà ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ {[an, bn]}, an, bn ∈
R, n = 1, 2 . . ., íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ (ÑÂÎ),
åñëè ∀n ∈ N: [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn].

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü {[an, bn]} � ÑÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî ∀n ∈ N:
an ≤ an+1 è bn+1 ≤ bn. Ïîêàæåì åùå, ÷òî ∀k, n ∈ N: ak ≤ bn. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè k ≤ n, òî ak ≤ . . . ≤ an ≤ bn. Åñëè k > n, òî
ak ≤ bk ≤ . . . ≤ bn.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ÑÂÎ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà îáùàÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ òî÷êà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ìíîæåñòâà A
.
= {an, n ∈ N} �

ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ, âõîäÿùèõ â äàííóþ ÑÂÎ, è B
.
= {bn, n ∈ N}

� ïðàâûõ êîíöîâ. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ ∀ak ∈ A è ∀bn ∈ B âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà ak ≤ bn. Òîãäà ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ∃c ∈ R, ò.÷. ∀k, n ∈ N: ak ≤ c ≤ bn. Â ÷àñòíîñòè ∀n ∈ N:
an ≤ c ≤ bn, ò.å. c ∈

⋂
n∈N[an, bn]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 8. ÑÂÎ {[an, bn]}, n ∈ N, íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâà-
þùåéñÿ, åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. bnε

− anε
< ε, ò.å. â ñèñòåìó

âõîäÿò îòðåçêè ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû.
Òåîðåìà 4. Äëÿ âñÿêîé ñòÿãèâàþùåéñÿ ÑÂÎ {[an, bn]} ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì äàí-
íîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì c = sup{an} = inf{bn}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü c, d ∈ [an, bn] ∀n ∈ N. Òîãäà
|c − d| ≤ bn − an. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî ∀ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |c − d| < ε. Ïîýòîìó c = d (åñëè
áû c ̸= d, òî äëÿ ε

.
= |c−d|

2 ïîëó÷èëè áû, ÷òî |c − d| < 1
2 |c − d|).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ !c ∈
⋂+∞

n=1[an, bn]. Äàëåå, ïîñêîëüêó ∀n ∈ N: an ≤
c ≤ bn, òî ÷èñëî c îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ìíîæåñòâî {an} è ñíèçó
ìíîæåñòâî {bn}. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà è èíôèìóìà ∀n ∈ N
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ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

an ≤ sup{ak} ≤ c ≤ inf{bk} ≤ bn.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà sup{ak}, inf{bk} ∈ [an, bn] ∀n ∈ N. Ïî äîêàçàí-
íîìó âûøå îíè ðàâíû. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ èíòåðâàëîâ è ïîëóèíòåðâàëîâ àíàëîã ïðèíöèïà âëî-
æåííûõ îòðåçêîâ íå èìååò ìåñòà. Íàïðèìåð,

⋂
n∈N(0, 1/n) = ∅.
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ËÅÊÖÈß 5

Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä âûðàæåíèÿìè
"ñîñ÷èòàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà", "÷èñëî ýëåìåòîâ ìíîæåñòâà", "áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî" è, êàê ñðàâíèâàòü ïî "êîëè÷åñòâó" ýëåìåíòîâ
áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B óñòàíîâëåíî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, åñëè

1) êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A ñîïîñòàâëåí òîëüêî îäèí ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà B

2) ðàçíûì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A ñîïîñòàâëåíû ðàçíûå ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà B

3) êàæäîìó ýëåìåíòó èç B áûë ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé ýëåìåíò
èç A.

Ïîñêîëüêó êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà B ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå òîò ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, êîòîðûé áûë åìó ïðåæäå ñî-
ïîñòàâëåí è ýòî ñîîòâåòñòâèå òàêæå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî
ìíîæåñòâà A è B â îïðåäåëåíèè âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ
ðàâíîïðàâíû.

Ìû èìååì äåëî ñî âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè ñîîòâåòñòâèÿìè, êî-
ãäà ïðèñâàèâàåì íîìåðà äîìàì íà äàííîé óëèöå, êâàðòèðàì â äîìå,
ñòðàíèöàì â êíèãå è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîù-
íûìè, èëè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïðè ýòîì ïèøóò A ∼ B.

Òàê êàê ìíîæåñòâà A è B ðàâíîïðàâíû, òî çàïèñè A ∼ B è B ∼ A
ðàâíîñèëüíû.

Âûäåëèì áàçîâûå ìíîæåñòâà, ñ êîòîðûìè áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ
äðóãèå ìíîæåñòâà. Ê òàêèì ìíîæåñòâàì îòíåñåì îòðåçêè íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà âèäà {1, 2, . . . , k} (k ∈ N), ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
N è îòðåçîê [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò îòðåçîê Im = {1, 2, . . . ,m} íàòóðàëüíîãî ðÿäà òàêîé,
÷òî Im ∼ A. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (ïîðÿäêîì)
ìíîæåñòâà A.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷íûì, ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî íóëþ.
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Ïóñòü ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, ò.å. ìîæíî óêàçàòü òàêîé îòðåçîê
íàòóðàëüíîãî ðÿäà In = {1, 2, . . . , n}, ÷òî In ∼ A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäîìó íîìåðó (íàòóðàëüíîìó ÷èñëó) k ∈ In ñîïîñòàâëåí åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A � îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ak. Ïðè ýòîì
ðàçíûå ýëåìåíòû èç A ïîëó÷èëè ðàçíûå íîìåðà è êàæäûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A ïðèîáðåë ñâîé íîìåð. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà A ïåðåíóìåðîâàíû, èëè ñîñ÷èòàíû. Òàêèì îáðà-
çîì, ìíîæåñòâî A êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà A ìîæíî ïåðå÷èñëèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìå-
ðîâ: A = {a1, a2, . . . , an} (ïîðÿäîê, êîíå÷íî, çàâèñèò îò âûáîðà íóìå-
ðàöèè).

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì, íàçû-
âàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè.

Êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà B îçíà-
÷àåò, ÷òî åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü, èñïîëüçóÿ óæå íå
íåêîòîðûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà, à âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òî,
÷òî ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðåíóìåðîâàíû (à ýòî ðàâ-
íîñèëüíî åãî ñ÷åòíîñòè) îòðàæàþò â çàïèñè B = {b1, b2, . . . , bk, . . .},
èëè B = {bk}+∞

k=1.
Îïðåäåëåíèå 6. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñ÷åò-

íûì, íàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì.
Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî A èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà,

åñëè [0, 1] ∼ A.
Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îò áåñêîíå÷íûõ ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî (ò.å. ïîäìíîæå-
ñòâî, íå ñîâïàäàþùåå ñ ñàìèì ìíîæåñòâîì) êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
íå ðàâíîìîùíî âñåìó ìíîæåñòâó. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòî íå
òàê: ÷àñòü ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíîé âñåìó ìíîæåñòâó.

Ïðèìåðû.

1) Ìíîæåñòâî ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî, ò.å. ðàâíîìîùíî ìíî-
æåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìîæíî çà-
äàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó n ÷åòíîå ÷èñëî 2n: n→ 2n, n ∈ N.

2) Èíòåðâàë (−1, 1) ðàâíîìîùåí ìíîæåñòâó âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
R. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ tg πx

2
îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
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âåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè.
3) Ïóñòü a, b ∈ R, a < b � ïðîèçâîëüíû. Òîãäà [a, b] ∼ [0, 1]. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ñäâèãà, ñîïîñòàâëÿþùåãî òî÷êå x ∈ [a, b] òî÷êó
y ∈ [0, b − a] ïî ôîðìóëå y = x − a, è ðàñòÿæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó
y ∈ [0, b − a] â òî÷êó z ∈ [0, 1] ïî ôîðìóëå z = y/(b − a), ïîëó÷èì âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå z = (x− a)/(b− a) ìåæäó íåâûðîæäåííûìè
îòðåçêàìè [a, b] è [0, 1].

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ëåììà 1. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå
ïîäìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
⇒ E ̸= ∅ ⇒ ∃ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà E, êîòîðûé
îáîçíà÷èì x1. Òàê êàê E áåñêîíå÷íî, òî E \ {x1} òàêæå áåñêîíå÷íî,
ò.å. ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò, êîòîðûé îáîçíà÷èì x2.
Íà n�ì øàãå âûáèðàåì ýëåìåíò xn ∈ E\{x1, . . . , xn−1} (çòî âîçìîæíî
â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà E\{x1, . . . , xn−1}). Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî {x1, x2, . . . , xn, . . .}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì ñ÷åòíûì ïîäìíîæåñòâîì: îíî áåñêîíå÷íî è åãî ýëåìåíòû
ïåðåíóìåðîâàíû.

Ëåììà 2. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè èñõîäíîå ìíîæåñòâî E ñ÷åòíî, òî ïå-
ðåíóìåðóåì êàêèì�ëèáî îáðàçîì åãî ýëåìåíòû: E = {x1, . . . , xn, . . .}.
Ïóñòü A ⊂ E è A áåñêîíå÷íî. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ A ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî è ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà E, ò.å. èìååò íåêîòîðûé íîìåð
êàê ýëåìåíò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà E = {x1, x2, . . .}. Ïîýòîìó, ïåðåáè-
ðàÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ, íà êî-
íå÷íîì øàãå íàéäåì ïåðâûé ñðåäè ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà E, ïîïàäàþùèé â A, ò.å. ∃n1 ∈ N, ò.÷. x1 /∈ A, . . . , xn1−1 /∈ A,
íî xn1

∈ A Îáîçíà÷èì åãî a1: a1
.
= xn1

. Òåïåðü ðàññìîòðèì A\{a1} ⊂
E. Ñíîâà íàéäåì ïåðâûé ñðåäè ýëåìåíòîâ xn1+1, xn1+2, . . . ýëåìåíò
ìíîæåñòâà E, ïîïàäàþùèé â ìíîæåñòâî A \ {a1}. Ïóñòü ýòî áóäåò
xn2

. Îáîçíà÷èì åãî a2: a2
.
= xn2

è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåñ-
ñà, êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A îáðåòåò ñâîé íîìåð, ò.å. ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà A áóäóò ïåðåíóìåðîâàíû (åñëè ýòî íå òàê, òî ∃a∗ ∈ A,
a∗ /∈ {a1, . . . , an, . . .}. Íî a∗ ∈ E ⇒ a∗ = xn∗ è íà êîíå÷íîì øàãå,
ïðîñìàòðèâàÿ ýëåìåíòû E, ìû áû âñòðåòèëè xn∗). Çíà÷èò, A ñ÷åòíî.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííûå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäè áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ "ìèíèìàëüíûìè" ïî ìîùíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.
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Ëåììà 3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñ÷åòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ. Ïóñòü An, n ∈ N, ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Âûïèøåì ýëåìåíòû
ìíîæåñòâ An, n = 1, 2, . . .:

A1 = {a11, a12, a13, . . .}
A2 = {a21, a22, a23, . . .}
. . .
An = {an1, an2, an3, . . .}
. . .
Òîãäà âñå ýëåìåíòû îáúåäèíåíèÿ

⋃+∞
n=1An ìîæíî ïåðå÷èñëèòü,

çàïèñàâ èõ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå {a11, a12, a21, a13, a22, a31, . . .}, ïðî-
ïóñêàÿ óæå âñòðå÷àâøèåñÿ ýëåìåíòû (íîìåðà ýëåìåíòàì îáúåäèíå-
íèÿ

⋃+∞
n=1An ïðèñâàèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ìåñòîì â óêàçàí-

íîì ñïèñêå). Â ðåçóëüòàòå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
⋃+∞

n=1An áóäóò
ïåðåíóìåðîâàíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò⋃+∞

n=1An, òî îí ëåæèò íà îäíîé èç "äèàãîíàëåé" a1k, . . . , ak1. Ïðè ïå-
ðå÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì
íà êîíå÷íîì øàãå ýòîò ýëåìåíò áóäåò âêëþ÷åí â ñïèñîê ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì íîìåðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

⋃+∞
n=1An ñ÷åòíî.

Òîò æå àëãîðèòì äåéñòâóåò, åñëè áðàòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Òó æå ñõåìó ìîæíî ïðèìåíèòü, ÷òîáû äîêàçàòü 1) ñ÷åò-
íîñòü ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ (â ñëó÷àå
êîíå÷íîñòè âñåõ ìíîæåñòâ èç îáúåäèíåíèÿ íàäî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ñîâïàäàëè) è 2) êîíå÷íîñòü êîíå÷íîãî
îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ÷åòíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ÷åòíîñòü Z âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

Z = {0}
⋃
(−N)

⋃
N ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë â ñèëó ëåììû 3 (÷åðåç

−N îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë). Ñëåäóÿ óêà-
çàííîìó â ýòîé ëåììå ñïîñîáó íóìåðàöèè, ìîæíî âûïèñàòü âñå öåëûå
÷èñëà â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå {0,−1,−2, 1,−3, 2, . . . ,−n, n− 1, . . .}.

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà An = {m
n

: m ∈
Z}, n = 1, 2, . . .. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n ýòè ìíîæåñòâà ñ÷åò-
íû, ò.ê. ñ÷åòíî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Íî òîãäà ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, èáî Q =

⋃
n∈NAn åñòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå
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ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ.
Òåîðåìà. Âñÿêèé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê ìíîæåñòâà R íåñ÷å-

òåí.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü òî÷êè

íåêîòîðîãî íåâûðîæäåííîãî îòðåçêà [a, b] ìîæíî çàíóìåðîâàòü, ò.å.
[a, b] = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Ðàçäåëèì îòðåçîê íà òðè ðàâíûå ïî äëèíå
÷àñòè è âûáåðåì òîò îòðåçîê, êîòîðîìó íå ïðèíàäëåæèò òî÷êà x1.
Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê [a1, b1]. Ðàçäåëèì [a1, b1] ñíîâà íà òðè ÷àñòè
è âûáåðåì òîò îòðåçîê, êîòîðîìó íå ïðèíàäëåæèò x2. Îáîçíà÷èì
åãî [a2, b2]: x2 /∈ [a2, b2] ⊂ [a1, b1]. Íà n�ì øàãå ìû äåëèì îòðåçîê
[an−1, bn−1] íà òðè ÷àñòè è âûáèðàåì îòðåçîê [an, bn] ⊂ [an−1, bn−1],
ò.÷. xn /∈ [an, bn]. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ÑÂÎ {[an, bn]}.
Ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ ∀n ∈ N: xn /∈ [an, bn] ⇒ ∀n ∈ N: xn /∈⋂∞

k=1[ak, bk].
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ∃c ∈

⋂∞
k=1[ak, bk]. Íî òî-

ãäà c ∈ [a, b]. Òàê êàê âñå òî÷êè îòðåçêà ïåðåíóìåðîâàíû, òî òî÷êà
c äîëæíà èìåòü êàêîé-òî íîìåð, ò.å. c = xn0

⇒ xn0
∈
⋂∞

k=1[ak, bk],
íî ïî ïîñòðîåíèþ xn0 /∈

⋂∞
k=1[ak, bk]. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-

êàçûâàåò òåîðåìó.
Ñëåäñòâèå (Êàíòîð). Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R

íåñ÷åòíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R ñ÷åòíî. Òîãäà

ñ÷åòíî ëþáîå åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî (ëåììà 2). Â ÷àñòíîñòè
ëþáîé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê ñ÷åòåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàí-
íîé òåîðåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, R íåñ÷åòíî.
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ËÅÊÖÈß 6

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñîïî-
ñòàâëåíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � îáîçíà÷èì åãî an, òî ãîâîðÿò,
÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×èñëà an, n = 1, 2, . . . ,
íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ çàïèñè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ
ñòðî÷íûå áóêâû: an, bk, αm, βl è ò.ä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíàìè a1, a2, . . . , an, . . . îáîçíà÷àåòñÿ
(a1, a2, . . . , an, . . .), (an)

+∞
n=1, èëè ïðîñòî (an).

Ïðèìåðû.

1) (1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .) = (1/n)+∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, n-é ÷ëåí

êîòîðîé bn = 1/n.
2) (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì xn = (1 +

(−1)n+1)/2.
3) ×èñëà Ôèáîíà÷÷è 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

÷ëåíû êîòîðîé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì yn+1 = yn + yn−1, n ≥ 2.
4) Íàáîð ÷èñåë (1, 2, 2, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íå ÿâëÿåòñÿ.
5) Ýëåìåíòû ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî âûïèñàòü â âèäå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (a1, a2, a3, . . .), ó êîòîðîé âñå ÷ëåíû ðàçëè÷íû.
Ïðåäâàðèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññóæäå-

íèÿìè, îáúÿñíÿþùèìè, êàê îíî âîçíèêëî.
Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)

+∞
n=1, an ∈ R, n ∈ N. Ïîïû-

òàåìñÿ ïðèäàòü òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèþ "âåëè÷è-
íû an ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ a ïðè âîçðàñòàíèè n". Îíî
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âåëè÷èíû an ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñêîëü óãîäíî
áëèçêèå ê a ïðè óâåëè÷åíèè n, ò.å. ðàññòîÿíèÿ îò an äî a ñòàíîâÿòñÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ïðè âîçðàñòàíèè n. Ïîñëåäíåå óæå ìîæíî òî÷-
íî ñôîðìóëèðîâàòü: ∀ε > 0 ∃n′ε ∈ N, ò.÷. |anε

− a| < ε. Çàôèêñèðóåì
ε > 0. Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ, ÷òî ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè äàëüíåéøåì
âîçðàñòàíèè íîìåðîâ n. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:

1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íîìåðîâ n > n′ε, ò.÷. |an − a| ≥ ε,
ò.å. èìåþòñÿ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè
íîìåðàìè, îòñòîÿùèå îò òî÷êè a íà ðàññòîÿíèå, íå ìåíüøåå ε > 0.
Ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì î òîì, ÷òî ÷ëåíû an
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû ïðèáëèæàòüñÿ ê a ñ âîçðàñòàíèåì n. Â
ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)

+∞
n=1.
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2) ìíîæåñòâî íîìåðîâ n > n′ε, ò.÷. |an−a| ≥ ε êîíå÷íî èëè ïóñòî.
Ïóñòü nε � íàèáîëüøèé èç òàêèõ íîìåðîâ n, ÷òî |an − a| ≥ ε, åñëè
òàêèå íîìåðà èìåþòñÿ, è nε = n′ε â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ∀n > nε:
|an−a| < ε, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðîâ n ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(an) ìîãóò òîëüêî ïðèáëèçèòüñÿ ê a.

Èòàê, åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0
âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò 1), òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî (an) íå ñòðåìèòñÿ
ê a ïðè âîçðàñòàíèè n. Åñëè æå ∀ε > 0 íàáëþäàåòñÿ ñèòóàöèÿ, îïè-
ñûâàåìàÿ â ïóíêòå 2), òî ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè
î ñòðåìëåíèè an ê a. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ (ñòðå-
ìèòñÿ) ê ÷èñëó a ïðè n → +∞, åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷.
∀n > nε : |an − a| < ε. Ïðè ýòîì ïèøóò limn→+∞ an = a, èëè
an → a ïðè n→ +∞.

Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà â òåðìèíàõ îêðåñòíî-
ñòåé:

lim
n→+∞

an = a
def⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε : an ∈ U(a, ε).

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ ê a òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â ëþáîé çàäàííûé èíòåðâàë (a − ε, a + ε) ïîïàäàþò âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà nε+1. À òî-
ãäà âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè U(a, ε) ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðíî è îáðàòíîå, ÷òî åñëè âíå
ïðîèçâîëüíîé ε�îêðåñòíîñòè ÷èñëà a èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ýòî ÷èñëî çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé
îêðåñòíîñòè), òî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü an = (−1)n. Äëÿ ε < 2 â îêðåñòíîñòÿõ U(±1, ε) ñîäåð-
æèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî è âíå èõ òàêæå
íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
−1 è 1 íå ìîãóò áûòü ïðåäåëàìè ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Äàëåå, ó ëþáîãî ÷èñëà a ̸= ±1 ëåãêî ïîñòðîèòü îêðåñòíîñòü, íå ñîäåð-
æàùóþ íè îäíîãî ÷ëåíà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: äîñòàòî÷íî âçÿòü
ε
.
= min(|a − 1|, |a + 1|). Çíà÷èò, íèêàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäåëîì èññëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Äàäèì îïðåäåëåíèå ñòðåìëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê−∞, +∞ è

∞. Äëÿ ýòîãî â îêðåñòíîñòíîì îïðåäåëåíèè ïðåäåëà íàäî çàìåíèòü
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îêðåñòíîñòü òî÷êè a ∈ R íà îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè ñî çíàêîì
èëè áåç íåãî.

Îïðåäåëåíèå 3. limn→+∞ an = −∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷.
∀n > nε : an ∈ U(−∞, ε), ò.å. ∀n > nε : an ∈ (−∞,− 1

ε ) (an < −1/ε).
Îïðåäåëåíèå 4. limn→+∞ an = +∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷.

∀n > nε : an ∈ U(+∞, ε), ò.å. ∀n > nε : an ∈ ( 1ε ,+∞) (an > 1/ε).
Îïðåäåëåíèå 5. limn→+∞ an = ∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n >

nε : an ∈ U(∞, ε), ò.å. ∀n > nε : an ∈ (−∞,− 1
ε )
⋃
( 1ε ,+∞) (|an| >

1/ε).
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî limn→+∞ an = ∞ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

limn→+∞ |an| = +∞.
Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë (êîíå÷-

íûé), íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ò.å. (an) ñõîäèòñÿ
def⇔ ∃a ∈ R, ò.÷.

limn→+∞ an = a.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåëîì êîòîðîé ÿâëÿ-

åòñÿ áåñêîíå÷íîñòü ñî çíàêîì èëè áåç çíàêà, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷-
íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ááï).

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì, ÷òî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)
ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà:

∀a ∈ R ∃ε = ε(a) > 0, ò.÷. ∀n ∈ N ∃k > n : |ak − a| ≥ ε,

ò.å. ó ëþáîé òî÷êè ÷èñëîâîé ïðÿìîé èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðóþ
íå ïîïàäàþò ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè
íîìåðàìè, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â ýòó îêðåñòíîñòü íå ïîïàäàåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
íå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Çàìå÷àíèå 1. Â îïðåäåëåíèå ïðåäåëà óñëîâèå "∀ε > 0" ìîæíî çàìå-
íèòü íà "∀ε ∈ (0, δ)", ãäå δ > 0 ïðîèçâîëüíî. Åñëè âûïîëíåíî ñòàðîå îïðåäå-
ëåíèå ñ óñëîâèåì "∀ε > 0", òî ñïðàâåäëèâî è íîâîå ñ óñëîâèåì "∀ε ∈ (0, δ)".
Åñëè æå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà âûïîëíÿåòñÿ ñ óñëîâèåì "∀ε ∈ (0, δ)", ò.å.
äëÿ óêàçàííûõ ε ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå n′

ε, òî ñòàðîå îïðåäåëåíèå
òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ äëÿ ε = δ/2 ∃n′

δ/2,
ò.÷. ∀n > n′

δ/2: |an − a| < δ/2. Òîãäà äëÿ ε ≥ δ ïîëîæèì nε
.
= n′

δ/2. Â ýòîì
ñëó÷àå ∀n > nε ñïðàâåäëèâà îöåíêà |an − a| < δ/2 < ε. Çíà÷èò, èç íîâîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñòàðîå.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , an, . . . è b1 = ak0 , b2 =
ak0+1, . . . , bm = ak0+m−1 . . . ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Â ñëó-
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÷àå ñõîäèìîñòè èõ ïðåäåëû ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (an) ñõîäèò-
ñÿ, ò.å. ∃a ∈ R òàêîå, ÷òî ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε: |an − a| < ε. Òîãäà
äëÿ ∀m > mε, ãäå mε

.
= max(nε−k0+1, 1) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|bm − a| < ε. Îáðàòíî: ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó b
⇒ ∀ε > 0 ∃mε ∈ N, ò.÷. ∀m > mε: |bm − b| < ε. Ïîýòîìó åñëè ïîëîæèòü
nε

.
= mε + k0 − 1, òî ∀n > nε: |an − b| < ε.
Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âëèÿåò

íè íà åå ñõîäèìîñòü, íè íà çíà÷åíèå ïðåäåëà.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëà

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ
1) îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃α, β ∈ R, ò.÷. ∀n ∈ N: α ≤ an ≤ β, ÷òî

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∃C > 0, ò.÷. ∀n ∈ N: |an| ≤ C.
2) îãðàíè÷åííîé ñíèçó, åñëè ∃C1 ∈ R, ò.÷. ∀n ∈ N: an ≥ C1.
3) îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ∃C2 ∈ R, ò.÷. ∀n ∈ N: an ≤ C2.
Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó.
Òåîðåìà 1.
1) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåí.
2) Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.
3) Åñëè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
4) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a, òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (|an|) ñõîäèòñÿ ê |a|.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(an) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà a è b. Âîçüìåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ε�îêðåñòíîñòè U(a) è V (b) òî÷åê a è b (íàïðèìåð, ε = |a−b|

2 ). Òîãäà
∃n′ε ∈ N, ò.÷. ∀n > n′ε: an ∈ U(a) è ∃n′′ε ∈ N, ò.÷. ∀n > n′′ε : an ∈ V (b).
Ïîëîæèì nε = max(n′ε, n

′′
ε ). Òîãäà ∀n > nε îäíîâðåìåííî âûïîëíÿ-

þòñÿ îáà âêëþ÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, an ∈ U(a)
⋂
V (b) ∀n > nε �

ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ U(a)
⋂
V (a) = ∅. Ïîëó-

÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1).
2) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ, ò.å. ∃a ∈ R, ò.÷.

limn→+∞ an = a. Ñòàëî áûòü, ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε:
|an − a| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ε = 1 ∃n1 ∈ N, ò.÷. ∀n > n1:
|an − a| < 1, ò.å. a− 1 < an < a+ 1 ∀n > n1. Ïîëîæèì

d
.
= max(|a1 − a|, . . . , |an1

− a|, 1).
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Òîãäà ∀n ∈ N: |an − a| ≤ d, ò.å. ∀n ∈ N: a − d ≤ an ≤ a + d. Çíà÷èò,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà.

3) Ïóñòü an = a ∀n ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî limn→+∞ an = a. Òàê
êàê |an − a| = 0 ∀n ∈ N, òî ∀ε > 0 ïîëîæèì nε

.
= 1. Òîãäà ∀n > 1:

|an − a| = 0 < ε. Ñòàëî áûòü, limn→+∞ an = a.
4) Ïóñòü limn→∞ an = a. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n >

nε: |an−a| < ε. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (ñì. ëåêöèþ 2),
ïîëó÷èì, ÷òî ||an| − |a|| ≤ |an − a| < ε äëÿ ∀n > nε. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (|an|) âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè
ê |a| ñ òåì æå nε, ÷òî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).

Çàìå÷àíèå 3. Èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ìîäóëåé íå ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü an = (−1)n ðàñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ìîäóëåé |an| = 1

ñõîäèòñÿ.
Ëåììà (î çíàêå). Ïóñòü limn→+∞ an = a ̸= 0. Òîãäà ∃n0 ∈ N,

ò.÷. ∀n > n0: an >
a
2 , åñëè a > 0, è an <

a
2 , åñëè a < 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(an) äëÿ ε =

|a|
2 ∃n0, ò.÷. ∀n > n0: a− |a|

2 < an < a+ |a|
2 . Åñëè a > 0, òî

a− |a|
2 = a

2 è èç ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî an > a
2

∀n > n0. Åñëè a < 0, òî a+ |a|
2 = a

2 è èç ïðàâîé ÷àñòè òîé æå îöåíêè

ñëåäóåò, ÷òî an <
a

2
∀n > n0.

Çàìå÷àíèå 4. Â ëåììå î çíàêå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà, ÷ëåíû ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòäåëåíû îò íóëÿ
(îòñòîÿò îò íóëÿ íà ðàññòîÿíèå, íå ìåíüøåå íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé âå-
ëè÷èíû) è èìåþò çíàê ïðåäåëà, åñëè ïîñëåäíèé îòëè÷åí îò íóëÿ. Â òàêîì
âèäå ëåììà ñïðàâåäëèâà è äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
èìåþùèõ ñâîèì ïðåäåëîì áåñêîíå÷íîñòü ñî çíàêîì. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè áåç çíàêà, òî è â ýòîì ñëó÷àå ÷ëåíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò îòäåëåíû îò íóëÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,
íî îíè íå îáÿçàíû èìåòü îäèí è òîò æå çíàê.
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ËÅÊÖÈß 7

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn) íà-
çûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (áìï), åñëè
limn→+∞ αn = 0, ò.å. ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε: |αn| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî (αn) � áìï ⇔ (|αn|) � áìï.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà áìï

Òåîðåìà 1. Åñëè (αn), (βn) � áìï, (γn) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, òî

1) (αn ± βn) � áìï.
2) (αnγn) � áìï.
3) (αnβn) � áìï.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1). Òàê êàê (αn) � áìï, òî ∀ε > 0

∃n′ε ∈ N, ò.÷. ∀n > n′ε: |αn| < ε. Òàê êàê (βn) � áìï, òî ∀ε > 0
∃n′′ε ∈ N, ò.÷. ∀n > n′′

ε : |βn| < ε. Åñëè ïîëîæèòü nε
.
= max(n′ε, n

′′
ε ),

òî äëÿ n > nε âûïîëíÿþòñÿ îáà íàïèñàííûå íåðàâåíñòâà. Ïîýòîìó
∀n > nε: |αn ± βn| ≤ |αn|+ |βn| < ε+ ε = 2ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε > 0 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2) Ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γn) îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∃C > 0, ò.÷. ∀n ∈ N: |γn| < C. Òàê êàê limn→+∞ αn = 0, òî
∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε: |αn| < ε

C . Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n > nε:
|αnγn| < ε

CC = ε, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî (αnγn) � áìï.
3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (βn) êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî 2) limn→+∞ αnβn = 0.
Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà áìï � áìï, ëþáîå êîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå áìï � áìï.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèå àíàëîãè÷íî

ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû (ìîæíî òàêæå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èíäóêöèåé).

Ëåììà 1. Åñëè (αn) � áìï è ∀n ∈ N: αn ̸= 0, òî ( 1
αn

) � ááï.

Åñëè (βn) � ááï è ∀n ∈ N: βn ̸= 0, òî ( 1
βn

) � áìï.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (αn) � áìï. Òîãäà ∀ε > 0 ∃nε ∈ N,
ò.÷. ∀n > nε: |αn| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n > nε: | 1

αn
| > 1

ε , ò.å. (
1
αn

) �
ááï.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïðèìåðû.

1) limn→+∞
1
n

= 0. Íàì íàäî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïðåäúÿâèòü
íîìåð nε, ò.÷. ∀n > nε: | 1n − 0| = 1

n
< ε. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Â ñèëó

íåîãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ∃nε ∈ N, ò.÷. nε > 1
ε
⇔

1
nε

< ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n > nε: 1
n
< 1

nε
< ε (â êà÷åñòâå nε ãîäèòñÿ ëþáîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî > 1
ε
, íàïðèìåð, nε = [ 1

ε
] + 1.)

2) Ïóñòü a > 1. Òîãäà limn→+∞ an = +∞. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíî-
æåñòâî {an, n ∈ N} íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
supn∈N a

n = s < +∞. Òàê êàê a > 1, òî s
a
< s. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäå-

ëåíèþ ñóïðåìóìà ∃n0 ∈ N, ò.÷. an0 > s
a
, ò.å. an0+1 > s � ïðîòèâîðå÷èå ñ

òåì, ÷òî s ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà {an, n ∈ N}.
Èòàê, ìíîæåñòâî {an, n ∈ N} íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∀ε > 0 ∃nε ∈ N: anε > 1
ε
. Òîãäà ∀n > nε èìååì an > anε > 1

ε
, ò.å.

limn→+∞ an = +∞. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ááï è áìï
ïîëó÷àåì, ÷òî limn→+∞

1
an

= 0.
Òî, ÷òî limn→+∞ an = +∞ ìîæíî ïîêàçàòü, ðåøèâ íåðàâåíñòâî an >

1/ε. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü â êà÷åñòâå
nε. Èìååì an > 1/ε ⇔ n > loga(1/ε). Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî â êà÷åñòâå nε ìîæíî áðàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
ïðåâîñõîäÿùåå loga(1/ε). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü òàêîå íàòóðàëüíîå
nε > loga(1/ε), òî äëÿ ∀n > nε: an > anε > 1

ε
. Íî òàêîé ñïîñîá äîêà-

çàòåëüñòâà îïèðàåòñÿ íà çíàíèå ôóíêöèè ëîãàðèôì. À â ïåðâîíà÷àëüíîì
äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ðàíåå èçëîæåííûé ìàòåðèàë.

3) Äëÿ ∀q ∈ R, |q| < 1: limn→+∞ qn = 0. Ïóñòü q ̸= 0. Òîãäà ñîãëàñíî

ïðèìåðó 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
1

|q|n

)
=

((
1

|q|

)n)
ÿâëÿåòñÿ ááï ⇒ (|q|n)

ÿâëÿåòñÿ áìï ⇔ (qn) � áìï. Åñëè q = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòîÿííà
è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 èç ëåêöèè 6.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå áìï: limn→+∞ αn = 0
def⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N,

ò.÷. ∀n > nε: |αn| < ε. Ïîñìîòðèì òåïåðü íà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà:

lim
n→+∞

an = a (a ∈ R) def⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷.∀n > nε : |an−a| < ε⇔

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì αn
.
= an − a ÿâëÿåòñÿ áìï.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

lim
n→+∞

an = a ⇔ â ïðåäñòàâëåíèè an = a+ αn
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn) ÿâëÿåòñÿ áìï.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü limn→+∞ an = a, limn→+∞ bn = b (a, b ∈ R).
Òîãäà
1) limn→+∞(an + bn) = a+ b, ò.å.

lim
n→+∞

(an + bn) = lim
n→+∞

an + lim
n→+∞

bn,

limn→+∞(an − bn) = a− b, ò.å.

lim
n→+∞

(an − bn) = lim
n→+∞

an − lim
n→+∞

bn,

2) limn→+∞ anbn = ab, ò.å.

lim
n→+∞

anbn = lim
n→+∞

an lim
n→+∞

bn,

3) ∀λ ∈ R: limn→+∞(λan) = λa, ò.å.

lim
n→+∞

(λan) = λ lim
n→+∞

an,

4) åñëè b ̸= 0, òî limn→+∞
an

bn
= a

b , ò.å.

lim
n→+∞

an
bn

=
limn→+∞ an
limn→+∞ bn

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (an) è (bn) èìååì an = a + αn, bn = b + βn, ãäå (αn) è (βn)
� áìï. Ïîýòîìó an + bn = (a + b) + (αn + βn) = a + b + γn, ãäå
γn = αn + βn � áìï. Ñëåäîâàòåëüíî, limn→+∞(an + bn) = a+ b. Äëÿ
ðàçíîñòåé äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

2) anbn = (a + αn)(b + βn) = ab + αna+ βnb+ αnβn︸ ︷︷ ︸
áìï

⇒

limn→∞ anbn = ab.
3) Åñëè ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = λ ∀n ∈

N, òî 3) ñâîäèòñÿ ê 2), èáî ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
4) Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî limn→+∞ |bn| = |b|, à ò.ê. ïî

óñëîâèþ b ̸= 0, òî â ñèëó ëåììû î çíàêå ∃n0 ∈ N, ò.÷. ∀n > n0: |bn| >
|b|
2 ⇔ | 1

bn
| < 2

|b| . Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > n0 îïðåäåëåíî ÷àñòíîå an

bn
,

ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( 1
bn
) îãðàíè÷åíà (n > n0). Ðàññìîòðèì

an
bn

− a

b
=
a+ αn

b+ βn
− a

b
=
ab+ bαn − ab− aβn

bbn
=
bαn − aβn

bbn
.

43



Â ÷èñëèòåëå äðîáè ñòîèò áìï, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( 1
bbn

) ïî äîêà-
çàííîìó îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, an

bn
− a

b � áìï è óòâåðæäåíèå 4)
äîêàçàíî.

Åñëè îäíà èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) èëè (bn) ñõîäèòñÿ
(ïóñòü ýòî áóäåò (an)), à äðóãàÿ ðàñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(an + bn) ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ
îáùèì ÷ëåíîì cn = an+bn èìåëà ïðåäåë, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)
ñõîäèëàñü áû êàê ðàçíîñòü ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (cn) è
(an). ×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (anbn), òî îíà ðàñõîäèòñÿ ïðè
äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî limn→+∞ an ̸= 0.

Ïðåäåë è íåðàâåíñòâà

Ëåììà 2(î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Åñëè ∀n ∈ N:
an ≤ bn ≤ cn è limn→+∞ an = limn→+∞ cn = d (d ìîæåò áûòü
êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷íûì), òî limn→+∞ bn = d .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0 ⇒ ∃n′ε, ò.÷. ∀n > n′ε:
an ∈ U(d, ε) è ∃n′′ε , ò.÷. ∀n > n′′ε : cn ∈ U(d, ε). Ïóñòü nε = max(n′ε, n

′′
ε ).

Òîãäà ∀n > nε: an, cn ∈ U(d, ε). Ââèäó íåðàâåíñòâà an ≤ bn ≤ cn äëÿ
∀n > nε èìååì âêëþ÷åíèå bn ∈ U(d, ε). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3(ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ). Ïóñòü
limn→+∞ an = a, limn→+∞ bn = b. Åñëè ∀n ∈ N: an ≤ bn, òî a ≤ b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî
a > b. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 limn→+∞(an − bn) = a − b > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î çíàêå ∃n0 ∈ N, ò.÷. ∀n > n0: an − bn > 0.
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì òåîðåìû, ÷òî åå è äîêàçûâàåò.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþòñÿ: 1

n
> 0 ∀n ∈ N, íî limn→+∞

1
n
= 0.

Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé (óáûâàþùåé), åñëè ∀n ∈ N: an ≤ an+1 (an ≥ an+1).

Îáîçíà÷åíèÿ: an ↑ (ñîîòâåòñòâåííî an ↓).
Åñëè an èìååò ïðåäåë a (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé), òî ïèøóò

an ↑ a (an ↓ a) ïðè n→ +∞.
Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåò-

ñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé), åñëè ∀n ∈ N: an <
an+1 (an > an+1).
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Ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷àþòñÿ an ↑↑, à
ñòðîãî óáûâàþùèå � an ↓↓. Çàïèñü an ↑↑ a (an ↓↓ a) îçíà÷àåò, ÷òî
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðå-
äåë, ðàâíûé a, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷-
íûì.

Óáûâàþùèå è âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìî-
íîòîííûìè, à ñòðîãî óáûâàþùèå è ñòðîãî âîçðàñòàþùèå � ñòðîãî
ìîíîòîííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ïðèìåðû. 1) an = 1− 1
n
↑↑. 2) an = qn ↓↓ ïðè 0 < q < 1. 3) an = 1 ∀n ∈

N ÿâëÿåòñÿ êàê âîçðàñòàþùåé, òàê è óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. 4)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì an = (−1)n íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Òåîðåìà 4(Âåéåðøòðàññ). Âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (an) èìååò ïðåäåë: êîíå÷íûé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó, è, ðàâíûé +∞, åñëè îíà íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïðè ýòîì
limn→+∞ an = sup

n
an.

Âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) èìååò ïðåäåë: êî-
íå÷íûé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, è, ðàâíûé −∞, åñëè îíà íå îãðà-
íè÷åíà ñíèçó. Ïðè ýòîì limn→+∞ bn = inf

n
bn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü an ↑ è α = sup an (çíà÷åíèå
α ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è ðàâíûì +∞). Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíóþ îêðåñòíîñòü U(α) è ïóñòü δ åå ëåâûé êîíåö ⇒ δ < α. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà:

1) ∀n ∈ N: an ≤ α (αn < α, åñëè α = +∞)
2) ∃n0 ∈ N: an0 > δ
Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ (an) ∀n > n0: δ < an0

≤ an ≤ α (an < α, åñëè
α = +∞). Òàê êàê (δ, α] ⊂ U(α) ïðè α < +∞ è (δ, α) = U(α) äëÿ α =
+∞, òî ∀n > n0: an ∈ U(α). Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ limn→+∞ an = supn an.

Äëÿ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî.

Òåîðåìà 5(êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (an) âîçðàñòàåò. Òîãäà ∀n ∈ N: a1 ≤ an. Ïîýòîìó îãðà-
íè÷åííîñòü âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîñèëüíà åå îãðà-
íè÷åííîñòè ñâåðõó. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà limn→+∞ an =
supn an. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë êîíå÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
supn an < +∞, ò.å. êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
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Äëÿ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî.

×èñëî e

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =
(
1 + 1

n

)n
è bn =(

1 + 1
n

)n+1
. Î÷åâèäíî, ÷òî an < bn, n ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî an ↑, bn ↓.

Äëÿ ýòîãî îöåíèì

an
an−1

=
(1 + 1

n )
n

(1 + 1
n−1 )

n−1
=

(n+1
n )n

( n
n−1 )

n−1
=

n

n− 1

(
n+1
n
n

n−1

)n

=

n

n− 1

(
n2 − 1

n2

)n

=
n

n− 1

(
1− 1

n2

)n

≥ n

n− 1

(
1− n

n2

)
=

n

n− 1

n− 1

n
= 1

(áûëî ïðèìåíåíî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè).
Äàëåå,

bn−1

bn
=

(1 + 1
n−1 )

n

(1 + 1
n )

n+1
=

( n
n−1 )

n

(n+1
n )n+1

=
n− 1

n

( n
n−1
n+1
n

)n+1

=

n− 1

n

(
n2

n2 − 1

)n+1

=
n− 1

n

(
1 +

1

n2 − 1

)n+1

≥ n− 1

n

(
1 +

1

n− 1

)
= 1.

(âíîâü áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè).
Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ (an) ∀n ∈ N: an ≥ a1 = 2, â ñèëó óáûâàíèÿ

(bn) ∀n ∈ N: bn ≤ b1 = 4. Òàê êàê an < bn, òî ∀n ∈ N: 2 ≤ an < bn ≤ 4,
ò.å. ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà îíè ñõîäÿòñÿ. Òîãäà

lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

(an · (1 + 1

n
)) = lim

n→+∞
an · lim

n→+∞
(1 +

1

n
) = lim

n→+∞
an.

Ýòîò îáùèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) è (bn) ïðåäåë îáîçíà÷àþò
e. Â ÷àñòíîñòè, ∀n ∈ N ÷èñëî e óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì an ≤ e ≤
bn. Ìîæíî äîêàçàòü èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e.
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ËÅÊÖÈß 8

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an). Âîçüìåì ñòðîãî
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ n1 < n2 < . . . < nk < . . .
è ñîñòàâèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç ÷ëåíîâ èñõîä-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè nk: (ank

), k ∈ N. Ïîëó÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (an). Òàêèì îáðàçîì, ïðîïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ank

) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíàìè b1 =
an1

, b2 = an2
, . . . , bk = ank

, . . ., ïðè ýòîì íèæíèé èíäåêñ k â nk óêàçû-
âàåò íîìåð ýëåìåíòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à nk ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì
ýòîãî ýëåìåíòà êàê ÷ëåíà èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü nk = 2k. Òîãäà b1 = a2, b2 = a4, b3 = a6, . . . , bk =

a2k, . . . .
Òåîðåìà 1(Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññ). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (an) îãðàíè÷åíà ⇒ ∃ α0, β0 ∈ R,
ò.÷. ∀n ∈ N: an ∈ [α0, β0]. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëåíà èñêîìîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âçÿòü ëþáîé ÷ëåí an äàííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïóñòü ýòî áóäåò an1

. Ðàçäåëèì îòðåçîê [α0, β0] ïîïî-
ëàì. Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ � îáî-
çíà÷èì åãî ÷åðåç [α1, β1] � ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃n2 > n1, ò.÷.
an2

∈ [α1, β1] ⊂ [α0, β0] è β1 − α1 = β0−α0

2 . Ðàçäåëèì òåïåðü îò-
ðåçîê [α1, β1] íà äâà ðàâíûõ îòðåçêà è îáîçíà÷èì ÷åðåç [α2, β2] òîò
èç íèõ, êîòîðîìó òàêæå ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (an) (òàêîé îòðåçîê âñåãäà ñóùåñòâóåò). Ïîýòî-
ìó ñíîâà ìîæíî âûáðàòü n3 > n2, ò.÷. an3 ∈ [α2, β2] ⊂ [α1, β1] è
β2 − α2 = β1−α1

2 = 1
22 (β0 − α0) è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷èì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íîìåðîâ n1 < n2 < . . . < nk < . . . è ñèñòåìó îòðåçêîâ
{[αk, βk]}+∞

k=0, ÷òî ank+1
∈ [αk, βk] ⊂ [αk−1, βk−1] è βk − αk = 1

2k
(β0 −

α0) → 0 (k → +∞).
Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà îòðåçêîâ [αk, βk], k = 0, 1, 2, . . . ÿâëÿåòñÿ

ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃!c ∈
[αk, βk] ∀k ∈ N. Ïðè ýòîì ïî òåîðåìå î ñòÿãèâàþùåéñÿ ÑÂÎ (ñì.
ëåêöèþ 4) sup

k
αk = inf

k
βk = c.

47



Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk ↑, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
βk ↓, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ∃ limk→+∞ αk = sup

k
αk = c,

∃ limk→+∞ βk = inf
k
βk = c. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ∀k ∈ N:

αk ≤ ank+1
≤ βk, òî ñîãëàñíî ëåììå î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∃ limk→+∞ ank
= c. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîãðàíè÷åííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Â òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ðå÷ü èäåò îá îãðàíè÷åíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî íåîãðàíè÷åííûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè?

Ëåììà 1. Èç ëþáîé íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó) ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìå-
þùóþ ñâîèì ïðåäåëîì +∞ (ñîîòâåòñòâåííî −∞).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (an) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó
⇒ ∃n1 ∈ N: an1

> 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an1+1, an1+2, . . . , an1+k, . . .)
òàêæå íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó ⇒ ∃n2 > n1: an2

> 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk ↑↑, ò.÷. ank

> k.
Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî limk→+∞ ank

= +∞ (äåéñòâèòåëüíî,
∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. kε > 1

ε . Ñëåäîâàòåëüíî, ∀k > kε: ank
> k > kε >

1
ε ).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå
îãðàíè÷åííîé ñíèçó.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) � íåîãðàíè÷åííàÿ, òî îíà
ïî êðàéíåé ìåðå íå îãðàíè÷åíà ëèáî ñâåðõó, ëèáî ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ááï, ïðè÷åì åå âñå-
ãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû åå ïðåäåëîì ÿâëÿëàñü áåñêîíå÷íîñòü ñî
çíàêîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäåë, êîíå÷íûé èëè îïðåäåëåííîãî çíàêà áåñ-
êîíå÷íûé, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåðû. 1) an = (−1)n. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè a2n−1 = −1 è
a2n = 1 ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê −1 è 1. Ñëåäîâàòåëüíî, −1 è 1 ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2) an = 2(−n)
n

. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a2n = 2(2n)
2n

ñòðåìèòñÿ ê +∞,
à ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a2n−1 = 2−(2n−1)2n−1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. 0 è
+∞ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü (ank ) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(an). Åñëè êàêîå-òî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (an) ñ íîìåðàìè n > n0, òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå ÷ëåíû
ank ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè k > k0. Êàê íàéòè ýòî k0? Òàê êàê
nk ↑↑ +∞, òî ∃k0, ò.÷. nk0 > n0 ⇒ ∀k > k0: nk > n0 ⇒ ∀k > k0 ÷ëåíû ank

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è an ñ íîìåðàìè
n > n0.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
èìåþùåé ïðåäåë, òàêæå èìååò ïðåäåë, ðàâíûé ïðåäåëó ñàìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü limn→+∞ an = a è (ank
) �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an). Òàê
êàê ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε: an ∈ U(a, ε), òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ
∃k0, ò.÷. ∀k > k0: ank

∈ U(a, ε), ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.
Ïðèìåð. Åùå ðàç ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì

an = (−1)n íå èìååò ïðåäåëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìåëà ïðåäåë, òî è âñÿêàÿ åå ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìåëà áû òîò æå ïðåäåë. Íî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a2k = 1 ñõîäèòñÿ ê 1,
à ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a2k−1 = −1 èìååò ñâîèì ïðåäåëîì −1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n ðàñõîäèòñÿ.

Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, èëè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Êîøè, åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷ ∀m,n > nε: |an − am| < ε.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε è ∀p ∈ N : |an+p − an| < ε.

Ëåììà 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî
îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü limn→+∞ an = a. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε: |an − a| < ε

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ∀n,m > nε

èìååì

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|+ |a− am| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ôóíäàìåíòàëüíà, òî

îíà îãðàíè÷åíà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (an) ôóíäàìåíòàëüíà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ ε = 1 ∃n1 ∈ N, ò.÷. ∀n,m > n1: |an − am| < 1. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ m = n1 + 1 è ∀n > n1: |an − an1+1| < 1. Ðàñêðûâàÿ
ìîäóëü, ïîëó÷àåì, ÷òî ∀n > n1: an1+1 − 1 < an < an1+1 + 1. Ïîëàãàÿ

C1
.
= min{an1+1 − 1, a1, . . . , an1

},

C2
.
= max{an1+1 + 1, a1, . . . , an1},

ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî C1 ≤ an ≤ C2,
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà.

Ëåììà 5. Åñëè íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ, òî è ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

Ä î ê ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (an) ôóíäàìåíòàëüíà, à (ank
) åå

ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è limk→+∞ ank
= a. Çàôèêñèðó-

åì ε > 0. Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè (an) ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n,m > nε:
|an − am| < ε

2 . Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå â çàìå÷àíèè ìîæíî âû-
áðàòü k0 òàê, ÷òîáû ∀k > k0: nk > nε. Òîãäà ∀k > k0 è ∀m > nε:
|am − ank

| < ε
2 .

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m > nε ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè
k → +∞ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå (ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâàíèè
òåîðåìû 2 èç ëåêöèè 6) è ïîëó÷èì, ÷òî ∀m > nε: |am − a| ≤ ε

2 < ε.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ýòî îçíà÷àåò, ÷òî limm→+∞ am = a. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2(êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìåëà êîíå÷íûé ïðåäåë íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà â ëåììå 3.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà,
òî ïî ëåììå 4 îíà îãðàíè÷åíà. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5 èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
æå ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû.

1) Ïîêàæåì ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = (−1)n, èñïîëüçóÿ
íà ýòîò ðàç êðèòåðèé Êîøè. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ
îòðèöàíèå ýòîãî êðèòåðèÿ, ò.å. ÷òî ∃ε > 0, ò.÷. ∀n ∈ N ∃k > n è ∃m > n:
|ak − am| ≥ ε. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ak è ak+1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |ak−ak+1| = 2. Òîãäà ïîëîæèì ε = 2 è äëÿ çàäàííîãî
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ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â êà÷åñòâå k âîçüìåì n + 1, à m
ïîëîæèì, ðàâíûì n+ 2: |an+1 − an+2| = 2.

2) Äîêàæåì ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = 1 + 1
2
+ · · · + 1

n
.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ò.å.,
÷òî ∃ε > 0, ò.÷. ∀k ∈ N ∃n > k, ∃p ∈ N: |an+p − an| ≥ ε. Îöåíèì ðàçíîñòü

|an+p − an| =
1

n+ 1
+ . . .+

1

n+ p
≥ 1

n+ p
+ . . .+

1

n+ p
= p

1

n+ p
.

Ïóñòü p
.
= n. Òîãäà ∀n ∈ N: |a2n− an| ≥ 1

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè. Ïîýòîìó îíà
ðàñõîäèòñÿ. Â òî æå âðåìÿ ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî âîçðàñòàåò è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà èìååò ïðåäåë. Ïî äîêàçàííîìó
ýòîò ïðåäåë íå ìîæåò áûòü ÷èñëîì. Çíà÷èò, limn→+∞ an = +∞.

Çàêëþ÷åíèå.
Òåîðèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ

Â îñíîâå ñîâðåìåííûõ êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ëåæèò
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä. Èìåííî ñ ýëåìåíòîâ òåîðèè ìíî-
æåñòâ íà÷èíàåòñÿ åãî èçó÷åíèå. Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ
òðàäèöèÿ â èçëîæåíèè íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðàêòè÷å-
ñêè íå èñïîëüçóþùàÿ ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïîñìîòðèì, êàê ïîä
ýòèì óãëîì çðåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü òåîðèÿ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëè äàíû
îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: îãðàíè÷åííûõ,
ñõîäÿùèõñÿ, ìîíîòîííûõ è ò.ä. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ ýòè
îïðåäåëåíèÿ çàäàþò íåêîòîðûå ìíîæåñòâà (êëàññû) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Ïåðå÷èñëèì ÷àñòü èç íèõ:

� ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l∞
� ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c
� ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c0
� ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé m
� ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f
Êàêîé æå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ñìûñë ïðèîáðåòàþò óòâåð-

æäåíèÿ òåîðèè ïðåäåëîâ? Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà.
Ñõîäèìîñòü ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíî-
æåñòâî c ̸= ∅. Âìåñòå ñ ïðèìåðîì ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî c ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s, ò.å. c ⊂ s è c ̸= s.
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Òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà � ýòî óòâåðæäå-
íèå î çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà c îòíîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé. Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ìîäóëåé
îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ìîäóëåé ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî c â ñåáÿ.

Äðóãèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà c îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç âçàèìîñâÿçü ñ
äðóãèìè êëàññàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàïðèìåð, çàïèñü

� c ⊂ l∞ îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åíà

� m ⊂ c ⇔ m ⊂ l∞ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

� c = f � ýòî êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Òàêèì îáðàçîì, âåñü êðóã ðàññìîòðåííûõ âîïðîñîâ ñâîäèòñÿ ê

òðåì ãðóïïàì
1) íåòðèâèàëüíîñòü ââåäåííîãî ìíîæåñòâà
2) âíóòðåííèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà: çàìêíóòîñòü (èíâàðèàíò-

íîñòü) îòíîñèòåëüíî òåõ èëè èíûõ îïåðàöèé
3) ñîîòíîøåíèÿ ñ äðóãèìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî-

ëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ èçó÷àåìîãî
ìíîæåñòâà.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé c ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ïðåäåëå êàê îá îïåðàòîðå, çàäàííîì
íà ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå. À òîãäà îïðàâäàíû èñïîëüçîâàíèÿ òà-
êèõ ñëîâîñî÷åòàíèé, êàê "ñâîéñòâà ïðåäåëà", "çíà÷åíèå ïðåäåëà".

Ýòè ïðîñòûå íàáëþäåíèÿ îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè ïðè èçó÷åíèè
ëþáûõ äðóãèõ êëàññîâ, ââîäèìûõ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
è îíè ïîçâîëÿþò ðàñêðûòü âíóòðåííþþ ëîãèêó èçëàãàåìîãî òåîðå-
òè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.
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ËÅÊÖÈß 9

Ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ)

Ïóñòü äàíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà X è Y . Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæå-
ñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) f ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå
Y èëè, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y , åñëè
êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñîïîñòàâëåí åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y ,
êîòîðûé îáîçíà÷àþò f(x). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
X â ìíîæåñòâî Y ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (X,Y, f) (èçìåíåíèå
ëþáîé êîìïîíåíòû ýòîé òðîéêè ïðèâîäèò ê íîâîìó îòîáðàæåíèþ).

Ïðè ýòîì ïèøóò X
f→ Y , èëè f : X → Y , èëè y = f(x), x ∈ X èëè

x → f(x), x ∈ X. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ è
äðóãèå áóêâû, êàê ïðàâèëî, ëàòèíñêîãî èëè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòîâ.

Çàìå÷àíèå. Ñèìâîëîì f(x) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèå
ôóíêöèè â òî÷êå x, íî è ñàìà ôóíêöèÿ. Åñëè f(x) èñïîëüçóåòñÿ â êà-
÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè, òî äëÿ çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0
èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå f(x)|x=x0 .

Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à ìíî-
æåñòâî

Yf
.
= {y| ∃x ∈ X, ò.÷. y = f(x)}

íàçûâàþò ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè, èëè îáðàçîì ìíîæåñòâà
X ïðè îòîáðàæåíèè f . Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå îáîçíà÷àþò f(X). Î÷å-
âèäíî, ÷òî Yf ⊂ Y .

Ìû óæå èìåëè äåëî ñ ôóíêöèÿìè, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (an)

+∞
n=1 åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N â

ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R: g: N → R, ãäå an
.
= g(n).

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ X. Òîãäà ôóíêöèÿ f , ðàññìàòðèâàåìàÿ
òîëüêî íà ìíîæåñòâå A, íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì f íà ìíîæåñòâî A è
îáîçíà÷àåòñÿ fA.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè Yf = Y , òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì (ñþðúåêöèåé).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-
öèåé, åñëè ∀y ∈ Y ∃x ∈ X: y = f(x).

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ∀x1, x2 ∈ X, x1 ̸= x2: f(x1) ̸= f(x2), òî
îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èíúåêöèåé).

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ è ñþðúåêöèåé,
è èíúåêöèåé, òî îíî íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (áèåêöèåé).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè f � èíúåêöèÿ, òî f : X −→ Yf ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2 + 4x + 6, x ∈ [−4, 0]. Ýòà

ôóíêöèÿ f : [−4, 0] → R. Âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò, óáåæäàåìñÿ, ÷òî Yf =

[2, 6]. Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, ò.ê. f(−4) = f(0) = 6.
Åñëè ôóíêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî îíà ïîðîæäà-

åò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Y â ìíîæåñòâî X, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò
ýëåìåíòó y ∈ Y ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî y = f(x). Òàê êàê f ñþðú-
åêòèâíî, òî òàêîé ýëåìåíò x ñóùåñòâóåò, à â ñèëó èíúåêòèâíîñòè f
îí åäèíñòâåííûé. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíî-
øåíèþ ê èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ f è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì f−1.
Òàêèì îáðàçîì, f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f−1 : Y → X ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, à
(f−1)−1 : X → Y ñîâïàäàåò ñ f : X → Y , ò.å. (f−1)−1 = f .

Ðàíåå (ñì. ëåêöèþ 4) áûëè ââåäåíû âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ñîîòâåò-
ñòâèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîíÿòèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ è
áèåêöèè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü f : X → Y è g : Y → Z. Òîãäà ôóíêöèÿ h : X → Z,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x ∈ X ýëåìåíò h(x)

.
= g(f(x)),

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f è g, èëè ñëîæíîé ôóíêöèåé, è
îáîçíà÷àåòñÿ g ◦ f . Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ X (g ◦ f)(x) .= g(f(x)).

Äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f è g, ò.å. äëÿ f , g: E → R, ìîæíî ââåñòè
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî:

(f + g)(x)
.
= f(x) + g(x), (λf)(x)

.
= λf(x) , λ ∈ R

(fg)(x)
.
= f(x)g(x), (f/g)(x)

.
= f(x)/g(x), g(x) ̸= 0.

Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà, ïðåäåëüíûå è
èçîëèðîâàííûå òî÷êè ìíîæåñòâà

Íàøà öåëü � äàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå, ò.å.
ñôîðìóëèðîâàòü, ÷òî çíà÷èò, ÷òî çíà÷åíèÿ f(x) íåêîòîðîé ôóíêöèè
ñòðåìÿòñÿ ê êàêîìó�òî çíà÷åíèþ, êîãäà àðãóìåíò x ôóíêöèè ñòðå-
ìèòñÿ ê îïðåäåëåííîé òî÷êå a. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå E, òî â êàêèõ òî÷êàõ
a ìîæíî ãîâîðèòü î ïðåäåëå ôóíêöèè? Ïî ñìûñëó, âêëàäûâàåìîìó
â ñëîâîñî÷åòàíèå "àðãóìåíò x ñòðåìèòñÿ ê a", òî÷êà a äîëæíà áûòü
òàêîé, ÷òîáû ê íåé ìîæíî áûëî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèçèòüñÿ
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ïî òî÷êàì ìíîæåñòâà E. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïðèêîñ-
íîâåíèÿ ìíîæåñòâà E. Äàäèì èõ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî D ⊂ R.
Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà a (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ)

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà D, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a ïåðåñå÷åíèå U(a)

⋂
D ̸= ∅, ò.å. â ïðîèç-

âîëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà
ìíîæåñòâà E.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî òî÷êîé ïðè-
êîñíîâåíèÿ.

Åñëè æå a /∈ D, òî íàëè÷èå â ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè U(a) õîòÿ
áû îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà D ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(a) òî÷êè a ñ ìíîæåñòâîì D íå
ïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà a (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ)
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D, åñëè äëÿ ëþáîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(a) òî÷êè a ïåðåñå÷åíèå U̇(a)

⋂
D ̸= ∅.

Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà D îáîçíà÷àåòñÿ D′.
Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà a ∈ D íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷-

êîé ìíîæåñòâà D, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè a,
ò.÷. ïåðåñå÷åíèå O(a)

⋂
D = {a}.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðåäåëüíîé, ëèáî èçîëèðîâàííîé òî÷êîé
ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì åãî ïðåäåëüíûõ è èçîëèðîâàí-
íûõ òî÷åê.

Ëåììà 1. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû
1) a ∈ E′;
2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E, ò.÷. ∀n ∈ N xn ̸=

a è xn → a ïðè n→ +∞;
3) ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà E, ò.å. ∀U(a) ìíîæåñòâî U(a)
⋂
E � áåñêî-

íå÷íî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 1) ⇒ 2) ⇒

3) ⇒ 1).
1)⇒2): ïóñòü |a| < +∞. Ïî óñëîâèþ äëÿ δ1 = 1 ìíîæåñòâî

U̇(a, δ1)
⋂
E ̸= ∅ ⇒ ∃x1 ∈ U̇(a, δ1)

⋂
E, x1 ̸= a. Ïî òîé æå ïðè÷èíå

äëÿ δ2
.
= min(1/2, |x1−a|) ∃x2 ∈ U̇(a, δ2)

⋂
E. Ïî ïîñòðîåíèþ x2 ̸= x1,

x2 ̸= a. Íà n-ì øàãå äëÿ δn
.
= min(1/n, |xn−1−a|) ∃xn ∈ U̇(a, δn)

⋂
E.
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Ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ xn ̸= xn−1 è xn ̸= a. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðî-
öåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E \ {a} ñ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûìè ÷ëåíàìè è ñõîäÿùóþñÿ ê a (ñõîäèìîñòü xn ê a ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà |xn − a| < 1/n è ëåììû î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = +∞ (ñëó÷àè a = −∞ è a = ∞ ðàç-
áèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Òàê êàê â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a = +∞
èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà E, òî ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E, ò.÷. x1 > 1, xn > max(xn−1, n).
Ïî ïîñòðîåíèþ ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
∀n ∈ N: xn > n ⇒ limn→+∞ xn = +∞.

2) ⇒ 3): ïî óñëîâèþ ∃(xn) ⊂ E \ {a}, ò.÷. xn → a (n → +∞) ⇒
∀U(a) ∃n0 ∈ N, ò.÷. ∀n > n0: xn ∈ U̇(a), ò.å. ∀U̇(a): U̇(a)

⋂
E ̸= ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïîêàçàíî âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå èìïëèêàöèè
1)⇒2), ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) ⊂ E\{a} ñ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ÷ëåíàìè, ñòðåìÿùóþñÿ ê a ïðè n → +∞. Òîãäà ∀U(a)
∃m0 ∈ N, ò.÷. ∀n > m0: yn ∈ U(a)

⋂
E. Çíà÷èò, áåñêîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî {ym0+1, ym0+2, . . .} ⊂ U(a)
⋂
E ⇒ ∀U(a) ìíîæåñòâî U(a)

⋂
E

áåñêîíå÷íî.
3)⇒ 1): ïîñêîëüêó ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè èìååòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà E, îòëè÷íûé îò a. Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ëåììà 2. Òî÷êà a (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ) ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E, ò.÷. xn → a ïðè
n→ +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà E. Òîãäà îíà ëèáî ïðåäåëüíàÿ, ëèáî èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà E. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äîêàçàíî â ëåììå 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn) ìîæíî âçÿòü ïîñòîÿííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëîæèâ xn = a
∀n ∈ N.

Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî èç
îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a èìå-
åòñÿ ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ⇒ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò
ìíîæåñòâà E ñîäåðæèòñÿ â ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ëåì-
ìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåðû.

1. E = {1} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà E′ = ∅, òî÷êà 1 ÿâëÿ-
åòñÿ è èçîëèðîâàííîé, è òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E.

2. E = {1/n, n ∈ N}. Òîãäà E′ = {0}, ò.å. ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü åìó. Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ åãî
èçîëèðîâàííîé òî÷êîé.

3. E = [0, 1). Òîãäà E′ = [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, E ⊂ E′.
4. E = [0, 1]. Òîãäà E′ = [0, 1] = E.
5. E = [0, 2]

⋃
{3}. Òî÷êà 3 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

E è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà. Çíà-
÷èò, E′ = [0, 2] ⊂ E.

6. E = (−∞,+∞). Òîãäà E′ = (−∞,+∞)
⋃
{−∞}

⋃
{+∞}

⋃
{∞}.
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ËÅÊÖÈß 10

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå a ìîæíî âûâåñòè àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ è ñðàçó ïðèâåäåì
îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷åðåç îêðåñòíîñòè òî÷åê. Òàêîå îïðåäåëåíèå
óíèâåðñàëüíî: îíî èìååò îäèí è òîò æå âèä íåçàâèñèìî îò òîãî, áå-
ðåòñÿ ëè ïðåäåë â êîíå÷íîé òî÷êå èëè â áåñêîíå÷íîñòè ñî çíàêîì
èëè áåç çíàêà, êîíå÷íà èëè áåñêîíå÷íà âåëè÷èíà ïðåäåëà. Ïóñòü f :
E → R, a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E ⊂ R (a ìîæåò áûòü
êàê êîíå÷íîé òî÷êîé, òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé).

Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíà b (÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü ñî çíà-
êîì èëè áåç) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a (èëè
ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê a), åñëè ∀ε > 0 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)∩E:
f(x) ∈ V (b, ε).

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ, êàê limx→a f(x) = b èëè
f(x) → b (x → a). Åñëè âàæíî îòìåòèòü, íà êàêîì ìíîæåñòâå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ, òî ïèøóò limx→a, x∈E f(x) = b è ýòîò ïðåäåë
íàçûâàþò òàêæå ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó E.
Åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, òî ïðåäåë â äàííîé òî÷êå áåðåòñÿ
ïî ìíîæåñòâó, íà êîòîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë â òî÷êå a ïî ìíî-
æåñòâó E, òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà D ìíîæåñòâà E ñóæåíèå
fD ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî D òàêæå èìååò ïðåäåë â òî÷êå a,
ðàâíûé ïðåäåëó èñõîäíîé ôóíêöèè f , ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êà a
îñòàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ è äëÿ ìíîæåñòâà D. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü limx→a, x∈E f(x) = b. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà ∃ îêðåñò-
íîñòü U(a, δ) òî÷êè a, ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)∩E: f(x) ∈ V (b, ε). Ïîñêîëüêó
U(a, δ) ∩ D ⊂ U(a, δ) ∩ E, òî è ∀x ∈ U(a, δ) ∩ D: f(x) ∈ V (b, ε) ⇒
∃ limx→a, x∈D f(x) = b.

Ïóñòü a, b ∈ R (åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E). Ïåðåïèøåì â ýòîì ñëó÷àå îïðåäå-
ëåíèå ïðåäåëà íà ε− δ ÿçûêå.

Îïðåäåëåíèå 2(Êîøè). ×èñëî b ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ E, |x − a| < δ:
|f(x)− b| < ε.

Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå 1 òàêæå áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëåíèåì
ïî Êîøè.
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Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = x åå ïðåäåë limx→a f(x) =

a, ò.å. ÷òî limx→a x = a. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Íàì íàäî óêàçàòü δ = δ(ε) > 0

òàêîå, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà |x−a| < δ ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî |f(x)−a| =
|x−a| < ε. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå δ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ε, íàïðèìåð, δ = ε. Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êîãäà áåðåòñÿ ïðåäåë íåêîòîðîé ôóíêöèè ïðè x, ñòðåìÿùèìñÿ
ê a, åå àðãóìåíò x êàê ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê a. Ýòî òðåáîâàíèå â ñîîò-
âåòñòâóþùåì âèäå ïðèñóòñòâóåò â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ïî Ãåéíå, êîòîðîå
áóäåò äàíî íèæå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà a, â êîòîðîé áåðåòñÿ
ïðåäåë, ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ E ôóíêöèè f .

Ëåììà 1. Ïóñòü a ∈ E è limx→a f(x) = b. Òîãäà b = f(a).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî b ∈ R.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ E,
|x−a| < δ: |f(x)− b| < ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x = a íåðàâåíñòâî
|f(a)−b| < ε âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ε > 0. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè
b = f(a).

Ñëó÷àé, êîãäà b ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòüþ ñî çíàêîì èëè áåç,

íåâîçìîæåí, èáî f(a) íå ïîïàäåò â V (b, ε), åñëè ε òàêîâî, ÷òî
1

ε
>

|f(a)|.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè x→ a,

ãäå a ∈ E, òî îí ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f(a) ôóíêöèè â òî÷êå a.
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : E → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â

òî÷êå a ∈ E, åñëè ñóùåñòâóåò limx→a f(x).
Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ â òî÷êå a ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ

C(a), à çàïèñü g ∈ C(a) îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g â òî÷êå
a. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1, èìååì

f ∈ C(a)
def⇔ ∃ lim

x→a
f(x) ⇔ lim

x→a
f(x) = f(a).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà îçíà÷àåò, ÷òî

f ∈ C(a) ⇔ ∀ε > 0 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ) ∩ E : f(x) ∈ V (f(a), ε).

Åñëè f ∈ C(a), òî, êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðà, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
limx→a f(x) = f(limx→a x).

Ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîâåäåíèè ôóíêöèé â èçîëèðî-
âàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
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Ëåììà 2. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ èçîëèðîâàííûõ
òî÷êàõ ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f : E → R è d � èçîëèðîâàííàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà E, ò.å. ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(d), ò.÷. O(d)∩E =
{d}. Òîãäà ∀ε > 0 è ∀x ∈ O(d) ∩ E èìååì f(x) = f(d) ∈ V (f(d), ε),
ò.å. âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå d ñ
U(d, δ) = O(d). Ëåììà äîêàçàíà.

Âûïèøåì îòäåëüíî, ÷òî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè ñî çíàêîì èëè áåç çíàêà (äëÿ ýòîãî â îêðåñòíîñòíîì îïðå-
äåëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè âìåñòî b ïîäñòàâëÿåì −∞, +∞ èëè ∞).

Îïðåäåëåíèå 4. limx→a f(x) = −∞ (+∞, ∞), åñëè ∀ε > 0

∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ) ∩ E: f(x) ∈ V (−∞, ε)
def⇔ f(x) < −1

ε
(ñî-

îòâåòñòâåííî f(x) ∈ V (+∞, ε)
def⇔ f(x) >

1

ε
èëè f(x) ∈ V (∞, ε)

def⇔

|f(x)| > 1

ε
).

Î÷åâèäíî, ÷òî limx→a f(x) = ∞ ⇔ limx→a |f(x)| = +∞.
Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè limx→a f(x) = ∞ (ñî çíàêîì èëè áåç), òî

ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèåé (ááô) ïðè
x→ a.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë ïðè x→ a, åñëè ∃b ∈
R, ò.÷. b = limx→a f(x).

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïðè x → a
ôóíêöèè íå èìåþò ïðåäåëà â òî÷êå a.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå "∀ε > 0" â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ìîæíî çàìå-
íèòü íà óñëîâèå "∀ε ∈ (0, ε0)", ãäå ε0 > 0 � ïðîèçâîëüíî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè âûïîëíåíî ñòàðîå îïðåäåëåíèå ñ óñëîâèåì "∀ε > 0", òî ñïðàâåäëèâî
è íîâîå ñ óñëîâèåì "∀ε ∈ (0, ε0)". Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ñ
óñëîâèåì "∀ε ∈ (0, ε0)", ò.å. äëÿ óêàçàííûõ ε ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå
δ′(ε). Òîãäà èñõîäíîå îïðåäåëåíèå áóäåò âûïîëíåíî è äëÿ ε ≥ ε0, åñëè äëÿ
òàêèõ ε, íàïðèìåð, ïîëîæèòü δ(ε) = δ′(ε0/2). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè
ε ≥ ε0 èìååò ìåñòî âëîæåíèå V (b, ε0/2) ⊂ V (b, ε).

Çàìå÷àíèå 2. Ôóíêöèÿ f è åå ñóæåíèå (îãðàíè÷åíèå) íà ïåðåñå÷åíèå
E ñ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòüþ U(a, r) òî÷êè a, ò.å. ôóíêöèÿ f , ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ òîëüêî íà U(a, r)

⋂
E, èìåþò èëè íå èìåþò ïðåäåë ïðè x → a

îäíîâðåìåííî. Ïðè÷åì â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ îíè ñîâïàäàþò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ ôóíêöèè, òî îíî
âûïîëíåíî è äëÿ ñóæåíèÿ ñ δ′(ε)

.
= δ(ε). Îáðàòíî, åñëè èìååò ïðåäåë ñóæå-

íèå, ò.å. ∀ε > 0 ∃ ñîîòâåòñòâóþùåå δ′(ε) > 0, òî âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà è äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè ñ δ(ε)

.
= min(δ′(ε), r).
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Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêöèè èìåòü èëè íå
èìåòü ïðåäåë ïðè x→ a ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì, ò.å. çàâèñèò òîëü-
êî îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a.

Èìååòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè ÷åðåç
ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : E → R è a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
E.

Îïðåäåëåíèå 7(Ãåéíå). Âåëè÷èíà b (÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü
ñî çíàêîì èëè áåç) åñòü ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè x→ a (limx→a f(x) =
b), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)

+∞
n=1 ⊂ E, xn →

a (n → + ∞): f(xn) → b.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ò.÷. xn ∈ E ∀n ∈ N è limn→+∞ xn = a

áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ãåéíå.
Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå

ýêâèâàëåíòíû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ó ôóíêöèè f ∃ limx→a f(x) = b

â ñìûñëå Êîøè. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ ∃U(a, δ), ò.÷.
∀x ∈ U(a, δ)

⋂
E: f(x) ∈ V (b, ε). Ïóñòü (xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Ãåéíå. Òàê êàê xn → a ïðè n → +∞, òî äëÿ óêàçàííîé
δ�îêðåñòíîñòè U(a, δ) ∃n0 ∈ N, ò.÷. ∀n > n0: xn ∈ U(a, δ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ∀n > n0: f(xn) ∈ V (b, ε). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε çàêëþ÷à-
åì, ÷òî ∃ limn→∞ f(xn) = b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå a ó ôóíêöèè
f ñóùåñòâóåò ïðåäåë â ñìûñëå Ãåéíå è åãî çíà÷åíèå ðàâíî çíà÷åíèþ
ïðåäåëà â ñìûñëå Êîøè.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ïðåäåë ïî Ãåéíå, ðàâíûé
b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïî Êîøè,
ò.å. ∃ε0 > 0, ò.÷. ∀U(a, δ) ∃xδ ∈ U(a, δ)

⋂
E: f(xδ) /∈ V (b, ε0). Âîçü-

ìåì δ = 1/n, n = 1, 2, . . . ⇒ ∃xn ∈ U(a, 1/n)
⋂
E: f(xn) /∈ V (b, ε0).

Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê a ïðè n → +∞
(äåéñòâèòåëüíî, ∀η > 0 ∃nη ∈ N, ò.÷. 1/nη < η ⇒ ∀n > nη:
xn ∈ U(a, 1/n) ⊂ U(a, 1/nη) ⊂ U(a, η)), íî ∀n ∈ N: f(xn) /∈ V (b, ε0),
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) íå ñõîäèòñÿ ê b. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî Ãåéíå. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå ïðåäåëà ôóíêöèè ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñâîé-
ñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ f : G → R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
íà ìíîæåñòâå G, åñëè ∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ G: |f(x)| ≤M .

Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå G
ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ êîíñòàíò M1 è M2, ò.÷. ∀x ∈ G:
M1 ≤ f(x) ≤M2.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ f : G→ R, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
ïðè x → a, ãäå a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà G,
åñëè ∃L > 0 è ∃W (a) îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ò.÷. ∀x ∈ W (a)

⋂
G:

|f(x)| ≤ L.
Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(x) ïðè x → a ðàâíî-

ñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ êîíñòàíò L1 è L2 è îêðåñòíîñòè W (a)
òî÷êè a, ò.÷. ∀x ∈W (a)

⋂
G: L1 ≤ f(x) ≤ L2.

Êîðî÷å, ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ïðè x → a, åñëè îíà îãðàíè÷åíà
íà ïåðåñå÷åíèè åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ G ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ
W (a) òî÷êè a.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : E → R è a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíî-
æåñòâà E. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1) Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåí.
2) Åñëè limx→a f(x) = b, òî ∃ limx→a |f(x)| = |b|.
3) Åñëè f(x) = c íà E. Òîãäà limx→a f(x) = c.
4) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå a, òî f(x)

îãðàíè÷åíà ïðè x→ a.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ó ôóíêöèè f èìå-

åòñÿ áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïðè x→ a. Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå (xn). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn))
òàêæå èìååò áîëåå îäíîãî ïðåäåëà � ïðîòèâîðå÷èå ñ åäèíñòâåííî-
ñòüþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðîå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

2) Ïóñòü (xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå. Ïî
óñëîâèþ limn→+∞ f(xn) = b. Ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé |f(xn)| → |b| ïðè n → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå limx→a |f(x)| = |b|.

3) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå (xn). Òàê
êàê f(xn) = c ∀n ∈ N, òî ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé limn→+∞ f(xn) = c. Òîãäà íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
ïî Ãåéíå limx→a f(x) = c.

4) Ïóñòü limx→a f(x) = b ∈ R ⇒ äëÿ ε = 1 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈
U(a, δ)

⋂
E: |f(x) − b| < 1. Ðàñêðûâàÿ ìîäóëü ïîëó÷àåì, ÷òî ∀x ∈

U(a, δ)
⋂
E: b − 1 < f(x) < b + 1, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà ïðè x→ a.
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ËÅÊÖÈß 11

Ëåììà 1(î çíàêå). Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f è limx→a f(x) = b ∈ R ïðè÷åì b ̸= 0.
Òîãäà ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)

⋂
E: f(x) > b/2, åñëè b > 0, è

f(x) < b/2, åñëè b < 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì ε = |b|/2. Ïî óñëîâèþ ∃U(a, δ),

ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)
⋂
E: |f(x)− b| < |b|/2. Ðàñêðûâàÿ ìîäóëü ïîëó÷àåì,

÷òî ∀x ∈ U(a, δ)
⋂
E:

b− |b|/2 < f(x) < b+ |b|/2.

Åñëè b > 0, òî èç ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî f(x) >
b/2. Åñëè b < 0, òî èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîé æå îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî
f(x) < b/2.

Çàìå÷àíèå. Ëåììà î çíàêå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè limx→a f(x) =

−∞(+∞). Ïðè ýòîì ÷èñëî, îòäåëÿþùåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò íóëÿ, ìîæíî
âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.

Òåîðåìà 1(àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèé).
Ïóñòü f, g: E → R, a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E è
∃ limx→a f(x) = b, ∃ limx→a g(x) = d (b, d ∈ R). Òîãäà

1) ∃ limx→a(f(x) + g(x)) = b+ d, ò.å.

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x),

2) ∀λ ∈ R ∃ limx→a(λf(x)) = λb, ò.å.

lim
x→a

(λf(x)) = λ lim
x→a

f(x),

3) ∃ limx→a f(x)g(x) = bd, ò.å.

lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x),

4) åñëè d ̸= 0, òî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W (a) òî÷êè a

ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
èìååò ñìûñë íà W (a)

⋂
E è ∃ limx→a

f(x)

g(x)
=
b

d
, ò.å.

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

limx→a f(x)

limx→a g(x)
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì 4) (îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äî-
êàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîé îêðåñòíîñòè äî-
êàçàíî â ëåììå î çíàêå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ãåéíå (xn) ⊂ W (a)

⋂
E. Ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

∃ limn→+∞
f(xn)

g(xn)
=
b

d
. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè (xn) óòâåðæäåíèå äî-

êàçàíî.
Òåîðåìà 2(ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ). Ïóñòü a ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E è ∀x ∈ E: f(x) ≤ g(x).
Òîãäà limx→a f(x) ≤ limx→a g(x), åñëè íàïèñàííûå ïðåäåëû ñóùå-
ñòâóþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå è ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðå-
ìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå (xn). Òîãäà ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî f(xn) ≤ g(xn) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3 èç ëåêöèè 7
limx→a f(xn) ≤ limx→a g(xn). Ïîñêîëüêó limx→a f(x) = limx→a f(xn),
à limx→a g(x) = limx→a g(xn), òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ñîõðàíÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(x) = x, à g(x) = 0, x ∈ (0, 1).
Òîãäà f(x) > g(x) íà (0, 1), íî ïðåäåëû ýòèõ ôóíêöèé â íóëå ñîâïàäàþò.

Ëåììà 2(î çàæàòîé ôóíêöèè). Ïóñòü f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)
∀x ∈ E, a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E è limx→a f(x) =
limx→a h(x) = p. Òîãäà ∃ limx→a g(x) = p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Ãåéíå (xn). Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ∀n ∈ N:
f(xn) ≤ g(xn) ≤ h(xn) è limn→+∞ f(xn) = limn→+∞ h(xn) = p. Òî-
ãäà ïî ëåììå î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∃ limn→+∞ g(xn) = p. Â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ëåììà äîêàçàíà.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ïðåäåëàõ ôóíêöèé â äàííîé òî÷êå, âñå-
ãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè. Ïîýòîìó ýòî òðå-
áîâàíèå ìîæåò íå âêëþ÷àòüñÿ ÿâíî â ôîðìóëèðîâêè, ïðèâîäèìûõ
íèæå óòâåðæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ α: E → R, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèåé (áìô) ïðè x → a, åñëè limx→a α(x) = 0, ò.å. åñëè
∀ε > 0 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)

⋂
E: |α(x)| < ε.
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Î÷åâèäíî, ÷òî α(x) ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x → a ⇔ ôóíêöèÿ |α(x)|
áìô ïðè x→ a.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ α(x) = x ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x→ 0. Ýòî ñëåäóåò èç
ïðèìåðà, ðàññìîòðåííîãî â ëåêöèè 10.

Äàííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè îçíà÷àåò, ÷òî ðàç-
íîñòü f(x)− b ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x→ a, ò.å.

lim
x→a

f(x) = b, b ∈ R ⇔ â ïðåäñòàâëåíèè f(x) = b+ γ(x)

ôóíêöèÿ γ(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé ïðè x→ a.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà áìô ñëåäóþò èç äîêàçàííîé òåîðåìû
îá àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 3. Ïðîèçâåäåíèå áìô ïðè x → a íà îãðàíè÷åííóþ ïðè
x→ a ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x→ a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå è ñâîéñòâ áìï.

Ëåììà 4. Ïóñòü α , β: E → R, α(x),β(x) ̸= 0 íà E. Åñëè α(x) �
áìô, à β(x) � ááô ïðè x → a, òî 1/α(x) ÿâëÿåòñÿ ááô, à 1/β(x) �
áìô ïðè x→ a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è âûøå, äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå è ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðèìåðû.

1) Ôóíêöèÿ α(x) = xn, n ∈ N ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x → 0 êàê ïðîèçâåäå-
íèå n áìô.

2) Ôóíêöèÿ β(x) = 1/x ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x → ∞. Çàäàäèì ε > 0.
Òðåáóåòñÿ íàéòè δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà |x| > 1/δ ñëå-
äîâàëî, ÷òî |β(x)| = |1/x| < ε. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â êà÷åñòâå δ
âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ε. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî ïîëîæèòü δ = ε. Ïðè òàêîì âûáîðå δ ïîëó÷èì, ÷òî ∀x, ò.÷. |x| > 1/δ:
|β(x)| = |1/x| < δ ≤ ε.

Ôóíêöèÿ γ(x) = 1/xn, n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x → ∞ êàê ïðîèçâå-
äåíèå n áìô.

3) Ôóíêöèÿ λ(x) = 1/xn ÿâëÿåòñÿ ááô ïðè x → 0. Ýòî ñëåäóåò èç
ëåììû 4 è ïåðâîãî ïðèìåðà. Ôóíêöèÿ µ(x) = xn ÿâëÿåòñÿ ááô ïðè x→ ∞,
ò.ê. 1/µ(x) ÿâëÿåòñÿ áìô ïðè x→ ∞.

Ïóñòü D,E ⊂ R, a è b � òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâ D è E
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3(ïðåäåë êîìïîçèöèè). Ïóñòü f : D → E, g : E → R
è limx→a f(x) = b. Åñëè limy→b g(y) = d, òî ∃ limx→a g(f(x)) = d (a,
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b è d ìîãóò áûòü êàê ÷èñëàìè, òàê è áåñêîíå÷íîñòÿìè ñî çíàêîì
èëè áåç).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E, ò.÷. xn → a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
yn

.
= f(xn) → b ïðè n → +∞. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû g(yn) →

d, ò.å. g(f(xn)) → d. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn) íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå çàêëþ÷àåì, ÷òî
∃ limx→a g(f(x)) = limy→b g(y). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà b ∈ E è g ∈ C(b) óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæ-
íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: limx→a g(f(x)) = limy→b g(y) =
g(b) = g(limx→a f(x)), ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî limx→a g(f(x)) =
g(limx→a f(x)), êîòîðîå îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ñèìâîëîâ ïðå-
äåëà è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèÿ.

1) Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
limx→a f(x). Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé x = u(t), ãäå u(t) → a ïðè
t → α, è íàéäåì limt→α f(u(t)). Åñëè p = limt→α f(u(t)) è îáðàòíàÿ ôóíê-
öèÿ u−1(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, òî íàéäåííûé ïðåäåë ðàâåí
èñêîìîìó: p = limx→a f(u(u

−1(x))) = limx→a f(x).
2) Òåîðåìó î ïðåäåëå êîìïîçèöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: åñëè ôóíêöèÿ g(y) èìååò â òî÷êå b ïðåäåë, ðàâíûé d, òî
ïðè ëþáîì ñïîñîáå ñòðåìëåíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè ê b ôóíêöèÿ g áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê d.

Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè

Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E.
Òåîðåìà 4(êðèòåðèé Êîøè).Äëÿ òîãî ÷òîáû f : E → R èìåëà

êîíå÷íûé ïðåäåë â òî÷êå a íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ε > 0
∃U(a, δ), ò.÷. ∀x′,x′′ ∈ U(a, δ)

⋂
E: |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → a, ðàâíûé b, ò.å. ∀ε > 0 ∃U(a, δ),
ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)

⋂
E: |f(x) − b| < ε. Òîãäà ∀x′, x′′ ∈ U(a, δ)

⋂
E:

|f(x′) − f(x′′)| = |f(x′) − b − f(x′′) + b| ≤ |f(x′) − b| + |f(x′′) − b| <
ε+ ε = 2ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ãåéíå (xn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) èìååò ïðåäåë.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà ïî óñëîâèþ ∃δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x′,x′′ ∈
U(a, δ)

⋂
E: |f(x′) − f(x′′)| < ε. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü Ãåéíå (xn). Òàê êàê xn → a (n → +∞), òî íà îñíî-
âàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ óêàçàííîãî δ
∃n0 = n0(δ(ε)) = n0(ε) ∈ N, ò.÷. ∀n > n0: xn ∈ U(a, δ)

⋂
E. Íî òî-

ãäà ∀n,m > n0: |f(xn) − f(xm)| < ε, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn))
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ ê
íåêîòîðîìó ÷èñëó.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ãåéíå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé èìåþò îäèí è òîò æå ïðå-
äåë. Èòàê, ïóñòü (xn) è (yn) � äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ãåéíå. Äîêàæåì, ÷òî limn→+∞ f(xn) = limn→+∞ f(yn). Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì "ñìåøàííóþ" ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, y1, x2, y2, . . .,
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk), ò.÷. z2k−1 = xk, z2k = yk. Î÷åâèä-
íî, ÷òî (zk) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ãåéíå. Ïîýòîìó, êàê áû-
ëî ïîêàçàíî, ∃ limk→+∞ f(zk). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (f(xn)) è (f(yn))
ÿâëÿþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè(f(zk)). Ïî-
ñêîëüêó ïðåäåë ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàâåí ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî limn→+∞ f(xn) =
limk→+∞ f(zk) = limn→+∞ f(yn). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçûâàåò äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Êîøè, â îïðå-
äåëåíèè ïðåäåëà ïî Ãåéíå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ãåéíå (xn) ñóùåñòâîâàë ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèè (f(xn)) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîâïàäåíèè ýòèõ ïðåäåëîâ.
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ËÅÊÖÈß 12

Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå

Ïóñòü x, a ∈ E (òî÷êà a ôèêñèðîâàíà, E ⊂ R) f : E → R. Ïðèðà-
ùåíèåì àðãóìåíòà â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ∆x

.
= x − a; ïðèðàùåíèåì

ôóíêöèè f â òî÷êå a (òî÷íåå ïðèðàùåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðè-
ðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x = x− a) íàçûâàåòñÿ

∆f ≡ ∆f(a) ≡ ∆f(a,∆x) ≡ ∆f(a, x−a) .= f(x)−f(a) = f(a+∆x)−f(a).

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå a îçíà÷àåò, ÷òî limx→a f(x) =
f(a), ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)− f(a) ÿâëÿåòñÿ áìô
ïðè x→ a. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f ∈ C(a) ⇔ limx→a ∆f = 0 èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, lim∆x→0 ∆f(a) = 0.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â äàííîé òî÷êå a ∈
E.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ,g: E → R, òî÷êà a ∈ E è f ,g ∈ C(a). Òîãäà
1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(a), ò.÷. f(x) îãðàíè÷åíà â

U(a)
⋂
E;

2) åñëè f(a) ̸= 0, òî ∃ îêðåñòíîñòü W (a), ò.÷. ∀x ∈ W (a) ∩ E:
f(x) > f(a)/2, åñëè f(a) > 0, è f(x) < f(a)/2, åñëè f(a) < 0;

3) |f | ∈ C(a);
4) f + g ∈ C(a);
5) fg ∈ C(a);
6) ∀λ ∈ R: λf ∈ C(a);
7) åñëè g(a) ̸= 0, òî ∃ îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè a, ò.÷. â O(a)∩E

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x)/g(x) è îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå a.
Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêàìè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà, ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé
â òî÷êå a ∈ E ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëîâ limx→a f(x) è
limx→a g(x)

Òåîðåìà 2(íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè). Ïóñòü f : D → E,
g: E → R, D,E ⊂ R, f ∈ C(a) è f(a) = b. Åñëè g ∈ C(b), òî
êîìïîçèöèÿ h = g ◦ f ∈ C(a).

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðåäåëå êîìïî-
çèöèè, èáî ñîãëàñíî óñëîâèÿì limx→a f(x) = f(a), limy→b g(y) = g(b).
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 3 èç ëåêöèè 11 ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→a h(x),
÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè â òî÷êå a.
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Åñëè òî÷êà a ∈ E ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E (⇔
a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E \ {a}), íà êîòîðîì çàäàíà
ôóíêöèÿ f , è f ∈ C(a), òî çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå a îäíîçíà÷íî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì f â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò a. Òî÷íåå,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áóäåò èñïîëü-
çîâàíî ïîçäíåå.

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà E. Äëÿ òîãî ÷òîáû f ∈ C(a) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
limx→a, x ̸=a f(x) = f(a), ãäå limx→a, x ̸=a f(x) ≡ limx→a, x∈E\{a} f(x) �
ýòî ïðåäåë â òî÷êå a ôóíêöèè f , ðàññìàòðèâàåìîé òîëüêî íà ìíî-
æåñòâå E \ {a}, ò.å. ïðåäåë ñóæåíèÿ f íà E \ {a}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ C(a), ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë
limx→a, x∈E f(x) ïî ìíîæåñòâó E è îí ðàâåí f(a). Íî òîãäà ïðåäåë ïî
áîëåå óçêîìó ìíîæåñòâó E \{a} òåì áîëåå ñóùåñòâóåò è òàêæå ðàâåí
f(a).

Ïóñòü limx→a, x ̸=a f(x) = f(a), ò.å. ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷.
∀x ∈ U(a, δ)

⋂
(E \ {a}) = U̇(a, δ)

⋂
E: |f(x)− f(a)| < ε.

Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε âñåãäà âûïîëíåíî ïðè
x = a è ëþáîì ε > 0. Çíà÷èò, ∃ limx→a, x∈E f(x) (åñòåñòâåííî ðàâíûé
f(a)), ò.å. f ∈ C(a). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò,
÷òî çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ôóíêöèè ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåíî ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðè ìàëîé ïîãðåøíîñòè
èçìåðåíèÿ àðãóìåíòà.

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ R
ââåäåì ìíîæåñòâà

Ėl(a)
.
= {x ∈ E| x < a}

è
Ėr(a)

.
= {x ∈ E| x > a}.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : E → R. Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðè-
êîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà Ėl(a), òî ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâûé ïðåäåë â
òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíà b (÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü ñî çíà-
êîì èëè áåç) íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a,
åñëè ∀ε > 0 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ) ∩ Ėl(a): f(x) ∈ V (b, ε).
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Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà Ėr(a),
òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâûé ïðåäåë â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíà d (÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü ñî çíà-
êîì èëè áåç) íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a,
åñëè ∀ε > 0 ∃U(a, δ), ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ) ∩ Ėr(a): f(x) ∈ V (d, ε).

Òàêèå ïðåäåëû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü f(a− 0) èëè limx→a−0 f(x) ≡
limx→a, x<a f(x) è f(a + 0) èëè limx→a+0 f(x) ≡ limx→a, x>a f(x) ñî-
îòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ïðåäåëîâ â òî÷êå a ñîâïàäàþò ñ
îïðåäåëåíèÿìè ïðåäåëîâ â òî÷êå a ñóæåíèé f |Ėl(a)

è f |Ėr(a)
ôóíêöèè

f íà ìíîæåñòâà Ėl(a) è Ėr(a) ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. limx→a−0 f(x) =
limx→a f |Ėl(a)

(x) è limx→a+0 f(x) = limx→a f |Ėr(a)
(x). Ïîýòîìó äëÿ

îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ îñòàþòñÿ â ñèëå âñå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíê-
öèé, èáî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ïðåäåëàìè äëÿ
ñóæåíèé.

Ïðèìåðû.

1) Ïóñòü E = [0, 1) ∪ {2}. Òî÷êà a = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà Ėl(1), ò.ê. Ėl(1) = E ∩ {x ∈ R| x < 1}, íî îíà íå áóäåò òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ Ėr(1) ïîñêîëüêó Ėr(1) = E∩{x ∈ R| x > 1} = {2}. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íåëüçÿ ãîâîðèòü î ïðåäåëå ñïðàâà gr(1) â òî÷êå 1 äëÿ ôóíêöèè
g : E → R.

2)Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ sgnx (÷èòàåòñÿ "ñèãíóì x"), êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: sgnx = −1, åñëè x < 0, sgnx = 1, åñëè x > 0 è
sgnx = 0, åñëè x = 0. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëàõ ýòîé
ôóíêöèè ïðè x→ 0? Òàê êàê ñóæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâà (−∞, 0)

è (0,+∞) áóäóò ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè, ðàâíûìè −1 è 1 ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî îíè áóäóò èìåòü ïðåäåëû â òî÷êå 0 êàê ôóíêöèè, ïîñòîÿííûå íà
ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Çíà÷èò, limx→0−0 sgnx = −1, limx→0+0 sgnx = 1.

Ïðèâåäåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f â òî÷êå a
÷åðåç îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a− 0) è f(a+ 0).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f : E → R, E ⊂ R è òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâ Ėl(a) è Ėr(a). Äëÿ òîãî ÷òî-
áû limx→a f(x) = b, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∃ ïðåäåëû
f(a − 0), f(a + 0) è f(a − 0) = f(a + 0) = b, ïðè÷åì b = f(a), åñëè
a ∈ E.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü: ïóñòü limx→a f(x) = b.
Ïîñêîëüêó f(a−0) è f(a+0) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïðè x→ a ñóæåíèé
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâà Ėl(a) è Ėr(a), òî îíè ñóùåñòâóþò è ðàâíû
ïðåäåëó ñàìîé ôóíêöèè f , ò.å. b.
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Äîñòàòî÷íîñòü: ïóñòü f(a − 0) = f(a + 0) = b. Çàäàäèì ε > 0.
Òîãäà ∃δ1 > 0 è δ2 > 0 ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ1) ∩ Ėl(a): f(x) ∈ V (b, ε), ∀x ∈
U(a, δ2) ∩ Ėr(a): f(x) ∈ V (b, ε). Ïîëîæèì δ = min(δ1, δ2). Òîãäà ∀x ∈
U̇(a, δ) ∩ E: f(x) ∈ V (b, ε), ò.å. b = limx→a, x ̸=a f(x). Åñëè a /∈ E, òî
U̇(a, δ)∩E = U(a, δ)∩E. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò limx→a f(x) = b è
òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè a ∈ E, òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû f(a) =
limx→a, x ̸=a f(x). Íî òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 1, ñóùåñòâóåò è limx→a f(x) = f(a) Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû òî÷êà a ∈ E, òî òåîðå-
ìà ïðåâðàùàåòñÿ â êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå a.
Äåéñòâèòåëüíî, f ∈ C(a) ⇔ ∃ limx→a, x ̸=a f(x) = f(a) è ïîýòîìó

f ∈ C(a) ⇔ ∃f(a− 0), f(a+ 0) è f(a− 0) = f(a+ 0) = f(a).
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ËÅÊÖÈß 13

Ïðåäåë ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : E → R (E ⊂ R) âîçðàñòàåò (óáû-
âàåò) íà ìíîæåñòâå E, åñëè ∀x1, x2 ∈ E èç óñëîâèÿ x1 < x2 ñëåäó-
åò, ÷òî f(x1) ≤ f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî f(x1) ≥ f(x2)).

Åñëè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñî-
îòâåòñòâåííî ñòðîãî óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå E.

Âîçðàñòàþùàÿ (ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ) ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f ↑
(f ↑↑), óáûâàþùàÿ (ñòðîãî óáûâàþùàÿ) ôóíêöèÿ � f ↓ (f ↓↓).

Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè íàçûâàþò-
ñÿ ìîíîòîííûìè íà E. Ñòðîãî âîçðàñòàþùèå è ñòðîãî óáûâàþùèå
ôóíêöèè íà E íàçûâàþòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííûìè íà E.

×åðåç inf
x∈E

f(x), èëè inf
E
f , îáîçíà÷àåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé f(E) ôóíêöèè f .
×åðåç sup

x∈E
f(x), èëè sup

E
f , îáîçíà÷àåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé f(E) ôóíêöèè f .
Ïîñêîëüêó ∀x ∈ E: inf

E
f ≤ f(x) ≤ sup

E
f , òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-

öèè íà ìíîæåñòâå E ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî inf
E
f, sup

E
f ∈ R.

Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà íà èíòåðâàëå (α, β), −∞ ≤ α < β ≤
+∞, òî ïðåäåëû â êîíöåâûõ òî÷êàõ α è β èíòåðâàëà (α, β) ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü f(α + 0) è f(β − 0) (êîãäà α = −∞ èëè β = +∞ ýòè
ïðåäåëû îáîçíà÷àþòñÿ f(−∞) è f(+∞) ñîîòâåòñòâåííî).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå (α, β), −∞ ≤ α <
β ≤ +∞. Òîãäà

1) ∀c ∈ (α, β) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû f(c− 0) è f(c+ 0),
2) â êîíöàõ èíòåðâàëà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå

ïðåäåëû f(α+ 0) è f(β − 0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî α è β ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

ïðèêîñíîâåíèÿ (α, β), à c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ êàê (α, c),
òàê è (c, β).

Ïóñòü, íàïðèìåð, f ↑ íà (α, β) è α < c < β. Òàê êàê ∀x ∈ (α, c):
f(x) ≤ f(c), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü s = sup

(α,c)

f ≤ f(c).

Ïîêàæåì, ÷òî s = f(c− 0).
Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè ∀ε > 0 ∃xε ∈ (α, c):

s − ε < f(xε) ≤ s. Â ñèëó f ↑ ∀x ∈ (xε, c): s − ε < f(xε) ≤ f(x) ≤ s,
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ò.å. âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî limx→c−0 f(x) = s (â äàííîì
ñëó÷àå Ėl(c) = (α, c) è U(c) ∩ Ėl(c) = (xε, c)) è ïðè ýòîì f(c − 0) =
s ≤ f(c).

Òàê êàê f ↑, òî ∀x ∈ (c, β): f(c) ≤ f(x), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé inf

(c,β)
f = i ≥ f(c). Àíàëîãè÷íî âûøåïðèâåäåííûì ðàññóæ-

äåíèÿì ïîëó÷àåì, ÷òî ∃ limx→c+0 f(x) = i è f(c+ 0) = i ≥ f(c).
Åñëè sup

(α,β)

f êîíå÷åí, òî, êàê è âûøå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∃f(β−0) =

sup
(α,β)

f . Åñëè sup ðàâåí +∞, òî ∀M > 0 ∃xM ∈ (α, β), ò.÷. f(xM ) > M .

Ïîñêîëüêó f ↑, òî ∀x ∈ (xM , β): M < f(xM ) ≤ f(x), ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî ∃f(β − 0) = +∞.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ëåâîãî êîíöà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f è ëþáîãî c ∈ (α, β): f(c − 0) ≤
f(c) ≤ f(c + 0), à äëÿ ïðîèçâîëüíîé óáûâàþùåé ôóíêöèè f : f(c − 0) ≥
f(c) ≥ f(c+ 0).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè â êîíöåâûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (α, β) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà îãðàíè÷åíà íà (α, β).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑ íà (α, β).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû
f(α+0) è f(β−0), ïðè÷åì f(α+0) = inf

(α,β)
f , f(β−0) = sup

(α,β)

f . Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîñòü f(α+0) è f(β− 0) ðàâíîñèëüíà êîíå÷íî-
ñòè inf

(α,β)
f è sup

(α,β)

f , ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî îãðàíè÷åííîñòè

ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå (α, β).
Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà îòðåçêå [α, β], òî

ïðåäåëû â êîíöåâûõ òî÷êàõ f(α + 0) è f(β − 0) ñóùåñòâóþò è êî-
íå÷íû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó f ìîíîòîííà
íà [α, β], òî ∀x ∈ [α, β]: min(f(α), f(β)) ≤ f(x) ≤ max(f(α), f(β)), ò.å.
f îãðàíè÷åíà íà [α, β]. Íî òîãäà f îãðàíè÷åíà è íà (α, β), è ñëåäîâà-
òåëüíî, f(α+ 0), f(β − 0) ∈ R.

Òî÷êè ðàçðûâà

Ïóñòü E íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R, a ∈ E, f :E → R.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå a ∈
E, à òî÷êà a � òî÷êîé åå ðàçðûâà, åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé èçîëèðîâàííîé
òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñì. ëåììó 1 ëåêöèè 10), òî òî÷êàìè
ðàçðûâà ìîãóò áûòü òîëüêî ïðåäåëüíûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåðû.

1. Òî÷êà a = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) = 1/x, òàê
êàê ýòà òî÷êà íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

2. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : N → R íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ, ò.ê. âñÿêàÿ òî÷êà N ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ýòîãî ìíî-
æåñòâà.

3. Ôóíêöèÿ f : R → R, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

f(x) =

{
1, x ∈ Z
0, x ∈ R \ Z

ðàçðûâíà â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà Z è íåïðåðûâíà âî âñåõ îñòàëüíûõ
òî÷êàõ.

4) Ïóñòü E1 = {1, 1/2, . . . , 1/n, . . .}, à E2 = E1

⋃
{0}. Ôóíêöèÿ f , îïðå-

äåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå E1 ôîðìóëîé f(1/n) = 1/n, íåïðåðûâíà â êàæäîé
òî÷êå E1, òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé
òî÷êîé. Ôóíêöèÿ g, çàäàííàÿ íà E2 ôîðìóëîé g(1/n) = 1/n, g(0) = 1

íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ E2, êðîìå òî÷êè x = 0, ïîñêîëüêó ïðåäåë
limx→0 g(x) íå ñóùåñòâóåò.

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà

Äàäèì êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ðàçðûâà äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà èíòåðâàëå (α, β), õîòÿ åå ìîæíî ââåñòè è äëÿ ôóíêöèé, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íà ïðîèçâîëüíûõ E ⊂ R.

Ïóñòü f : (α, β) → R (−∞ ≤ α < β ≤ +∞) è a ∈ (α, β).
Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà a ∈ E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìî-

ãî ðàçðûâà ôóíêöèè f , åñëè ∃ limx→a−0 f(x), limx→a+0 f(x), ïðè÷åì
f(a− 0) = f(a+ 0) ̸= f(a).

Êîíå÷íî, èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàçðûâà ôóíêöèè f , ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó òåîðåìû 3 ëåê-
öèè 12 íå ñóùåñòâóåò limx→a f(x).

Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êà a ∈ E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I ðîäà
ôóíêöèè f , åñëè ∃f(a− 0), f(a+ 0), íî f(a− 0) ̸= f(a+ 0).
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Âåëè÷èíà f(a+0)−f(a−0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè â òî÷êå
ðàçðûâà I ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êà a ∈ E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà II ðî-
äà ôóíêöèè f , åñëè íå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ f(a− 0), f(a+ 0).

Íàïîìíèì, ÷òî ãîâîðÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà, ïðåäïîëàãàåòñÿ
åãî êîíå÷íîñòü.

Îïÿòü â ñèëó òåîðåìû 3 ëåêöèè 12 òî÷êè ðàçðûâà I è II ðîäà
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè f .

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàçðûâà îäíîãî èç òðåõ óêàçàííûõ òèïîâ.

Ïðèìåðû.

1. Òî÷êà a = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) = |sgnx|
Äåéñòâèåëüíî, f(0 − 0) = f(0 + 0) = 1 (íàïîìíèì, ÷òî óêàçàííûå îäíî-
ñòîðîííèå ïðåäåëû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áåðóòñÿ ó ñóæåíèÿ ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâà x < 0 è x > 0 ñîîòâåòñòâåííî, à ñëåâà è ñïðàâà îò íóëÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé). Ïðåäåëû fl(0) è fr(0) íå ñóùåñòâóþò.

2. Òî÷êà a = 0 � ðàçðûâ I ðîäà ôóíêöèè g(x) = sgnx: g(0 − 0) = −1,
g(0 + 0) = 1.

3. Òî÷êà a = 0 � ðàçðûâ II ðîäà ôóíêöèè h(x) = 1/x ïðè x ̸= 0 è
h(0)

.
= 0.
Åñëè a � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, òî, ïåðåîïðåäåëèâ ôóíê-

öèþ f â a, ïîëîæèâ åå ðàâíîé f(a − 0), ïîëó÷èì ôóíêöèþ, íåïðå-
ðûâíóþ â òî÷êå a.

Äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [α, β] (ïîëóèíòåðâàëàõ [α, β)
èëè (α, β]) ìîæíî äàòü êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ðàçðûâà â êîíöåâûõ
òî÷êàõ α è β (â òî÷êå α èëè β ñîîòâåòñòâåííî). Íàïðèìåð, åñëè f :
[α, β) → R, òî êîíöåâàÿ òî÷êà α íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé òî÷êîé ðàç-
ðûâà, åñëè ∃f(α+0) è f(α+0) ̸= f(α). Åñëè íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë f(α+ 0), òî òî÷êà α íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà II ðîäà.

Òåîðåìà 3(òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå (α, β) (−∞ ≤ α < β ≤ +∞).
Òîãäà

1) ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü òî÷êè ðàçðûâà òîëüêî I ðîäà;
2) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑. Åñëè

a1 ∈ (α, β) � òî÷êà ðàçðûâà, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ∃f(a1−0), f(a1+
0) è ïðè ýòîì f(a1 − 0) ≤ f(a1) ≤ f(a1 + 0). Îòñþäà çàêëþ÷àåì,
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÷òî f(a1 − 0) < f(a1 + 0), èáî â ïðîòèâíîì ôóíêöèÿ f áûëà áû
íåïðåðûâíîé â òî÷êå a1. Çíà÷èò, a1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà I-ãî
ðîäà.

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà f(a1 − 0) < f(a1 + 0) ñëåäóåò, ÷òî ∃r1 =
r1(a1) ∈ Q, ò.÷. f(a1 − 0) < r1 < f(a1 + 0).

Ïóñòü a2 � äðóãàÿ òî÷êà ðàçðûâà, ò.÷. a1 < a2 < β. Òîãäà ∃r2 =
r2(a2) ∈ Q, ò.÷. f(a2 − 0) < r2 < f(a2 + 0). Â ñèëó âûáîðà r1 è r2 è
âîçðàñòàíèÿ f :

r1 < f(a1 + 0) = inf
(a1,a2)

f(x) ≤ sup
(a1,a2)

f(x) = f(a2 − 0) < r2,

ò.å. r1 < r2 (çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû òåîðåìà î ïðåäåëàõ ìîíî-
òîííûõ ôóíêöèé è ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè ïðåäåëà (ñì. ëåêöèþ 10)).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà ôóíêöèè f ñîïîñòàâëåíî ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî è ïðè ýòîì ðàçíûì òî÷êàì ðàçðûâà ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Çíà÷èò, óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè f è íåêî-
òîðûì ïîäìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ëþáîå ïîä-
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Q êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî (ñì. ëåììó 2
ëåêöèè 5), òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f íà (α, β) íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà îòðåçêå [α, β]
(−∞ < α < β < +∞), òî ìíîæåñòâî âñåõ åå òî÷åê ðàçðûâà íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà íà
îòðåçêå [α, β], òî êðîìå òî÷åê ðàçðûâà, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó
(α, β), ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òî÷êè ðàçðûâà â êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà
(ïðè ýòîì ýòî áóäóò óñòðàíèìûå òî÷êè ðàçðûâà). Ïîñêîëüêó íà èí-
òåðâàëå (α, β) ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ðàçðûâà, òî â ñèëó ñâîéñòâ êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
è íà âñåì îòðåçêå [α, β] ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî.

Ïðèìåðû.

1) Ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R, f(x) = 1/n, x ∈ (1/(n+1), 1/n] (n ∈ N), f(0) =
0 âîçðàñòàåò íà [0, 1] è èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà xn = 1/(n+1).

2) Ôóíêöèÿ Äèðèõëå χ(x) = 1, åñëè x � èððàöèíàëüíî è χ(x) = 0, åñëè
x � ðàöèîíàëüíî, ðàçðûâíà â ëþáîé òî÷êå R. Â ñàìîì äåëå, çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ R. Ïîñêîëüêó ìîæíî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (xn) è (yn) ðàöèîíàëüíûõ è ñîîòâåòñòâåííî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
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ñòðåìÿùèõñÿ ê a, òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå ïîëó÷àåì, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò limx→a χ(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå a.
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ËÅÊÖÈß 14

Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå (ãëîáàëüíûå
ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå E ⊂ R, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà
E, ò.å. ∀a ∈ E: f ∈ C(a).

Êëàññ âñåõ íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèé îáîçíà÷àåò-
ñÿ C(E). Çàïèñü g ∈ C(E) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå E, ò.å.

g ∈ C(E) ⇔ ∀a ∈ E : g ∈ C(a).

Òåîðåìà 1(ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè f ∈ C[a, b],
òî f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b], ò.å. ∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ [a, b]:
|f(x)| ≤M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü
f ∈ C[a, b], íî f íå îãðàíè÷åíà íà [a, b] ⇒ ∀n ∈ N ∃xn ∈ [a, b]:
|f(xn)| > n. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) òî÷åê îòðåçêà [a, b] ïî òåîðå-
ìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xnk

→ d ∈ [a, b] (k → +∞). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f íà
[a, b]: f(xnk

) → f(d) ïðè k → +∞. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xnk
))

îãðàíè÷åíà êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íî ïî ïîñòðîåíèþ
|f(xnk

)| > nk, ò.å. (f(xnk
)) íåîãðàíè÷åíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òåîðåìà 2(âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè f ∈ C[a, b],

òî ∃x1, x2 ∈ [a, b], ò.÷. ∀x ∈ [a, b]: f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2), ò.å. f(x1) =
inf
[a,b]

f(x), f(x2) = sup
[a,b]

f(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïåðâîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà f
îãðàíè÷åíà íà [a, b] ⇔ ∃ êîíå÷íûå inf

[a,b]
f(x) = i è sup

[a,b]

f(x) = s. Äàëåå,

ïî îïðåäåëåíèþ sup: ∀n ∈ N ∃xn ∈ [a, b], ò.÷. s ≥ f(xn) > s − 1/n.
Èç ïîëó÷åííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ïî òåîðåìå
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xnk

. Îáîçíà÷èì ïðåäåë ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷å-
ðåç x2. Íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè f : f(xnk

) → f(x2). Íî òîãäà
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå s − 1/nk < f(xnk

) ≤ s, ïîëó÷èì,
÷òî s = f(x2). Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè x1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Çàìå÷àíèå 1. Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðå-
ðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîèõ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà.

Çàìå÷àíèå 2. Îáå äîêàçàííûå òåîðåìû íå âåðíû äëÿ èíòåðâàëîâ.
Íàïðèìåð, f(x) = 1/x ∈ C(0, 1), íî f íå îãðàíè÷åíà íà (0, 1), à ôóíêöèÿ
g(x) = x ∈ C(0, 1), íî íè â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, 1) íå äîñòèãàåò
ñóïðåìóìà, ðàâíîãî 1.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè f ∈ C[a, b], à (xn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê îò-
ðåçêà [a, b], ò.÷. f(xn) → s ïðè n→ +∞, òî îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå îòðåçêà [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü f(x) = x2, [a, b] = [−1, 1]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n íå èìååò
ïðåäåëà, à (f(xn)) èìååò.

Òåîðåìà 3(Áîëüöàíî�Êîøè). Ïóñòü f ∈ C[a, b] è f(a)f(b) <
0. Òîãäà ∃c ∈ (a, b), ò.÷. f(c) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçäåëèì îòðåçîê I0 = [a, b] òî÷-
êîé x1 = (a + b)/2 ïîïîëàì. Åñëè f(x1) = 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè f(x1) ̸= 0, òî íà êîíöàõ îäíîãî èç äâóõ îòðåçêîâ [a, x1] èëè
[x1, b] ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Òàêîé îòðå-
çîê îáîçíà÷èì I1 = [a1, b1]. Òåïåðü ïîäåëèì I1 ïîïîëàì òî÷êîé x2 è
ïîâòîðÿåì âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ëèáî íà êîíå÷íîì øàãå ïîëó÷èì òî÷êó xn ∈ [a, b],
â êîòîðîé f(xn) = 0, ëèáî ïîëó÷èì ñòÿãèâàþùóÿñÿ ñèñòåìó âëîæåí-
íûõ îòðåçêîâ In = [an, bn], èáî äëèíû bn − an = (b − a)/2n ýòèõ
îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïî òåîðåìå î ñòÿãèâàþùåéñÿ ÑÂÎ (òåî-
ðåìà 4 ëåêöèè 4) ∃c ∈

⋂
n∈N[an, bn], ïðè ýòîì an → c è bn → c. Â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè f : f(an) → f(c), f(bn) → f(c). Ïî ïîñòðîåíèþ
f(an)f(bn) < 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì
f2(c) ≤ 0 ⇔ f(c) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4(î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé). Ïóñòü f ∈ C[a, b], f(a) = α, f(b) = β è γ � ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî ìåæäó α è β. Òîãäà ∃c ∈ [a, b], ò.÷. f(c) = γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè α = β, òî â êà÷åñòâå c ìîæíî
âçÿòü, íàïðèìåð, a.

Ïóñòü α ̸= β. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ ̸= α, β. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x)−γ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Áîëüöàíî�Êîøè ⇒ ∃c ∈ [a, b], ò.÷.
f(c) − γ = 0, ò.å. f(c) = γ. Åñëè æå γ ñîâïàäàåò ëèáî ñ α, ëèáî ñ β,
òî â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâåííî a èëè b.

Ñëåäñòâèå. Íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà � îòðåçîê, ò.å. åñëè
f ∈ C[a, b], òî f([a, b]) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåì Âåéåðøòðàññà II è
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î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíûì
îáðàçîì îòðåçêà [a, b] áóäåò îòðåçîê [ inf

[a,b]
f(x), sup

[a,b]

f(x)].

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî îáðàòèòü: èç òîãî, ÷òî ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòðå-
çîê ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, íî ïðè óñëîâèè,
÷òî îíà ìîíîòîííà.

Òåîðåìà 5(êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè). Ïóñòü f ìîíîòîííà íà [a, b]. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû f ∈
C[a, b] íåîáõîäìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f([a, b]) áûë îòðåçêîì (ñ êîí-
öàìè f(a) è f(b)), ò.å. ÷òîáû ∀γ èç îòðåçêà ñ êîíöàìè f(a) è f(b)
∃c ∈ [a, b], ò.÷. f(c) = γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñîäåðæèòñÿ â ïðèâåäåí-
íîì âûøå ñëåäñòâèè.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑. Â ýòîì
ñëó÷àå â ñèëó óñëîâèé f([a, b]) = [f(a), f(b)]. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, ò.å. ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ⇒ ó f ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàç-
ðûâà c. Ïóñòü c ∈ (a, b). Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
∃f(c−0), f(c+0), à òàê êàê c � òî÷êà ðàçðûâà, òî f(c−0) < f(c+0)
è f(c− 0) ≤ f(c) ≤ f(c+ 0). Ïîñêîëüêó f ↑, òî

∀x ∈ [a, c) : f(x) ≤ sup
[a,c)

f = f(c− 0),

à
∀x ∈ (c, b] : f(x) ≥ inf

(c,b]
f = f(c+ 0).

Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ [a, c)
⋃
(c, b] ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) /∈ (f(c−0), f(c+

0)). Ïîýòîìó äëÿ ∀γ ∈ (f(c − 0), f(c + 0)), γ ̸= f(c), íå ñóùåñòâóåò
x ∈ [a, b] òàêîãî, ÷òîáû f(x) = γ. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì
òåîðåìû î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[f(a), f(b)].

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ òî÷êè ðàçðûâà ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà
ôóíêöèÿ f íå ïðèìåò íè îäíîãî çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (f(a), f(a +
0)), åñëè c = a, è èç èíòåðâàëà (f(b − 0), f(b)), åñëè c = b. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè

Ëåììà 1. Ïóñòü f : E → R, E ⊂ R, f(E) = D è f ñòðîãî
ìîíîòîííà íà E. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1: D →
E, èìåþùàÿ òîò æå õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè, ÷òî è ôóíêöèÿ f .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑↑ è
x1 ̸= x2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà E. Òîãäà ëèáî x1 < x2 è
f(x1) < f(x2), ëèáî x1 > x2 è f(x1) > f(x2) ⇒ f(x1) ̸= f(x2), åñëè
x1 ̸= x2 ⇒ f � èíúåêöèÿ, à òàê êàê D = f(E), òî f � áèåêöèÿ E íà
D ⇒ ∃f−1.

Äîêàæåì, ÷òî f−1 ↑↑ íà D. Ïóñòü y1 < y2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè
èç D, x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2). Åñëè áû x1 = x2, òî y1 = f(x1) =
f(x2) = y2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó y1 è y2. Åñëè áû x1 > x2,
òî â ñèëó f ↑↑: y1 = f(x1) > f(x2) = y2, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 < x2. Ïîñêîëüêó y1 è y2 âûáðàíû
ïðîèçâîëüíî, òî ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6(î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè). Åñëè
ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå f([a, b]).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑↑.
Ïîñêîëüêó f ∈ C[a, b], òî ìíîæåñòâî f([a, b]) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì,
à òàê êàê f ↑↑, òî f([a, b]) = [f(a), f(b)]. Ïî ëåììå 1 íà îòðåçêå
[f(a), f(b)] îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1. Òàê êàê f−1 ↑↑ è
f−1([f(a), f(b)]) = [a, b], òî íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ íåïðåðûâíîñòè
ìîíîòîííîé ôóíêöèè f−1 ∈ C[f(a), f(b)]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè f íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå
(a, b), òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè
A = inf(a,b) f(x) è B = sup(a,b) f(x) (A ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ðàâíî −∞,
B ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ðàâíî +∞). Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ f−1 íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (A,B). Ïóñòü äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè f ↑↑ íà (a, b). Çàôèêñèðóåì y ∈ (A,B) è ïîñòðîèì îòðåçîê
[A′, B′] ⊂ (A,B), ò.÷. y ∈ (A′, B′) (íàïðèìåð, åñëè A è B êîíå÷íû, òî

îòðåçîê [A − d

2
, B − d

2
], ãäå d

.
= min(y − A,B − y) îáëàäàåò óêàçàííûìè

ñâîéñòâàìè). Ïîëîæèì a′ = f−1(A′), b′ = f−1(B′). Òîãäà [a′, b′] ⊂ (a, b) è
ïîòîìó f ∈ C[a′, b′]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè îáðàò-
íîé ôóíêöèè f−1 ∈ C[A′, B′] Çíà÷èò, f−1 ∈ C(y). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
òî÷êè y óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Äëÿ ñòðîãî óáûâàþùèõ ôóíêöèé ðàññóæ-
äåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Çàìå÷àíèå 5. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ìîæåò è íå áûòü íåïðåðûâíîé. Ïóñòü
f çàäàíà íà E = [0, 1)

⋃
[2, 3] ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x) = x íà [0, 1) è

f(x) = 4 − x íà [2, 3]. Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà E, ó íåå ñóùåñòâó-
åò îáðàòíàÿ f−1, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè f−1(y) = y íà [0, 1) è
f−1(y) = 4−y íà [1, 2], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà.
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ËÅÊÖÈß 15

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü f : E → R, E ⊂ R.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæå-

ñòâå E, åñëè ∀ ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x′ , x′′ ∈ E, |x′ − x′′| < δ:
|f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E, åñëè ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷.
∀x′ ∈ E è ∀x′′ ∈ U(x′, δ)

⋂
E: f(x′′) ∈ V (f(x′), ε). Ýòà çàïèñü îçíà-

÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x′ ∈ E (ñëåäîâàòåëü-
íî, ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå, íåïðåðûâíà
íà íåì), ïðè÷åì âûáîð δ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ε è íå çàâèñèò îò
òî÷êè x′.

Òî, ÷òî δ ìîæíî âûáðàòü îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ òî÷åê ìíîæå-
ñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ "îäèíàêîâî", "â ðàâíîé ìåðå" íåïðåðûâ-
íà â òî÷êàõ äàííîãî ìíîæåñòâà. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ââåäåíèå òåðìèíà
"ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü".

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è íà ëþáîì åãî ïîäìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 1(Êàíòîð). Åñëè f ∈ C[a, b], òî f ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà [a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü f ∈ C[a, b],
íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b], ò.å. ∃ε0 > 0, ÷òî ∀δ > 0
∃x′δ , x′′δ ∈ [a, b], |x′δ−x′′δ | < δ, íî |f(x′δ)−f(x′′δ )| ≥ ε0. Âîçüìåì δn = 1/n,
n = 1, 2, . . . ⇒ ∃x′n , x′′n ∈ [a, b], |x′n − x′′n| < 1/n, à |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε0.
Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x′n) òî÷åê îòðåçêà [a, b] âûäåëèì (ïî òåî-
ðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà) ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x′nk

→ c ∈ [a, b]. Òîãäà è x′′nk
→ c. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

x′nk
− 1/nk < x′′nk

< x′nk
+ 1/nk è ëåììû î çàæàòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ⇒ â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f íà [a, b]: limk→+∞ f(x′nk
) =

limk→+∞ f(x′′nk
) = f(c) ⇒ limk→+∞(f(x′nk

)− f(x′′nk
)) = 0, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò íåðàâåíñòâó |f(x′nk
)− f(x′′nk

)| ≥ ε0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåðû.

1. f(x) = x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R Ïóñòü x′, x′′ òàêîâû, ÷òî
|x′ − x′′| < δ. Òîãäà |f(x′) − f(x′′)| = |x′ − x′′| < δ ⇒ íåðàâåíñòâî |f(x′) −
f(x′′)| < ε áóäåò âûïîëíåíî, åñëè âçÿòü δ ∈ (0, ε] ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,
íàïðèìåð, δ

.
= ε.
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2. f(x) = sin(1/x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (0, 1),
õîòÿ îíà íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå (íåïðåðûâíîñòü ñèíóñà è 1/x

áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì òî÷êè
x′n = 1/(πn) è x′′n = 1/(π/2 + 2πn), n ∈ N. Òîãäà |x′n − x′′n| < 1/(πn) è
| sin(1/x′n)− sin(1/x′′n)| = 1 ⇒ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (0, 1), òàê êàê äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèå
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà (0, 1).

Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ìíîãî÷ëåíû è ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
1) Ôóíêöèÿ f(x) = c ∀x ∈ R íåïðåðûâíà íà R, òàê êàê ∀a ∈ R

ñóùåñòâóåò limx→a f(x) = c = f(a) (ñì. òåîðåìó 2 ëåêöèè 9).
2) Ôóíêöèÿ g(x) = x íåïðåðûâíà íà R. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñè-

ðóåì a ∈ R è ε > 0. Ïóñòü |x−a| < δ. Òîãäà |f(x)−f(a)| = |x−a| < δ.
Ïîýòîìó åñëè ïîëîæèòü δ

.
= ε, òî ∀x ∈ R, ò.÷. |x−a| < δ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |f(x)− f(a)| < ε. Çíà÷èò, f ∈ C(a).
3) Ôóíêöèÿ h(x) = xk = x · . . . · x︸ ︷︷ ︸

k

(k = 2, 3, . . .) íåïðåðûâíà â

∀a ∈ R êàê êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
4) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîãî÷ëåí Pn(x) = anx

n +
an−1x

n−1 + · · · + a0 (an ̸= 0) íåïðåðûâåí âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé
ïðÿìîé êàê êîíå÷íàÿ ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

5) Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(x) = Pn(x)/Qm(x), ãäå Pn(x) è
Qm(x) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n è m ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíà âî
âñåõ òî÷êàõ R, ãäå Q(x) ̸= 0 êàê îòíîøåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
1) Ôóíêöèÿ sinx íåïðåðûâíà íà R. Ïóñòü a ∈ R � ïðîçâîëüíîå.

Âîçüìåì ëþáîå ÷èñëî x, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó |x− a| < δ, è
îöåíèì

| sinx− sin a| = 2| sin((x− a)/2) cos((x+ a)/2)| ≤ 2| sin((x− a)/2)| ≤

|x− a| < δ

(áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî | sin t| ≤ |t|, t ∈ R, êîòîðîå áóäåò
äîêàçàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Çàäàäèì ε > 0. Åñëè âûáðàòü δ

.
= ε,

òî ∀x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |x−a| < δ, áóäåì èìåòü
| sinx− sin a| < ε ⇒ sinx ∈ C(R).
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2) Ôóíêöèÿ cosx ∈ C(R), òàê êàê ∀a ∈ R: limx→a cosx =
limx→a sin(π/2 − x) = sin(π/2 − a) = cos a ( âîñïîëüçîâàëèñü íåïðå-
ðûâíîñòüþ êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé sinx è ìíîãî÷ëåíà
π/2− x).

3) Ôóíêöèÿ tgx = sinx/ cosx íåïðåðûâíà êàê ÷àñòíîå äâóõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ cosx ̸= 0.

4) Ôóíêöèÿ ctgx = cosx/ sinx íåïðåðûâíà êàê ÷àñòíîå äâóõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ sinx ̸= 0.

Ôóíêöèÿ f(x) = ax, a > 0.
Ïîñêîëüêó ïðè a = 1 è ∀x ∈ R ax = 1, òî â äàëüíåéøåì ôóíêöèÿ

ax áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïðè a ̸= 1 è íàçûâàòüñÿ ïîêàçà-
òåëüíîé, èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé, ôóíêöèåé.

Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ax

è äîêàçàòåëüñòâå åå îñíîâíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñò-
íûìè. Òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ýòîé
ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Âûÿñíèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè ax ïðè x → −∞ è x → +∞. Ïîêà-
æåì, ÷òî äëÿ a > 1: limx→+∞ ax = +∞, limx→−∞ ax = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó ax ↑↑, òî ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè îáà íàïèñàííûõ ïðåäåëà ñóùåñòâóþò. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xn = n, n ∈ N. Òîãäà xn → +∞ ïðè n→ +∞. Ïîýòîìó ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïî Ãåéíå limx→+∞ ax = limn→+∞ an = +∞
(ñì. ëåêöèþ 6). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî ïðåäåëà âîçüìåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü yn = −n: limx→−∞ ax = limn→+∞ a−n = 0.

Ïðè 0 < a < 1: limx→+∞ ax = 0, limx→−∞ ax = +∞. Ýòîò ñëó÷àé
ñëåäóåò èç ðàññìîòðåííîãî â ñèëó ñâÿçè ìåæäó áåñêîíå÷íî ìàëûìè
è áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ôóíêöèÿìè, òàê êàê ax = (1/b)x = 1/bx, ãäå
b = 1/a > 1.

Îáðàòíûå ôóíêöèè
1) Ôóíêöèÿ f(y) = y

1
k = k

√
y, y ≥ 0, äëÿ k = 2, 3, . . . îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê íåïðåðûâíîé, ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà
[0,+∞) ôóíêöèè xk. Ïîýòîìó k

√
y ↑↑. Ïîêàæåì, ÷òî k

√
y íåïðåðûâíà

íà [0,+∞). Äåéñòâèòåëüíî, xk ∈ C[0, a] ∀a > 0 ⇒ ïî òåîðåìå î íåïðå-
ðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè k

√
y ∈ C[0, ak] ∀a > 0 ⇒ k

√
y ∈ C[0,+∞).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f â íóëå: limy→0+0
k
√
y = 0. Òàê êàê äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî a > 0: sup[0,ak]
k
√
y = a→ +∞ ïðè a→ +∞, òî ôóíê-

öèÿ k
√
y áóäåò íåîãðàíè÷åííîé íà [0,+∞). Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå

ìîíîòîííîé ôóíêöèè limy→+∞ k
√
y = sup[0,+∞)

k
√
y = +∞.

Åñëè k íå÷åòíî, òî ôóíêöèÿ xk ñòðîãî âîçðàñòàåò íà R. Ïîýòîìó
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äëÿ òàêèõ k ôóíêöèþ xk ìîæíî îáðàòèòü è íà âñåì R. Îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì y1/k = k

√
y,

÷òî è ðàíåå. Îíà áóäåò íåïðåðûâíîé óæå íà (−∞,+∞).
2) Ôóíêöèÿ g(y) = loga y, a > 0, a ̸= 1, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíàÿ

ê ñòðîãî ìîíîòîííîé è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = ax. Äëÿ ∀r > 0
ôóíêöèÿ ax ∈ C[−r, r] ⇒ loga y íåïðåðûâåí íà îòðåçêå ñ êîíöàìè
a−r è ar ∀r > 0 ⇒ loga y ∈ C(0,+∞).

Äàëåå, ïðè a > 1: sup[a−r,ar] loga y = r → +∞, inf [a−r,ar] loga y =
−r → −∞ ïðè r → +∞. Ïîýòîìó limy→0+0 loga y = −∞,
limy→+∞ loga y = +∞. Òî÷íî òàêæå ïðè 0 < a < 1 ïîëó÷àåì, ÷òî
limy→0+0 loga y = +∞, limy→+∞ loga y = −∞.

3) Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè arc cosx, arc sinx, arctgx è arcctgx íåïðåðûâíû â ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ h(x) = xp, p ∈ R, x > 0, îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì xp
.
= eplnx. Îíà íåïðåðûâíà ïðè x > 0 êàê êîìïîçèöèÿ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y = et è t = plnx.
Ïðè ∀p > 0 ∃ limx→0+0 x

p = limx→0+0 e
plnx = 0. Ïîýòîìó, ïîëî-

æèâ ïî îïðåäåëåíèþ h(0) = 0p
.
= 0, ïîëó÷èì, ÷òî òàê äîîïðåäåëåí-

íàÿ â íóëå ôóíêöèÿ xp áóäåò íåïðåðûâíà íà [0,+∞). Ïðè òåõ æå p:
limx→+∞ xp = limx→+∞ eplnx = +∞.

Äëÿ ∀p < 0 limx→0+0 x
p = limx→0+0 e

plnx = +∞, à limx→+∞ xp =
limx→+∞ eplnx = 0.

Íåïðåðûâíûìè áóäóò è ëþáûå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç ýòèõ
ôóíêöèé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå àðèôìåòè÷å-
ñêèõ äåéñòâèé è îïåðàöèé êîìïîçèöèè.
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ËÅÊÖÈß 16

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

I. Ïîêàæåì, ÷òî limx→0
sin x
x = 1.

Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü.
Ïóñòü A � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ îñüþ Ox, B �
òî÷êà îêðóæíîñòè, ò.÷. ÂOB = x, 0 < x < π/2. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè Ox è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A. Îáîçíà÷èì
÷åðåç C òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ OB ñ ýòèì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 < S△AOB < Sñåê.AOB < S△AOC

(Sñåê.AOB � ïëîùàäü ñåêòîðà AOB îêðóæíîñòè), ò.å.

0 <
1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tgx ⇔ 0 < sinx < x < tgx.

Èç íåðàâåíñòâ sinx < x è x < tgx =
sinx

cosx
âûòåêàåò, ÷òî

sinx

x
< 1 è

sinx

x
> cosx. Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

cosx <
sinx

x
< 1 ïðè x ∈ (0, π/2).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè
sinx

x
, cosx è 1 � ÷åòíûå, òî ïîñëåäíåå íåðà-

âåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ x ∈ (−π/2, 0). Äàëåå, cosx íåïðåðûâåí â
íóëå, ò.å. limx→0 cosx = cos 0 = 1. Òîãäà èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà
â ñèëó ëåììû î çàæàòîé ôóíêöèè ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Â õîäå âû÷èñëåíèé áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî 0 <
sinx

x
< 1, åñëè x ∈ (−π/2, 0)

⋃
(0, π/2) ⇒ ∀x ∈ (−π/2, π/2): | sinx| ≤ |x|.

Åñëè |x| ≥ π/2, òî íåðàâåíñòâî | sinx| < |x| î÷åâèäíî, òàê êàê π/2 > 1, à
| sinx| ≤ 1 ∀x. Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ R: | sinx| ≤ |x|.

Ïðèìåðû.

1. limx→0
tgx

x
= limx→0

sinx

x

1

cosx
= limx→0

sin x
x

· limx→0
1

cos x
= 1.

2. limx→0
arcsinx

x

x=sin y
= limy→0

y

sin y
= 1.

II) Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà limx→0(1+x)
1/x = limx→∞(1+1/x)x =

e.
Ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî e =

limn→+∞(1 + 1/n)n (ñì. ëåêöèþ 7).
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Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî limx→+∞(1 + 1/x)x = e. Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå x ≥ 1 è íàéäåì k ∈ N, ò.÷. k ≤ x < k + 1. Èç ñîîáðàæåíèé
ìîíîòîííîñòè èìååì(

1 +
1

k + 1

)k

≤
(
1 +

1

k + 1

)x

<

(
1 +

1

x

)x

≤

(
1 +

1

k

)x

<

(
1 +

1

k

)k+1

.

Çàìåòèì, ÷òî

lim
k→+∞

(
1 +

1

k + 1

)k

= lim
k→+∞

(
1 +

1

k + 1

)k+1(
1 +

1

k + 1

)−1

= e

è

lim
k→+∞

(
1 +

1

k

)k+1

= lim
k→+∞

(
1 +

1

k

)k (
1 +

1

k

)
= e.

Ïîýòîìó ∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε: (1 + 1/(k+1))k, (1 + 1/k)k+1 ∈
V (e, ε) ⇒ ∀x > kε +1: (1+ 1/x)x ∈ V (e, ε), ÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî
limx→+∞(1 + 1/x)x = e.

Äàëåå,

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→−∞

(
x

x+ 1

)−x

= lim
x→−∞

(
1 +

1

−x− 1

)−x

=

lim
x→−∞

(
1 +

1

−x− 1

)−x−1(
1 +

1

−x− 1

)
y=−x−1

=

lim
y→+∞

(
1 +

1

y

)y

= e.

Èç òîãî, ÷òî limx→+∞(1+1/x)x = limx→−∞(1+1/x)x = e ñëåäóåò,
÷òî limx→∞(1 + 1/x)x = e.

Íàêîíåö, limx→0(1 + x)1/x
x=1/y
= limy→∞(y + 1/y)y = e.

III. Äîêàæåì, ÷òî limx→0
ln(1+x)

x = 1.
Â ñàìîì äåëå, limx→0 ln(1 + x)/x = limx→0 ln(1 + x)1/x =

ln(limx→0(1 + x)1/x) = lne = 1 (âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé î ïðåäåëå
êîìïîçèöèè, íåïðåðûâíîñòüþ ëîãàðèôìà è II).

III'. limx→0 loga(1 + x)/x = limx→0 ln(1 + x)/(xlna) = 1/lna.
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IV. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî limx→0
ex−1
x = 1.

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé y = ex−1 ⇔ x = ln(1+y) â äàííîì
ïðåäåëå: limx→0(e

x − 1)/x = limy→0 y/ln(1 + y) = 1.
IV' limx→0

ax−1
x = lna.

Äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è IV ñ ó÷åòîì III'.

Ñðàâíåíèå ôóíêöèé: "Î"�ñèìâîëèêà, ýêâèâàëåíòíûå
ôóíêöèè

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ g: E → R, E ⊂ R è a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà E (òî÷êà a ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé).

Ñèìâîëîì o(g(x)) (÷èòàåòñÿ "î ìàëîå îò g(x)") ïðè x → a îáî-
çíà÷àåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèè, èìåþùàÿ âèä α(x)g(x), ãäå α(x) � ïðî-
èçâîëüíàÿ áìô ïðè x → a. Òàêèì îáðàçîì, φ(x) = o(g(x)) (x → a),
åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → a ôóíêöèÿ β(x), ò.÷.
φ(x) = β(x)g(x). Åñëè g(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → a ôóíêöèÿ
è f(x) = o(g(x)) ïðè x → a, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèåé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì g.

Åñëè g(x) = 1 íà ìíîæåñòâå E, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áìô α(x)
ïðîèçâåäåíèå α(x)·1 = α(x), ò.å. ñèìâîë "î ìàëîå îò åäèíèöû" � o(1)
� ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè
x→ a ôóíêöèè.

Ñèìâîëîì O(g(x)) (÷èòàåòñÿ "Î áîëüøîå îò g(x)") ïðè x → a
îáîçíà÷àåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(x), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò îêðåñò-
íîñòü U(a) è ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêèå, ÷òî â ∀x ∈ U(a)

⋂
E ýòà ôóíê-

öèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò C|g(x)|. Òàêèì îáðà-
çîì, h(x) = O(g(x)) (x → a), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(a) è
ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêèå, ÷òî ∀x ∈ U(a)

⋂
E: |h(x)| ≤ C|g(x)| (âûáîð

îêðåñòíîñòè U(a) è êîíñòàíòû C çàâèñèò îò ôóíêöèè h).
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî g(x) ̸= 0 íà E

f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a ⇔ ∃ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0,

f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a ⇔ ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
îãðàíè÷åíà ïðè x→ a.

Çàìå÷àíèå. Åñëè lim
x→a

f(x)
g(x)

= k, òî f(x) = O(g(x)) ïðè x → a, èáî

ôóíêöèÿ f(x)
g(x)

îãðàíè÷åíà ïðè x → a êàê ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðåäåë â
ýòîé òî÷êå.

88



Åñëè lim
x→a

f(x)
g(x)

= k ̸= 0, òî êàê f(x) = O(g(x)), òàê è g(x) = O(f(x))

ïðè x→ a. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî g(x) = O(f(x)) ïðè x→ a. Äåéñòâèòåëüíî,
èç óñëîâèÿ è ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

x→a
| g(x)
f(x)

| = 1/|k| ⇒
g(x) = O(f(x)) ïðè x→ a.

Îïðåäåëåíèå. f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a, åñëè f(x) = ψ(x)g(x), ãäå
ôóíêöèÿ ψ(x) òàêîâà, ÷òî limx→a ψ(x) = 1.

Çàïèñü f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a ÷èòàåòñÿ òàê: "ôóíêöèÿ f ýêâèâà-
ëåíòíà ôóíêöèè g ïðè x→ a".

Åñëè g(x) ̸= 0 íà E, òî

Îïð. ⇔ ∃ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

Ïðèìåðû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ex/x = o(ex) ïðè x→ +∞, ex/x = o(ex)

è ex/x = o(1/x) ïðè x → −∞. Ïðè x → 0: sinx/x ∼ 1, tgx/x2 ∼ 1/x,
x ∼ sinx ∼ tgx ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1 .

Òåîðåìà 1. f(x) ∼ g(x) (x→ a) ⇔ f(x) = g(x) + o(g(x)) (x→ a).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì f ∼ g (x → a) ⇔ f(x) =

ψ(x)g(x), ãäå limx→a ψ(x) = 1, ò.å. ψ(x) = 1 + o(1) ïðè x → a ⇔
f(x) = (1 + o(1))g(x) = g(x) + o(1)g(x) = g(x) + o(g(x)). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè f1(x) ∼ f(x), òî ïðåäåëû limx→a f(x)g(x) è
limx→a f1(x)g(x) ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî.
Åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, òî îíè ðàâíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ f1(x) =
ψ(x)f(x), ãäå limx→a ψ(x) = 1. Ïóñòü ∃ limx→a f(x)g(x) ⇒
limx→a f1(x)g(x) = limx→a f(x)ψ(x)g(x) = limx→a(f(x)g(x))ψ(x) =
limx→a f(x)g(x) limx→a ψ(x) = limx→a f(x)g(x).

Îáðàòíî: åñëè ∃ limx→a f1(x)g(x), òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ f(x)g(x) =
f1(x)g(x) ·1/ψ(x) â ñèëó òîãî, ÷òî limx→a 1/ψ(x) = 1 âûòåêàåò ðàâåí-
ñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäåëîâ.

Åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò, òî è äðóãîé íå ñóùåñòâóåò,
èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâîâàë áû èñõîäíûé
ïðåäåë. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ îò
ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé çàìåíÿòü ñîìíîæèòåëè íà ýêâèâàëåíòíûå
ôóíêöèè.
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ËÅÊÖÈß 17

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0), x0 ∈
R. Òîãäà ôóíêöèÿ (f(x) − f(x0))/(x − x0) îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè U̇(x0) òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäåë limx→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
, åñëè îí ñóùå-

ñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà-
÷àåòñÿ f ′(x0).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäåë â îïðåäåëåíèè áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó
U̇(x0).

Ïðèìåð. Åñëè f(x) = c íà (α, β), òî ∀x0 ∈ (α, β): f ′(x0) = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, ôóíêöèÿ (f(x)−f(x0))/(x−x0) îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè U̇(x0, r), ãäå r = min(x0−α, β−x0). Òàê êàê (f(x)−f(x0))/(x−x0) = 0

â U̇(x0, r), òî f ′(x0) = 0.
Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ ∆x = x − x0, ∆f = ∆f(x0) = f(x) −

f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0), òî

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
.

(ïðåäåë áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ∆x ̸= 0, òî÷íåå ïî ìíîæåñòâó ∆x, ò.÷.
x0 +∆x ∈ U̇(x0)).

Åñëè ïðåäåë â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ðàâåí −∞, +∞ èëè ∞,
òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëåâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçû-
âàþò f ′l (x0)

.
= lim∆x→0−0 ∆f(x0)/∆x. Ïðàâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f â òî÷êå x0 íàçûâàþò f ′r(x0)
.
= lim∆x→0+0 ∆f(x0)/∆x.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∃ f ′(x0) ⇔ ∃ f ′l (x0), f ′r(x0) è f ′l (x0) = f ′r(x0).

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü f : U(x0) → R.
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â

òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî A, ò.÷. â ïðåäñòàâëåíèè ïðèðà-
ùåíèÿ â òî÷êå x0

∆f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0) = A∆x+ α(∆x)∆x,
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ôóíêöèÿ α(∆x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé ïðè ∆x→ 0.
Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðèðàùåíèå ∆x � ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû

x0 +∆x ∈ U(x0) (â ÷àñòíîñòè ìîæíî áðàòü ∆x = 0). Çíà÷èò, ôóíê-
öèÿ α(∆x) îïðåäåëåíà â íóëå. Ïîñêîëüêó ∃ lim∆x→0 α(∆x) = 0, òî
ôóíêöèÿ α(∆x) èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåïðåðûâíà â
íóëå è (ñì. ëåêöèþ 10) α(0) = lim∆x→0 α(∆x) = 0.

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ â òî÷êå x0 ôóíêöèé îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì D(x0). Çàïèñü f ∈ D(x0) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ò.å.

f ∈ D(x0) ⇔ ∃A ∈ R, ò.÷. ∆f(x0) = A∆x+ o(∆x) ïðè ∆x→ 0.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî åå ïðè-
ðàùåíèå ∆f â òî÷êå x0 êàê ôóíêöèÿ ∆x ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ∆x
ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ A∆x àðãóìåíòà ∆x íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-
àëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç ñèìâîëîâ df ,
df(x0), df |x=x0

èëè df(x0,∆x).
Èòàê, åñëè f ∈ D(x0), òî ïî îïðåäåëåíèþ

df(x0,∆x) = A∆x è ∆f(x0) = df(x0,∆x) + o(∆x) (∆x→ 0).

Òåîðåìà 1. f ∈ D(x0) ⇔ ∃f ′(x0). Ïðè ýòîì f ′(x0) = A.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ D(x0) ⇒ ∆f =

A∆x + α(∆x)∆x, α(∆x) → 0 (∆x → 0) ⇒ ïðè ∆x ̸= 0: ∆f/∆x =
A+α(∆x). Ïîñêîëüêó lim∆x→0, ∆x ̸=0 α(∆x) = lim∆x→0 α(∆x) = 0, òî
∃ lim∆x→0,∆x̸=o ∆f/∆x = A, ò.å. ∃f ′(x0) = A.

Ïóñòü ∃f ′(x0) ⇔ ïðè ∆x ̸= 0: ∆f/∆x = f ′(x0) + β(∆x), ãäå
β(∆x) → 0, åñëè∆x→ 0⇔∆f = f ′(x0)∆x+β(∆x)∆x,∆x ̸= 0. Ïîëî-
æèâ β(0) = 0, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
â òî÷êå x0 ñ A = f ′(x0). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè f(x) = x, òî f ′(x0) = limx→x0
(f(x) − f(x0))/(x − x0) =

limx→x0
(x − x0)/(x − x0) = 1 ∀x0 ∈ R ⇒ df ≡ dx = 1 · ∆x, ò.å.

äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0
ñîâïàäàåò ñ ïðèðàùåíèåì ∆x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x â ýòîé òî÷-
êå. Ïîýòîìó äëÿ ñèììåòðèè çàïèñè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â îïðå-
äåëåíèè äèôôåðåíöèàëà çàìåíÿþò íà dx: df = Adx. Îòìåòèì, ÷òî
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ Adx îïðåäåëåíà óæå äëÿ ∀dx ∈ R, à íå òîëüêî
äëÿ dx òàêèõ, ÷òî x0 + dx ∈ U(x0).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè èìååò âèä
df(x0) = f ′(x0)dx. Ñòàëî áûòü, f ′(x0) = df(x0)/dx.
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Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ D(x0), òî f ∈ C(x0), ò.å. D(x0) ⊂ C(x0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ D(x0) ⇒ ∆f(x0) =

f ′(x0)(∆x) + o(∆x) (∆x → 0) ⇒ lim∆x→0 ∆f(x0) = 0, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå x0 (ñì. ëåêöèþ 12).

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ
f(x) = |x| ∈ C(0) êàê ìîäóëü îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, íî íå äèôôå-
ðåíöèðóåìà â 0. Äåéñòâèòåëüíî,

f ′
l (0) = lim

x→0−0
(|x| − 0)/x = lim

x→0−0
(−x)/x = −1,

à
f ′
r(0) = lim

x→0+0
(x− 0)/x = 1.

Ïîýòîìó f /∈ D(0).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà.

Îïðåäåëèìñÿ, ÷òî ïîíèìàòü ïîä êðèâîé. Áóäåì èñõîäèòü èç ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé: ìíîæåñòâî Γ ⊂ R2 íàçîâåì (íåïðåðûâ-
íîé) êðèâîé íà ïëîñêîñòè, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé
(íåïðåðûâíîé) ôóíêöèè, çàäàííîé íà íåêîòîðîì îòðåçêå, ò.å. åñëè
∃[a, b] ∈ R, ∃f : [a, b] → R, f ∈ C[a, b], ò.÷. Γ = {(x, f(x))| x ∈ [a, b]}. Â
ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ Γ çàäàíà óðàâíåíèåì y = f(x)
èëè, ïðîñòî, ÷òî çàäàíà êðèâàÿ y = f(x).

Îïðåäåëèì êàñàòåëüíóþ â òî÷êå ê äàííîé êðèâîé. Ïóñòü f :
[a, b] → R à M0(x0, f(x0)) è M(x0 +∆x, f(x0 +∆x)) � òî÷êè êðèâîé
y = f(x). Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè M0 è M ïðÿìóþ. Îíà íàçûâàåòñÿ
ñåêóùåé. Óãëîâîé êîýôèöèåíò ñåêóùåé k(∆x) = ∆f/∆x.

Îïðåäåëåíèå 4. Êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå M0

íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0, òàêàÿ, ÷òî åå
óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ðàâåí ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0 óãëîâûõ êîýôôè-
öèåíòîâ k(∆x) ñåêóùèõ.

Â ýòîì ñìûñëå ãîâîðÿò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ åñòü ïðåäåëüíîå ïîëîæå-
íèå ñåêóùèõ.

Èòàê, ó êðèâîé ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå x0 ⇔
∃ lim∆x→0 ∆f/∆x = f ′(x0) (åñëè x0 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç êîíöåâûõ
òî÷åê, òî ïîä ïðîèçâîäíîé ïîíèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîñòîðîí-
íÿÿ ïðîèçâîäíàÿ). Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: ÷èñëî f ′(x0) åñòü òàíãåíñ óã-
ëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå (x0, f(x0)).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà: ïåðåíåñåì f(x0) â óðàâ-
íåíèè êàñàòåëüíîé íàëåâî, òîãäà

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) = df(x0),

ò.å. äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû êàñàòåëü-
íîé.

Åñëè lim∆x→0 k(∆x) = ∞ (ñî çíàêîì èëè áåç), òî êàñàòåëüíîé íà-
çûâàåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì x = x0. Òàêèì îáðàçîì,
êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíà, åñëè f ′(x0) áåñêîíå÷íà.

Ïðèìåð. Åñëè f(x) =
√

|x|, òî f ′(0) = ∞, åñëè g(x) = 3
√
x, òî g′(0) =

+∞.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: åñëè s = s(t) � äëèíà ïóòè,

ïðîéäåííîãî òåëîì çà âðåìÿ t, òî ∆s = s(t0 + ∆t) − s(t0) � äëèíà
ïóòè, ïðîéäåííîãî çà âðåìÿ ∆t, v = ∆s/∆t � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ íà ïóòè∆s, à lim∆t→0 ∆s/∆t = v(t0)� ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò
âðåìåíè t0 (ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü), ò.å. v(t0) = lim∆t→0 v = s′(t0).

Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà

Âû÷èñëåíèå (âçÿòèå) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3(ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ). Ïóñòü f , g:
U(x0) → R, f , g ∈ D(x0). Òîãäà

1) f ± g ∈ D(x0) è (f ± g)′ = f ′ ± g′;
2) ∀λ ∈ R ôóíêöèÿ λf ∈ D(x0) è (λf)′ = λf ′;
3) fg ∈ D(x0) è (fg)′ = f ′g + fg′ (ôîðìóëà Ëåéáíèöà);
4) åñëè g(x0) ̸= 0, òî (f/g) ∈ D(x0) è (f/g)′ = (f ′g − fg′)/g2

(çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è ïðîèçâîäíûõ áåðóòñÿ â òî÷êå x0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Òàê êàê

∆(f + g) = (f + g)(x0 +∆x)− (f + g)(x0) =

= f(x0 +∆x) + g(x0 +∆x)− f(x0)− g(x0) = ∆f +∆g,

òî

(f + g)′(x0) = lim
∆x→0

∆(f + g)

∆x
= lim

∆x→0

∆f +∆g

∆x
=

= lim
∆x→0

∆f

∆x
+ lim

∆x→0

∆g

∆x
= f ′(x0) + g′(x0)
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(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèå ñóùåñòâóþò). Äëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé äîêà-
çàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

2. Ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà ïðåäåëà, ò.ê. ∆(λf) =
λ∆f .

3. Èìååì

∆(fg) = (fg)(x0+∆x)−(fg)(x0) = f(x0+∆x)g(x0+∆x)−f(x0)g(x0) =

= (f(x0 +∆x)− f(x0) + f(x0))g(x0 +∆x)− f(x0)g(x0) =

∆f · g(x0 +∆x) + f(x0)∆g.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g ∈ C(x0) êàê äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ýòîé òî÷êå ôóíê-
öèÿ, ñîãëàñíî àðèôìåòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïðåäåëà ôóíêöèè èìååì

lim
∆x→0

∆(fg)

∆x
= lim

∆x→0

∆f

∆x
g(x0 +∆x) + lim

∆x→0
f(x0)

∆g

∆x
=

= f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0).

4. Ïî óñëîâèþ g(x0) ̸= 0 è g ∈ C(x0) êàê ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ïî ëåììå î çíàêå ∃U(x0, δ0), â êîòîðîé
g(x) ̸= 0. Ïîýòîìó ∀∆x ̸= 0, ò.÷. x0 + ∆x ∈ U(x0, δ0), èìååò ñìûñë
∆f/∆g. Äàëåå,

∆

(
f

g

)
=

(
f

g

)
(x0 +∆x)−

(
f

g

)
(x0) =

f(x0 +∆x)

g(x0 +∆x)
− f(x0)

g(x0)
=

=
(f(x0 +∆x)− f(x0) + f(x0))g(x0)− g(x0 +∆x)f(x0)

g(x0 +∆x)g(x0)
=

∆f · g(x0)− f(x0)∆g

g(x0 +∆x)g(x0)
.

Äåëÿ íà ∆x ̸= 0 îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïåðåõîäÿ ïîñëå ýòîãî
ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷àåì â ñèëó àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðåäåëà ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 4. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëó÷åíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïðåäåëåíèå äèôôå-
ðåíöèàëà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ:

â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1
1) d(f ± g) = df ± dg;
2) d(f · g) = df · g + f · dg, â ÷àñòíîñòè, ∀λ ∈ R: d(λf) = λdf ;
3) d(f/g) = (df · g − f · dg)/g2
(çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëîâ áåðóòñÿ â òî÷êå x0).
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ËÅÊÖÈß 18

Òåîðåìà 1(ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (öåïíîå ïðàâè-
ëî)). Ïóñòü f : U(x0) → V (y0), y0 = f(x0), g: V (y0) → R, f ∈ D(x0),
g ∈ D(y0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) ∈
D(x0) è

ψ′(x0) = (g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) = g′(y0)f

′(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê g ∈ D(y0), òî ∀∆y, ò.÷.
y0 +∆y ∈ V (y0)

g(y0 +∆y)− g(y0) = g′(y0)∆y + α(∆y)∆y,

ãäå α(∆y) → 0 ïðè ∆y → 0 è α(0) = 0.
Â ÷àñòíîñòè äëÿ ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0) = ∆f

g(y0 +∆y)− g(y0) = g(f(x0 +∆x))− g(f(x0)) = g′(y0)∆f +α(∆f)∆f.

Íî g(f(x0 +∆x))− g(f(x0)) = ∆ψ. Ïîýòîìó

∆ψ = g′(y0)∆f + α(∆f)∆f

è, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà ∆x ̸= 0, ïîëó÷èì,
÷òî

∆ψ

∆x
= g′(y0)

∆f

∆x
+ α(∆f)

∆f

∆x
.

Ïî óñëîâèþ f ∈ D(x0). Çíà÷èò, f ∈ C(x0) ⇒ lim∆x→0 ∆f = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè lim∆x→0 α(∆f) =
α(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû îáîèõ ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåíñòâà: ïðåäåë ïåðâîãî ñëàãàå-
ìîãî ðàâåí g′(y0)f ′(x0), à âòîðîãî � íóëþ. Ïîýòîìó ïåðåõîäÿ â ýòîì
ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå (èíâàðèàíòíîñòü äèôôåðåíöèàëà). Â óñëîâèÿõ
òåîðåìû d(g(f)) = g′df .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà
è öåïíîìó ïðàâèëó

d(g(f))(x0) = (g ◦ f)′(x0)dx = g′(y0)f
′(x0)dx = g′(y0)df(x0),

ò.å. d(g(f)) = g′df .
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Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà çàïèñè äèôôåðåíöèàëà èìå-
åò îäèí è òîò æå âèä íåçàâèñèìî îò òîãî ÿâëÿåòñÿ ëè àðãóìåíò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôóíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé: â îáîèõ
ñëó÷àÿõ äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè íà äèôôåðåíöèàë àðãóìåíòà.

Òåîðåìà 2(ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü f ∈
C(U(x0)), f ñòðîãî ìîíîòîííà â U(x0) è ∃f ′(x0) ̸= 0. Òîãäà îá-
ðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå y0 = f(x0) è
(f−1)′(y0) = 1/f ′(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x)
.
=

x− x0
f(x)− f(x0)

.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà, òî ôóíêöèÿ g(x) îïðåäåëåíà â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(x0). Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ f ′(x0) ̸= 0
è ñâîéñòâ ïðåäåëà (òåîðåìà 1 ëåêöèè 11)

∃ lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

x− x0
f(x)− f(x0)

= lim
x→x0

1
f(x)−f(x0)

x−x0

=
1

f ′(x0)
.

Ñíîâà èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ó íåå
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
ìîíîòîííîé (ëåììà 1 ëåêöèè 14). Ïîýòîìó f−1(y) ̸= x0 ïðè y ̸= y0.
Êðîìå òîãî, f−1 ∈ C(y0) (òåîðåìà 3 ëåêöèè 14), ò.å. limy→y0 f

−1(y) =
f−1(y0) = x0.

Ñòàëî áûòü, ïðè y ̸= y0 îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ

g(f−1(y)) =
f−1(y)− f−1(y0)

f(f−1(y))− f(f−1(y0))
=
f−1(y)− f−1(y0)

y − y0

è ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè (òåîðåìà 3 ëåêöèè 11)

∃ lim
y→y0

g(f−1(y)) = lim
x→x0

g(x) =
1

f ′(x0)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

lim
y→y0

g(f−1(y)) = lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
= (f−1)′(y0).

Çíà÷èò, ∃(f−1)′(y0) = 1/f ′(x0).
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Çàìå÷àíèÿ.

1. Óñëîâèå f ∈ C(U(x0)) ãàðàíòèðóåò (ñì. òåîðåìó 2 ëåêöèè 14), ÷òî
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü î ïðîèçâîäíîé f−1 â òî÷êå y0 è áóäóò âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïðåäåëå êîìïîçèöèè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû èëëþñòðèðóåò, êàê ìîæíî îáîñíî-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ïðåäå-
ëå êîìïîçèöèè. Ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî òàêæå, âûïîëíèâ

çàìåíó ïåðåìåííîé y = f(x) â ïðåäåëå lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
è âîñïîëüçî-

âàâøèñü çàìå÷àíèåì èç ëåêöèè 11.

Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
1. c′ = 0 (áûëî äîêàçàíî â ëåêöèè 17);
2. Äëÿ ∀n ∈ N: (xn)′ = nxn−1. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

áèíîìà Íüþòîíà, èìååì

lim
∆x→0

(x+∆x)n − xn

∆x
=

lim
∆x→0

xn + nxn−1∆x+ n(n−1)
2 (∆x)2 + . . .+ (∆x)n − xn

∆x
= nxn−1.

Äëÿ ∀n ∈ N è x ̸= 0:
(

1

xn

)′

= − n

xn+1
. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû äëÿ

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè xn è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáåé, ïîëó÷àåì,
÷òî (

1

xn

)′

=
0 · xn − nxn−1

x2n
= − n

xn+1
, ò.å. (x−n)′ = −nx−n−1.

3. (ax)′ = axlna, a > 0.
Âû÷èñëèì ñíà÷àëà (ex)′ = lim∆x→0(e

x+∆x − ex)/∆x =
ex lim∆x→0(e

∆x − 1)/∆x = ex (âîñïîëüçîâàëèñü ÷åòâåðòûì çàìå÷à-
òåëüíûì ïðåäåëîì). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè,
(ax)′ = (exlna)′ = exlna(xlna)′ = axlna.

4. (loga x)
′ = 1

xlna , a > 0, a ̸= 1.
Ïóñòü y = loga x. Òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé

ôóíêöèè (loga x)
′ = 1/(ay)′ = 1/(aylna) = 1/(xlna).

5. (xp)′ = pxp−1, x > 0, p ̸= 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, xp = eplnx ⇒ (xp)′ = (eplnx)′ = eplnx(plnx)′ =
xpp/x = pxp−1.

6. (sinx)′ = cosx.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé (sinx)′ = lim∆x→0(sin(x + ∆x) −

sinx)/∆x = lim∆x→0(2 sin(∆x/2) cos(x+∆x/2))/∆x = cosx (âîñïîëü-
çîâàëèñü ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì è íåïðåðûâíîñòüþ êîñè-
íóñà).

7. (cosx)′ = − sinx.
Äåéñòâèòåëüíî, cosx = sin(π/2−x). Ïîýòîìó (cosx)′ = (sin(π/2−

x))′ = cos(π/2− x)(π/2− x)′ = sinx · (−1) = − sinx.
8. (tgx)′ = 1/ cos2 x.
Äåéñòâèòåëüíî, (tgx)′ = (sinx/ cosx)′ = ((sinx)′ cosx −

sinx(cosx)′)/ cos2 x = (cos2 x+ sin2 x)/ cos2 x = 1/ cos2 x.
9. (ctgx)′ = −1/ sin2 x.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï. 8.
10. (arcsinx)′ = 1/

√
1− x2.

Ïóñòü y = arcsinx, x ∈ (−1, 1) ⇒ y ∈ (−π/2, π/2) ⇒ cos y > 0.
Äàëåå, ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè
(arcsinx)′ = 1/(sin y)′ = 1/ cos y = 1/

√
1− sin2 y = 1/

√
1− x2

11. (arccosx)′ = −1/
√
1− x2.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî 10.
12. (arctgx)′ = 1/(1 + x2).
Ïóñòü y = arctgx. Ïî ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíê-

öèè (arctgx)′ = 1/(tgy)′ = cos2 y = 1/(1 + tg2y) = 1/(1 + x2).
13. (arcctgx)′ = −1/(1 + x2).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï. 12.
14. (shx)′ = chx, (chx)′ = shx.
Äîêàçàòåëüñòâà ñðàçó ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ñèíóñà è êîñèíóñà: (shx)′ = ((ex − e−x)/2)′ = (ex + e−x)/2 = chx.
Âòîðàÿ ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

15. (thx)′ = 1/ch2x, (cthx)′ = −1/sh2x.
Ýòè ôîðìóëû ñëåäóþò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáåé

è ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî òîæäåñòâà ch2x − sh2x = 1, ñïðàâåäëèâîãî
∀x ∈ R.
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ËÅÊÖÈß 19

Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) äëÿ ∀x ∈ U(x0).
Òîãäà â îêðåñòíîñòè U(x0) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ x→ f ′(x).

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f ′: U(x0) → R èìååò â òî÷êå x0
ïðîèçâîäíóþ (f ′)′(x0), òî ýòó ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò f ′′(x0) èëè f

(2)(x0).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

À èìåííî, åñëè f (n): U(x0) → R, òî f (n+1)(x0)
.
= (f (n))′(x0), n =

0, 1, 2, . . ., f (0)
.
= f .

Åñëè ∃f (n)(x0), òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ è åå ïðîèçâîä-
íûå ïîðÿäêîâ, ìåíüøèõ n, çàäàíû â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè
x0. Âûáåðåì íàèìåíüøóþ îêðåñòíîñòü è îáîçíà÷èì åå V (x0). Òîãäà
f , f ′,. . . ,f (n−1): V (x0) → R, ò.å. åñëè ∃f (n)(x0), òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñàìà ôóíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n− 1 âêëþ÷èòåëüíî
çàäàíû â îäíîé è òîé æå îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ó ôóíêöèè f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 ∃f (n−1)(x) è f (n−1)(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî
ôóíêöèþ f íàçûâàþò n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 è ïðè
ýòîì ïèøóò f ∈ Dn(x0).

Óñëîâèå f ∈ Dn(x0)⇔∃f (n)(x0). Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ,
f ∈ Dn(x0) ⇔ f (n−1)(x) ∈ D(x0), ÷òî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ðàíåå
(òåîðåìà 1 ëåêöèè 16) ⇔ ∃(f (n−1)(x))′|x=x0

= f (n)(x0).
Ïðèìåðû.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî (ex)(n) = ex ∀n ∈ N.
2. ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: (sinx)(n) = sin(x + nπ/2) è

(cosx)(n) = cos(x+ nπ/2). Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç ôîð-
ìóë (cos(x + a))′ = cos′(x + a) = − sin(x + a) = cos(x + a + π/2) è
(sin(x + a))′ = sin′(x + a) = cos(x + a) = sin(x + a + π/2), ñïðàâåäëèâûõ
∀a ∈ R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f , g ∈ Dn(x0), n ∈ N, λ, µ ∈ R � ïðîèçâîëü-
íû. Òîãäà λf + µg ∈ Dn(x0), fg ∈ Dn(x0) è

(λf + µg)(n) = λf (n) + µg(n),

(fg)(n) = C0
nf

(n)g(0)+C1
nf

(n−1)g′+· · ·+Cn
nf

(0)g(n) =

n∑
j=0

Cj
nf

(j)g(n−j),
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ãäå Cj
n = n!

j!(n−j)! � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû (çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé è âñåõ ïðîèçâîäíûõ âçÿòû â òî÷êå x0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü îáåèõ ôîðìóë óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äîêàæåì ïîñëåäíþþ
ôîðìóëó. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå èñòèííî (ýòî ôîðìóëà Ëåéáíèöà
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü ïðè n = k ôîðìóëà âåðíà.
Äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = k + 1. Èìååì:

(fg)(k+1) = ((fg)(k))′ = (C0
kf

(k)g(0) +C1
kf

(k−1)g′ + · · ·+Ck
kf

(0)g(k))′ =

C0
kf

(k+1)g(0)+C0
kf

(k)g′+C1
kf

(k)g′+C1
kf

(k−1)g′′+ · · ·+Ck
kf

(0)g(k+1) =

C0
k+1f

(k+1)g(0) + C1
k+1f

(k)g′ + · · ·+ Ck+1
k+1f

(0)g(k+1)

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, çàòåì � ôîð-
ìóëîé Ëåéáíèöà è ñâîéñòâàìè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Cj−1

k +

Cj
k = Cj

k+1 è C
k
k = Ck+1

k+1 = C0
k = C0

k+1 = 1). Ôîðìóëà äîêàçàíà.
Ïóñòü ó ôóíêöèè f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò

äèôôåðåíöèàë df = f ′(x)dx, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì äèô-
ôåðåíöèàëîì. Òîãäà df çàâèñèò îò x è îò ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé dx = ∆x: df = df(x, dx). Çàôèêñèðóåì dx. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë df áóäåò ôóíêöèåé òîëüêî ïåðåìåííîé x.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃f ′′(x0). Òîãäà ∃ (df)′|x=x0

= (f ′(x)dx)′|x=x0
=

dx (f ′(x))′|x=x0
= f ′′(x0)dx. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ äèôôå-

ðåíöèàëà
d(df)(x0) = (df)′|x=x0

δx = f ′′(x0)dxδx,

ãäå δx � íîâîå ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x (îíî ìîæåò
íå ñîâïàäàòü ñ çàôèêñèðîâàííûì ñòàðûì ïðèðàùåíèåì dx = ∆x).

Îïðåäåëåíèå 3. Äèôôåðåíöèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà df =
f ′(x)dx, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ôóíêöèÿ òîëüêî ïåðåìåííîé x, ïðè
óñëîâèè, ÷òî íîâîå ïðèðàùåíèå δx ïåðåìåííîé x ñîâïàäàåò ñ ïåðâî-
íà÷àëüíûì, íàçûâàåòñÿ âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì d2f ôóíêöèè f â
òî÷êå x0.

Èòàê, åñëè f ∈ D2(x0), òî

d2f(x0)
.
= d(df(x, dx))|x=x0

.
= (df)′|x=x0

dx = f ′′(x0)(dx)
2 = f ′′(x0)dx

2

(âìåñòî (dx)2 ïðèíÿòî ïèñàòü dx2). Âòîðîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå
x0 òàêæå îáîçíà÷àþò d2f(x0, dx).
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Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëû òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è ò.ä.
ïîðÿäêîâ. Ïîýòîìó åñëè f ∈ Dn(x0), òî äèôôåðåíöèàë n�ãî ïîðÿäêà
dnf(x0) = f (n)(x0)dx

n. Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D ⊂ R (íàïðèìåð, èíòåðâàëå) çà-
äàíà ïàðà ôóíêöèé: x(t), y(t), ïðè÷åì x(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà D. Â
ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå E = x(D) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
t = t(x), äëÿ êîòîðîé D ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íà ìíîæåñòâå E îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Y (x) = y(t(x)), ïðî
êîòîðóþ ãîâîðÿò, ÷òî îíà çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ôóíêöèÿìè x(t),
y(t) (èëè óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t)). Ôóíêöèÿ Y â òî÷êå x0 ∈ E,
ãäå x0 = x(t0) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå y0 = y(t0), ò.å. çíà÷åíèå
ôóíêöèè Y (x) è çíà÷åíèå åå àðãóìåíòà x îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïàðà-
ìåòð t. Â ñàìîì äåëå, Y (x0) = y(t(x0)) = y(t0), èáî t(x) ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé ôóíêöèåé ê x(t).

Ïóñòü x(t), y(t) ∈ D(t0), x(t) ∈ C(U(t0)) è x′(t0) ̸= 0. Ïî òåîðåìå î
ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 = x(t0) ∃t′(x0) = 1/x′(t0).
Òîãäà ôóíêöèÿ Y (x) = y(t(x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 êàê
êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è

Y ′(x0) = y(t(x))′|x=x0
= y′(t(x))|x=x0

· t′(x)|x=x0
=
y′(t0)

x′(t0)
.

Åñëè ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ íà x(t) è y(t) âûïîëíåíû âî âñåé
îêðåñòíîñòè U(t0), òî âî âñåõ òî÷êàõ x = x(t) îïðåäåëåíà ïðîèçâîä-
íàÿ Y ′(x) è åå çíà÷åíèå â òî÷êå x = x(t) ðàâíî y′(t)/x′(t) ⇒ ôóíêöèÿ
Y ′(x) çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ôóíêöèÿìè y′(t)/x′(t) è x(t). Ïîýòî-
ìó, ÷òîáû âû÷èñëèòü Y ′′(x0) = (Y ′(x))′|x=x0

, íàäî ïðèìåíèòü ïîëó-
÷åííóþ ôîðìóëó íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ê ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàí-
íîé ôóíêöèè Y ′(x). Çíà÷èò, åñëè x(t), y(t) ∈ D2(t0), òî

Y ′′(x0) =
( y

′(t)
x′(t) )

′|t=t0

x′(t0)
=
y′′(t0)x

′(t0)− y′(t0)x
′′(t0)

(x′(t0))3
.

Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü f : E → R, x0 ∈ E ⊂ R.
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Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ∃U(x0), ò.÷. ∀x ∈ U̇(x0)

⋂
E:

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)).
x0 � òî÷êà ñòðîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè

f , åñëè ∃U(x0), ò.÷. ∀x ∈ U̇(x0)
⋂
E: f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)).

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êè (ñòðîãî) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìè-
íèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè åå (ñòðîãî) ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà f ⇔ ∃U(x0), ò.÷. ∆f(x0) = f(x) − f(x0) íå ìåíÿåò çíàê
∀x ∈ U̇(x0)

⋂
E.

Ñàìî çíà÷åíèå f(x0) â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 2(Ôåðìà). Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U(x0), äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è èìååò â ýòîé
òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî f ′(x0) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x0 � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ∀x ∈ U̇(x0): f(x) ≤ f(x0). Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå x0
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ëåâàÿ f ′l (x0) è ïðàâàÿ f

′
r(x0) ïðîèçâîäíûå â

òî÷êå x0 è f ′l (x0) = f ′r(x0) = f ′(x0). Åñëè x < x0, òî (f(x)−f(x0))/(x−
x0) ≥ 0⇒ f ′(x0) = f ′l (x0) ≥ 0; åñëè x > x0, òî (f(x)−f(x0))/(x−x0) ≤
0 ⇒ f ′(x0) = f ′r(x0) ≤ 0 ⇒ f ′(x0) = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êà x ∈ E íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

ìíîæåñòâà E, åñëè ∃U(x) ⊂ E, ò.å. òî÷êà x âõîäèò â ìíîæåñòâî
E âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ.

Ïðèìåðû.

1. Ëþáàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b), a < b, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ∀x ∈ (a, b) ïîëîæèì r = min(x− a, b− x) ⇒ U(x, r) ⊂ (a, b).

2. Äëÿ ïîëóèíòåðâàëà [a, b) òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, òàê êàê â
ëþáóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a âõîäÿò òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå [a, b).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ôåðìà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = x, x ∈ [0, 1]. Òî÷êè x = 0 è x = 1 ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâåííî, à f ′

r(0) = 1

è f ′
l (1) = 1.
Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
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(a, b), åñëè ∀x ∈ (a, b) ôóíêöèÿ f ∈ D(x).
Êëàññ âñåõ äèôôåðåííöèðóåìûõ íà (a, b) ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ

D(a, b). Çàïèñü g ∈ D(a, b) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðó-
åìà íà èíòåðâàëå (a, b).

Ïîñêîëüêó f ∈ D(x) ⇔ ∃f ′(x), òî f ∈ D(a, b) ⇔ ∀x ∈ (a, b) ∃f ′(x).
×åðåç D[a, b] îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèðóåìûõ

íà èíòåðâàëå (a, b) è èìåþùèõ ëåâóþ è ïðàâóþ ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ
a è b ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. f ∈ D[a, b] ⇔ ∀x ∈ (a, b) ∃f ′(x) è, êðîìå
òîãî, ∃f ′r(a) è f ′l (b).

Äèôôåðåíöèàëüíûå òåîðåìû î ñðåäíåì

Òåîðåìà 3(Ðîëëü). Åñëè f ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b), f(a) = f(b), òî

∃c ∈ (a, b), ò.÷. f ′(c) = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f ∈ C[a, b], òî ïî 2�é òåîðåìå

Âåéåðøòðàññà ∃x1, x2 ∈ [a, b], ò.÷. ∀x ∈ [a, b]: f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2).
Åñëè f(x1) = f(x2), òî ôóíêöèÿ f(x) ïîñòîÿííà íà [a, b]⇒ ∀x ∈ (a, b):
f ′(x) = 0 ⇒ â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó èíòåðâàëà (a, b).

Åñëè f(x1) ̸= f(x2), òî õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê x1, x2 íå ñîâïàäàåò ñ
êîíöåâûìè òî÷êàìè îòðåçêà [a, b], èáî ïî óñëîâèþ f(a) = f(b) ⇒ õîòÿ
áû îäíà èç òî÷åê x1 è x2 ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b) è ïðè ýòîì
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Â òàêîé òî÷êå ïî òåîðåìå
Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèÿ f ∈ D(a, b), êîíå÷íî, ñëåäóåò, ÷òî f ∈ C(a, b).
Ïîýòîìó òðåáîâàíèå f ∈ C[a, b] ïðèâíîñèò ëèøü òî, ÷òî ôóíêöèÿ f äîëæíà
áûòü íåïðåðûâíîé â òî÷êàõ a è b.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ ñóùåñòâåííû. Åñëè õîòÿ áû îäíî óñëîâèå
íàðóøåíî, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà Ðîëëÿ íå
èìååò ìåñòà:

1) óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè f ∈ C[a, b]: f(x) = x ïðè x ∈ [−1, 1), f(1) = 0;
2) óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ∈ D(a, b): f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1];
3) óñëîâèå f(a) = f(b): f(x) = x íà [−1, 1].
Â ýòèõ ïðèìåðàõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f íè â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà

(−1, 1) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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ËÅÊÖÈß 20

Òåîðåìà 1(Ëàãðàíæ). Ïóñòü f ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b). Òîãäà ∃c ∈

(a, b), ò.÷. f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Φ(x) = f(x)− λx, λ ∈ R. ßñíî, ÷òî Φ(x) ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b) è Φ′(x) =

f ′(x)−λ. Ïîäáåðåì ÷èñëî λ òàê, ÷òîáû Φ(a) = Φ(b): f(a)−λa = f(b)−
λb. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî λ = (f(b) − f(a))/(b − a). Ïðè
òàêîì âûáîðå λ ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ∃c ∈ (a, b), ò.÷. 0 = Φ′(c) = f ′(c)−λ,
ò.å. f ′(c) = (f(b)− f(a))/(b− a). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b) è f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b).

Òîãäà f(x) ïîñòîÿííà íà [a, b].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ (a, b] � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà. Ïðèìåíèì ê îòðåçêó [a, x] òåîðåìó Ëàãðàíæà, âñå óñëîâèÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû: ∃c ∈ (a, x), ò.÷. f(x) − f(a) = f ′(c)(x − a) = 0,
ò.å. ∀x ∈ (a, b]: f(x) = f(a). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà ñâÿçûâàåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè íà îòðåçêå
[a, b] ñ ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà b− a (ïîýòîìó åå åùå íàçûâàþò òåî-
ðåìîé î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ).

Çàìå÷àíèå 1. Âñÿêóþ òî÷êó c ∈ (a, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

c = a + θ(b − a), ãäå θ = θ(c) ∈ (0, 1) (äåéñòâèòåëüíî, c = a +
c− a

b− a
(b − a),

ò.å. θ =
c− a

b− a
). Òîãäà çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∃θ ∈ (0, 1), ò.÷. f(b)− f(a) = f ′(a+ θ(b− a))(b− a).
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû Ëàãðàíæà: (f(b) − f(a)/(b − a)

� ýòî óãëîâîé êîýôôèöèåíò õîðäû, ñòÿãèâàþùåé òî÷êè (a, f(a)) è
(b, f(b)), à f ′(c) � ýòî óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé â òî÷êå
(c, f(c)) ⇒ òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà, â êî-
òîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå.

Òåîðåìà 2(Êîøè). Ïóñòü
1) f , g ∈ C[a, b]

⋂
D(a, b);

2) g′(x) ̸= 0 ∀x ∈ (a, b).

Òîãäà ∃c ∈ (a, b), ò.÷. f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî g(b) ̸=
g(a), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå Ðîëëÿ g′(d) = 0 â íåêîòî-
ðîé òî÷êå d èíòåðâàëà (a, b). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
φ(x) = f(x) − λg(x). Î÷åâèäíî, ÷òî φ ∈ C[a, b]

⋂
D(a, b). Ïîäáåðåì

÷èñëî λ èç óñëîâèÿ φ(a) = φ(b). Òîãäà λ = (f(b)− f(a))/(g(b)− g(a)).
Ïðè òàêîì âûáîðå λ ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ∃c ∈ (a, b), ò.÷. 0 = φ′(c) =
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f ′(c)−λg′(c), ò.å. f ′(c)/g′(c) = λ = (f(b)−f(a))/(g(b)−g(a)). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà Ëàãðàíæà ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîøè, åñëè ïî-
ëîæèòü g(x) = x.

Ïðîèçâîäíàÿ è ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b). Åñëè f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) >

0) íà (a, b), òî f ↑ (ñîîòâåòñòâåííî f ↑↑) íà [a, b]. Åñëè f ′(x) ≤ 0
(f ′(x) < 0) íà (a, b), òî f ↓ (ñîîòâåòñòâåííî f ↓↓) íà [a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ′(x) ≥ 0 íà (a, b). Âîçüìåì ∀x1,
x2 ∈ [a, b], x1 < x2. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà ê îòðåçêó [x1, x2],
ïîëó÷èì, ÷òî ∃c ∈ (x1, x2), ò.÷. f(x2) − f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) ≥ 0 ⇒
f(x2) ≥ f(x1) ⇒ f ↑ íà [a, b].

Åñëè f ′(x) > 0 íà (a, b), òî ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæ-
äåíèÿ, ïîëó÷èì ñòðîãîå âîçðàñòàíèå f íà [a, b].

Ñëó÷àé íåïîëîæèòåëüíîé (ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé) ïðîèçâîäíîé
èññëåäóåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ D(a, b). Åñëè f ↑ (f ↑↑) íà (a, b), òî
f ′(x) ≥ 0 íà (a, b). Åñëè f ↓ (f ↓↓) íà (a, b), òî f ′(x) ≤ 0 íà (a, b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ↑ (f ↑↑) íà (a, b) è x0 �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b). Òîãäà (f(x)−f(x0))/(x−x0) ≥ 0
(> 0) äëÿ x ̸= x0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì,
÷òî f ′(x0) ≥ 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x0 çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′ ≥ 0 íà
(a, b).

Äëÿ óáûâàþùèõ (ñòðîãî óáûâàþùèõ) ôóíêöèé äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè f ↑↑ íà (a, b), òî åå ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò îáðàùàòüñÿ
â íóëü: f(x) = x3 ↑↑, à f ′(x) = 3x2 ðàâíà íóëþ ïðè x = 0.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

I. Íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0
0 .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f , g: U(x0) → R, f(x0) = g(x0) = 0,
∃f ′(x0), g′(x0), ïðè÷åì g′(x0) ̸= 0 (ïðîèçâîäíûå êîíå÷íûå). Òîãäà
∃ limx→x0 f(x)/g(x) = f ′(x0)/g

′(x0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f(x0) = g(x0) = 0, òî

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
= lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

g(x)−g(x0)
x−x0

=
f ′(x0)

g′(x0)
.

105



(âñå ôóíêöèè, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà, èìåþò ñìûñë: ñîãëàñíî
óñëîâèþ g′(x0) ̸= 0 ⇒ ïî ëåììå î çíàêå â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 äðîáü (g(x)− g(x0))/(x− x0) ̸= 0 ⇒ â ýòîé æå
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ g(x) = g(x)− g(x0) ̸= 0).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü
1) f , g ∈ D(a, b), −∞ < a < b ≤ +∞;
2) g′(x) ̸= 0 íà (a, b);
3) limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0;
4) ∃ êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé limx→a f

′(x)/g′(x).
Òîãäà ∃ limx→a f(x)/g(x) = limx→a f

′(x)/g′(x).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f è g â òî÷-

êå x = a ïî íåïðåðûâíîñòè, ò.å. ïîëîæèì f(a) = g(a) = 0. Òîãäà
òàê ïðîäîëæåííûå â òî÷êó a ôóíêöèè f è g ïðè ∀x ∈ (a, b) áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü òåîðåìå Êîøè î ñðåäíåì íà îòðåçêå [a, x]:

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
, ãäå c = c(x) ∈ (a, x).

Ïîñêîëüêó ïðè x → a òàêæå è c → a, òî ïî òåîðåìå î ïðå-
äåëå êîìïîçèöèè ∃ limx→a f

′(c)/g′(c) = limx→a f
′(x)/g′(x). Ïîýòîìó

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïðèâåäåííîì âûøå ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì, ÷òî
∃ limx→a f(x)/g(x) = limx→a f

′(x)/g′(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèè f, g: U̇(a) → R, òàêîâû, ÷òî
1) f, g ∈ D(U̇(a)), a ∈ R,
2) g′ ̸= 0 â U̇(a),
3) limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0 è
4) ∃ limx→a f

′(x)/g′(x) (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).
Òîãäà ∃ limx→a f(x)/g(x) = limx→a f

′(x)/g′(x).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó

6, ïîëó÷àåì, ÷òî ∃ limx→a+0 f(x)/g(x) = limx→a+0 f
′(x)/g′(x) =

limx→a f
′(x)/g′(x). Àíàëîãè÷íî ∃ limx→a−0 f(x)/g(x) =

limx→a f
′(x)/g′(x). Òîãäà èç êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

ñëåäóåò, ÷òî ∃ limx→a f(x)/g(x) = limx→a f
′(x)/g′(x).

II) Íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞
∞ .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü
1) f , g ∈ D(a, b), −∞ < a < b ≤ +∞;
2) g′(x) ̸= 0 ∀x ∈ (a, b);
3) limx→a g(x) = ∞.
Òîãäà
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i) åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limx→a f
′(x)/g′(x) = p, òî

∃ limx→a f(x)/g(x) = p;
ii) åñëè limx→a f

′(x)/g′(x) = ∞ è limx→a f(x) = ∞, òî
∃ limx→a f(x)/g(x) = ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. i)Øàã 1. Åñëè limx→a f
′(x)/g′(x) = p ∈ R,

òî f ′(x)/g′(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îäíîñòîðîííåé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Â ñèëó ñâîéñòâà ëîêàëüíîñòè ïðåäåëà (ñì. ëåê-
öèþ 10) ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èíòåðâàë (a, b) ñîâïàäàåò ñ ýòîé îêðåñò-
íîñòüþ. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ (a, b): |f ′(x)/g′(x)| ≤M . Òàê êàê limx→a g(x) = ∞,
òî íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ ê ëåììå î çíàêå (ñì. ëåêöèþ 10) òàêæå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x) ̸= 0 íà (a, b).

Øàã 2. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ (a, b) è ïóñòü x ∈ (a, x0) � ïðîèçâîëü-
íî. Ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè íà
îòðåçêå [x, x0]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà c = c(x, x0) ∈ (x, x0), ò.÷.

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Âûðàçèì èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ f(x)/g(x):

f(x)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)
+
f(x0)

g(x)
− g(x0)

g(x)

f ′(c)

g′(c)
.

Ñòàëî áûòü,

f(x)

g(x)
− p =

(
f ′(c)

g′(c)
− p

)
+
f(x0)

g(x)
− g(x0)

g(x)

f ′(c)

g′(c)
.

Ïîñêîëüêó g(x) → ∞ ïðè x→ a, òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè x→ a. Òðåòüå ñëàãàåìîå òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→
a, èáî äðîáü f ′(x)/g′(x) îãðàíè÷åíà íà (a, b). Ïðî ïåðâîå ñëàãàåìîå
ýòîãî óòâåðæäàòü íåëüçÿ, ò.ê. íåèçâåñòíî ïîâåäåíèå òî÷êè c ïðè x→
a.

Øàã 3. Ñäåëàåì ìàëûì ïåðâîå ñëàãàåìîå çà ñ÷åò âûáîðà òî÷êè x0.
Äåéñòâîâàòü áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà
∃δ1 = δ1(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ (a, a + δ1): |f ′(x)/g′(x) − p| < ε. Âîçüìåì
x0 = a+δ1 (îòìåòèì, ÷òî âûáîð x0 çàâèñèò îò ε, èáî x0 = x0(δ1(ε)) =
x0(ε)). À òîãäà c ∈ (x, x0) ⊂ (a, a+δ1) è, ñëåäîâàòåëüíî, |f ′(c)/g′(c)−
p| < ε.
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Äàëåå, ïîñêîëüêó limx→a 1/g(x) = 0, òî äëÿ äàííîãî ε ∃δ2 =
δ2(ε, x0) = δ2(ε), ò.÷. ∀x ∈ (a, a+δ2): |f(x0)/g(x)| < ε, |g(x0)/g(x)| < ε.
Çíà÷èò, ∀x ∈ (a, a+ δ), ãäå δ = min(δ1, δ2) èìååì∣∣∣∣f(x)g(x)

− p

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f ′(c)g′(c)
− p

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(x0)g(x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣g(x0)g(x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′(c)g′(c)

∣∣∣∣ <
ε+ ε+Mε = ε(2 +M).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïóíêò i) äîêàçàí.
Ïóñòü òåïåðü limx→a f

′(x)/g′(x) = ∞. Òîãäà f ′(x) ̸= 0
â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îäíîñòîðîííåé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è
limx→a g

′(x)/f ′(x) = 0. Ïî óñëîâèþ limx→a f(x) = ∞, ïîýòîìó ñî-
ãëàñíî äîêàçàííîìó ∃ limx→a g(x)/f(x) = 0 ⇒ limx→a f(x)/g(x) = ∞.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíèìî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà
limx→a f(x)/g(x) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f, g ∈ D(U̇(a)),
g′ ̸= 0 íà U̇(a), åñëè âûïîëíåíû îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 7. Ýòî
äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê è ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 6.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ îñòàåòñÿ â ñèëå ïðè ðàñêðûòèè
íåîïðåäåëåííîñòåé, åñëè x → −∞, x → +∞ èëè x → ∞. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü, ñêàæåì, x → +∞ è ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
òåîðåìû 6 èëè 7 íà (b,+∞). Ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = 1/t ýòîò ñëó÷àé ñâî-
äèòñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå:

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
t→0+0

f(1/t)

g(1/t)
= lim
t→0+0

f ′(1/t)(−1/t2)

g′(1/t)(−1/t2)
=

lim
t→0+0

f ′(1/t)

g′(1/t)
= lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

(÷òîáû îáîñíîâàòü çàêîííîñòü íàïèñàííîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ, åå íàäî ÷è-
òàòü ñïðàâà íàëåâî, èáî ïîñëåäíèé ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)
ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ, à îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû íà
îñíîâàíèè ëèáî òåîðåìû î ïðåäåëå êîìïîçèöèè, ëèáî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.)

Ïðèìåðû.

1. ∀p > 0: limx→+∞ lnx/xp = limx→+∞(1/x)/(pxp−1) =
limx→+∞ 1/(pxp) = 0;

∀n ∈ N: lnnx/xp = lnx/xp/n · . . . · lnx/xp/n︸ ︷︷ ︸
n

→ 0 ïðè x→ +∞ êàê ïðîèç-

âåäåíèå n ìíîæèòåëåé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ.
Ïîýòîìó ∀p, q > 0 (x > e): lnqx/xp ≤ ln[q]+1x/xp → 0 (x→ +∞)
2. ∀n ∈ N, ∀a > 1: limx→+∞ xn/ax = limx→+∞(nxn−1)/(axlna) =

limx→+∞(n(n− 1)xn−2)/(ax(lna)2) = . . . = limx→+∞ n!/(ax(lna)n) = 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. ï. 1)), ÷òî ∀p > 0, ∀a > 1: limx→+∞ xp/ax = 0.
3. ∀ε > 0: limx→0+0 x

εlnx = limx→0+0 lnx/x
−ε =

limx→0+0(1/x)/(−εx−ε−1) = limx→0+0(−xε/ε) = 0.
Â ýòèõ ïðèìåðàõ èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ëåêöèè 15, êàñàþùèåñÿ ïî-

âåäåíèÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé.
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ËÅÊÖÈß 21

Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

Ïóñòü f ∈ D(x0)
def⇔ f(x) − f(x0) = f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0)

(x → x0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè f ∈ D(x0), òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí
P1(x, f) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé, ò.÷.

P1(x0, f) = f(x0), P
′
1(x0, f) = f ′(x0) è f(x)− P1(x, f) = o(x− x0)

ïðè x→ x0.
Ïóñòü òåïåðü f ∈ Dn(x0). Óáåäèìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí

Pn(x, f) = f(x0) +

n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k =

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Pn(x0, f) = f(x0), P
′
n(x0, f) = f ′(x0), . . . , P

(n)
n (x0, f) = f (n)(x0),

ò.å. â òî÷êå x0 çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Pn(x, f) è âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ
äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Pn(x0, f) = f(x0). Äàëåå,

P ′
n(x, f) = f ′(x0) +

n∑
k=2

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x− x0)

k−1,

P ′′
n (x, f) = f ′′(x0) +

n∑
k=3

f (k)(x0)

(k − 2)!
(x− x0)

k−2, . . . , P (n)
n (x, f) = f (n)(x0).

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî â òî÷êå x0 èìåþò ìåñòà ðàâåíñòâà
P

(l)
n (x0, f) = f (l)(x0), l = 1, . . . , n.
Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïîëàãàåì, ÷òî f (0)(x)

.
= f(x), 0!

.
= 1 è 00

.
= 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ f ∈ Dn(x0) ìíîãî÷ëåí

Pn(x, f)
.
=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k =
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f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ 1

n!
f (n)(x0)(x− x0)

n

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = Pn(x, f) + rn(x)

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà, à ôóíêöèÿ

rn(x) = f(x)− Pn(x, f)

îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà ïîðÿäêà n.
Òåîðåìà 1(ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-

ìå Ïåàíî). Ïóñòü f ∈ Dn(x0). Òîãäà

rn(x) = f(x)− Pn(x, f) = o((x− x0)
n) (x→ x0),

ò.å.

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n), x→ x0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî
ðàâåíñòâó

lim
x→x0

(f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k)/(x− x0)
n = 0.

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (âòîðàÿ òåîðåìà), ïðèìåíåííîãî n− 1 ðàç,
èìååì (îòìåòèì, ÷òî ïîñëå n−1�êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíà Òåéëîðà ïîðÿäêà n îò íåãî îñòàíåòñÿ òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ)

p
.
= lim

x→x0

f(x)−
∑n

k=0
f(k)(x0)

k! (x− x0)
k

(x− x0)n
=

lim
x→x0

f ′(x)−
∑n

k=1
f(k)(x0)
(k−1)! (x− x0)

k−1

n(x− x0)n−1
=

lim
x→x0

f ′′(x)−
∑n

k=2
f(k)(x0)
(k−2)! (x− x0)

k−2

n(n− 1)(x− x0)n−2
= . . . =

lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x− x0)

n!(x− x0)
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(èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ áûëî çàêîííûì, ò.ê. âñå åãî óñëî-
âèÿ âûïîëíåíû). Äàëåå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â âèäå òåîðåìû 2 èç ëåê-
öèè 20 íå ïðèìåíèìî, èáî ïî óñëîâèþ ïðîèçâîäíàÿ n�ãî ïîðÿäêà
ñóùåñòâóåò òîëüêî â òî÷êå x0.

Ïîñêîëüêó f (n−1) ∈ D(x0), òî â ñèëó àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðåäåëà

p = lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

n!(x− x0)
− lim

x→x0

f (n)(x0)(x− x0)

n!(x− x0)
=

f (n)(x0)

n!
− f (n)(x0)

n!
= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Íà ïîñëåäíåì øàãå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ìîæíî áû-

ëî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 ëåêöèè 20.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ g çàäàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

è äëÿ íåå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå g(x) =
∑n

k=0 ak(x − x0)
k +

o((x− x0)
n) (x→ x0). Òîãäà ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g(x) =
∑n

k=0 bk(x− x0)
k + o((x−

x0)
n), x→ x0. Ïîëîæèì ck = ak − bk. Òîãäà

0 = c0 + c1(x− x0) + . . .+ cn(x− x0)
n + o((x− x0)

n) (1)

Ïåðåõîäÿ â (1) ê ïðåäåëó ïðè x → x0, ïîëó÷àåì, ÷òî c0 = 0. Ïîñëå
äåëåíèÿ (1) íà x− x0 ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

0 = c1 + c2(x− x0) + . . .+ cn(x− x0)
n−1 + o((x− x0)

n−1).

Âíîâü ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè x→ x0, îáíàðóæèì, ÷òî c1 = 0.
Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî c2 = . . . =

cn = 0 ⇒ ak = bk äëÿ âñåõ k = 0, . . . , n.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå: åñëè äëÿ n

ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f ïîëó÷åíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå f(x) =

∑n
k=0 ak(x − x0)

k + o((x − x0)
n) (x → x0), òî ýòî

ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ åå ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ò.å.

ak =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåà-
íî íàçûâàþò òàêæå ëîêàëüíîé ôîðìóëîé Òåéëîðà, à ôîðìóëó Òåéëîðà â
òî÷êå x0 = 0 � ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.
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Çàìå÷àíèå 2. Òàê êàê dkf(x0, dx) = f (k)(x0)dx
k = f (k)(x0)(x − x0)

k,
òî ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå

Pn(x, f) =

n∑
k=0

dkf(x0, dx).

k!
.

Ôîðìóëû Òåéëîðà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

1. Ïîñêîëüêó äëÿ ∀k ∈ N è ∀x ∈ R èìååì sin(k) x = sin(x+ kπ/2),
òî â íóëå îòëè÷íû îò íóëÿ ïðîèçâîäíûå òîëüêî íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ
⇒

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n), x→ 0,

(îñòàòî÷íûé ÷ëåí ýòîé ôîðìóëû Òåéëîðà çàïèñàí êàê o(x2n), à íå
êàê o(x2n−1), òàê êàê sin(2n) 0 = 0.)

2. Ïîñêîëüêó äëÿ ∀k ∈ N è ∀x ∈ R èìååì cos(k) x = cos(x+ kπ/2),
òî â íóëå îòëè÷íû îò íóëÿ ïðîèçâîäíûå òîëüêî ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ⇒

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0.

3. Òàê êàê (ex)k = ex äëÿ ∀k ∈ N è ∀x ∈ R, òî

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn), x→ 0.

4. Ïóñòü p ̸= 0 è x ∈ R � ïðîèçâîëüíû. Òîãäà ((1 + x)p)′ =
p(1 + x)p−1, ((1 + x)p)′′ = p(p− 1)(1 + x)p−2, . . . ,((1 + x)p)(k) = p(p−
1)(p− 2) · . . . · (p− k + 1)(1 + x)p−k. Ïîýòîìó

(1 + x)p = 1 + px+
p(p− 1)

2!
x2 +

p(p− 1)(p− 2)

3!
x3 + . . .+

p(p− 1)(p− 2) · . . . · (p− n+ 1)

n!
xn + o(xn), x→ 0.

5. Ïóñòü x > 0 � ïðîèçâîëüíî. Òàê êàê (ln(1 + x))′ = 1/(1 + x),
(ln(1+x))′′ = −1/(1+x)2, (ln(1+x))′′′ = 2/(1+x)3,. . . ,(ln(1+x))(k) =
(−1)k+1(k − 1)!/(1 + x)k, òî

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+ o(xn), x→ 0.
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Òåîðåìà 3(ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü f ∈ Dn+1(U(x0)). Òîãäà ∀x ∈ U(x0) ∃θ ∈
(0, 1), ò.÷.

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+· · ·+f

(n)(x0)

n!
(x−x0)n+

+
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x ̸= x0, ò.ê. äëÿ
x = x0 ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà (θ ìîæíî áðàòü ëþáûì). Êàê ñëåäóåò
èç ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà, îñòàòî÷íûé ÷ëåí

rn(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

ôîðìóëû Òåéëîðà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî rn(x0) = 0, r′(x0) =
0, . . . , r(n)(x0) = 0 è r(n+1)(x) = f (n+1)(x), åñëè f ∈ Dn+1(U(x0)).

Òåïåðü ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

q(x) =
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!

è ðàññìîòðèì îòíîøåíèå rn(x)/q(x). Ïîñêîëüêó q(x0) = 0, q′(x0) =
0, . . . , q(n)(x0) = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè, ïî-
ëó÷èì, ÷òî

rn(x)

q(x)
=
rn(x)− rn(x0)

q(x)− q(x0)
=
r′n(c1)

q′(c1)
=
r′n(c1)− r′n(x0)

q′(c1)− q′(x0)
=

=
r′′n(c2)

q′′(c2)
=
r′′n(c2)− r′′n(x0)

q′′(c2)− q′′(x0)
= . . . =

r
(n+1)
n (cn+1)

q(n+1)(cn+1)
,

ãäå òî÷êà c1 ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x è x0, c2 � ìåæäó c1 è x0 è ò.ä.
Ââèäó òîãî, ÷òî ∀x ∈ U(x0) q

(n+1)(x) = 1, à r(n+1)(x) = f (n+1)(x) èç
ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

rn(x) =
f (n+1)(cn+1)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.
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Òàê êàê òî÷êà cn+1 ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x è
x0, òî ∃θ ∈ (0, 1), ò.÷. cn+1 = x0 + θ(x− x0) Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåð-
æäåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ ôóíêöèé f ∈ Cn(U(x0))∩Dn+1(U̇(x0)), ãäå ÷å-
ðåç Cn(U(x0)) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ íåïðåðûâíîé â
U(x0) ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà n. Â ñàìîì äåëå, äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî
x ̸= x0 ëèáî x < x0, ëèáî x > x0. Ïîýòîìó òåîðåìà Êîøè âñå âðåìÿ ïðè-
ìåíÿëàñü ëèáî äëÿ îòðåçêîâ âèäà [ck, x0], ëèáî äëÿ îòðåçêîâ âèäà [x0, ck],
k = 1, 2, . . . , n. ×òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êîøè íà ïîñëåäíåì
øàãå f (n)(x) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà íà òàêîì îòðåçêå, à (f (n))′ = f (n+1)

äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íà èíòåðâàëå, ò.å. íåò íàäîáíîñòè òðåáîâàòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ f (n+1) â òî÷êå x0.
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ËÅÊÖÈß 22

Òåîðèÿ ýêñòðåìóìà

Òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ è ýêñòðåìóìîâ áóäåì
îáîçíà÷àòü locmax, locmin è locextr ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå locextr). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Åñëè x0 � òî÷êà locextr
ôóíêöèè f , òî åå ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ëèáî ðàâíà íóëþ, ëèáî
íå ñóùåñòâóåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0 ëèáî ñóùåñòâóåò, ëèáî íåò. Åñëè ñóùåñòâóåò, òî ïî òåîðåìå Ôåðìà
îíà ðàâíà íóëþ.

Çàìå÷àíèå 1. Îáà ñëó÷àÿ ðåàëèçóþòñÿ: òî÷êà x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé locmin äëÿ ôóíêöèé x2 è |x|. Ó ïåðâîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíàÿ â íóëå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ó âòîðîé � íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 2. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî: óñëîâèå f ′(x0) = 0 íå
âëå÷åò íàëè÷èå locextr â òî÷êå x0; òî÷êà x0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé locextr
ôóíêöèè f(x) = x3, õîòÿ f ′(0) = 0.

Òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè, èëè êðèòè÷åñêèìè, òî÷êàìè ôóíêöèè.

Åñëè íåêîòîðîå âûðàæåíèå A(x) òàêîâî, ÷òî A(x) ≤ 0, åñëè x < x0
è A(x) ≥ 0, åñëè x > x0 èëè A(x) ≥ 0, åñëè x < x0 è A(x) ≤ 0, åñëè
x > x0, òî ãîâîðÿò, ÷òî âûðàæåíèå A(x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êó x0.

Òåîðåìà 2(ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âíóòðåííåãî
locextr). Ïóñòü f ∈ C(U(x0))

⋂
D(U̇(x0)). Åñëè

1) f ′(x) ≥ 0 ïðè x < x0 è f
′(x) ≤ 0 ïðè x > x0, òî x0 � òî÷êà

locmax ôóíêöèè f ;
2) f ′(x) ≤ 0 ïðè x < x0 è f

′(x) ≥ 0 ïðè x > x0, òî x0 � òî÷êà
locmin ôóíêöèè f .

Åñëè äëÿ ïðîèçâîäíîé âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî òî÷-
êà x0 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèáî òî÷êîé ñòðîãî locmax, ëèáî
òî÷êîé ñòðîãî locmin .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà ∆f(x0) =
f(x)−f(x0) = f ′(c)(x−x0), ãäå òî÷êà c ëåæèò íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè
â x è x0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x < x0, òî c ∈ (x, x0), à åñëè x > x0, òî
c ∈ (x0, x). Çíà÷èò, â ïåðâîì ñëó÷àå îáà ìíîæèòåëÿ è f ′(c), è x− x0
èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè ∀x ∈ U̇(x0) ⇒ ∆f(x0) ≤ 0 ⇒ x0 �
òî÷êà locmax.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå îáà ìíîæèòåëÿ èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè ∀x ∈
U̇(x0) ⇒ ∆f(x0) ≥ 0 ⇒ x0 � òî÷êà locmin.

Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè f ∈ C(U(x0))
⋂
D(U̇(x0)) è f ′(x) > 0 (ñîîòâåò-

ñòâåííî f ′(x) < 0) â U̇(x0), òî â òî÷êå x0 íåò locextr. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîé ñèòóàöèè ïðèðàùåíèå ∆f(x0) = f ′(c)(x− x0) íå ñîõðàíÿåò çíàê íè â
êàêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ò.ê. îáà ìíîæèòåëÿ îòëè÷íû îò
íóëÿ, ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ âñåãäà ïîëîæèòåëåí (ñîîòâåòñòâåííî îòðèöà-
òåëåí), à âòîðîé ìíîæèòåëü èìååò ðàçíûå çíàêè ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè
x0.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) = |x| â îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì
óñëîâèÿì òåîðåìû è f ′(x) = −1 < 0, åñëè x < 0, è f ′(x) = 1 > 0, åñëè
x > 0. Çíà÷èò, x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé locmin.

Äëÿ ôóíêöèè g(x) = |x|, åñëè x ∈ [−1, 1] \ {0} è g(0) = 2 òî÷êà x0 = 0

íå áóäåò òî÷êîé locmin. Â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 3(âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âíóòðåííåãî
locextr). Ïóñòü f ∈ Dn(x0) è f

′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) =
0, f (n)(x0) ̸= 0.

Òîãäà:
1) åñëè n = 2m, m ∈ N è f (2m)(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãî

locmax; åñëè f (2m)(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãî locmin.
2) åñëè n = 2m− 1, m ∈ N, òî â òî÷êå x0 íåò locextr.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé òåîðåìû èç ôîðìóëû

Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî

∆f(x0) = f(x)− f(x0) =
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n) =

= (x− x0)
n

(
f (n)(x0)

n!
+ o(1)

)
, x→ x0.

Ïîñêîëüêó âòîðîé ìíîæèòåëü èìååò ïðåäåë ïðè x → x0, ðàâíûé
f (n)(x0)/n!, è îí îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïî ëåììå î çíàêå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V (x0) çíàê ñóììû f (n)(x0)/n!+o(1) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì
÷èñëà f (n)(x0).

Åñëè n = 2m, òî (x− x0)
2m > 0 â V̇ (x0) ⇒ ∆f(x0) â V̇ (x0) èìååò

çíàê ÷èñëà f (2m)(x0) ⇒ åñëè f (2m)(x0) < 0, òî ∆f(x0) < 0 â V̇ (x0) ⇒
x0 � òî÷êà ñòðîãî locmax;
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åñëè f (2m)(x0) > 0, òî ∆f(x0) > 0 â V̇ (x0) ⇒ x0 � òî÷êà ñòðîãî
locmin, ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.

Åñëè n = 2m−1, òî (x−x0)2m−1 ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå òî÷êè
x ÷åðåç òî÷êó x0 ⇒ ∆f(x0) òàêæå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó x0 ⇒ òî÷êà x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé locextr. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü íàèáîëüøèå
è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêàõ. Òî÷-
íåå, åñëè f ∈ C[a, b]

⋂
D(a, b), òî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòè çíà÷åíèÿ, íàõî-

äèì òî÷êè âíóòðåííèõ locextr, ò.å. locextr èç (a, b), èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå
òåîðåìû. Çàòåì ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âî âñåõ íàéäåííûõ òî÷êàõ
âíóòðåííèõ locextr ñî çíà÷åíèÿìè f(a) è f(b) ôóíêöèè â êîíöåâûõ òî÷êàõ.
Íàèáîëüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé áóäåò ìàêñèìóìîì ôóíêöèè, à íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå áóäåò ìèíèìóìîì ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b].

Âûïóêëîñòü

Ïóñòü f : (a, b) → R, x1, x2 ∈ (a, b) � ïðîèçâîëüíû (x1 < x2).
Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A = (x1, f(x1))
è B = (x2, f(x2)). Åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = (f(x2)−f(x1))/(x2−
x1), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

lAB(x) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1) + f(x1) =

(f(x2)− f(x1))(x− x1) + f(x1)(x2 − x1)

x2 − x1
=

f(x2)(x− x1)− f(x1)x+ f(x1)x2
x2 − x1

=
f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)

x2 − x1
.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ (âíèç)
íà (a, b), åñëè ∀x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2) íåðàâåíñòâî f(x) ≥ lAB(x)
(ñîîòâåòñòâåííî f(x) ≤ lAB(x)) âûïîëíÿåòñÿ ∀x ∈ (x1, x2).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé õîðäû AB ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ðàñïîëîæåí íå âûøå (íå íèæå) õîðäû.

Åñëè â îïðåäåëåíèè âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ (âíèç) íà (a, b).

Â äàëüíåéøåì â îáîçíà÷åíèè îðäèíàòû ïðÿìîé AB íèæíèé èí-
äåêñ AB áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Äàííîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèÿ f
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âûïóêëà ââåðõ íà (a, b). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [x1, x2] ïîëîæèì
θ
.
= (x− x1)/(x2 − x1). Òîãäà θ ∈ [0, 1] è

lAB(x) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x−x1)+f(x1) = (f(x2)−f(x1))θ+f(x1) =

(1− θ)f(x1) + θf(x2)

Äàëåå, ëþáàÿ òî÷êà x îòðåçêà [x1, x2] îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

x = x1 + x− x1 = x1 + (x− x1)
x2 − x1
x2 − x1

=

x1 + θ(x2 − x1) = (1− θ)x1 + θx2.

Ïîýòîìó óñëîâèå âûïóêëîñòè ââåðõ íà (a, b) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 è ∀θ ∈ [0, 1]

f((1− θ)x1 + θx2) ≥ (1− θ)f(x1) + θf(x2).

Àíàëîãè÷íî óñëîâèå âûïóêëîñòè âíèç íà (a, b) ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 è ∀θ ∈ [0, 1]

f((1− θ)x1 + θx2) ≤ (1− θ)f(x1) + θf(x2).

Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðà-
âåíñòâ Éåíñåíà.

Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó (1 − θ) + θ = 1, òî â íåðàâåíñòâàõ Éåíñåíà
âìåñòî óñëîâèÿ "∀θ ∈ [0, 1]"óäîáíî ïèñàòü, ÷òî ∀α, β ≥ 0, α+β = 1 âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà f(αx1 + βx2) ≥ αf(x1) + βf(x2) â ñëó÷àå âûïóêëîñòè
ââåðõ è f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2) â ñëó÷àå âûïóêëîñòè âíèç.

Òåîðåìà 4(äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè). Ïóñòü f ∈
D2(a, b). Åñëè f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) íà (a, b), òî f âûïóêëà âíèç
(ââåðõ) íà (a, b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 è
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x ∈ (x1, x2). Èìååì

l(x)− f(x) =
f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)

x2 − x1
− f(x) =

f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)− f(x)(x2 − x1)

x2 − x1
=

f(x2)(x− x1) + f(x1)(x2 − x)− f(x)(x2 − x+ x− x1)

x2 − x1
=

(f(x2)− f(x))(x− x1)− (f(x)− f(x1))(x2 − x)

x2 − x1
=

f ′(c2)(x2 − x)(x− x1)− f ′(c1)(x− x1)(x2 − x)

x2 − x1
=

(ïðèìåíèëè òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ ïðèðàùåíèé ôóíêöèè f íà îò-
ðåçêàõ [x, x2] è [x1, x])

(f ′(c2)− f ′(c1)(x2 − x)(x− x1)

x2 − x1
=

f ′′(c)(c2 − c1)(x2 − x)(x− x1)

x2 − x1
, c1 ∈ (x1, x), c2 ∈ (x, x2), c ∈ (c1, c2)

(òåïåðü âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà äëÿ ïðèðàùåíèÿ f ′ íà
îòðåçêå [c1, c2]).

Òàê êàê c2 > c1, x1 < x < x2, òî çíàê ðàçíîñòè l(x) − f(x) îïðå-
äåëÿåòñÿ çíàêîì f ′′(c), ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f ′′(x) ≥ 0 íà (a, b), òî
l(x)− f(x) ≥ 0 íà (x1, x2); åñëè f ′′(x) ≤ 0 íà (a, b), òî l(x)− f(x) ≤ 0
íà (x1, x2). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷åê x1, x2 òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà íà (a, b), ôóíêöèÿ f ñîîòâåòñòâåííî ëèáî ñòðîãî âûïóêëà âíèç,
ëèáî ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëå (a, b).

Âûïóêëîñòü è êàñàòåëüíûå

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêà âûïóê-
ëîé, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî êàñàòåëü-
íûõ ê ãðàôèêó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f ∈ D2(a, b). Åñëè f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0)
íà (a, b), òî ∀x0 ∈ (a, b) âñå òî÷êè ãðàôèêà {(x, f(x))| x ∈ (a, b)}
ôóíêöèè f(x) ëåæàò íå íèæå (íå âûøå) êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé
ê íåìó â òî÷êå (x0, f(x0)).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f ∈ D2(a, b), òî ∀x0 ∈ (a, b)
∃f ′(x0) ⇒ ∃ êàñàòåëüíàÿ y = L(x, x0) = f(x0)+f

′(x0)(x−x0) â òî÷êå
(x0, f(x0)). Ïî óñëîâèþ ∀x, x0 ∈ (a, b) íà îòðåçêå ñ êîíöàìè â òî÷êàõ
x0 è x äëÿ ôóíêöèè f èìååò ìåñòî ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì
÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(c)

2!
(x− x0)

2 ⇒

f(x)− L(x, x0) = f(x)− (f(x0) + f ′(x0)(x− x0)) =
f ′′(c)

2!
(x− x0)

2.

Åñëè f ′′(x) ≥ 0 íà (a, b), òî ∀x ∈ (a, b): f(x) − L(x, x0) ≥ 0; åñ-
ëè f ′′(x) ≤ 0 íà (a, b), òî ∀x ∈ (a, b): f(x) − L(x, x0) ≤ 0. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè x0 ∈ (a, b) òåîðåìà äîêàçàíà.
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ËÅÊÖÈß 23

Òî÷êè ïåðåãèáà

Ïóñòü f ∈ D(x0) è L(x, x0) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0 ê äëÿ ôóíêöèè f(x).

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x0 íàçàâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f , åñëè ðàçíîñòü f(x) − L(x, x0)
ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0. Òî÷êà (x0, f(x0)) íàçûâà-
åòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f .

Â òî÷êå (x0, f(x0)) ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû
êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ (âîîáùå ãîâîðÿ, â íåñòðîãîì ñìûñëå).

Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà). Ïóñòü
f ∈ D2(x0) è x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f . Òîãäà f ′′(x0) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x0
äëÿ ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
â ôîðìå Ïåàíî:

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+o((x−x0)2), x→ x0 ⇒

f(x)− L(x, x0) =
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2) =

(x− x0)
2

(
f ′′(x0)

2
+ o(1)

)
.

Åñëè f ′′(x0) ̸= 0, òî ñóììà f ′′(x0)/2+o(1) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èìåëà áû çíàê ÷èñëà f ′′(x0) (ïî ëåììå î çíàêå),
ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü f(x) − L(x, x0) íå ìåíÿëà áû çíàê ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

Òåîðåìà 2(ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà).
Ïóñòü f ∈ C1(U(x0))

⋂
D2(U̇(x0)). Åñëè f

′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) ïðè
x < x0 è f ′′(x) ≤ 0 (f ′′(x) ≥ 0) ïðè x > x0 (x ∈ U(x0)), òî x0 �
òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Òåéëîðà
ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, èìååì: f(x) − L(x, x0) =
f ′′(c)(x − x0)

2/2, ãäå c ëåæèò íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè â x0 è x. Ïî-
ñêîëüêó (x − x0)

2 çíàê íå ìåíÿåò, òî çíàê ðàçíîñòè f(x) − L(x, x0)
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì f ′′(c). Ïðè ïåðåõîäå òî÷êè x ÷åðåç x0 òî÷êà c
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òàêæå ïåðåõîäèò ÷åðåç x0, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäå-
íèå âûòåêàåò èç óñëîâèé òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà.

Òåîðåìà 3(âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Ïóñòü
f ∈ D3(x0). Åñëè f ′′(x0) = 0, à f ′′′(x0) ̸= 0 òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f ′′(x0) = 0, òî èç ôîðìóëû
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî èìååì:

f(x)− L(x, x0) =
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + o((x− x0)
3) =

(x− x0)
3

(
f ′′′(x0)

3!
+ o(1)

)
, x→ x0.

Ìíîæèòåëü (x − x0)
3 ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0,

à ìíîæèòåëü f ′′′(x0)/3! + o(1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
èìååò çíàê ÷èñëà f ′′′(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êà x0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Àñèìïòîòû

Ïóñòü f : (a,+∞) → R, −∞ ≤ a < +∞.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïðÿìàÿ y = kx + l íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé

ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞, åñëè limx→+∞(f(x)− (kx+ l)) = 0.
Äëÿ g: (−∞, b) → R, −∞ < b ≤ +∞, àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

àñèìïòîòà ïðè x→ −∞.
Òåîðåìà 4. Ïðÿìàÿ y = kx + l ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ôóíê-

öèè f(x) ïðè x → +∞ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
∃ limx→+∞ f(x)/x = k è ∃ limx→+∞(f(x)− kx) = l.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü limx→+∞(f(x) − (kx + l)) = 0
⇒ f(x)− kx− l = o(1), x → +∞ ⇒ f(x)− kx = l + o(1) ⇒ f(x)/x =
k + l/x+ o(1/x) = k + o(1), x→ +∞.

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ∃ limx→+∞(f(x)−kx) = l
è ∃ limx→+∞ f(x)/x = k.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî
ïðè óêàçàííîì âûáîðå k äëÿ ôóíêöèè f(x)− kx èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî f(x)−kx = l+o(1), x→ +∞ ⇒ f(x)−kx−l = o(1) ïðè x→ +∞,
ò.å. limx→+∞(f(x)− (kx+ l)) = 0 ⇒ ïðÿìàÿ y = kx+ l ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞.

Ïðèìåð. Ïðè îòûñêàíèè àñèìïòîò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò óäîáíåå
èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

123



Íàéäåì àñèìïòîòû ôóíêöèè f(x) = (x3 − 2x2)1/3 (ïîä êóáè÷åñêèì
êîðíåì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y3). Èìååì f(x) =

x(1 − 2/x)1/3 = x(1 − 2/(3x) + o(1/x)) = x − 2/3 + o(1), x → ∞ ⇒ ïðÿ-
ìàÿ y = x− 2/3 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé äàííîé ôóíêöèè êàê ïðè x → −∞,
òàê è ïðè x→ +∞.

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Íàïîìíèì, ÷òî ê ïðîìåæóòêàì ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòíîñÿòñÿ îò-
ðåçêè, èíòåðâàëû è ïîëóèíòåðâàëû. Äàëåå âñå ïðîìåæóòêè áóäóò
ïðåäïîëàãàòüñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ Φ(x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå ∆, åñëè Φ ∈ D(∆) è ∀x ∈ ∆:
Φ′(x) = f(x).

Òàê êàê dΦ = Φ′(x)dx, òî ðàâåíñòâî Φ′(x) = f(x) ⇔ dΦ = f(x)dx.
Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ Φ(x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâî-

îáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå ∆, åñëè: 1) Φ ∈ C(∆), 2) ∃
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M = {x1, . . . , xk}, xj ∈ ∆, j = 1, . . . , k, ò.÷.
∀x ∈ ∆ \M : Φ′(x) = f(x).

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ |x| ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè
sgnx íà R.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f : ∆ → R (∆ � ïðîìåæóòîê), Φ1(x) è Φ2(x)
� äâå åå ïðîèçâîëüíûå ïåðâîîáðàçíûå íà ∆. Òîãäà ðàçíîñòü Φ1(x)−
Φ2(x) ïîñòîÿííà íà ∆.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñò â î. Ïóñòü Ψ(x) = Φ1(x)−Φ2(x) ⇒ Ψ ∈ D(∆)
è Ψ′(x) = Φ′

1(x)− Φ′
2(x) = 0 íà ∆. Çàôèêñèðóì òî÷êó x0 ∈ ∆. Òîãäà

∀x ∈ ∆, x ̸= x0, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà Ψ(x)−Ψ(x0) = Ψ′(c)(x−x0) = 0
⇒ ∀x ∈ ∆: Ψ(x) = Ψ(x0), ò.å. Ψ(x) ïîñòîÿííà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f íà ïðî-
ìåæóòêå îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó ôóíê-
öèè f íà ïðîìåæóòêå ∆ ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ Φ0(x), òî ìíîæå-
ñòâî âñåõ åå ïåðâîîáðàçíûõ {Φ(x)} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {Φ0(x)+
C| C ∈ R}, ò.å.

{Φ(x)} = {Φ0(x) + C| C ∈ R}.
Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíîé íà ïðîìåæóòêå.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå îá îáùåì âèäå ïåðâîîáðàç-
íîé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé îáîáùåííûõ ïåðâîîáðàçíûõ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü f : ∆ → R. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ åå ïåðâî-
îáðàçíûõ íà ïðîìåæóòêå ∆ íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðà-
ëîì ôóíêöèè f íà ∆ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∫
f(x) dx.
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Â çàïèñè
∫
f(x) dx ñèìâîë

∫
ÿâëÿåòñÿ çíàêîì íåîïðåäåëåííîãî èí-

òåãðàëà, f(x) dx íàçûâàåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, à f(x)
� ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé.

Åñëè ó ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå∆ ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ
Φ(x), òî â ñèëó îáùåãî âèäà ïåðâîîáðàçíîé íà ïðîìåæóòêå∫

f(x) dx = {Φ(x) + C| C ∈ R}.

Ïðè îáîçíà÷åíèè ìíîæåñòâà ïåðâîîáðàçíûõ ïðèíÿòî îïóñêàòü ôè-
ãóðíûå ñêîáêè:

∫
f(x) dx = Φ(x) + C (C ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).
Åñëè g � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïîä ñèìâîëîì∫

f dg, èëè
∫
f(x) dg(x), ïîíèìàåòñÿ íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë∫

f(x)g′(x) dx (ýòî åñòåñòâåííî, èáî dg = g′(x)dx).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1. Åñëè f ∈ D(∆), òî
∫
f ′(x) dx = f(x) + C (

∫
df = f(x) + C).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà ñëåäóåò èç îáùåãî âèäà ïåðâîîá-
ðàçíîé è òîãî, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé f ′(x) íà ïðîìåæóòêå
∆.

2. Åñëè f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà ïðîìåæóòêå ∆, òî ∀x ∈ ∆:

d(

∫
f(x) dx) = d{Φ(x)} .

= {dΦ(x)} = {Φ′(x)dx} = {f(x)dx}.

Åñëè, êàê ïðèíÿòî, îïóñòèòü ôèãóðíûå ñêîáêè, òî ïîëó÷åííîå ðàâåí-
ñòâî ïðèìåò âèä d(

∫
f(x) dx) = f(x)dx.

Àíàëîãè÷íî (
∫
f(x) dx)′ = {Φ(x)}′ .= {Φ′(x)} = {f(x)} = f(x).

3. Åñëè f1 è f2 èìåþò ïåðâîîáðàçíûå Φ1 è Φ2 íà ïðîìåæóòêå ∆,
òî ôóíêöèÿ f1 + f2 òàêæå èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà ∆ è∫

(f1(x) + f2(x)) dx =

∫
f1(x) dx+

∫
f2(x) dx

(ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ1(x)+Φ2(x) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f1(x)+ f2(x) ⇒
∫
(f1(x)+ f2(x)) dx =

{Φ1(x) + Φ2(x) + C}. Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü,÷òî {Φ1(x) +
C1}+ {Φ2(x) + C2} = {Φ1(x) + Φ2(x) + C}, ãäå C1, C2 è C íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ñëåâà
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ñòîèò àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà äâóõ ìíîæåñòâ ñì. Ëåêöèþ 4). Ïóñòü
Φ(x) ∈ {Φ1(x)+C1}+{Φ2(x)+C2} ⇒ Φ(x) = Φ1(x)+C

′
1+Φ2(x)+C

′
2 =

Φ1(x)+Φ2(x)+C ′
1+C ′

2 ∈ {Φ1(x)+Φ2(x)+C}. Åñëè Φ(x) ∈ {Φ1(x)+
Φ2(x) +C}, òî Φ(x) = Φ1(x) +Φ2(x) +C ′, ãäå C ′ � íåêîòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ ⇒ Φ(x) = Φ1(x)+0+Φ2(x)+C

′ ∈ {Φ1(x)+C1}+{Φ2(x)+C2}.
4. Ïóñòü ó ôóíêöèè f èìååòñÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íà ïðîìåæóòêå ∆

è λ ∈ R. Òîãäà ó ôóíêöèè λf(x) òàêæå èìååòñÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íà ∆
è ïðè λ ̸= 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
(λf(x)) dx = λ

∫
f(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè Φ(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
f , òî λΦ(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè λf(x). Âòîðîå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè λ ̸= 0 {λΦ+ C1} = λ{Φ+ C}.

5. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíêöèè u, v ∈
D(∆) è ó ôóíêöèè u′(x)v(x) ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ íà ∆. Òîãäà
ó ôóíêöèè u(x)v′(x) òàêæå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ è∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx

(∫
u dv = uv −

∫
v du

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê u, v ∈ D(∆), òî d(uv) = vdu+udv
⇒ udv = d(uv) − vdu. Ïîñêîëüêó ∃

∫
v du =

∫
v(x)u′(x) dx è

∫
d(uv)

(ïåðâûé ïî óñëîâèþ, à âòîðîé ïî ñâîéñòâó 1), òî â ñèëó ñâîéñòâ 3 è
4: ∃

∫
u dv = uv −

∫
v du.

6. (Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé). Ïóñòü f : ∆x → R, g: ∆t → ∆x,
g ∈ D(∆t) (∆x, ∆t � ïðîìåæóòêè). Åñëè f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
Φ(x) íà ∆x, ò.å.

∫
f(x) dx = Φ(x) + C, òî ôóíêöèÿ Φ(g(t)) ÿâëÿåòñÿ

ïåðâîîáðàçíîé f(g(t))g′(t) íà ∆t è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫
f(g(t))g′(t) dt =

Φ(g(t)) + C.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèè f è Φ îïðåäåëåíû íà ∆x

⇒ îïðåäåëåíû f(g(t)) è Φ(g(t)). Òàê êàê ∀x ∈ ∆x: Φ′(x) = f(x), òî
(Φ(g(t)))′ = Φ′(g(t))g′(t) = f(g(t))g′(t) ⇒ Φ(g(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíîé f(g(t))g′(t) íà ∆t ⇒

∫
f(g(t))g′(t) dt = Φ(g(t)) + C.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê g′(t)dt = dg(t), òî äîêàçàííàÿ ôîðìóëà èìååò
âèä

∫
f(g(t)) dg(t) = Φ(g(t)) + C = Φ(x)|x=g(t) + C = (Φ(x) + C)|x=g(t) =(∫

f(x) dx
)∣∣
x=g(t)

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñíà÷àëà â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó x = g(t) è âû÷èñëèòü èíòåãðàë, èëè ñíà-
÷àëà âçÿòü èíòåãðàë, à ïîñëå âûïîëíèòü çàìåíó x = g(t), òî ðåçóëüòàò
áóäåò îäèí è òîò æå.

Ïðèâåäåì òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé (â ïðèâîäèìûõ ôîðìóëàõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî a > 0).
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Îíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ: ôîðìóëû
ïðîâåðÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè.

∫
xp dx =

1

p+ 1
xp+1 + C, p ̸= −1;

∫
1

x
dx = ln|x|+ C;

∫
ex dx = ex + C;

∫
ax dx =

ax

lna
+ C (a ̸= 1);∫

sinx dx = cosx+ C;

∫
cosx dx = − sinx+ C;∫

1

cos2 x
dx = tgx+ C;

∫
1

sin2 x
dx = −ctgx+ C;∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctg

x

a
+ C (−1

a
arcctg

x

a
+ C);∫

1

a2 − x2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C;∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

a
+ C (− arccos

x

a
+ C);∫

1√
x2 + p

dx = ln|x+
√
x2 + p|+ C.

Ïðèìåðû.

1)

∫
tgx

cos2 x
dx =

∫
tgx dtgx

t=tgx
=

∫
t dt =

1

2
t2 + C =

tg2x

2
+ C;

2)

∫
lnx dx = xlnx−

∫
x dlnx = xlnx−

∫
x
1

x
dx = xlnx− x+ C

(âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì);

3)

∫
exx2 dx =

∫
x2 dex = exx2 −

∫
2xex dx = exx2 − 2

∫
x dex =

exx2 − 2exx+ 2

∫
ex dx = exx2 − 2exx+ 2ex + C

(çäåñü äâàæäû áûëà ïðèìåíåíà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì).
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4) In =

∫
sinn x dx =

∫
sinn−1 x sinx dx = −

∫
sinn−1 d cosx =

− sinn−1 x cosx+

∫
cosx d sinn−1 x =

− sinn−1 x cosx+

∫
cosx(n− 1) sinn−2 x cosx dx =

− sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 x dx =

− sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x) dx =

− sinn−1 x cosx+ (n− 1)(In−2 − In).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

In = − 1

n
(sinn−1 x cosx− (n− 1)In−2),

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü äàííûé èíòåãðàë äëÿ ∀n ∈ N. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè n íå÷åòíîå, òî äîñòàòî÷íî çíàòü I1 =

∫
sinx dx = − cosx + C,

÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìó-
ëû íàéòè In. Åñëè n ÷åòíîå, òî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü I0 =

∫
dx = x+ C,

÷òîáû íàéòè In.
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ËÅÊÖÈß 24

Èíòåãðàë Ðèìàíà è åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Ïóñòü [a, b] � íåâûðîæäåííûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.
Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçáèåíèåì T îòðåçêà [a, b] (îáîçíà÷àþò

T [a, b]) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê {xi}ni=0 (n = n(T )), ò.÷.
a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Òî÷êè xk, k = 0, . . . , n íàçûâàþòñÿ òî÷-
êàìè ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b]; îòðåçêè ∆k

.
= [xk−1, xk] (k = 1, . . . , n)

� îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ T .
×åðåç∆xk îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà k�ãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ, ò.å.∆xk =

xk − xk−1, k = 1, 2, . . . , n.
Âåëè÷èíà λ(T )

.
= maxk=1,...,n ∆xk íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì, èëè

ìåëêîñòüþ, ðàçáèåíèÿ T .
Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå T [a, b] = {xi}ni=0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

òî÷êè ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Íàáîð òàêèõ òî÷åê ξ̄
.
= (ξ1, . . . , ξn)

íàçûâàåòñÿ ðàçìåòêîé ðàçáèåíèÿ T , à ïàðà (T, ξ̄) � ðàçìå÷åííûì
ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b].

Ïóñòü f : [a, b] → R è (T, ξ̄) íåêîòîðîå ðàçìå÷åííîå ðàçáèåíèå [a, b].
Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f , ñî-

îòâåòñòâóþùåé ðàçìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ (T, ξ̄), íàçûâàåòñÿ

σ(f, T, ξ̄)
.
= f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . .+ f(ξn)∆xn =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ
ñóìì Ðèìàíà ïðè λ(T ) → 0 (I = limλ(T )→0 σ(f, T, ξ̄)), åñëè ∀ε > 0
∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. äëÿ ëþáîãî ðàçìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ̄) îòðåç-
êà [a, b] ñ λ(T ) < δ: |σ(f, T, ξ̄)− I| < ε.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îò-
ðåçêå [a, b], åñëè ∃ limλ(T )→0 σ(f, T, ξ̄).

Ïðè ýòîì ÷èñëî I, ðàâíîå çíà÷åíèþ ýòîãî ïðåäåëà, íàçûâàþò
îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] è

îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
∫ b

a
f(x) dx.

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b],
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì R[a, b]. Çàïèñü g ∈ R[a, b] îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ g èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b].
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Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë åå
èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà íå èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå.

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìà-
íà, òî îí åäèíñòâåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü äâà íåñîâïàäàþùèõ ÷èñëà I1 è I2 ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì σ(f, T, ξ̄) ïðè λ(T ) → 0. Âîçüìåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ε�îêðåñòíîñòè òî÷åê I1 è I2, íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ε = |I1 − I2|/2.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ∃δ1, δ2 > 0, ò.÷.

σ(f, T, ξ̄) ∈ V (I1, ε) ∀(T, ξ̄) ñ λ(T ) < δ1 è σ(f, T, ξ̄) ∈ V (I2, ε) ∀(T, ξ̄)
ñ λ(T ) < δ2.

Ïóñòü δ = min(δ1, δ2) ⇒ σ(f, T, ξ̄) ∈ V (I1, ε)
⋂
V (I2, ε) äëÿ ∀(T, ξ̄)

ñ λ(T ) < δ. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, èáî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ýòè
îêðåñòíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè
f ∈ R[a, b], òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å.
÷òî f ∈ R[a, b], íî f íå îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b]. Ïóñòü I =
limλ(T )→0 σ(f, T, ξ̄). Òîãäà äëÿ ε = 1 ∃δ > 0, ò.÷. äëÿ ëþáîé èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû σ(f, T, ξ̄) ñ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ(T ) < δ: I − 1 <
σ(f, T, ξ̄) < I + 1, ò.å. ìíîæåñòâî {σ(f, T, ξ̄)} çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ
ñóìì σ(f, T, ξ̄) ñ λ(T ) < δ îãðàíè÷åíî.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå T [a, b] ñ λ(T ) < δ. Òàê êàê f íå
îãðàíè÷åíà íà [a, b], òî îíà íå îãðàíè÷åíà ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîì
èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ T . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî f íå îãðàíè÷åíà íà ∆1 = [x0, x1]. Çàôèêñèðóåì êàêèì-òî îáðàçîì
òî÷êè ξi ∈ ∆i, i = 2, . . . , n. Òîãäà ñóììà

S
.
= f(ξ2)∆x2 + . . .+ f(ξn)∆xn

áóäåò èìåòü âïîëíå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Äîáàâèâ ê S ñëàãàåìîå
f(ξ1)∆x1, ãäå ξ1 ∈ ∆1 ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

σ(f, T, ξ̄) = f(ξ1)∆x1 + S.

Ïîñêîëüêó f íå îãðàíè÷åíà íà ∆1 = [x0, x1], òî çà ñ÷åò âûáîðà
ξ1 ∈ ∆1 ïåðâîå ñëàãàåìîå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñóììó σ(f, T, ξ̄) ìîæíî
ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå f(x) = 1, åñëè x ∈ Q è f(x) = 0, åñëè
x ∈ R \ Q îãðàíè÷åíà, íî íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íè íà êàêîì íåâû-
ðîæäåííîì îòðåçêå [a, b].

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà T [a, b]. Â ëþ-
áîì íåâûðîæäåííîì îòðåçêå ñîäåðæàòñÿ êàê ðàöèîíàëüíûå, òàê è èððà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïîýòîìó åñëè â êà÷åñòâå îòìå÷åííûõ òî÷åê âûáðàòü
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî

σ(f, T, ξ̄) =

n∑
i=1

1 ·∆xi =
n∑
i=1

(xi − xi−1) =

x1 − x0 + x2 − x1 + x3 − x2 + . . .+ xn − xn−1 = b− a.

Åñëè â êà÷åñòâå ðàçìåòêè âçÿòü èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî

σ(f, T, ξ̄) =

n∑
i=1

0 ·∆xi = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî I íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà ôóíêöèè Äèðèõëå.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ÷èñëî I ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòü U(I, ε) ïðè ε = |I| íå
ïîïàäóò èíòåãðàëüíûå ñóììû, ïîñòðîåííûå ïî ðàçìåòêå èððàöèîíàëüíû-
ìè òî÷êàìè, èáî ýòà îêðåñòíîñòü íå ñîäåðæèò íóëÿ. Åñëè I = 0, òî â U(0, ε)
ïðè ε = b − a íå ïîïàäóò èíòåãðàëüíûå ñóììû, ïîñòðîåííûå ïî ðàçìåòêå
ðàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè, òàê êàê ýòà îêðåñòíîñòü íå ñîäåðæèò òî÷êó b−a.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè íà îòðåçêå íå âëå÷åò åå èí-
òåãðèðóåìîñòü.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò, ÷òî

∀g : [a, b] → R :

∫ a

a

g(x) dx = 0,

∀f ∈ R[a, b] :

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà, âûòåêàþùèå íåïîñðåä-
ñòâåííî èç åãî îïðåäåëåíèÿ:

1.
∫ b

a
0 dx = 0,

∫ b

a
1 dx = b− a.

Ýòè ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ∀ε > 0 è ∀(T, ξ̄):

|σ(0, T, ξ̄)| = |
n∑

i=1

0 ·∆xi| = 0 < ε è
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|σ(1, T, ξ̄)− (b− a)| = |
n∑

i=1

1 ·∆xi − (b− a)| = 0 < ε.

2 (ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà). Åñëè f , g ∈ R[a, b], òî ∀λ, µ ∈ R
ôóíêöèÿ λf(x) + µg(x) ∈ R[a, b] è∫ b

a

(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ̄)
îòðåçêà [a, b]

σ(λf + µg, T, ξ̄) =

n∑
i=1

(λf(ξi) + µg(ξi))∆xi =

= λ

n∑
i=1

f(ξi)∆xi + µ

n∑
i=1

g(ξi)∆xi = λσ(f, T, ξ̄) + µσ(g, T, ξ̄).

Ïóñòü I ′
.
=
∫ b

a
f(x) dx, I ′′

.
=
∫ b

a
g(x) dx è äàíî ε > 0. Ïî óñëîâèþ

∃δ′, δ′′ > 0, ò.÷. ∀(T ′, ξ̄′), (T ′′, ξ̄′′) îòðåçêà [a, b] ñ λ(T ′) < δ′, λ(T ′′) <
δ′′:

|σ(f, T ′, ξ̄′)− I ′| < ε, |σ(f, T ′′, ξ̄′′)− I ′′| < ε.

Ïîëîæèì δ = min(δ′, δ′′) è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå (T, ξ̄) ñ λ(T ) <
δ. Òîãäà

|σ(λf+µg, T, ξ̄)−(λI ′+µI ′′)| ≤ |λσ(f, T, ξ̄)−λI ′|+|µσ(g, T, ξ̄)−µI ′′| <
< |λ|ε+ |µ|ε = (|λ|+ |µ|)ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
3 (íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà). Åñëè f ∈ R[a, b] è f(x) ≥ 0

∀x ∈ [a, b], òî
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî I =
∫ b

a
f(x) dx < 0. Òîãäà, ñ

îäíîé ñòîðîíû, ∀(T, ξ̄) σ(f, T, ξ̄) =
∑n

i=1 f(ξi)∆xi ≥ 0. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, äëÿ ε

.
= |I| ∃δ > 0, ò.÷. ∀(T, ξ̄) ñ λ(T ) < δ: |σ(f, T, ξ̄)−I| < |I| ⇒

σ(f, T, ξ̄) < |I|+I = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå (èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ). Åñëè f , g ∈ R[a, b]

è f(x) ≥ g(x) íà [a, b], òî
∫ b

a
f(x) dx ≥

∫ b

a
g(x) dx.
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Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé ñëåäñòâèÿ, 3) è 2) èìååì

0 ≤
∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx,

îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà.
4. Ïóñòü f ∈ R[a, b], g: [a, b] → R è g(x) ̸= f(x) â êîíå÷íîì ÷èñëå

òî÷åê. Òîãäà g ∈ R[a, b] è
∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

Ôóíêöèÿ h(x)
.
= f(x) − g(x) ðàâíà íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì êî-

íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê îòðåçêà [a, b]. Ïîêàæåì, ÷òî h(x) ∈ R[a, b] è∫ b

a
h(x) dx = 0.
Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(x) ̸= 0 òîëüêî â îäíîé òî÷êå y ∈

[a, b]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçìå÷åííîå ðàçáèåíèå (T, ξ̄] îòðåçêà
[a, b]. Òîãäà

σ(h, T, ξ̄) =

n∑
i=1

h(ξi)∆xi =


0, y /∈ ξ̄;

h(y)∆xk, ξk = y ∈ [xk−1, xk], ξk ̸= ξi, i ̸= k;

h(y)∆xk + h(y)∆xk+1, ξk = ξk+1 = y ∈ [xk−1, xk].

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà σ(h, T, ξ̄) ñîäåðæèò íå áî-
ëåå äâóõ íå ðàâíûõ íóëþ ñëàãàåìûõ. Ñòàëî áûòü, |σ(h, T, ξ̄)| ≤
2|h(y)|λ(T ).

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ h(x) îòëè÷íà îò íóëÿ â m òî÷êàõ
y1, . . . , ym. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ìîæåò ïîðîäèòü íå áîëåå
2-õ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíà èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà, òî ïðî-
èçâîëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðèìàíà σ(h, T, ξ̄) ñîäåðæèò íå áîëåå
2m ñëàãàåìûõ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, è ïîýòîìó

|σ(h, T, ξ̄)| ≤ 2|h(y1)|λ(T )+. . .+2|h(ym)|λ(T ) ≤ 2m max
j=1,...,m

|h(yj)|λ(T ).

Äàëåå, äëÿ ∀ε > 0 ïîëîæèì δ = ε/(2mmaxj=1,...,m |h(yj)|). Òîãäà
∀(T, ξ̄) ñ λ(T ) < δ: |σ(h, T, ξ̄)− 0| < ε ⇒ h ∈ R[a, b] è

∫ b

a
h(x) dx = 0.

Òàê êàê g(x) = f(x) − h(x), òî â ñèëó ñâîéñòâà 2 ôóíêöèÿ g ∈
R[a, b] è

∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
(f(x) − h(x)) dx =

∫ b

a
f(x) dx −

∫ b

a
h(x) dx =∫ b

a
f(x) dx. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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ËÅÊÖÈß 25

Âåðõíèå è íèæíèå ñóììû Äàðáó

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé ïîòðåáóåòñÿ
ââåñòè åùå îäèí òèï èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïóñòü f : [a, b] → R è f îãðàíè÷åíà íà [a, b]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçáèåíèÿ T [a, b] = {xi}ni=0 ïîëîæèì

mi = inf
x∈∆i

f(x), Mi = sup
x∈∆i

f(x), ∆i = [xi−1, xi], i = 1, . . . , n.

Âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè f âåëè÷èíû Mi è mi êîíå÷íû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñóììû

sT = s(f, T ) = m1∆x1 +m2∆x2 + . . .+mn∆xn =

n∑
i=1

mi∆xi

è

ST = S(f, T ) =M1∆x1 +M2∆x2 + . . .+Mn∆xn =

n∑
i=1

Mi∆xi

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé èíòåãðàëüíûìè
ñóììàìè Äàðáó ôóíêöèè f äëÿ ðàçáèåíèÿ T [a, b].

Î÷åâèäíî, ÷òî ∀T [a, b]: sT ≤ ST .
Åñëè f äîñòèãàåò èíôèìóìà íà êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ, òî

sT ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà. Åñëè f íå
äîñòèãàåò èíôèìóìà õîòÿ áû íà îäíîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ, òî sT íå
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ðèìàíà. Àíàëîãè÷íî è äëÿ ST .

Ëåììà 1. Ïóñòü f : [a, b] → R � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ è ïóñòü ðàçáèåíèå T [a, b] îòðåçêà [a, b] òàêæå ïðîèçâîëü-
íî. Òîãäà:

1) äëÿ ∀ ðàçìåòêè ξ̄ ðàçáèåíèÿ T : sT ≤ σ(f, T, ξ̄) ≤ ST ;
2) sT = inf ξ̄ σ(f, T, ξ̄), ST = supξ̄ σ(f, T, ξ̄).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ξi ∈ [xi−1, xi], òîmi ≤ f(ξi) ≤Mi

è

sT =
n∑

i=1

mi∆xi ≤
n∑

i=1

f(ξi)∆xi = σ(f, T, ξ̄) ≤
n∑

i=1

Mi∆xi = ST .
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Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ inf: ∀ε > 0 ∃ξi = ξi(ε) ∈ [xi−1, xi], ò.÷.
f(ξi) < mi + ε/(b − a) ⇒ ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðè-
ìàíà

σ(f, T, ξ̄) =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi <

n∑
i=1

(mi + ε/(b− a))∆xi =

=

n∑
i=1

mi∆xi + (ε/(b− a))(b− a) = sT + ε.

Ñ ó÷åòîì 1) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî sT = inf ξ̄ σ(f, T, ξ̄).
Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì âòîðîå ðàâåíñòâî. Ëåì-

ìà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçáèåíèå T ∗[a, b] íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷åíèåì

(ïðîäîëæåíèåì) ðàçáèåíèÿ T [a, b], åñëè T ⊂ T ∗.
Ïðèìåðû.

1. Ðàçáèåíèå T ∗[0, 1] = {0, 1/4, 1/2, 3/4, 1} ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì
T [0, 1] = {0, 1/4, 1}.

2. Åñëè T1 è T2 � ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b], òî ðàçáèåíèå
T1

⋃
T2 áóäåò èçìåëü÷åíèåì êàê T1, òàê è T2.
Ëåììà 2.
1) Åñëè ðàçáèåíèå T ∗ ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ T , òî

äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Äàðáó ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà sT ≤ sT∗ ,
ST∗ ≤ ST .

2) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèé T1 è T2 îòðåçêà [a, b]: sT1
≤ ST2

.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü T ⊂ T ∗. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé, êîãäà T ∗ îòëè÷àåòñÿ îò T îäíîé òî÷êîé x∗: T ∗ = T
⋃
{x∗},

x∗ ∈ (xi−1, xi) (â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåì ïî îäíîé
òî÷êå ê èñõîäíîìó ðàçáèåíèþ T ). Òîãäà sT∗ îòëè÷àåòñÿ îò sT ëèøü
òåì, ÷òî ñëàãàåìîå mi(xi−xi−1) çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó m′

i(x
∗−xi−1)+

m′′
i (xi − x∗), ãäå m′

i = inf [xi−1,x∗] f(x), m′′
i = inf [x∗,xi] f(x). Òàê êàê

[xi−1, x
∗], [x∗, xi] ⊂ [xi−1, xi], òî

m′
i = inf

[xi−1,x∗]
f(x) ≥ inf

[xi−1,xi]
f(x) = mi,

m′′
i = inf

[x∗,xi]
f(x) ≥ inf

[xi−1,xi]
f(x) = mi.

Ñäåäîâàòåëüíî,

mi∆xi = mi(xi − xi−1) = mi(xi − x∗ + x∗ − xi−1) =

= mi(x
∗ − xi−1) +mi(xi − x∗) ≤ m′

i(x
∗ − xi−1) +m′′

i (xi − x∗)
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Çíà÷èò, sT ≤ sT∗ .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî ST ≥ ST∗ .
2) Ïóñòü òåïåðü T1 è T2 � ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ [a, b]. Ââå-

äåì ðàçáèåíèå T = T1
⋃
T2. Òàê êàê T1 ⊂ T è T2 ⊂ T , òî ñî-

ãëàñíî ïîëó÷åííûì âûøå îöåíêàì ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ
sT1 ≤ sT ≤ ST ≤ ST2 . Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü g: E → R. Êîëåáàíèåì ôóíêöèè g íà
ìíîæåñòâå A ⊂ E íàçûâàåòñÿ ω(g,A)

.
= supx,y∈A |g(x)− g(y)|.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó g(x)− g(y) = −(g(y)− g(x)), òî õîòÿ áû îäíà
èç ðàçíîñòåé g(x)− g(y), g(y)− g(x) ñîâïàäàåò ñ |g(x)− g(y)| ⇒ ω(g,A) =

supx,y∈A(g(x)− g(y)).
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T [a, b]:

ST − sT =

n∑
i=1

ω(f,∆i)∆xi.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ST − sT =
∑n

i=1(Mi −
mi)∆xi. À â ñèëó ñâîéñòâ inf è sup (ñì. ëåììó 1 ëåêöèè 4): Mi −
mi = supx∈∆i

f(x) − infy∈∆i
f(y) = supx∈∆i

f(x) + supy∈∆i
(−f(y)) =

supx,y∈∆i
(f(x)−f(y)) = ω(f,∆i), îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìàÿ ôîð-

ìóëà.

Âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû Äàðáó

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b]. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ ðàçáè-
åíèé T1 è T2 îòðåçêà [a, b]: sT1

≤ ST2
, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {sT1

}
íèæíèõ ñóìì Äàðáó îãðàíè÷åíî ñâåðõó, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {ST2}
âåðõíèõ ñóìì Äàðáó îãðàíè÷åíî ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû
I∗

.
= supT sT è I∗

.
= infT ST êîíå÷íû. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ðàçáèåíèé T1 è T2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sT1
≤ I∗ ≤ ST2

, sT1
≤

I∗ ≤ ST2
. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî I∗ ≤ infT2

ST2
= I∗.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T1 è T2 îòðåçêà [a, b] ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî: sT1 ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ ST2 . Â ÷àñòíîñòè, ∀T [a, b]:
sT ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ ST .

Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî I∗ íàçûâàåòñÿ íèæíèì èíòåãðàëîì
Äàðáó ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a, b], à ÷èñëî I∗ � âåðõíèì èíòå-
ãðàëîì Äàðáó.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå, ðàññìàòðèâàåìîé íà ïðîèç-
âîëüíîì íåâûðîæäåííîì îòðåçêå [a, b]: I∗ = 0, à I∗ = b− a.
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Êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó ôóíêöèè

Òåîðåìà 1(Äàðáó). Ïóñòü f : [a, b] → R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû f ∈
R[a, b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà îãðàíè÷åíà
íà [a, b] è ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ: ST − sT < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ R[a, b]
⇒ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] (òåîðåìà 1 ëåêöèè 23) è ∃I ∈ R,
ò.÷. ∀ε > 0 ∃δ > 0, ÷òî ∀(T, ξ̄) c λ(T ) < δ: |σ(f, T, ξ̄) − I| < ε/4, ò.å.
I − ε/4 < σ(f, T, ξ̄) < I + ε/4. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê
inf è sup ïî ðàçìåòêå ξ̄, âñëåäñòâèå ëåììû 1 ïîëó÷èì

I − ε/4 ≤ sT ≤ ST ≤ I + ε/4,

ò.å. sT , ST ∈ [I − ε/4, I + ε/4] ⇒ 0 ≤ ST − sT ≤ ε/2 < ε è ýòî íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíà, òî âåðõíèå è íèæíèå
ñóììû Äàðáó èìåþò ñìûñë. Òàê êàê ∀T [a, b]: sT ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ ST , òî
∀T [a, b]: 0 ≤ I∗ − I∗ ≤ ST − sT . Èç ýòîé îöåíêè è óñëîâèé òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 ≤ I∗ − I∗ < ε ⇒
I∗ = I∗.

Ïóñòü I
.
= I∗ = I∗. Ïîêàæåì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà

ôóíêöèè f . Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, ∀T [a, b]: sT ≤ I ≤ ST , à âî-
âòîðûõ, ïî ëåììå 1 ∀T [a, b] è ëþáîé ðàçìåòêè ξ̄: sT ≤ σ(f, T, ξ̄) ≤ ST .
Ïîýòîìó I, σ(f, T, ξ̄) ∈ [sT , ST ], ò.å. |σ(f, T, ξ̄) − I| ≤ ST − sT . Òåïåðü
çàôèêñèðóåì ε > 0. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷.
∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ: ST − sT < ε. Òîãäà äëÿ ∀(T, ξ̄) îòðåçêà [a, b] ñ
λ(T ) < ε èìååì: |σ(f, T, ξ̄)− I| ≤ ST − sT < ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ C[a, b], òî f ∈ R[a, b], ò.å. C[a, b] ⊂ R[a, b].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f ∈ C[a, b], òî f îãðàíè÷åíà íà [a, b]

(òåîðåìà Âåéåðøòðàññà I) è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b] (òåîðåìà
Êàíòîðà). Ïîýòîìó ∀ε > 0 ∃δ > 0, ò.÷. ∀x, y ∈ [a, b], |x − y| < δ:
|f(x) − f(y)| < ε. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âîçüìåì ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ
(ýòî δ èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè). Òîãäà ∀x, y ∈ ∆i

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |x−y| ≤ ∆xi ≤ λ(T ) < δ ⇒ |f(x)−f(y)| < ε
⇒ êîëåáàíèÿ ω(f,∆i) = supx,y∈∆i

|f(x) − f(y)| ≤ ε (i = 1, . . . , n).
Ñëåäîâàòåëüíî,

ST − sT =

n∑
i=1

ω(f,∆i)∆xi ≤ ε

n∑
i=1

∆xi = ε(b− a).
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Òàê êàê ε > 0 � ïðîèçâîëüíî, òî äëÿ f âûïîëíåí êðèòåðèé Äàðáó
èíòåãðèðóåìîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f : [a, b] → R è f ìîíîòîííà íà [a, b]. Òîãäà
f ∈ R[a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ↑ íà [a, b]
⇒ ∀x ∈ [a, b]: f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) ⇒ f îãðàíè÷åíà íà [a, b].

Òàê êàê f ↑, òî mi = infx∈∆i f(x) = f(xi−1), Mi = supx∈∆i
f(x) =

f(xi). Ïîýòîìó ∀T [a, b]

ST − sT =

n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi ≤ λ(T )

n∑
i=1

(Mi −mi) =

λ(T )(f(x1)− f(x0) + f(x2)− f(x1) + . . .+ f(xn)− f(xn−1)) =

λ(T )(f(xn)− f(x0)) = λ(T )(f(b)− f(a)).

Åñëè f(b) = f(a), ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà, òî ST − sT = 0 ∀T [a, b]
⇒ f ∈ R[a, b] ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äàðáó (èíòåãðèðóåìîñòü ïîñòîÿí-
íîé ôóíêöèè òàêæå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1 è 2 èíòåãðàëà).

Ïóñòü f(b) ̸= f(a). Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîëîæèì δ = ε/(f(b) −
f(a)). Òîãäà ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ST − sT <
δ(f(b)− f(a)) = ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ìîæåò
èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ðàçðûâà, íî òàêèå òî÷êè îáðàçóþò íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà 4(èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïîäîòðåçêàì). Åñëè f ∈
R[a, b], òî ∀[a′, b′] ⊂ [a, b]: f ∈ R[a′, b′].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ ∃δ > 0,
ò.÷. ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ:

∑n
i=1 ω(f,∆i)∆xi < ε.

Ïóñòü T ′ = {x′j}m
′

j=0 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå [a′, b′] ñ λ(T ′) < δ.
Äîáàâèâ ê T ′ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, ëåæàùèõ íà [a, b] \ [a′, b′], âñåãäà
ìîæíî ïîëó÷èòü T [a, b] = {xi}ni=0 ñ λ(T ) < δ. Äëÿ T ′ è ïîñòðîåííîãî
ðàçáèåíèÿ T âñåãî îòðåçêà [a, b] èìååì∑

j

ω(f,∆′
j)∆x

′
j ≤

∑
i

ω(f,∆i)∆xi < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ R[a′, b′].
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ËÅÊÖÈß 26

Ëåììà 1(àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì). Åñëè f ∈
R[a, b] è òî÷êà c ∈ (a, b) ïðîèçâîëüíà, òî∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 4 ëåêöèè 25 f ∈ R[a, c] è
f ∈ R[c, b]. Ïóñòü

I =
∫ b

a
f(x) dx, I ′ =

∫ c

a
f(x) dx, I ′′ =

∫ b

c
f(x) dx.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà ∃δ, δ′ è δ′′, ò.÷. ñîîòâåòñòâóþùèå èíòå-
ãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà îòëè÷àþòñÿ îò I, I ′ è I ′′ ìåíüøå ÷åì íà ε,
ëèøü áû ìåëêîñòè ýòèõ ðàçáèåíèé íå ïðåâûøàëè δ, δ′ è δ′′ ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïîëîæèì δ0 = min(δ, δ′, δ′′) è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå T [a, b],
λ(T ) < δ0, ñîäåðæàùåå òî÷êó c. Òàêîå ðàçáèåíèå ïîðîæäàåò ðàçáèå-
íèÿ T ′[a, c]

.
= T

⋂
[a, c] è T ′′[c, b]

.
= T

⋂
[c, b] ñ λ(T ′), λ(T ′′) < δ0. Ïðè

ýòîì σ(f, T, ξ̄) = σ(f, T ′, ξ̄′) + σ(f, T ′′, ξ̄′′), ãäå ξ̄′ è ξ̄′′ ÷àñòè ðàçìåòêè
ξ̄, ïîïàâøèå â [a, c] è [c, b] ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó

|I − (I ′ + I ′′)| = |I − σ(f, T, ξ̄)− I ′ + σ(f, T ′, ξ̄′)− I ′′ + σ(f, T ′′, ξ̄′′)| ≤

|I − σ(f, T, ξ̄)|+ |I ′ − σ(f, T ′, ξ̄′)|+ |I ′′ − σ(f, T ′′, ξ̄′′)| < ε+ ε+ ε = 3ε.

Òàê êàê ε > 0 � ïðîèçâîëüíî, òî èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò
ðàâåíñòâî I = I ′ + I ′′. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì). Ïóñòü
f ∈ R[a, b] è f ≥ 0 íà [a, b]. Òîãäà

∀[c, d] ⊂ [a, b] :

∫ d

c

f(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà îñíîâàíèè ëåììû è íåîòðèöàòåëüíîñòè
èíòåãðàëà èìååì:∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ d

c

f(x) dx+

∫ b

d

f(x) dx ≥
∫ d

c

f(x) dx.
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Çàìå÷àíèå. Òàê êàê
∫ a
b
f(x) dx = −

∫ b
a
f(x) dx, òî óòâåðæäåíèå ëåììû

îçíà÷àåò, ÷òî
∫ c
a
f(x) dx +

∫ b
c
f(x) dx +

∫ a
b
f(x) dx = 0. Åñëè a, b, c ∈ R �

ïðîèçâîëüíû è f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà íàèáîëüøåì èç îòðåçêîâ ñ
êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ, òî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî∫ b
a
f(x) dx+

∫ c
b
f(x) dx+

∫ a
c
f(x) dx = 0.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê ëåììå 1.
Ëåììà 2. Ïóñòü òî÷êà c ∈ (a, b) ïðîèçâîëüíà. Åñëè f ∈ R[a, c]

è f ∈ R[c, b], òî f ∈ R[a, b] è, ñòàëî áûòü,∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî�íåïðåðûâíîé
íà îòðåçêå [a, b], åñëè ∃T [a, b] = {xi}ni=0, n = n(f), ò.÷.

1) f ∈ C(xi−1, xi), i = 1, . . . , n;
2) ∃ êîíå÷íûå ïðåäåëû f(xi−1 + 0) è f(xi − 0), i = 1, . . . , n.
Åñëè ââåñòè ôóíêöèè

fi(x) =


f(x), x ∈ (xi−1, xi)

f(xi−1 + 0), x = xi−1

f(xi − 0), x = xi

òî fi ∈ C[xi−1, xi] ⇒ fi ∈ R[xi−1, xi] (i = 1, . . . , n). Ïî ñâîéñòâó 4
èíòåãðàëà èç ëåêöèè 24 èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ R[xi−1, xi], èáî íà
ýòèõ îòðåçêàõ ôóíêöèÿ f ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò fi íå áîëåå, ÷åì â
äâóõ òî÷êàõ, à èìåííî, â êîíöåâûõ òî÷êàõ. Íî òîãäà ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2 f ∈ R[a, b], ò.å. äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ êóñî÷íî�íåïðåðûâíàÿ íà
îòðåçêå ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Ïðè ýòîì èíòåãðàë∫ b

a
f(x) dx íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ f(x) ïðèíè-

ìàåò â òî÷êàõ xi, i = 0, . . . , n.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ R[a, b] è f(x) ≥ 0 äëÿ ∀x ∈ [a, b]. Åñëè∫ b

a
f(x) dx = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) = 0 âî âñåõ òî÷êàõ ñâîåé íåïðåðûâ-

íîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ∃x0 ∈ [a, b], ò.÷. f ∈ C(x0) è f(x0) > 0. Åñëè x0 ∈ (a, b), òî ïî
ëåììå î çíàêå ∃U(x0, δ) ⊂ [a, b], ò.÷. ∀x ∈ U(x0, δ): f(x) > f(x0)/2 ⇒
f(x) > f(x0)/2 è íà îòðåçêå [x0 − δ/2, x0 + δ/2]. Òîãäà ïî ñâîéñòâó
ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì∫ b

a

f(x) dx ≥
∫ x0+δ/2

x0−δ/2

f(x) dx ≥ f(x0)

2

∫ x0+δ/2

x0−δ/2

dx =
f(x0)

2
δ > 0.
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Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Åñëè x0 ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà [a, b], òî âìåñòî

U(x0, δ) áåðåì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîñòîðîííþþ îêðåñòíîñòü òî÷êè
x0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ C[a, b] è f(x) ≥ 0 äëÿ ∀x ∈ [a, b]. Åñëè∫ b

a
f(x) dx = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) = 0 íà îòðåçêå [a, b].
Óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû.
Òåîðåìà 2(èíòåãðèðîâàíèå ìîäóëÿ). Åñëè f ∈ R[a, b], òî

|f | ∈ R[a, b] è ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ f ∈ R[a, b]. Çíà÷èò,
íà îñíîâàíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ∃M > 0, ò.÷.
∀x ∈ [a, b]: |f(x)| ≤ M , ò.å. |f | îãðàíè÷åíà íà [a, b]. Äàëåå, ∀A ⊂ [a, b]
è ∀x, y ∈ A ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è îïðåäåëåíèÿ êîëåáàíèÿ
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x) − f(y)| ≤ ω(f,A).
Ïîýòîìó ||f(x)|−|f(y)|| ≤ ω(f,A). Òåïåðü ïåðåõîäÿ ê sup ïî x, y ∈ A,
ïîëó÷àåì îöåíêó

ω(|f |, A) ≤ ω(f,A),

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ∀T [a, b]:
n∑

i=1

ω(|f |,∆i)∆xi ≤
n∑

i=1

ω(f,∆i)∆xi.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó f ∈ R[a, b], òî ∃δ > 0, ò.÷.
∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ:

∑n
i=1 ω(f,∆i)∆xi < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, è∑n

i=1 ω(|f |,∆i)∆xi < ε ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ, îòêóäà íà îñíîâàíèè êðè-
òåðèÿ Äàðáó çàêëþ÷àåì, ÷òî |f | ∈ R[a, b].

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà. Òàê êàê

−f(x) ≤ |f(x)| è f(x) ≤ |f(x)|, x ∈ [a, b],

à f, |f | ∈ R[a, b], òî èíòåãðèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

|f(x)| dx,

∫ b

a

(−f(x)) dx = −
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

|f(x)| dx.
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Èç íàïèñàííûõ îöåíîê è ñâîéñòâ ìîäóëÿ ÷èñëà (ñì. ëåêöèþ 2) çà-
êëþ÷àåì, ÷òî |

∫ b

a
f(x) dx| ≤

∫ b

a
|f(x)| dx. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a < b, òî äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïðèìåò
âèä ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

|f(x)| dx
∣∣∣∣ .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b < a, òî |
∫ b
a
f(x) dx| = |−

∫ a
b
f(x) dx| = |

∫ a
b
f(x) dx| ≤∫ a

b
|f(x)| dx = |

∫ a
b
|f(x)| dx| = | −

∫ a
b
|f(x)| dx| = |

∫ b
a
|f(x)| dx| (âîñïîëüçîâà-

ëèñü òåì, ÷òî
∫ a
b
f(x) dx = −

∫ b
a
f(x) dx, ñâîéñòâàìè ìîäóëÿ è äîêàçàííûì

íåðàâåíñòâîì).
2. Èç èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ ôóíêöèè íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü

ñàìîé ôóíêöèè:

f(x)
.
=

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,

−1, åñëè x èððàöèîíàëüíî,

íå èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] (ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Äàðáó èíòå-
ãðèðóåìîñòè èëè äîêàçûâàåòñÿ, êàê è íåèíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè Äèðè-
õëå), à åå ìîäóëü èíòåãðèðóåì.

Òåîðåìà 3(èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé). Åñëè
f, g ∈ R[a, b], òî fg ∈ R[a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f è g èíòåãðèðóåìû, òî îíè
îãðàíè÷åíû íà [a, b] ⇒ ∃M1, M2 > 0, ò.÷. ∀x ∈ [a, b]: |f(x)| ≤ M1,
|g(x)| ≤ M2. Ïîýòîìó ∀x ∈ [a, b] èìååì |f(x)g(x)| ≤ M1M2. Çíà÷èò,
ôóíêöèÿ f(x)g(x) îãðàíè÷åíà íà [a, b].

Äàëåå, ∀A ⊂ [a, b] è ∀x, y ∈ A:

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)| ≤

|f(x)||g(x)− g(y)|+ |g(y)||f(x)− f(y)| ≤M1ω(g,A) +M2ω(f,A) ≤

M(ω(f,A) + ω(g,A)),

ãäå M = max(M1,M2).
Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ê sup ïî x, y ∈

A, ïðèõîäèì ê îöåíêå

ω(fg,A) ≤M(ω(f,A) + ω(g,A)).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∀T [a, b]:

n∑
i=1

ω(fg,∆i)∆xi ≤M

(
n∑

i=1

ω(f,∆i)∆xi +

n∑
i=1

ω(g,∆i)∆xi

)
.

Ïîñêîëüêó f , g ∈ R[a, b], òî ∀ε > 0 ∃δ′, δ′′ > 0, ò.÷. ∀T ′[a, b], T ′′[a, b]
ñ λ(T ′) < δ′, λ(T ′′) < δ′′:∑

i

ω(f,∆′
i)∆x

′
i < ε è

∑
i

ω(g,∆′′
i )∆x

′′
i < ε.

Òîãäà ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ, ãäå δ
.
= min(δ′, δ′′) áóäåì èìåòü∑

i

ω(fg,∆i)∆xi < 2εM,

îòêóäà â ñèëó êðèòåðèÿ Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f ∈ R[a, b], f(x) ̸= 0 íà îòðåçêå [a, b] è 1/f(x) îãðà-
íè÷åíà íà [a, b], òî 1/f ∈ R[a, b]. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è òåîðåìû 2 è 3.

Òåîðåìà 4(èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü f, g ∈
R[a, b], g(x) ≥ 0 íà [a, b], m = inf [a,b] f(x), M = sup[a,b] f(x). Òîãäà
∃µ ∈ [m,M ], ò.÷. ∫ b

a

f(x)g(x) dx = µ

∫ b

a

g(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óìíîæèì íåðàâåíñòâî m ≤ f(x) ≤ M
íà g(x) ⇒ mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x) (çäåñü èñïîëüçîâàíà íåîòðèöà-
òåëüíîñòü ôóíêöèè g) è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî
îòðåçêó [a, b] (ôóíêöèÿ f(x)g(x) ïî äîêàçàííîìó âûøå èíòåãðèðóå-
ìà):

m

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤M

∫ b

a

g(x) dx (1)

Åñëè
∫ b

a
g(x) dx = 0, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå µ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç [m,M ].
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Åñëè
∫ b

a
g(x) dx > 0 (ñëó÷àé < 0 íåâîçìîæåí), òî èç (1) ïîëó÷àåì,

÷òî

m ≤
∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx

≤M.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ
.
=

∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx

∈ [m,M ].

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ∈

C[a, b], òî ∃c ∈ [a, b], ò.÷.
∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a
g(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
ôóíêöèé äëÿ µ ∈ [m,M ] ∃c ∈ [a, b], ò.÷. f(c) = µ.

Òåîðåìà î ñðåäíåì îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå, åñëè g(x) ≤
0 íà [a, b] (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå).

Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè g(x) ñóùåñòâåí-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f(x) = g(x) =

{
−1, x ∈ [−1, 0)

1, x ∈ [0, 1].

Òîãäà ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû êàê êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Èíòåãðàë

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx =

∫ 1

−1
1 dx = 2 (ñâîéñòâî 1 èç ëåêöèè 24), à â ñèëó

àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è ñâîéñòâà 4 èç òîé æå ëåêöèè 24∫ 1

−1

g(x) dx =

∫ 0

−1

g(x) dx+

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 0

−1

(−1) dx+

∫ 1

0

1 dx = −1+1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî
∫ 1

−1
f(x)g(x) dx = µ

∫ 1

−1
g(x) dx íåâîçìîæíî íè

ïðè êàêèõ µ.
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ËÅÊÖÈß 27

Èíòåãðàëû ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü f ∈ R[a, b] ⇒ f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå, ñîäåð-
æàùåìñÿ â [a, b] ⇒ íà îòðåçêå [a, b] îïðåäåëåíû ôóíêöèè Φ(x)

.
=∫ x

a
f(t) dt è Ψ(x)

.
=
∫ b

x
f(t) dt, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè ñ

ïåðåìåííûì âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàê êàê Φ(x) + Ψ(x) =

∫ b

a
f(t) dt, òî Ψ(x) îòëè÷àåòñÿ îò

−Φ(x) íà ïîñòîÿííóþ, ðàâíóþ
∫ b

a
f(t) dt. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ èçó-

÷åíèåì ñâîéñòâ ôóíêöèè Φ(x) � èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì
ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ R[a, b], òî Φ(x) =
∫ x

a
f(t) dt ∈ C[a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x ∈ [a, b] è
∆x, ò.÷. x+∆x ∈ [a, b]. Òîãäà, èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî
îòðåçêàì (ëåììà 1 ëåêöèè 25),

Φ(x+∆x)− Φ(x) =

∫ x+∆x

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt =

∫ x

a

f(t) dt+

∫ x+∆x

x

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt =

∫ x+∆x

x

f(t) dt.

Òàê êàê f ∈ R[a, b], òî f îãðàíè÷åíà íà [a, b] ⇒ ∃M > 0, ò.÷. ∀t ∈ [a, b]:
|f(t)| ≤M ⇒∣∣∣∣∣

∫ x+∆x

x

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

x

|f(t)| dt

∣∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

x

dt

∣∣∣∣∣ =M |∆x|

(ïðè îöåíêå èíòåãðàëà áûëî èñïîëüçîâàíî çàìå÷àíèå 1 ê òåîðåìå 3
ëåêöèè 25).

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîëîæèì δ = ε/M ⇒ ∀∆x, |∆x| < δ: |Φ(x+
∆x) − Φ(x)| ≤ M |∆x| < Mδ = ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0
òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ R[a, b]. Åñëè f ∈ C(x0), x0 ∈ [a, b], òî
Φ ∈ D(x0) è Φ′(x0) = f(x0), ò.å. (

∫ x

a
f(t) dt)′|x=x0 = f(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç âûêëàäîê òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

Φ(x0 +∆x)− Φ(x0)

∆x
=

1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(t) dt.
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Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê f ∈ C(x0), òî ∃δ > 0, ò.÷. ∀t ∈ [a, b],
|t− x0| < δ: |f(t)− f(x0)| < ε. Äàëåå, ïîñêîëüêó

∫ x0+∆x

x0
dx = ∆x, òî

f(x0) = f(x0)
1

∆x

∫ x0+∆x

x0

dt =
1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(x0) dt.

Ïîýòîìó ïðè 0 < |∆x| < δ:∣∣∣∣∣ 1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(t) dt− f(x0)

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ 1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(t) dt− 1

∆x

∫ x0+∆x

x0

f(x0) dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

∆x

∫ x0+∆x

x0

(f(t)− f(x0)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|∆x|

∣∣∣∣∣
∫ x0+∆x

x0

|f(t)− f(x0)| dt

∣∣∣∣∣ <
ε

|∆x|

∣∣∣∣∣
∫ x0+∆x

x0

dt

∣∣∣∣∣ = ε.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî Φ′(x0) = f(x0). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà x0 ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà, òî
ïîä ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå ïîíèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîñòîðîí-
íÿÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Èç òåîðåìû 2 è ñâÿçè ôóíêöèé Ψ(x) è Φ(x) ñëåäóåò, ÷òî Ψ′(x0) =
−Φ′(x0) = −f(x0) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ C[a, b], òî ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïåð-
âîîáðàçíàÿ íà îòðåçêå [a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ Φ(x) =
∫ x

a
f(t) dt â ñèëó äîêàçàí-

íîé òåîðåìû áóäåò îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
f .

Òåîðåìà 3(îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ).
Ïóñòü f ∈ C[a, b], è F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ åå ïåðâîîáðàçíàÿ íà [a, b].
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)|ba,
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íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ Φ(x) =

∫ x

a
f(t) dt ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà [a, b]. Åñëè F (x) êàêàÿ�ëèáî äðóãàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ òîé æå ôóíêöèè f , òî Φ è F îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòî-
ÿííóþ (òåîðåìà 5 ëåêöèè 23), ò.å. ∃C ∈ R, ò.÷. F (x) = Φ(x) + C =∫ x

a
f(t) dt+C. Ïîëîæèâ â ýòîì ðàâåíñòâå x = a, ïîëó÷àåì, ÷òî F (a) =

0 + C = C; ïðè x = b èìååì F (b) =
∫ b

a
f(t) dt+ C =

∫ b

a
f(t) dt+ F (a),

ò.å.
∫ b

a
f(t) dt = F (b)− F (a). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ñïðàâåäëèâà è ïðè b < a. Äåéñòâè-
òåëüíî,

∫ a

b
f(x) dx = −

∫ b

a
f(x) dx = −(F (b)− F (a)) = F (a)− F (b).

Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà îñòàåòñÿ âåðíîé è äëÿ èíòåãðàëîâ
îò êóñî÷íî�íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî
ïåðâîîáðàçíîé íàäî áðàòü îáîáùåííóþ ïåðâîîáðàçíóþ.

Ïðèìåðû.

1.
∫ 1

0
x dx = 1

2
x2|10 = 1

2
.

2. Ôóíêöèÿ Φ(x) = |x| ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâîîáðàçíîé êóñî÷íî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) =sgnx ⇒

∫ 1

−1
sgnx dx = |x||1−1 = 0.

Òåîðåìà 4(ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì
èíòåãðàëå). Ïóñòü f ∈ C[a, b], g: [α, β] → [a, b], g ∈ C1[α, β]

(ò.å. g′ ∈ C[α, β]) è g(α) = a, g(β) = b. Òîãäà
∫ b

a
f(x) dx =∫ β

α
f(g(t))g′(t) dt.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F (x) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ

ôóíêöèè f íà [a, b]. Òîãäà F (g(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé íåïðåðûâ-
íîé íà [α, β] ôóíêöèè f(g(t))g′(t), èáî (F (g(t)))′ = F ′(g(t))g′(t) =
f(g(t))g′(t). Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà èìååì∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt = F (g(β))− F (g(α)) =

F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé ìîæíî ïðèìåíÿòü, åñëè
g(α) = b, g(β) = a. Â ýòîì ñëó÷àå∫ b

a

f(x) dx = −
∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt.

Â ñàìîì äåëå,∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (g(α))− F (g(β)) =
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−(F (g(β))− F (g(α))) = −
∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt

Òåîðåìà 5(ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü u,

v ∈ C1[a, b]. Òîãäà
∫ b

a
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)|ba −

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâî

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

ïî îòðåçêó [a, b]:∫ b

a

(u(x)v(x))′ dx =

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx

(âñå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíû íà [a, b]).

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëó Íüþòîíà�
Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî

u(x)v(x)|ba =

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Êàê è â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ïîä∫ b

a
f(x) dg(x), ãäå g ∈ D[a, b], áóäåì ïîíèìàòü èíòåãðàë Ðèìàíà∫ b

a
f(x)g′(x) dx. Òîãäà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèìåò âèä∫ b

a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)|ba −
∫ b

a

v(x) du(x).

Òåîðåìà 6(ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èí-
òåãðàëüíîé ôîðìå). Åñëè f ∈ Cn+1[a, b] (ò.å. f (n+1) ∈ C[a, b]), òî
∀x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 + . . .+

+
f (n)(a)

n!
(x− a)n +

1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t)(x− t)n dt.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì x ∈ [a, b]. Â ñèëó ôîðìóë
Íüþòîíà�Ëåéáíèöà è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì
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f(x)−f(a) =
∫ x

a

f ′(t) dt = −
∫ b

a

f ′(t)(x− t)′ dt = −
∫ x

a

f ′(t) d(x− t) =

= −f ′(t)(x− t)|xa +

∫ x

a

f ′′(t)(x− t) dt =

= f ′(a)(x− a)− 1

2

∫ x

a

f ′′(t) d(x− t)2 =

= f ′(a)(x− a)− 1

2
f ′′(t)(x− t)2|xa +

1

2

∫ x

a

f ′′′(t)(x− t)2 dt = . . .

=

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t)(x− t)n dt.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ËÅÊÖÈß 28

Àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà

Èçëîæèì îáùóþ ñõåìó, ïîçâîëÿþùóþ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ
îõâàòèòü ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Íà÷íåì
ñ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f : [a, b] → R, f ∈ R[a, b] è f ≥ 0 íà [a, b]. Äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ α è β, α ≤ β, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [a, b], îáîçíà÷èì
÷åðåç S(α, β) ïëîùàäü ìíîæåñòâà P (α, β)

.
= {(x, y)| α ≤ x ≤ β, 0 ≤ y ≤

f(x)}, íàçûâàåìîãî êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé. Ïóñòü γ ≥ β è γ ∈ [a, b].
Ïîñêîëüêó êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ P (α, γ) ñîñòàâëåíà èç êðèâîëèíåéíûõ
òðàïåöèé P (α, β) è P (β, γ), òî â ñèëó ñâîéñòâ ïëîùàäåé

S(α, γ) = S(α, β) + S(β, γ) (àääèòèâíîñòü ïëîùàäè) (2)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
S(α, β) = S(α, γ)− S(β, γ)

Ïîëàãàÿ −S(β, γ) = S(γ, β), ïîëó÷èì, ÷òî S(α, β) = S(α, γ) + S(γ, β) äëÿ
α ≤ β ≤ γ. Ïîýòîìó ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∀α, β, γ ∈ [a, b] âíå çàâèñèìîñòè îò
èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè S áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(2).

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ òàêèõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (α, β) òî-

÷åê α, β ∈ [a, b] ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî I(α, β), ïðè÷åì
∀α, β, γ ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî I(α, γ) = I(α, β)+I(β, γ), òî
ãîâîðÿò, ÷òî íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà àääèòâíàÿ ôóíêöèÿ I(α, β)
îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà.

Åñëè I(α, β) � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìå-
æóòêà, òî, âçÿâ α = β = γ, ïîëó÷èì, ÷òî I(α, α) = 0. Åñëè âûáðàòü
γ = α, òî I(β, α) = −I(α, β).

Ïîëîæèì Ψ(x) = I(a, x). Òîãäà âñëåäñòâèå àääèòèâíîñòè ôóíê-
öèè I

I(α, β) = I(α, a) + I(a, β) = −I(a, α) + I(a, β) = Ψ(β)−Ψ(α).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà ìî-
æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

I(α, β) = Ψ(β)−Ψ(α).
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Åñëè Φ: [a, b] → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî I(α, β)
.
= Φ(β)−

Φ(α) î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé îðèåíòèðîâàííîãî
ïðîìåæóòêà.

Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò àääèòèâíûå ôóíêöèè
îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà, ïîðîæäàåìûå ôóíêöèÿìè Φ(x)

.
=∫ x

a
f(t) dt, ãäå f ∈ R[a, b]. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó àääèòèâíîñòè èí-

òåãðàëà

I(α, β)
.
= Φ(β)− Φ(α) =

∫ β

α

f(t) dt, α, β ∈ [a, b].

Ïðî òàêèå àääèòèâíûå ôóíêöèèè ãîâîðÿò, ÷òî îíè ïîðîæäåíû èíòå-
ãðèðóåìîé ôóíêöèåé f .

Ëåììà (óñëîâèå ïîðîæäàåìîñòè àääèòèâíîé ôóíêöèè
èíòåãðàëîì). Ïóñòü àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïðî-
ìåæóòêà I(α, β) çàäàíà íà [a, b]. Åñëè ñóùåñòâóåò f ∈ R[a, b], ò.÷.

∀[α, β] ⊂ [a, b] : inf
[α,β]

f(x)(β − α) ≤ I(α, β) ≤ sup
[α,β]

f(x)(β − α),

òî I(α, β) =
∫ β

α
f(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì îòðåçîê [α, β]. Âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T [α, β] è ïóñòü mi

.
= inf∆i f(x), Mi

.
=

sup∆i
f(x), ãäå ∆i = [xi−1, xi] � i-é îòðåçîê ðàçáèåíèÿ. Ïî óñëîâèþ

mi∆xi ≤ I(xi−1, xi) ≤ Mi∆xi, i = 1, . . . , n. Ïðîñóììèðîâàâ ïî i ýòè
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

sT =
∑
i

mi∆xi ≤
∑
i

I(xi−1, xi) = I(α, β) ≤
∑
i

Mi∆xi = ST .

Òàêèå æå îöåíêè ÷åðåç ñóììû Äàðáó èìåþò ìåñòî è äëÿ èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà ôóíêöèè f , ðàññìàòðèâàåìîé íà îòðåçêå
[α, β]: sT ≤ σ(f, T, ξ̄) ≤ ST . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T [α, β] è
ëþáîé åãî ðàçìåòêè ξ̄ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |I(α, β)−σ(f, T, ξ̄)| ≤
ST − sT .

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà â ñèëó êðèòåðèÿ Äàðáó èíòåãðèðóåìî-
ñòè ∃δ > 0, ò.÷. ∀T [α, β] ñ λ(T ) < δ: ST − sT < ε ⇒ ∀(T, ξ̄) ñ λ(T ) < δ:
|I(α, β)− σ(f, T, ξ̄)| < ε ⇒ I(α, β) =

∫ β

α
f(x) dx. Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò íåêîòîðîé ôóíêöèè, òî ýòà ïîñëåäíÿÿ ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ àääèòèâíîé ôóíêöèè.
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Ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè äàíû ýëåìåíòàðíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ î äëèíå, ïëîùàäè è îáúåìå. Îïèðàÿñü íà ýòè íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ
è ëåììó, ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëà.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé
Ïóñòü f : [a, b] → R, f ∈ R[a, b] è f ≥ 0 íà [a, b], à S(α, β) ïëî-

ùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè P (α, β). Èç ïðåäñòàâëåíèé î ïëîùàäè
(åå àääèòèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè) è ïðèìåðà 1 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
∀α, β, γ ∈ [a, b]

S(α, γ) = S(α, β) + S(β, γ)

è

inf
[α,β]

f(x)(β−α) ≤ S(α, β) ≤ sup
[α,β]

f(x)(β−α) (ìîíîòîííîñòü ïëîùàäè)

(ñëåâà ñòîèò ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â êðèâîëèíåéíóþ
òðàïåöèþ, à ñïðàâà � ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðûé ñîäåðæèò
êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå

S(α, β) =

∫ β

α

f(x) dx.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì ïëîùàäü S(α, β) êðóãîâîãî ñåêòîðà îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ëó÷àìè ψ = α è ψ = β. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî âû÷èñëèòü ïëîùàäü ñåêòîðà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ëó÷àìè ψ = 0 è
ψ = β, β ∈ [0, π/2]. Ïëîùàäü ñåêòîðà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè R cosβ è R sinβ è êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè
{(x, y)| x ∈ [R cosβ,R], 0 ≤ y ≤

√
R2 − x2}. Ïîýòîìó

S(0, β) =
1

2
R cosβR sinβ +

∫ R

R cos β

(R2 − x2)1/2 dx
x=R cos t

=

1

4
R2 sin 2β +

∫ 0

β

R sin t d(R cos t) =
R2

4
sin 2β +R2

∫ β

0

sin2 t dt =

R2

4
sin 2β +R2

∫ β

0

1− cos 2t

2
dt =

R2

2
β.

Åñëè 0 ≤ α < β ≤ π/2, òî ïî àääèòèâíîñòè ïëîùàäè S(α, β) = S(0, β)−
S(0, α) =

1

2
R2(β − α).

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â îáùåì ñëó÷àå â ñèëó ñèììåòðèè îêðóæ-
íîñòè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò è àääèòèâíîñòè ïëîùàäè.
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Ïîëó÷èì òàêæå ôîðìóëó ïëîùàäè S(a, b) ñåêòîðà, çàäàííîãî â
ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ r ≤ r(t), a ≤ t ≤
b, ãäå r = r(t) ∈ R[a, b]. Ñíîâà ïëîùàäü ñåêòîðà S(α, β) (α, β ∈
[a, b]) êàê ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, à
â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïëîùàäè ∀[α, β] ⊂ [a, b]:

1

2
inf
[α,β]

r2(t)(β − α) ≤ S(α, β) ≤ 1

2
sup
[α,β]

r2(t)(β − α)

(â íåðàâåíñòâå ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò ïëîùàäè êðóãîâûõ ñåêòîðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ âïèñàí â ðàññìàòðèâàåìóþ ôèãóðó, à äðóãîé ñîäåð-
æèò åå). Ñëåäîâàòåëüíî,

S(a, b) =
1

2

∫ b

a

r2(t) dt.

Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α, β ∈ [a, b] (α ≤ β) ÷åðåç V (α, β) îáîçíà-

÷èì îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè
P (α, β) âîêðóã îñè Ox. Â ñèëó èìåþùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé îá îáúåìå
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: åñëè a ≤ α ≤ β ≤
γ ≤ b, òî

V (α, γ) = V (α, β) + V (β, γ) (àääèòèâíîñòü îáúåìà)

è

π inf
[α,β]

f2(x)(β−α) ≤ V (α, β) ≤ π sup
[α,β]

f2(x)(β−α) (ìîíîòîííîñòü îáúåìà)

(ñëåâà è ñïðàâà â íåðàâåíñòâå ñòîÿò îáúåìû öèëèíäðîâ, ïåðâûé èç
êîòîðûõ âïèñàí â òåëî âðàùåíèÿ, à âòîðîé ñîäåðæèò ýòî òåëî). Ïî-
ýòîìó

V (a, b) = π

∫ b

a

f2(x) dx.

Äëèíà êðèâîé
Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ Γ =

{(x, y)| x ∈ [a, b], y = f(x)}, f ∈ C1[a, b]. Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
äëèíû êðèâîé Γ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè
óðàâíåíèÿìè x = x(t), y = y(t), ãäå x(t), y(t) ∈ C1[t1, t2].
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α, β ∈ [t1, t2] (α ≤ β) ÷åðåç l(α, β) îáîçíà÷èì
äëèíó ó÷àñòêà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìèM(α) = (x(α), y(α)) è N(β) =
(x(β), y(β)). Èç íàøèõ ïðåäñòàâëåíèé î äëèíå l(α, γ) = l(α, β)+l(β, γ)
äëÿ t1 ≤ α ≤ β ≤ γ ≤ t2. Èç ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè x(t) è
y(t) êàê çàêîíà äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à v̄(t) = (x′(t), y′(t))
êàê âåêòîðà ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

inf
[α,β]

|v̄(t)|(β − α) ≤ l(α, β) ≤ sup
[α,β]

|v̄(t)|(β − α),

ãäå |v̄(t)| .
=
√
x′2(t) + y′2(t). Ïîñêîëüêó x(t), y(t) ∈ C1[t1, t2], òî

|v̄(t)| ∈ C[t1, t2] ⇒ |v̄(t)| ∈ R[t1, t2]. Çíà÷èò,

l(t1, t2) =

∫ t2

t1

√
x′2(t) + y′2(t) dt.

Âûðàæåíèå
√
x′2(t) + y′2(t) dt íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì äëè-

íû êðèâîé Γ è îáîçíà÷àåòñÿ ds. Ïîýòîìó l(t1, t2) =
∫ t2
t1
ds.

Åñëè èçâåñòåí ÿâíûé âèä ôóíêöèè f(x), òî ïîëàãàÿ x = t, y =
f(t), t ∈ [a, b] ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé y = f(x).
Ïîýòîìó ds =

√
1 + f ′2(t) dt =

√
1 + f ′2(x) dx è

l(a, b) =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.

Åñëè äàíà êðèâàÿ r = r(ψ), r(ψ) ∈ C1[t1, t2] â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, òî åå ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè: x = r(ψ) cosψ, y =
r(ψ) sinψ ⇒ ds = (x′2(ψ)+y′2(ψ))1/2 dψ = ((r′(ψ) cosψ−r(ψ) sinψ)2+
(r′(ψ) sinψ + r(ψ) cosψ)2)1/2 dψ = (r2(ψ) + r′2(ψ))1/2 dψ è

l(t1, t2) =

∫ t2

t1

√
r2(ψ) + r′2(ψ)) dψ.
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ËÅÊÖÈß 29

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = 1/
√
1− x2 íà [0, 1). Îíà íåïðåðûâíà íà

ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) è íå îãðàíè÷åíà íà íåì (⇒ g íå èíòåãðèðóåìà íà [0, 1]
ïðè ëþáîì åå äîîïðåäåëåíèè â òî÷êå 1), à åå ïåðâîîáðàçíàÿ arc sinx áó-
äåò íåïðåðûâíà óæå íà âñåì îòðåçêå [0, 1] ⇒ ìîæíî âçÿòü ïðèðàùåíèå
ïåðâîîáðàçíîé íà [0, 1]: arc sinx|10. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî îáúÿâèòü
ôóíêöèþ 1/

√
1− x2 èíòåãðèðóåìîé â ðàñøèðåííîì ñìûñëå íà ïîëóèí-

òåðâàëå [0, 1) è ïîëîæèòü
∫ 1

0
1/

√
1− x2 dx = arc sinx|10 = π/2. Ïîñêîëüêó

arc sinx|10 = limη→1−0 arc sin t|η0 = limη→1−0

∫ η
0
1/

√
1− x2 dx, òî èíòåãðàëîì∫ 1

0
1/

√
1− x2 dx îáúÿâëÿåòñÿ ïðåäåë limη→1−0

∫ η
0
1/

√
1− x2 dx.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f ∈ C[0, 1) è ñóùåñòâóåò limη→1−0

∫ η
0
f(x) dx,

òî ôóíêöèþ f ñëåäóåò ñ÷èòàòü èíòåãðèðóåìîé â ðàñøèðåííîì ñìûñëå
íà [0, 1). Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäóåò ïîëîæèòü, ÷òî

∫ 1

0
f(x) dx =

limη→1−0

∫ η
0
f(x) dx.

Èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà îòðåçêå [0, 1], íîâîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ñîâïàäàåò ñî ñòàðûì
îïðåäåëåíèåì ÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà.

Íàêîíåö, ìîæíî ñíÿòü òðåáîâàíèå f ∈ C[0, 1): äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ôóíêöèè

∫ η
0
f(x) dx íà [0, 1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ∈ R[0, η] ∀η ∈ [0, 1).

Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.
Ïóñòü f : [a, b) → R, −∞ < a < b ≤ +∞, è ∀η ∈ [a, b) f ∈ R[a, η]

(åñëè b < +∞, òî ôóíêöèÿ f èçíà÷àëüíî ìîæåò áûòü êàê îïðåäåëåíà
ïðè x = b, òàê è íå îïðåäåëåíà).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ
∫ η

a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåí-

íûì èíòåãðàëîì (ÍÈ) ôóíêöèè f ïî ïîëóèíòåðâàëó [a, b) è îáîçíà-

÷àåòñÿ
∫ b

a
f(x) dx.

Åñëè c ∈ (a, b), òî ÍÈ
∫ b

c
f(x) dx íàçûâàþò îñòàòêîì, èëè "õâî-

ñòîì", ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

limη→b−0

∫ η

a
f(x) dx, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ b

a
f(x) dx íà-

çûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ðàñõîäÿùèìñÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñó-

ùåñòâóåò, à âî âòîðîì � ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò.
Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ÍÈ

∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ, òî âåëè÷è-

íó limη→b−0

∫ η

a
f(x) dx îáîçíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì

∫ b

a
f(x) dx,
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÷òî è ñàì ÍÈ, è íàçûâàþò åå çíà÷åíèåì ÍÈ:
∫ b

a
f(x) dx

.
=

limη→b−0

∫ η

a
f(x) dx.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåðìèí "íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë" èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ èñêëþ÷èòåëüíî â îïèñàííîé ñèòóàöèè.

Ëåììà 1. Åñëè f ∈ R[a, b], òî ∃ ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx è åãî çíà÷åíèå

ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì

âåðõíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ Φ(η) =
∫ η

a
f(x) dx ∈

C[a, b] ⇒ ∃ limη→b−0 Φ(η) = Φ(b). Òàê êàê Φ(b) =
∫ b

a
f(x) dx � èí-

òåãðàë Ðèìàíà ôóíêöèè f , òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Åñëè b < +∞, òî ñëó÷àè, êîãäà f ∈ R[a, b] èëè f îãðà-

íè÷åíà ïðè x → b− 0 (à òîãäà f îãðàíè÷åíà è íà [a, b)), íå ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñà. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçàíî, limη→b−0

∫ η
a
f(x) dx ñîâïà-

äàåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f , à âòîðîé ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó, òàê
êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f óñëîâèé ñëåäóåò åå
èíòåãðèðóåìîñòü íà [a, b]. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
ñîäåðæàòåëüíî, êîãäà ëèáî [a, b) êîíå÷íûé ïîëóèíòåðâàë è f íåîãðàíè÷åíà
ïðè x→ b− 0, ëèáî b = +∞.

×òîáû îòëè÷àòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò èíòåãðàëîâ Ðèìà-
íà, ïîñëåäíèé èíîãäà íàçûâàþò ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì. Â äàëü-
íåéøåì, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé, ãîâîðÿ î íåñîáñòâåííîì
èíòåãðàëå, ñëîâî "íåñîáñòâåííûé" èíîãäà áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå c ∈ (a, b). Èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà
Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî ∀η ∈ (c, b)∫ η

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ η

c

f(x) dx (3)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè
∫ η

a
f(x) dx è

∫ η

c
f(x) dx îòëè÷àþòñÿ íà ïî-

ñòîÿííóþ (ðàâíóþ
∫ c

a
f(x) dx), òî ñóùåñòâîâàíèå limη→b−0

∫ η

a
f(x) dx

ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ limη→b−0

∫ η

c
f(x) dx. Ïîýòîìó ñõîäè-

ìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè (ðàñ-

õîäèìîñòè) ëþáîãî åãî "õâîñòà"
∫ b

c
f(x) dx.

Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (3),

ïîëó÷àåì, ÷òî ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿùèåñÿ ÍÈ îáëàäàþò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.
Åñëè f : (a, b] → R, ãäå −∞ ≤ a < b < +∞ è f ∈ R[θ, b] ∀θ ∈ (a, b],

òî íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî ïîëóèíòåðâàëó (a, b] íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ

∫ b

θ
f(x) dx, à åãî ñõîäèìîñòü, ðàñõîäèìîñòü è çíà÷åíèå îïðå-

äåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ (ïðåäåë, åñòå-
ñòâåííî, áåðåòñÿ ïðè θ → a+ 0).

Ïóñòü òåïåðü f : (a, b) → R, −∞ ≤ a < b ≤ +∞ è f èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåìñÿ â (a, b).

Îïðåäåëåíèå 4. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
∫ b

a
f(x) dx ôóíê-

öèè f ïî èíòåðâàëó (a, b) íàçûâàåòñÿ ïàðà íåñîáñòâåííûõ èíòå-

ãðàëîâ
∫ c

a
f(x) dx è

∫ b

c
f(x) dx, ãäå c ∈ (a, b) � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñè-

ðîâàííàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè îáà ýòèõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñõî-

äÿòñÿ, òî ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Åñëè õîòÿ áû

îäèí ðàñõîäèòñÿ, òî � ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ, òî åãî çíà÷å-

íèåì, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì
∫ b

a
f(x) dx, ÷òî è

ñàì ÍÈ, íàçûâàåòñÿ
∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx � ñóììà çíà÷åíèé ÍÈ∫ c

a
f(x) dx è

∫ b

c
f(x) dx.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ÍÈ∫ b

a
f(x) dx è åãî çíà÷åíèå êîððåêòíû, ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè

c ∈ (a, b).
Ïðèìåðû.

1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü
∫ 1

0
dx/xp. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò èíòåãðàë

ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ÍÈ ïî ïîëóèíòåðâàëó (0, 1].

à) p = 1 : lim
θ→0+0

∫ 1

θ

1

x
dx = lim

θ→0+0
lnx|1θ = ln1− lim

θ→0+0
lnθ = +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
∫ 1

0
dx/x ðàñõîäèòñÿ;

á) p ̸= 1 : lim
θ→0+0

∫ 1

θ

1

xp
dx = lim

θ→0+0
1/(1− p)x1−p|1θ =

1

1− p
lim

θ→0+0
(1− θ1−p),

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p < 1 ÍÈ ñõîäèòñÿ (îòìåòèì, ÷òî äëÿ 0 < p < 1
ôóíêöèÿ 1/xp íå îãðàíè÷åíà íà (0, 1] ⇒ íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
[0, 1] ïðè ëþáîì åå äîîïðåäåëåíèè â òî÷êå x = 0) è åãî çíà÷åíèå ðàâíî

1

1− p
.

Ïðè p > 1 ïðåäåë ðàâåí +∞ ⇒ ïðè p > 1 ÍÈ ðàñõîäèòñÿ.
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Òî÷íî òàê æå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ÍÈ
∫ b
a
dx/(x−a)p è

∫ b
a
dx/(b−x)p,

ãäå −∞ < a < b < +∞, ñõîäÿòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p < 1.
2. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü

∫ +∞
1

dx/xp:
a) p = 1: limη→+∞

∫ η
1
dx/x = limη→+∞ lnx|η1 = +∞ ⇒ ÍÈ ðàñõîäèòñÿ;

b) p ̸= 1: limη→+∞
∫ η
1
dx/xp = limη→+∞(1/(1 − p))x1−p|η1 . Ïðè p > 1

ïðåäåë ðàâåí 1/(p−1) ⇒ ÍÈ ñõîäèòñÿ è åãî çíà÷åíèå ðàâíî 1/(p−1). Ïðè
p < 1 ïðåäåë ðàâåí +∞ ⇒ ÍÈ ðàñõîäèòñÿ.

3. Èññëåäóåì ÍÈ
∫ +∞
0

dx/xp. Ýòîò èíòåãðàë ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê ÍÈ ïî èíòåðâàëó (0,+∞). Ïîýòîìó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èçó÷èì ïà-
ðó ÍÈ

∫ 1

0
dx/xp è

∫ +∞
1

dx/xp. Êàêîå áû p íè âçÿòü, îäèí èç èíòåãðàëîâ
ðàñõîäèòñÿ (ýòî ñëåäóåò èç ïðèìåðîâ 1 è 2) ⇒ ðàññìàòðèâàåìûé ÍÈ ðàñ-
õîäèòñÿ ∀p.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü òî÷êè x1, . . . , xm ∈ (a, b),
−∞ ≤ a < b ≤ +∞, à ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî îíà èíòåãðèðó-
åìà ïî Ðèìàíó íà ëþáûõ îòðåçêàõ, ñîäåðæàùèõñÿ â èíòåðâàëàõ
(a, x1), (x1, x2), . . . , (xm, b).

Îïðåäåëåíèå 7. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
∫ b

a
f(x) dx íàçû-

âàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ I1 =
∫ x1

a
f(x) dx,

I2 =
∫ x2

x1
f(x) dx, . . . , Im+1 =

∫ b

xm
f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå 8. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a
f(x) dx íàçûâà-

åòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ âñå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
I1, . . . , Im+1, à åãî çíà÷åíèåì, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèì-

âîëîì
∫ b

a
f(x) dx, � ñóììà çíà÷åíèé íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

I1, . . . Im+1.
Åñëè õîòÿ áû îäèí íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èç óêàçàííîé ñîâî-

êóïíîñòè ðàñõîäèòñÿ, òî
∫ b

a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Èç îïðåäåëåíèé íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷-
íî ðàññìîòðåòü ïåðâûå äâà òèïà èíòåãðàëîâ. Â äàëüíåéøåì îãðà-
íè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì

∫ η

a
f(x) dx, ïîñêîëüêó âòîðîé òèï èçó÷àåòñÿ

àíàëîãè÷íî.
Âûÿñíèì, êàêóþ ñîâîêóïíîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ íåîáõî-

äèìî ðàññìîòðåòü , ÷òîáû óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü
èíòåãðàëà îò äàííîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå îñîáîé òî÷-
êè ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 9. Òî÷êà b ∈ E′ íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, èëè
îñîáåííîñòüþ, ôóíêöèè f : E → R, åñëè ëèáî |b| <∞ è f íå îãðàíè-
÷åíà ïðè x→ b, ëèáî b = ±∞.

Òîãäà íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî â êà÷åñòâå òî÷åê
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xj , ôèãóðèðóþùèõ â îïðåäåëåíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, ñëåäóåò
áðàòü îñîáåííîñòè ôóíêöèè f , ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó (a, b).

Ñâîéñòâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b),
−∞ < a < b ≤ +∞ è èíòåãðèðóåìûå ïî Ðèìàíó íà ëþáûõ îòðåçêàõ
èç ýòîãî ïîëóèíòåðâàëà.

Òåîðåìà 1(ëèíåéíîñòü ÍÈ). Åñëè ∃ ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx è

∫ b

a
g(x) dx,

òî ∀α, β ∈ R ÍÈ
∫ b

a
(αf(x) + βg(x)) dx ñõîäèòñÿ è∫ b

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì (ïîÿñíåíèÿ íèæå)∫ b

a

(αf(x) + βg(x)) dx = lim
η→b−0

∫ η

a

(αf(x) + βg(x)) dx =

lim
η→b−0

(α

∫ η

a

f(x) dx+ β

∫ η

a

g(x) dx) =

lim
η→b−0

(α

∫ η

a

f(x) dx) + lim
η→b−0

(β

∫ η

a

g(x) dx) =

α lim
η→b−0

∫ η

a

f(x) dx+ β lim
η→b−0

∫ η

a

g(x) dx =

α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ÍÈ, çàòåì � ëèíåéíîñòüþ
èíòåãðàëà Ðèìàíà, à ïîñëå � ëèíåéíîñòüþ ïðåäåëà è ñíîâà îïðåäå-
ëåíèåì ÍÈ).

Òåîðåìà 2(èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ). Åñëè ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx

è
∫ b

a
g(x) dx ñõîäÿòñÿ è ∀x ∈ [a, b) f(x) ≤ g(x), òî∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx. (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà
∀η ∈ [a, b):

∫ η

a
f(x) dx ≤

∫ η

a
g(x) dx. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè η → b− 0

â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì (4).
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ËÅÊÖÈß 30

Òåîðåìà 1(ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ ÍÈ). Ïóñòü
f ∈ C[a, b) è F (x) � êàêàÿ-ëèáî åå ïåðâîîáðàçíàÿ íà [a, b).

Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå (êîíå÷íîãî) ïðåäåëà limx→b−0 F (x) = F (b−
0) ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè ÍÈ

∫ b

a
f(x) dx. Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x) dx = F (b− 0)− F (a) = F (x)|b−0
a . (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî η ∈ [a, b) ïî ôîðìóëå
Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà∫ η

a

f(x) dx = F (η)− F (a), (6)

ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëû ôóíêöèé
∫ η

a
f(x) dx è F (η) ïðè η → b−0 ñó-

ùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî, èáî ýòè ôóíêöèè îòëè-
÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ, ðàâíóþ F (a). Åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò,
òî ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â (6) ïîëó÷àåì (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2(çàìåíà ïåðåìåííîé â ÍÈ). Ïóñòü f ∈ C[a, b),
g ∈ C1[α, β), −∞ < α < β ≤ +∞, a = g(α) ≤ g(t) < b = limt→β−0 g(t)

è ñóùåñòâóåò ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx. Òîãäà ÍÈ

∫ β

α
f(g(t))g′(t) dt ñõîäèòñÿ

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ψ(x) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ
ôóíêöèè f íà [a, b). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ(g(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíîé äëÿ íåïðåðûâíîé íà [α, β) ôóíêöèè f(g(t))g′(t), òî ∀γ ∈ [α, β)
(ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà)∫ γ

α

f(g(t))g′(t) dt = Ψ(g(γ))−Ψ(g(α)) = Ψ(g(γ))−Ψ(a).

Óñòðåìèì γ → β − 0. Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
limx→b−0 Ψ(x), à ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè (òåîðåìà 3 ëåê-
öèè 11) ∃ limγ→β−0 Ψ(g(γ)) = Ψ(b− 0). Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè
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òåîðåìû 1 ÍÈ
∫ β

α
f(g(t))g′(t) dt ñõîäèòñÿ è∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt = lim
γ→β−0

Ψ(g(γ))−Ψ(a) =

Ψ(b− 0)−Ψ(a) =

∫ b

a

f(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííîé ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ÍÈ. Åñëè äàí ÍÈ
∫ b
a
f(x) dx, òî âûïîëíÿÿ ôîð-

ìàëüíî çàìåíó ïåðåìåííîé, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó
∫ β
α
f(g(t))g′(t) dt. Åñëè

ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à îáðàòíàÿ çàìåíà t = g−1(x) òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé, òî èñõîäíûé ÍÈ

∫ b
a
f(x) dx

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Òåîðåìà 3(èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ÍÈ). Ïóñòü u, v ∈

C1[a, b). Åñëè äâå èç òðåõ ôóíêöèé
∫ η

a
u(x)v′(x) dx,

∫ η

a
u′(x)v(x) dx è

u(η)v(η) èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè η → b−0, òî òðåòüÿ ôóíêöèÿ
òàêæå èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ b

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)|b−0
a −

∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî η ∈ [a, b) ïî ôîðìóëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà∫ η

a

uv′ dx = uv|ηa −
∫ η

a

u′v dx. (7)

Åñëè äâå èç òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû,
òî èç (7), â ñèëó ñâîéñòâ ïðåäåëà, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà
òðåòüåé ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè η → b−0 â (7) çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Òåîðåìà 4(êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÍÈ). ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃ η = η(ε) ∈ [a, b),

ò.÷. ∀ η′, η′′ ∈ (η, b): |
∫ η′′

η′ f(x) dx| < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñõîäèìîñòü ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ïî îïðå-

äåëåíèþ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè η → b − 0
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ôóíêöèè Φ(η) =
∫ η

a
f(x) dx, ÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ êðèòåðèÿ

Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ïðåäåëà: ∀ ε > 0 ∃ η ∈ [a, b), ò.÷. ∀ η′,
η′′ ∈ (η, b): |Φ(η′′)− Φ(η′)| < ε. À ýòî è åñòü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå,
ò.ê.

Φ(η′′)− Φ(η′) =

∫ η′′

a

f(x) dx−
∫ η′

a

f(x) dx =

∫ η′′

η′
f(x) dx.

Êðèòåðèé Êîøè äîêàçàí.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé

Ëåììà (êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ÍÈ îò íåîòðèöàòåëüíîé

ôóíêöèè). Ïóñòü f ≥ 0 íà [a, b). ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ Φ(η) =
∫ η

a
f(x) dx îãðàíè÷åíà ñâåð-

õó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü η′, η′′ ∈ [a, b) è η′ < η′′ ⇒

Φ(η′′) =
∫ η′′

a
f(x) dx ≥

∫ η′

a
f(x) dx = Φ(η′) (âîñïîëüçîâàëèñü ñâîé-

ñòâîì ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì). Â ñèëó ïðîèçâîëüíî-
ñòè η′ è η′′ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(η) ↑ íà [a, b). Âîçðàñòàþùàÿ íà [a, b)
ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïðè η → b−0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà [a, b) (òåîðåìà 2 ëåêöèè 11). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f ≥ 0, òî ðàñõîäèìîñòü ÍÈ
∫ b
a
f(x) dx îçíà÷àåò, ÷òî

limη→b−0

∫ η
a
f(x) dx = +∞. Ïîýòîìó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàñõîäèìîñòè ÍÈ

îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü
∫ b
a
f(x) dx = +∞. Íà-

ïðîòèâ, ñóùåñòâîâàíèå limη→b−0

∫ η
a
f(x) dx çàïèñûâàåòñÿ êàê

∫ b
a
f(x) dx <

+∞.
Òåîðåìà 5(ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 ≤ f(x) ≤ g(x) íà

[a, b). Òîãäà

1) åñëè ÍÈ
∫ b

a
g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî ÍÈ

∫ b

a
f(x) dx òàêæå ñõî-

äèòñÿ
2) åñëè

∫ b

a
f(x) dx = +∞, òî è

∫ b

a
g(x) dx = +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî η ∈ [a, b) èç óñëîâèé òåîðåìû
è ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà:∫ η

a

f(x) dx ≤
∫ η

a

g(x) dx (8)

Åñëè
∫ b

a
g(x) dx < +∞, òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè ÍÈ îò

íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ∃C > 0, ò.÷. ∀η ∈ [a, b):
∫ η

a
g(x) dx ≤ C.
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Òîãäà èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ∀η ∈ [a, b):
∫ η

a
f(x) dx ≤ C. Ïîýòîìó â ñèëó

òîãî æå êðèòåðèÿ
∫ b

a
f(x) dx < +∞.

Åñëè
∫ b

a
f(x) dx = +∞, òî ïî ëåììå 1 ôóíêöèÿ

∫ η

a
f(x) dx íå

îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (8) çàêëþ÷àåì, ÷òî
ôóíêöèÿ

∫ η

a
g(x) dx òàêæå íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ b

a
g(x) dx = +∞.
Ñëåäñòâèå (ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè). Åñëè

f(x) = g(x) + o(g(x)) ïðè x→ b− 0, ãäå g(x) ≥ 0 íà [a, b),

òî ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx è

∫ b

a
g(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåí-

íî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

f(x) = g(x) + o(g(x)) = g(x)(1 + o(1)) (x→ b− 0).

Òàê êàê o(1) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → b − 0, òî
∃η0 ∈ [a, b), ò.÷. ∀x ∈ (η0, b): |o(1)| < 1/2 ⇒ ∀x ∈ (η0, b) âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

1

2
g(x) ≤ f(x) ≤ 3

2
g(x).

Ïîñêîëüêó ÍÈ
∫ b

a
è åãî "õâîñò"

∫ b

η0
ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-

âðåìåííî, òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

Ïðèìåðû.

1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü
∫ π/2
0

1/(sinp x cosq x) dx. Îñîáûìè òî÷êàìè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè áóäóò x = 0 (åñëè p > 0) è x = π/2 (åñëè q > 0).
Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïàðó ÍÈ∫ 1

0

1

sinp x cosq x
dx è

∫ π/2

1

1

sinp x cosq x
dx.

Âûäåëèì ãëàâíóþ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè x → 0 + 0 è
ïðè x→ π/2− 0.

Ïðè x→ 0 + 0:

sin−p x cos−q x = (x+ o(x))−p(1 + o(1))−q =

x−p(1 + o(1))−p(1 + o(1))−q = x−p(1 + o(1))

Íà îñíîâàíèè ïðèìåðà 1 èç ëåêöèè 28 è ìåòîäà âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè
çàêëþ÷àåì, ÷òî ÍÈ ñõîäèòñÿ â íóëå ⇔ p < 1.
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Ïðè x→ π/2− 0 ñäåëàåì çàìåíó t = π/2− x ⇒ t→ 0 + 0 è

sin−p x cos−q x = sin−p(π/2− t) cos−q(π/2− t) = cos−p t sin−q t =

(1 + o(1))−p(t+ o(t))−q = (1 + o(1))t−q(1 + o(1))−q =

t−q(1 + o(1)) = (π/2− x)−q(1 + o(1)).

Îïÿòü èñïîëüçóÿ ïðèìåð 1 èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, äåëàåì âûâîä, ÷òî ÍÈ
ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = π/2 ⇔ q < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò ⇔ è p < 1, è
q < 1.

2. Âûÿñíèì, êîãäà ñõîäèòñÿ ÍÈ
+∞∫
3

dx/(xplnqx).

Ïóñòü p > 1. Âûáåðåì ε > 0, ò.÷. p− ε > 1 è ïðåäñòàâèì p = p− ε+ ε ⇒

1

xplnqx
=

1

xp−ε
· 1

xεlnqx
≤ 1

xp−ε
∀x > η′ε

(â ñàìîì äåëå, ∀q ∈ R ôóíêöèÿ
1

xεlnqx
→ 0 ïðè x → +∞ (ïðè q < 0 ýòî

ñëåäóåò èç ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ) ⇒ ∃η′ε, ò.÷. ∀x > η′ε:
1

xεlnqx
≤ 1) ⇒ ÍÈ

ñõîäèòñÿ ∀q â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.
Ïóñòü p < 1. Òîãäà âûáåðåì ε > 0, ò.÷. p+ε < 1 è ïðåäñòàâèì p = p+ε−ε

⇒
1

xplnqx
=

1

xp+ε
· xε

lnqx
≥ 1

xp+ε
∀x > η′′ε

(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀q: xε

lnqx
→ +∞ ïðè x→ +∞ ⇒ ∃η′′ε , ò.÷. ∀x > η′′ε :

xε

lnqx
≥ 1) ⇒ ÍÈ ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ∀q.

Ïóñòü p = 1. Òîãäà∫ +∞

3

dx

xlnqx
=

∫ +∞

3

d(lnx)

lnqx

t=lnx
=

∫ +∞

ln3

dt

tq

⇒ â ñèëó òåîðåìû 2, çàìå÷àíèÿ ê íåé è ïðèìåðà 2 èç ëåêöèè 29 ÍÈ ñõî-
äèòñÿ ïðè q > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè q ≤ 1.
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ËÅÊÖÈß 31

Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ

Ïóñòü f : [a, b) → R è ∀η ∈ [a, b): f ∈ R[a, η].
Îïðåäåëåíèå 1. ÍÈ

∫ b

a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

a
|f(x)| dx, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå)
íà [a, b).

Òåîðåìà 1. Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èí-
òåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
∫ b

a
|f(x)| dx < +∞ ⇒ â ñèëó

êðèòåðèÿ Êîøè ∀ε > 0 ∃η = η(ε), ò.÷. ∀η′, η′′ ∈ (η, b): |
∫ η′′

η′ |f(x)| dx| <

ε. Íî |
∫ η′′

η′ f(x) dx| ≤ |
∫ η′′

η′ |f(x)| dx| ⇒ ∀η′, η′′ ∈ (η, b): |
∫ η′′

η′ f(x) dx| <
ε ⇒ ïî êðèòåðèþ Êîøè ÍÈ

∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |

∫ b
a
f(x) dx| ≤

∫ b
a
|f(x)| dx, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

|
∫ η
a
f(x) dx| ≤

∫ η
a
|f(x)| dx ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè η → b− 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ, à ÍÈ

∫ b

a
|f(x)| dx

ðàñõîäèòñÿ, òî ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëû îò
çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ñõîäè-
ìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (â ýòèõ ïðèçíàêàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå, ñîäåð-
æàùåìñÿ â ïîëóèíòåðâàëå [a, b)).

Òåîðåìà 2(Äèðèõëå). ÍÈ
∫ b

a
f(x)g(x) dx ñõîäèòñÿ, åñëè:

1) ∃C > 0, ò.÷. ∀t ∈ [a, b): |
∫ t

a
f(x) dx| ≤ C

2) g(x) ìîíîòîííà íà [a, b)
3) g(x) → 0 ïðè x→ b− 0.
Çàìå÷àíèÿ.

1) Óñëîâèÿ 2 è 3 âëåêóò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè g íà [a, b).
2) Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g íà [a, b) ñëåäóåò åå èíòåãðèðóåìîñòü

íà ëþáûõ îòðåçêàõ [a, η], η ∈ [a, b) (òåîðåìà 3 ëåêöèè 25) ⇒ ïðîèçâåäåíèå
f(x)g(x) ∈ R[a, η] ∀η ∈ [a, b) ⇒ ÍÈ

∫ b
a
f(x)g(x) dx èìååò ñìûñë.
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Òåîðåìà 3(Àáåëü). ÍÈ
∫ b

a
f(x)g(x) dx ñõîäèòñÿ, åñëè:

1) ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ

2) g(x) ìîíîòîííà íà [a, b)
3) ∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ [a, b): |g(x)| ≤M .
Çàìå÷àíèÿ.

1) Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g âûòåêàåò, ÷òî îíà íå ìåíÿåò çíàêà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Ïîýòîìó çíàêîïåðåìåííîé â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè â ïðèâåäåííûõ òåîðåìàõ ìîæåò áûòü òîëüêî ôóíêöèÿ f .

2) Õîòÿ â ôîðìóëèðîâêàõ ïðèçíàêîâ Äèðèõëå è Àáåëÿ íè÷åãî íå ãîâî-
ðèòñÿ î çíàêå ôóíêöèè f , ýòè òåîðåìû ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, èìåííî êîãäà
f çíàêîïåðåìåííà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Â ñàìîì äåëå, åñëè â ïðè-
çíàêå Àáåëÿ ôóíêöèÿ f çíàêîïîñòîÿííà, òî ñõîäèìîñòü ÍÈ

∫ b
a
f(x) dx ðàâ-

íîñèëüíî åãî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Òîãäà ÍÈ
∫ b
a
f(x)g(x) dx ñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, èáî |f(x)g(x)| ≤ M |f(x)| áåç òðåáîâàíèÿ ìîíî-
òîííîñòè ôóíêöèè g(x) (åãî íàäî çàìåíèòü íà óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè
ôóíêöèè g(x) íà ëþáûõ îòðåçêàõ âèäà [a, η], ãäå η > a). Ýòî æå âåðíî è
äëÿ ïðèçíàêà Äèðèõëå: äëÿ çíàêîïîñòîÿííîé ôóíêöèè f(x) óñëîâèå 1) ðàâ-
íîñèëüíî ñõîäèìîñòè ÍÈ

∫ b
a
f(x) dx (ñì. ëåììó èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè), à

óñëîâèå 2) è 3) âëåêóò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè g(x).
Ïðèìåð. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü∫ +∞

0

sinx

x
dx. Îñîáîé òî÷êîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè áóäåò òîëüêî +∞;

òî÷êà x = 0 íå îñîáàÿ: â íåé ôóíêöèÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè
åäèíèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îä-

íîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì
∫ +∞
1

sinx

x
dx (ïåðåøëè ê ðàññìîòðåíèþ "õâîñòà"

, ÷òî ïîçâîëèò ïðèìåíèòü ê ïîëó÷èâøåìóñÿ èíòåãðàëó ïðèçíàê Äèðèõëå:
ê èñõîäíîìó èíòåãðàëó ýòî íåâîçìîæíî, èáî ôóíêöèÿ 1/x íå îãðàíè÷åíà
è íå ìîíîòîííà íà [0,+∞) ïðè ëþáîì åå äîîïðåäåëåíèè â íóëå).

Èìååì |
∫ t
1
sinx dx| = | − cos t + cos 1| ≤ 2, ôóíêöèÿ 1/x ìîíîòîííà

íà [1,+∞) è 1/x → 0 ïðè x → +∞ ⇒ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ.

Ïðîâåðèì åñòü ëè àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü. Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì
íåðàâåíñòâîì

| sinx| ≥ sin2 x =
1− cos 2x

2
⇒
∫ t

1

| sinx|
x

dx ≥

∫ t

1

1− cos 2x

2x
dx =

1

2

(∫ t

1

1

x
dx−

∫ t

1

cos 2x

x
dx

)
=

1

2

(
lnt−

∫ t

1

cos 2x

x
dx

)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå èìååò ïðåäåëà (êîíå÷íîãî) ïðè t → +∞, à âòîðîå �
èìååò (

∫ +∞
1

cos 2x/x dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ
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àíàëîãè÷íî ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî èíòåãðàëà) ⇒
∫ +∞
1

| sinx/x| dx ðàñõî-
äèòñÿ ⇒

∫ +∞
0

sinx/x dx ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
Çàìå÷àíèå. Â ïðèçíàêàõ Äèðèõëå è Àáåëÿ òðåáîâàíèå ìîíîòîííî-

ñòè ôóíêöèè g(x) ñóùåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(x) = sinx, à

g(x) =
sinx

x
. Òîãäà ÍÈ

∫ +∞
1

f(x)g(x) dx =
∫ +∞
1

sin2 x

x
dx, êàê áûëî ïî-

êàçàíî âûøå, ðàñõîäèòñÿ.

Òåïåðü ïîëîæèì f(x) = g(x) =
sinx√
x
. Òîãäà ÍÈ

∫ +∞
1

sinx√
x
dx ñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, à ÍÈ
∫ +∞
1

f(x)g(x) dx =
∫ +∞
1

sin2 x

x
dx ðàñõîäèòñÿ.

Â îáîèõ ïðèìåðàõ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðèçíàêîâ Äèðèõëå è Àáåëÿ
ñîîòâåòñòâåííî, êðîìå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g(x).

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

Ìîæíî ââåñòè åùå îäèí òèï íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü c ∈
(a, b) è f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáûõ îòðåçêàõ èç [a, c) è (c, b].

Îïðåäåëåíèå 3. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì p.v.
∫ b

a
f(x) dx

ôóíêöèè f â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ G(t)
.
=∫ c−t

a
f(x) dx+

∫ b

c+t
f(x) dx (t ∈ (0,min(b− c, c− a))).

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limt→+0G(t), òî

èíòåãðàë p.v.
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ (ñóùåñòâóåò) â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ, â ïðîòèâíîì � èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ (íå ñóùåñòâóåò) â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ, òî âåëè÷èíà ïðåäåëà limt→+0G(t) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíè-
åì èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå

ñèìâîëîì p.v.
∫ b

a
f(x) dx:

p.v.

∫ b

a

f(x) dx
.
= lim

t→+0

(∫ c−t

a

f(x) dx+

∫ b

c+t

f(x) dx

)
.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòåëüíûìè, åñëè c ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé ôóíêöèè f . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå íåñîáñòâåííîãî èí-
òåãðàëà ñîâïàäåò ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà f íà îòðåçêå [a, b].

Ïóñòü ÍÈ
∫ b

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ â ïðåæíåì ñìûñëå, ò.å. ñõîäÿòñÿ

îáà ÍÈ
∫ c

a
f(x) dx è

∫ b

c
f(x) dx. Â ýòîì ñëó÷àå (ñì. òåîðåìó 1 èç ëåê-

öèè 11) ∃ limt→+0(
∫ c−t

a
f(x) dx+

∫ b

c+t
f(x) dx) = limt→+0

∫ c−t

a
f(x) dx+

limt→+0

∫ b

c+t
f(x) dx. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ñïðàâà ðàâíà çíà÷åíèþ ÍÈ
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â ïðåæíåì ñìûñëå, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ÍÈ îò f(x) ñõîäèòñÿ è â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì âåëè÷èíû ýòèõ ÍÈ ñîâïàäàþò. Îáðàòíîå
íåâåðíî.

Ïðèìåð. p.v.
∫ 1

−1
1/x dx = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

p.v.

∫ 1

−1

1/x dx = lim
t→+0

(∫ −t

−1

1/x dx+

∫ 1

t

1/x dx

)
=

lim
t→+0

(
ln|x||−t−1 + lnx|1t

)
= 0.

Â ïðåæíåì ñìûñëå äàííûé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü f : (−∞,+∞) → R è ∀[a, b] ⊂ R: f ∈ R[a, b].
Îïðåäåëåíèå 6. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì p.v.

∫ +∞
−∞ f(x) dx

ôóíêöèè f â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ G(t)
.
=∫ t

−t
f(x) dx (t > 0).
Îïðåäåëåíèå 7. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limt→+∞G(t), òî

èíòåãðàë p.v.
∫ +∞
−∞ f(x) dx ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, â

ïðîòèâíîì � ðàñõîäèòñÿ.
Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ, òî âåëè÷èíà ïðåäåëà limt→+∞G(t) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíè-
åì èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå
ñèìâîëîì p.v.

∫ +∞
−∞ f(x) dx:

p.v.

∫ +∞

−∞
f(x) dx

.
= lim

t→+∞

∫ t

−t

f(x) dx.

Êàê è âûøå èç ñõîäèìîñòè ÍÈ
∫ +∞
−∞ f(x) dx â ïðåæíåì ñìûñëå

ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è ñîâïàäåíèå èõ
âåëè÷èí.

Ïðèìåð. p.v.
∫ +∞
−∞ x dx = 0. Äåéñòâèòåëüíî, p.v.

∫ +∞
−∞ x dx =

limt→+∞
∫ t
−t x dx = limt→+∞ x2/2|t−t = 0. Â ïðåæíåì ñìûñëå ðàññìàòðè-

âàåìûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü X � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
Îïðåäåëåíèå 9. Ìåòðèêîé (ðàññòîÿíèåì) íà ìíîæåñòâå X

íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ Ôóíêöèÿ d(x, y), çàäàííàÿ íà X × X, îáëàäàþ-
ùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1) d(x, y) = 0 ⇔ x = y;
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2) ∀x, y ∈ X: d(x, y) = d(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü ìåòðèêè);
3) ∀x, y, z ∈ X: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-

íèêà).
Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâ ìåòðèêè ñëåäóåò, ÷òî ∀x, y ∈ X: d(x, y) ≥ 0

(íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàññòîÿíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå
òðåóãîëüíèêà z = x. Òîãäà 0 = d(x, x) ≤ d(x, y)+d(y, x) = d(x, y)+d(x, y) =

2d(x, y).
Îïðåäåëåíèå 10. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ

ïàðà (X, d), ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à d � ìåòðèêà íà íåì.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ìíîæåñòâî, â êî-

òîðîì îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè. Åñëè
ìåòðèêà d ôèêñèðîâàíà, òî áóäåì îáîçíà÷àòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî òåì æå ñèìâîëîì X, ÷òî è ñàìî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåðû.

1. Ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, çàäàâ ìåòðèêó ôîðìóëîé

d(x, y)
.
=

{
1, x ̸= y;

0, x = y

(ÿñíî, ÷òî ñâîéñòâà ìåòðèêè äëÿ d(x, y) âûïîëíåíû).
2. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ d(x, y)

.
= |x−y| áóäåò ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ d(x, y)

.
= |x1 − y1| + |x2 − y2| (x =

(x1, x2), y = (y1, y2)) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà R2.
4. Â ìíîæåñòâå C[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], ìåò-

ðèêàìè áóäóò, íàïðèìåð, d1(f, g)
.
= maxx∈[a,b] |f(x) − g(x)| è d2(f, g)

.
=∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ d1 ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì,

íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. ×òî êàñàåòñÿ d2, òî ñèììåòðè÷íîñòü ýòîé ôóíêöèè
î÷åâèäíà. Äàëåå, ïîñêîëüêó ∀x ∈ [a, b]

|f(x)− h(x)| = |f(x)− g(x) + g(x)− h(x)| ≤ |f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|,

òî èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Íà-
êîíåö, ñâîéñòâî 1 ìåòðèêè ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 ëåêöèè 26.
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ËÅÊÖÈß 32

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rn

Ðàññìîòðèì òåïåðü Rn � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ íàáîðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x1, . . . , xn). Êàæäûé òàêîé
íàáîð áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íîé áóêâîé, íàïðèìåð, x = (x1, . . . , xn),
è íàçûâàòü òî÷êîé ìíîæåñòâà Rn. Åñëè z = (z1, . . . , zn), òî zj íàçû-
âàþò j-îé êîîðäèíàòîé òî÷êè z, j = 1, . . . , n. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

d(x, y)
.
=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
j=1

(xj − yj)2

(x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà Rn. Âûïîë-
íèìîñòü ñâîéñòâ 1 è 2 î÷åâèäíà. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñâîéñòâî 3.

Òåîðåìà 1(íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ xj , yj ∈ R, j = 1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
j=1

xjyj ≤

 n∑
j=1

x2j

1/2 n∑
j=1

y2j

1/2

.

Åñëè â êàæäîì íàáîðå ÷èñåë xj è yj õîòÿ áû îäíî ÷èñëî îòëè÷íî
îò íóëÿ, òî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ÷èñëà xj è yj ïðîïîðöèîíàëüíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî,
êîãäà âñå ÷èñëà yj = 0. Åñëè ýòî íå òàê, òî ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí îò t ∈ R:

n∑
j=1

(xj − tyj)
2 =

n∑
j=1

x2j + 2t

n∑
j=1

xjyj − t2
n∑

j=1

y2j .

Âñëåäñòâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà åãî äèñêðèìèíàíò

D =

 n∑
j=1

xjyj

2

−
n∑

j=1

x2j

n∑
j=1

y2j ≤ 0 ⇒

 n∑
j=1

xjyj

2

≤
n∑

j=1

x2j

n∑
j=1

y2j .
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Èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è èçáàâëÿÿñü îò ìîäó-
ëÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ⇔ D = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî
íàëè÷èþ ó êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ, ò.å. ∃t, ò.÷.
∀j = 1, . . . , n: xj − tyj = 0. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ÷èñåë
â íàáîðàõ xj è yj êîðåíü t ̸= 0, îòêóäà ñëåäóåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü
÷èñåë xj è yj .

Çàìå÷àíèå. Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∀a, b ∈ Rn∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|aj ||bj | ≤

(
n∑
j=1

a2j

)1/2( n∑
j=1

b2j

)1/2

.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî � ýòî ïðîñòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü ïðàâîå, ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî xj = |aj |,
yj = |bj |, j = 1, . . . , n, ÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ a2j = |aj |2, b2j = |bj |2 ïðè-
âîäèò ê òðåáóåìîé îöåíêå.

Òåïåðü ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, êî-
òîðîå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè èìååò âèä n∑

j=1

(xj − zj)
2

1/2

≤

 n∑
j=1

(xj − yj)
2

1/2

+

 n∑
j=1

(yj − zj)
2

1/2

.

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì uj = xj−yj , vj = yj−zj ⇒ uj+vj = xj−zj ,
à äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ïðè ýòîì ïðèìåò âèä n∑

j=1

(uj + vj)
2

1/2

≤

 n∑
j=1

u2j

1/2

+

 n∑
j=1

v2j

1/2

.

Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà:

n∑
j=1

(uj + vj)
2 ≤

n∑
j=1

u2j +

n∑
j=1

v2j + 2

 n∑
j=1

u2j

1/2 n∑
j=1

v2j

1/2

.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ êâàäðàòà ñëåâà è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïî-
ëó÷àåì èñòèííîå íåðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî)
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n∑
j=1

ujvj ≤

 n∑
j=1

u2j

1/2 n∑
j=1

v2j

1/2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöè d(x, y) = ((x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 + . . .+
(xn − yn)

2)1/2 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 3 ìåòðèêè.
Â äàëüíåéøåì Rn áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñ óêàçàííîé ìåò-

ðèêîé.
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (xj − yj)

2 = |xj −
yj |2, òî d(x, y) = (

∑n
j=1 |xj − yj |2)1/2.

Ëåììà.Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x = (x1, x2, . . . , xn), y =
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn äëÿ ðàññòîÿíèÿ d(x, y) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|xk − yk| ≤ d(x, y) ≤

{
|x1 − y1|+ . . .+ |xn − yn|,
n1/2 maxj=1,...,n |xj − yj |

(k = 1, . . . , n).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåâîå è ïðàâîå âåðõíåå íåðàâåíñòâà ïðî-

âåðÿþòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò, ïðàâîå íèæíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò
èç îöåíêè |xk − yk| ≤ maxj=1,...,n |xj − yj |.

×òîáû èçëîæåíèå òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íå çàâèñè-
ëî îò îáùåé òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, âñþäó íèæå ïîä ìåò-
ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (X, d) ìîæíî ïîíèìàòü ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà êîìïàêòîâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ìîæíî îïóñòèòü, îñòàâèâ íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ Rn, êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ïîñëå
äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.

Îïðåäåëåíèå 1. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : N → X íàçûâàåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê) ìíîæåñòâà
X.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâà X èñïîëüçóþòñÿ òå æå îáî-
çíà÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü (ak) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà X.
Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (ak) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) (ak
d→ a ïðè

k → +∞), åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d(ak, a) → 0 ïðè
k → +∞.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d), åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ X: limk→+∞ d(ak, b) = +∞.

Çàïèøåì íà ε � k ÿçûêå ÷òî çíà÷èò, ÷òî ak
d→ a:

∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε : d(ak, a) < ε.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) òî÷åê ìíîæåñòâà
X èìååò ïðåäåë (ñõîäèòñÿ) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) ,

åñëè ∃a ∈ X, ò.÷. ak
d→ a ïðè k → +∞.

Èç ñâîéñòâ ìåòðèêè ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà: åñëè a è b
ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak), òî ∀ε > 0: d(a, b) ≤
d(a, ak) + d(ak, b) < ε+ ε = 2ε (k > kε) ⇒ d(a, b) = 0 ⇒ a = b.

Øàðû â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âíóòðåííèå,
âíåøíèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà

Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d).
Îïðåäåëåíèå 4.Øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ X

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B(a, r)
.
= {x ∈ X| d(a, x) < r}.

×åðåç Ḃ(a, r) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîêîëîòûé øàð, ò.å. Ḃ(a, r)
.
=

B(a, r) \ {a}.
Îïðåäåëåíèå 5. Çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñà r ≥ 0 ñ öåíòðîì â

òî÷êå a ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B̄(a, r)
.
= {x ∈ X| d(a, x) ≤ r}.

Ïóñòü E � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X.

Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà E, åñëè ñóùåñòâóåò øàð B(a, r), ò.÷. B(a, r) ⊂ E, ò.å.
òî÷êà a âõîäèò â ìíîæåñòâî E âìåñòå ñ íåêîòîðûì øàðîì ñ öåí-
òðîì â ýòîé òî÷êå. Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê E îáîçíà÷àåò-
ñÿ intE.

Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà E, åñëè ñóùåñòâóåò øàð B(a, r), ò.÷. B(a, r)∩E = ∅. Ìíî-
æåñòâî âíåøíèõ òî÷åê E îáîçíà÷àåòñÿ extE.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà a ∈ X ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà E, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X \ E.

Îïðåäåëåíèå 8. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà E, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàðà B(a, r): B(a, r)∩E ̸= ∅
è B(a, r) ∩ X \ E ̸= ∅, ò.å. òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ íè âíóòðåííåé,
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íè âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê
E íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷àåòñÿ ∂E.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà a � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, åñëè â
∀B(a, r) èìåþòñÿ êàê òî÷êè ìíîæåñòâà E, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëå-
æàùèå E.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ

intE ⊂ E = intE ∪ (E ∩ ∂E) ⊂ intE ∪ ∂E.

Â äàííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
a ∈ X ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó E ìîæåò áûòü òî÷êîé òîëüêî îä-
íîãî èç òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

X = intE ∪ extE ∪ ∂E,

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.
Ïðèìåðû.

1. Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà E = {a} â Rn: intE = ∅, ∂E = E,
extE = Rn \ {a}.

2. Ïóñòü E = {x ∈ R2| x2 > 0}. Ëþáàÿ òî÷êà x = (x1, x2) ∈ E ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, òàê êàê B(x, r) ⊂ E ïðè r = x2: E = intE.
Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ R2 ñ x2 < 0 ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E,
òàê êàê B(x, r) ñ r = |x2| íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E. Ëþáàÿ òî÷êà x = (x1, 0)

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⇒ ∂E
⋂
E = ∅, ò.å. ãðàíè÷íûå

òî÷êè ìíîæåñòâà ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü åìó.
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ËÅÊÖÈß 33

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî G ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ∀a ∈ G ∃r = r(a) > 0, ò.÷.
B(a, r) ⊂ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G îòêðûòî â X ⇔ G =intG, ò.å. ëþáàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé G.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì â ëþáîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî F ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè åãî äîïîëíåíèå X \F îòêðûòî
â X.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâîG îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå X \ G çàìêíóòî
â X. Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ G = X \ (X \G). Äåé-
ñòâèòåëüíî, îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà G â X îçíà÷àåò, ÷òî X \ (X \G)
îòêðûòî. Çíà÷èò, äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâóX\G îòêðûòî âX è, ñòàëî
áûòü, X \G çàìêíóòî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.
Åñëè ìíîæåñòâî X \G çàìêíóòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, òî
åãî äîïîëíåíèå X \ (X \ G) = G îòêðûòî â X â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà.

Ñàìî ìíîæåñòâî X ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
áóäåò îòêðûòûì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d). Òàê êàê ïóñòîå
ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì, òî X áóäåò è çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) êàê äîïîëíåíèå ê îòêðû-
òîìó ìíîæåñòâó X = X \ ∅. Ïóñòîå ìíîæåñòâî òàêæå îêàæåòñÿ çà-
ìêíóòûì, òàê êàê ∅ = X \X � äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó
X.

Ëåììà 1. Ïóñòü E ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ìíîæåñòâà intE è extE îòêðûòû â X, à
∂E çàìêíóòî â X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòêðûòîñòü intE è extE â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ. Åñëè a ∈
X \ ∂E, òî ëèáî a ∈ intE, ëèáî a ∈ extE ⇒ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ∃U(a) ⊂
X \ ∂E ⇒ X \ ∂E îòêðûòî ⇒ ∂E çàìêíóòî â X.

Ëåììà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ X è r > 0 øàð B(a, r) ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d); ∀r ≥
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0 ìíîæåñòâî X \ B̄(a, r) � îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, d).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òî÷êà x ∈ B(a, r) � ïðîèçâîëü-
íà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè r1 = r − d(a, x) øàð B(x, r1) ⊂ B(a, r). Äëÿ
ýòîãî âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó y ∈ B(x, r1) è îöåíèì d(a, y) ≤ d(a, x) +
d(x, y) < d(a, x)+r−d(a, x) = r ⇒ y ∈ B(a, r) ⇒ B(x, r1) ⊂ B(a, r) ⇒
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ øàð B(a, r) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d).

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ëåììû. Åñëè X \ B̄(a, r) = ∅, òî óòâåð-
æäåíèå ëåììû âåðíî. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî, òî âîçüìåì ëþ-
áóþ òî÷êó x ∈ X \ B̄(a, r). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè r2 = d(a, x) − r øàð
B(x, r2) ⊂ X \ B̄(a, r). Ïóñòü y ∈ B(x, r2) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Èç
îöåíêè d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, x) èìååì: d(a, y) ≥ d(a, x) − d(x, y) >
d(a, x) − r2 = r ⇒ y ∈ X \ B(a, r) ⇒ B(x, r2) ⊂ X \ B(a, r). Ëåììà
äîêàçàíà.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé çàìêíó-
òûé øàð B̄(a, r) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 1. Îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïåðåñå÷åíèå ëþ-
áîé êîíå÷íîé ñèñòåìû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.

Îáúåäèíåíèå ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ �
çàìêíóòî. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ � çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Gα, α ∈ A � ïðîèçâîëü-
íîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ìíîæåñòâ.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈

⋃
α∈AGα ⇒ ïî îïðåäåëåíèþ îáú-

åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ∃α0 ∈ A, ò.÷. x ∈ Gα0
. Òàê êàê Gα0

îòêðûòî, òî
∃B(x, r) ⊂ Gα0 ⇒ B(x, r) ⊂

⋃
α∈AGα ⇒ ìíîæåñòâî

⋃
α∈AGα îòêðû-

òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.
Ïóñòü Gj , j = 1, . . . ,m, � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà èç m îòêðû-

òûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ìíîæåñòâ è x ∈
⋂m

j=1Gj (åñëè⋂m
j=1Gj = ∅, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû èñòèííî) ⇒ ïî îïðåäåëåíèþ

ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ∀j = 1, . . . ,m: x ∈ Gj . Â ñèëó îòêðûòîñòè Gj :
∀j = 1, . . . ,m ∃rj > 0, ò.÷. B(x, rj) ⊂ Gj ⇒ ïðè r

.
= min(r1, . . . , rm)

øàð B(x, r) ⊂ Gj ∀j = 1, . . . ,m ⇒ B(x, r) ⊂
⋂m

j=1Gj ⇒ ìíîæåñòâî⋂m
j=1Gj îòêðûòî.
Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû ñëåäóåò èç ïåðâîé ÷àñòè â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
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çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è ïðàâèë äå Ìîðãàíà. Ïóñòü Fα, α ∈ A, �
ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
ìíîæåñòâ. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà X\Fα îòêðûòû, à
ïî ïðàâèëàì äå ÌîðãàíàX\(

⋂
α Fα) =

⋃
α(X\Fα). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

äîêàçàííîìó âûøå ìíîæåñòâî
⋃

α(X \Fα) îòêðûòî êàê îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ⇒

⋂
α Fα çàìêíóòî â X.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïðèìåð. Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå

îáÿçàíî áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,
⋂+∞
j=1(−1/j, 1/j) =

{0} � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, d) ñ d(x, y) =
|x− y|.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà E ⊂ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè âñÿêèé
ïðîêîëîòûé øàð Ḃ(a, r) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ìíî-
æåñòâà E, ò.å. ∀r > 0: Ḃ(a, r)

⋂
E ̸= ∅. Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ

òî÷åê ìíîæåñòâà E îáîçíà÷àþò E′.
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) a ∈ X � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E ⊂ X;

2) ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak), ak ∈ E, ak ̸= a (k ∈ N), ò.÷. ak
d→ a

(k → +∞);
3) ëþáîé øàð B(a, r) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæå-

ñòâà E, ò.å. ∀r > 0 ìíîæåñòâî B(a, r)
⋂
E � áåñêîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êà b ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâå-
íèÿ ìíîæåñòâà E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ïðîèç-
âîëüíûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå b ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
òî÷êó ìíîæåñòâà E, ò.å. ∀r > 0: B(b, r)

⋂
E ̸= ∅.

Èìååò ìåñòî ëåììà.
Ëåììà 4. Òî÷êà b ∈ X ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-

ñòâà E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (bk) ⊂ E, ò.÷. bk
d→ b (k → +∞).

Äîêàçûâàåòñÿ ýòà ëåììà àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êà c ∈ E íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷-

êîé ìíîæåñòâà E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ìîæíî
óêàçàòü øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå c, íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ òî÷åê
ìíîæåñòâà E, ò.å. ∃r0 > 0: B(c, r0)

⋂
E = {c}.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà E ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ åãî ïðåäåëüíûõ
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è èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (ïðè÷åì ïîñëåäíèå äâà ìíîæåñòâà íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E ̸= ∅. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) E çàìêíóòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå;
2) E ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè: ∂E ⊂ E;
3) E ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè: E′ ⊂ E.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó ïîêàæåì, ÷òî

1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1).
1) ⇒ 2). Ïóñòü E çàìêíóòî ⇒ X \ E îòêðûòî ⇒ âñå òî÷êè, íå

ïðèíàäëåæàùèå E, ò.å. òî÷êè ìíîæåñòâà X \E ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè
òî÷êàìè ìíîæåñòâà E ⇒ E ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

2) ⇒ 3). Ïóñòü a ∈ E′ ⇒ â ëþáîì øàðå B(a, r) åñòü òî÷êè ìíî-
æåñòâà E ⇒ ëèáî a ∈ ∂E, ëèáî a ∈ intE. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ a ∈ E, èáî
ïî óñëîâèþ ∂E ⊂ E ⇒ E′ ⊂ E.

3) ⇒ 1). Ïóñòü E′ ⊂ E ⇒ ëþáàÿ òî÷êà a ∈ X \E íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⇒ ∃B(a, ra), ò.÷. Ḃ(a, ra)

⋂
E = ∅. Íî

a /∈ E ⇒ B(a, ra)
⋂
E = ∅, ò.å. B(a, ra) ⊂ X\E ⇒ ìíîæåñòâî X\E îò-

êðûòî, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà
E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.

Îïðåäåëåíèå 6. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî E

.
= E

⋃
∂E.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî E áóäåò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå X è ÷òî (E) = E.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî E ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ∃a ∈ X è ∃r > 0, ò.÷. E ⊂ B(a, r).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) íàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ∃a ∈ X è ∃r > 0, ò.÷
∀k ∈ R: ak ∈ B(a, r).

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íà ìåòðè-
÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíèé îãðàíè÷åííîñòè, äàííûõ ïðåæäå
äëÿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀b ∈ X ∃rb > 0, ò.÷. E ⊂
B(b, rb).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìíîæåñòâî E
îãðàíè÷åíî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ∃a ∈ X è ∃r > 0, ò.÷.
E ⊂ B(a, r). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ X è ïîêàæåì, ÷òî E ⊂
B(b, rb), åñëè rb = d(b, a)+r. Â ñàìîì äåëå, ∀y ∈ E â ñèëó íåðàâåíñòâà
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òðåóãîëüíèêà èìååì d(b, y) ≤ d(b, a) + d(a, y) < d(b, a) + r = rb. Â
îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ýòî ëåììà ãîâîðèò, ÷òî â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åíîñòè ìíîæåñòâà
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå öåíòð øàðà, êîòîðûé ñîäåðæèò ìíîæå-
ñòâî E, ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Íàïðèìåð, â Rn óäîáíî áðàòü
â êà÷åñòâå öåíòðà òî÷êó 0 = (0, . . . , 0). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè n = 1
ïîëó÷àåì äàííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëîâîãî ìíî-
æåñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå 4 ëåêöèè 3).

Ëåììà 6. Åñëè ak
d→ a (k → +∞), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)

îãðàíè÷åíà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ε = 1 ∃k1 ∈ N,

ò.÷. ∀k > k1: d(ak, a) < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1
.
= max{d(ak, a)| k =

1, . . . , k1} è ïîëîæèì r0
.
= max{r1, 1}. Òîãäà ∀k ∈ N: d(ak, a) ≤ r0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) îãðàíè÷åíà â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîíå÷íî, íå èñ÷åðïûâàþò-
ñÿ îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ïîëóèíòåðâàë [0, 1) íå ÿâëÿåò-
ñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(R, d), ãäå d(x, y) = |x− y|.

2. Ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì çàâèñèò îò òî-
ãî, â êàêîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïóñòü M1 = ([0,+∞), d), M2 = ((−∞, 1), d) è M3 = ([0, 1), d), ãäå ìåòðè-
êà d(x, y) = |x − y| è äàí ïîëóèíòåðâàë [0, 1). Â ÌÏ M1 ïîëóèíòåðâàë
áóäåò îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ò.ê. â ýòîì ÌÏ B(0, r) = [0, r). Â ÌÏ M2

ïîëóèíòåðâàë çàìêíóò, ò.ê. ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü
òî÷êè òîëüêî èç ÌÏ, â êîòîðîì ýòî ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ. Â ÌÏ
M3 ïîëóèíòåðâàë áóäåò è îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
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ËÅÊÖÈß 34

Êîìïàêòû â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ {Uα}α∈A íàçûâàåòñÿ ïî-
êðûòèåì ìíîæåñòâà E, åñëè E ⊂

⋃
α∈A Uα, ò.å. ∀x ∈ E ∃α0 =

α0(x) ∈ A, ò.÷. x ∈ Uα0
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà
K îòêðûòûìè â X ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïî-
êðûòèå.

Ýòî îïðåäåëåíèå òðóäíîïðîâåðÿåìî. Íî ÷òîáû ïîëó÷èòü âàæíåé-
øèå ñâîéñòâà êîìïàêòîâ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ïðîñòåéøèõ
ïîêðûòèé îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè (ñì. òåîðåìû 1 è 2).

Òåîðåìà 1(ñâîéñòâà êîìïàêòîâ).
1. Âñÿêèé êîìïàêò K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
2. Âñÿêîå çàìêíóòîå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ïîäìíî-

æåñòâî F êîìïàêòà K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â X.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü. Íà÷íåì ñ

îãðàíè÷åííîñòè. Çàôèêñèðóåì êàêóþ�ëèáî òî÷êó a ∈ X è ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó øàðîâ B(a, n), n ∈ N. Ïîñêîëüêó ∀x ∈ K: d(a, x) < +∞,
òî ∃n0 = n0(x) ∈ N, ò.÷. x ∈ B(a, n0) ⇒ K ⊂

⋃
nB(a, n). Òàê êàê

K � êîìïàêò, òî èç ïîêðûòèÿ K øàðàìè B(a, n), ÿâëÿþùèõñÿ îò-
êðûòûìè â X ìíîæåñòâàìè, ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå:
K ⊂

⋃m
k=1B(a, nk) = B(a, n∗), ãäå n∗

.
= max(n1, . . . , nm) ⇒ ìíîæå-

ñòâî K îãðàíè÷åíî, èáî îíî ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà n∗.
Äîêàæåì çàìêíóòîñòü K. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî ∃a ∈

K ′ è a /∈ K. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòêðûòûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå X ìíîæåñòâ D(a, n)

.
= X \ B̄(a, 1/n). Ýòè ìíîæåñòâà îáðà-

çóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà K. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê a /∈
K, òî ∀x ∈ K ðàññòîÿíèå d(a, x) > 0⇒ x ∈ D(a, n), åñëè 1/n < d(a, x).
Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîêðûòèå K: K ⊂

⋃l
k=1D(a, nk) = D(a,N∗) =

X \ B̄(a, 1/N∗), ãäå N∗ = max(n1, . . . , nl ⇒ K
⋂
B(a, 1/N∗) = ∅, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a ∈ K ′.
Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü F ̸= ∅, F ⊂ K è

F çàìêíóòî â X. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå {Gα}
ìíîæåñòâà F . Äîáàâèâ ê ýòîìó ñåìåéñòâó îòêðûòîå â X ìíîæåñòâî
X\F , áóäåì èìåòü îòêðûòîå ïîêðûòèå âñåãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X, à ñëåäîâàòåëüíî, è êîìïàêòà K. Âûäåëèì èç ýòîãî ïîêðûòèÿ
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êîíå÷íîå ïîêðûòèåK. Ïîëó÷åííàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ áóäåò ïîêðûâàòü è F . Åñëè â ýòó êîíå÷íóþ ñèñòåìó íå âõîäèò
ìíîæåñòâî X \ F , òî èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Gα} âûäåëåíî êîíå÷-
íîå ïîêðûòèå F ; åñëè êîíå÷íîå ïîêðûòèå K ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
X \F , òî, îòáðàñûâàÿ åãî, èìååì êîíå÷íîå ïîêðûòèå F ìíîæåñòâàìè
èç ñèñòåìû {Gα}. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � êîìïàêò ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X è E � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K. Òîãäà E′ ̸= ∅ è E′ ⊂ K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ó ìíîæåñòâà E ñóùåñòâóþò
ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè è äëÿ
êîìïàêòà K. À òàê êàê êîìïàêò çàìêíóò, òî âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè
ìíîæåñòâà E ñîäåðæàòñÿ â K.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî E′ ̸= ∅. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî
ó ìíîæåñòâà E íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè ëþáàÿ òî÷êà êîì-
ïàêòà K íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⇒ ∀x ∈ K
∃rx > 0, ò.÷. Ḃ(x, rx) ∩ E = ∅, ò.å. â ïðîêîëîòûõ øàðàõ Ḃ(x, rx) íåò
òî÷åê ìíîæåñòâà E. Ñèñòåìà {B(x, rx)| x ∈ K} îáðàçóåò îòêðûòîå
ïîêðûòèå K, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòà ïîïàäàåò ïî êðàé-
íåé ìåðå â øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîêðûòèå:
K ⊂ ∪l

k=1B(xk, rxk
). Òîãäà E =

⋃l
k=1(B(xk, rxk

)∩E) ⊂ ∪l
k=1{xk}, òàê

êàê B(xk, rxk
) ∩ E ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé xk. Çíà÷èò,

ìíîæåñòâî E êîíå÷íî êàê ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà äëÿ êîìïàêòîâ.

Ñëåäñòâèå. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê êîìïàêòà K
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå êîìïàêòà K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (an) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê êîìïàêòà K. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ïðèíèìàþò êàêîå-òî çíà÷å-
íèå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûå
ýòîìó çíà÷åíèþ, îáðàçóþò èñêîìóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

2. Íå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé E ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) áåñêîíå÷íî. Ïîñêîëüêó î÷åâèäíî, ÷òî
ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E′ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè (an), òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû.

Êîìïàêòû â Rn

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî I
.
= {x ∈ Rn| aj ≤ xj ≤ bj , j =

1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ n�ìåðíûì áðóñîì (ïàðàëëåëåïèïåäîì) â Rn.
Îòðåçêè Ij = [aj , bj ], j = 1, 2, . . . , n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè

îòðåçêàìè áðóñà I. Áðóñ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè âñå åãî
êîîðäèíàòíûå îòðåçêè íå âûðîæäåíû.

Îòìåòèì, ÷òî ∀B(a, r) ⊂ Rn ∃ íåâûðîæäåííûå áðóñû I1 è I2, ò.÷.
I1 ⊂ B(a, r) ⊂ I2. Â êà÷åñòâå I1 ìîæíî âçÿòü êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå
a è ñòîðîíîé < 2r/

√
n, à çà I2 � êóá ñî ñòîðîíîé ≥ 2r ñ öåíòðîì â

òîé æå òî÷êå.
Òåîðåìà 3. Âñÿêèé n�ìåðíûé áðóñ (n ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì

â Rn.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåâûðîæäåííûé áðóñ I è åãî ïîêðû-
òèå îòêðûòûìè â Rn ìíîæåñòâàìè, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîêðûòèå. Ðàçäåëèì êàæäûé èç êîîðäèíàòíûõ îòðåçêîâ
Ij = [aj , bj ] áðóñà I ïîïîëàì (åñëè áðóñ âûðîæäåí, òî äåëèì òîëü-
êî íåâûðîæäåííûå êîîðäèíàòíûå îòðåçêè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
2n n�ìåðíûõ áðóñîâ, èç êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íå äîïóñêà-
åò âûäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè äàííîé
ñèñòåìû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
áûëî áû âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå èñõîäíîãî áðóñà I). Îáîçíà-
÷èì ýòîò áðóñ I(1) è ïîñòóïèì ñ íèì òàê æå, êàê ñ èñõîäíûì áðóñîì I,
ò.å. ïîäåëèì êîîðäèíàòíûå îòðåçêè I(1)j = [a

(1)
j , b

(1)
j ] ïîïîëàì è èç ïî-

ëó÷åííûõ 2n áðóñîâ âíîâü âûáåðåì òîò, äëÿ êîòîðîãî èç ðàññìàòðè-
âàåìîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå.
Îáîçíà÷èì ýòîò áðóñ I(2). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äåëåíèÿ, ïîñòðî-
èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ áðóñîâ I ⊃ I(1) ⊃ . . . ⊃ I(k) ⊃ . . .,
íè îäèí èç êîòîðûõ íå äîïóñêàåò âûäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ èç
èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ.

Äëÿ êàæäîãî j êîîîðäèíàòíûå îòðåçêè I(k)j ïî ïîñòðîåíèþ îáðà-

çóþò ñòÿãèâàþùóþñÿ ÑÂÎ ⇒ ∀j = 1, . . . , n ∃cj ∈
⋂

k I
(k)
j ⇒ òî÷êà

c = (c1, . . . , cn) ∈
⋂

k I
(k). Ïîñêîëüêó c ∈ I, òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ìíîæåñòâî G èç èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ, ò.÷. c ∈ G. Òîãäà äëÿ íåêîòîðî-
ãî r > 0: B(c, r) ⊂ G. Òàê êàê äëèíû ñòîðîí áðóñîâ I(k) ñòðåìÿòñÿ ê
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íóëþ ïðè k → +∞, òî ∃k0, ò.÷. I(k0) ⊂ B(c, r) ⊂ G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî áðóñ I(k0) íå äîïóñêàåò âûäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rn).Ìíîæåñòâî K ⊂
Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K çàìêíóòî
è îãðàíè÷åíî â Rn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà ðà-
íåå â îáùåì ñëó÷àå. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K îãðàíè÷åíî
è çàìêíóòî â Rn ⇒ ∃ n�ìåðíûé áðóñ I ⊃ K. Ïî äîêàçàííîìó I �
êîìïàêò, à K � åãî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, K êîì-
ïàêò.

Â îáùåì ñëó÷àå èç îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå ñëåäóåò åãî êîìïàêòíîñòü (ñì. ïðèìåð
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì òåîðåìó Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ
Rn.

Òåîðåìà 4. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (a(k)) îãðàíè÷åíà â Rn ⇒ ∃

áðóñ I, ñîäåðæàùèé âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñèëó êîìïàêò-
íîñòè I óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà.

Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, d) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, èëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ε > 0 ∃kε ∈ N ò.÷. ∀m,n > kε : d(am, an) < ε.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êàæ-
äàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, íàçûâà-
åòñÿ ïîëíûì.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Ïîýòîìó â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Ïðèìåðû.

1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (R, d), d(x, y) = |x − y| ïîëíî (â ýòîì
çàêëþ÷àåòñÿ êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).

2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d), ãäå X = (0, 1], d(x, y) = |x− y| íå
áóäåò ïîëíûì, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1/k) ôóíäàìåíòàëüíà, íî îíà
íå èìååò ïðåäåëà â äàííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó S
.
= {f ∈ C[0, 1]| maxx∈[0,1] |f(x)| =

1} â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] ñ ðàññòîÿíèåì d(f, g) =

maxx∈[0,1] |f(x) − g(x)|. Ýòî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, èáî ñîäåðæèòñÿ, íà-
ïðèìåð, â øàðå ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â h(x) = 0, è çàìêíóòî êàê ãðàíèöà
øàðà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òîé æå òî÷êå. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S íå
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî (ñì. òåîåðåìó Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ êîìïàêòîâ) ïðåäúÿâèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) ∈ S, n = 1, 2, . . ., ò.÷. èç íåå íåëüçÿ
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîëîæèì fn(x) = 0, åñëè
x ∈ [0, 2−(n+1)]

⋃
[2−(n−1), 1], fn(x) = 2n+1x − 1, åñëè x ∈ [2−(n+1), 2−n] è

f(x) = −2nx + 2, åñëè x ∈ [2−n, 2−(n−1)]. Òîãäà äëÿ âñåõ m ̸= n, m,n ∈ N
èìååì d(fn, fm) = 1, èáî fn(2

−n) = 1, à fm(2−n) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn(x)) íå ìîæåò áûòü
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, à çíà÷èò, íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a(k)) òî÷åê Rn

(a(k) = (a
(k)
1 , . . . , a

(k)
n )). Äëÿ òîãî, ÷òîáû a(k)

d→ a, a = (a1, . . . , an),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀j ∈ {1, . . . , n}: a(k)j → aj ïðè
k → +∞, ò.å. ñõîäèìîñòü â Rn ýêâèâàëåíòíà ïîêîîðäèíàòíîé ñõî-
äèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ
ìåòðèêè â Rn (ñì. ëåêöèþ 30), èìååì:

|a(k)j − aj | ≤ d(a(k), a) =

√√√√ n∑
m=1

|a(k)m − am|2 ≤
√
n max

m=1,...,n
|a(k)m − am|,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a(k)) ôóíäàìåíòàëüíà â Rn

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(a
(k)
j ), j = 1, . . . , n, ôóíäàìåíòàëüíû.
Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 6 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ äëÿ ìåòðèêè èç

ëåêöèè 30, ïðèìåíåííûõ ê d(a(k), a(l)).
Òåîðåìà 7. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a(k)) ôóí-
äàìåíòàëüíà â Rn. Òîãäà êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a

(k)
j ),

j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî,
îíè ñõîäÿòñÿ (òåîðåìà 2 ëåêöèè 8). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 5 èìååò ïðåäåë
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a(k)). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

×òîáû äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áûëî íåçàâèñèìî îò òåîðèè êîì-
ïàêòîâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
Rn. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû â ïîñëåäóþùèõ ôîðìó-
ëèðîâêàõ íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñëîâîñî÷åòàíèå "êîìïàêò â Rn" íà
ñëîâîñî÷åòàíèå "îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn".

Òåîðåìà 8. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè îãðàíè÷èìñÿ

ñëó÷àåì n = 2. Ïóñòü (x(l)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê â R2. Òîãäà ñóùåñòâóåò áðóñ I = [a1, b1] × [a2, b2],
ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè x(l) = (x

(l)
1 , x

(l)
2 ) ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x
(l)
1 ) îãðà-

íè÷åíà (âñå åå ÷ëåíû ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a1, b1]). Ïîýòîìó ïî òåî-
ðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç
(x

(l)
1 ) ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x

(lp)
1 ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x
(lp)
2 ) ÷èñëîâîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (x
(l)
2 ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x

(lp)
2 ) îãðàíè÷åíà (âñå åå

÷ëåíû ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a2, b2]), ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�
Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (x

(lpm )
2 ). Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(lpm ))

ñõîäèòñÿ â R2. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(x

(lpm )
2 ) èìååò ïðåäåë, à (x(lpm )

1 ) ñõîäèòñÿ êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x
(lp)
1 ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(lpm )) èìååò ïðåäåë â R2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îãðàíè÷åí-

íûõ è çàìêíóòûõ â Rn ìíîæåñòâ.
Ñëåäñòâèå. Èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åííîãî è çà-

ìêíóòîãî â Rn ìíîæåñòâà K ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ ìíîæåñòâó K, îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî
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âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K. Äåéñòâè-
òåëüíî, ëèáî ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, êîòîðîå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó K è ñîâïàäàåò ñ åå ïðåäåëîì, ëèáî ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòëè÷íûõ îò
åå ïðåäåëà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäåë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè áó-
äåò ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà K, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ïðèíàä-
ëåæàòü K â ñèëó åãî çàìêíóòîñòè.

Ñõîäèìîñòü â C

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C� ýòî ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å.
ìíîæåñòâî R2.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 6. ×èñëî z ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (zk) (limk→+∞ zk = z), åñëè ∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε:
|zk − z| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk) ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
(limk→+∞ zk = ∞), åñëè limk→+∞ |zk| = +∞.

Åñëè zk = xk+iyk, z = x+iy, òî |zk−z| = ((xk−x)2+(yk−y)2)1/2 =
d(zk, z), ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â C ÿâëÿåòñÿ ñõî-
äèìîñòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) zk → z (k → +∞) ⇔ Rezk = xk → x =Rez è Imzk = yk →
y =Imzk ïðè k → +∞;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk) ñõîäèòñÿ ⇔ (zk) ôóíäàìåíòàëüíà ⇔
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Rezk) è (Imzk) ôóíäàìåíòàëüíû;

3) èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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ËÅÊÖÈß 35

Ââåäåì â ìíîæåñòâå Rn îïåðàöèè ñëîæåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ è óìíî-
æåíèÿ ýëåìåíòîâ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà: åñëè x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn), λ ∈ R,òî

x+ y
.
= (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λx
.
= (λx1, . . . , λxn).

Îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé Rn ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòè ëèòåðàòóðû âìåñòî ñëîâîñî÷åòàíèÿ "âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî" èñïîëüçóþò ñëîâîñî÷åòàíèå "ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî".

Â ýòîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè íîðìó è ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå:

∀x ∈ Rn : |x| .=
√
x21 + x22 + . . .+ x2n,

∀x, y ∈ Rn : xy
.
= x1y1 + x2y2 + . . . xnyn

Îòìåòèì, ÷òî åñëè u, v ∈ Rn, òî

|u− v| =
√
(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + . . .+ (un − vn)2

ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé ðàíåå â Rn ìåòðèêîé d(u, v). Òàêèì îáðàçîì,
âåêòîðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Rn åñòåñòâåííî ðàñìàòðè-
âàòü è êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d(u, v) = |u − v|.
Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñõî-
äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, øàðû è çàìêíóòûå øàðû, îòêðûòûå
è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, êîìïàêòû êàê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Rn ñ óêàçàííîé ìåòðèêîé. Òàê,

x(k) → x ïðè k → +∞ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Rn def⇔

d(x(k), x) = |xk − x| → 0 ïðè k → +∞ (x, x(k) ∈ Rn);

B(a, r)
.
= {x ∈ Rn| d(x, a) = |x− a| < r} (r > 0);

B̄(a, ρ)
.
= {x ∈ Rn| d(x, a) = |x− a| ≤ ρ} (ρ ≥ 0).

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå, íîðìà â ëþáîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X
èíäóöèðóåò ìåòðèêó d(x, y)

.
= ∥x− y∥ íà X. Ñõîäèìîñòü ïî ýòîé ìåòðèêå

íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X.
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Äàëåå ïîä îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê Rn, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,
áóäåì ïîíèìàòü øàðû ñ öåíòðàìè â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ.

Äîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî Rn ýëåìåíòîì, íàçûâàåìûì "áåñêîíå÷-
íî óäàëåííîé òî÷êîé", èëè "áåñêîíå÷íîñòüþ", è îáîçíà÷àåìûì ∞.
Ìíîæåñòâà âèäà

U(∞, ε) = {x ∈ Rn| d(x, 0) = |x| > 1/ε}, ε > 0,

íàçîâåì ε�îêðåñòíîñòÿìè áåñêîíå÷íîñòè.
Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå (ôóíêöèÿ) g: E → Rm, E ⊂ Rn. Òàê

êàê g(x) ∈ Rm, òî g(x) = (g1(x), . . . , gm(x)). Ôóíêöèè gj : E → R (j =
1, . . . ,m) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè äàííîãî îòîáðà-
æåíèÿ g.

Ïîñêîëüêó x = (x1, . . . , xn), òî g(x) = g(x1, . . . , xn) è ïîýòîìó
ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Òàêèì
îáðàçîì, g(x) = (g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)), ò.å. çàäàíèå îòîá-
ðàæåíèÿ g: E → Rm, ãäå E ⊂ Rn, ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ m ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé gj(x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ.

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé â òî÷êå

Ïóñòü f : E → Rm, E ⊂ Rn, a� òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E
(îíà ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé).
Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà â ñìûñëå Êîøè äàåòñÿ, êàê è â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà b ∈ Rm
⋃
{∞} íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì

îòîáðàæåíèÿ f ïðè x→ a è ïðè ýòîì ïèøóò b = limx→a f(x), åñëè
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V (b, ε) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(a, δ),
ò.÷. ∀x ∈ U(a, δ)

⋂
E: f(x) ∈ V (b, ε).

Íàïðèìåð, åñëè a è b � êîíå÷íûå òî÷êè, òî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ E, dn(x, a) < δ : dm(f(x), b) < ε (9)

(dn è dm � ìåòðèêè â Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî). Äðóãèìè ñëîâàìè,

lim
x→a

f(x) = b
def⇔ lim

x→a
dm(f(x), b) = 0

À åñëè ðàññìàòðèâàòü Rn è Rm êàê íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà,
òî (9) ïðèìåò âèä

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ E, |x− a| < δ : |f(x)− b| < ε,
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ò.å.

lim
x→a

f(x) = b
def⇔ lim

x→a
|f(x)− b| = 0 ⇔ f(x) = b+α(x), lim

x→a
α(x) = 0.

Êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé limx→a α(x) = 0 ⇔
limx→a |α(x)| = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà (êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) ñëåäóåò,
÷òî åñëè a ∈ E è ∃ limx→a f(x), òî limx→a f(x) = f(a).

Äëÿ îòîáðàæåíèé ìîæíî äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà � ïðå-
äåëà â ñìûñëå Ãåéíå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíò b = limx→a f(x) (b ∈ Rm
⋃
{∞}), åñëè

∀(x(k))+∞
k=1 ⊂ E, x(k)

dn→ a (k → +∞): f(x(k))
dm→ b ïðè k → +∞.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâà-
ëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî ïðèâîäèëîñü
äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 1. Åñëè g(x) = x, a ∈ Rn, òî limx→a g(x) = a, ò.å. limx→a x =

a. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(l) → a ïðè l → +∞
èìååì g(x(l)) = x(l) → a, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : E → Rm èìååò ïðåäåë ïðè x→ a,
åñëè ∃b ∈ Rm, ò.÷. limx→a f(x) = b.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f : E → Rm íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
â òî÷êå a ∈ E, åñëè ∃ limx→a f(x).

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ â òî÷êå a ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ
C(a). Çàïèñü g ∈ C(a) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà â òî÷êå
a.

Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè a ∈ E, òî f ∈ C(a) ⇔
∃ limx→a f(x) = f(a). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ∈ C(a) ⇔

∀V (f(a)) ∃U(a), ò.÷. ∀x ∈ U(a)
⋂
E : f(x) ∈ V (f(a)).

Òàê êàê V (f(a)) è U(a) ÿâëÿþòñÿ øàðàìè, òî îïðåäåëåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè ìîæíî çàïèñàòü íà ε− δ ÿçûêå: f ∈ C(a) ⇔

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀x ∈ E, dn(x, a) < δ : dm(f(x), f(a)) < ε.

Åñëè a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, òî f ∈ C(a), ò.å.
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé.)
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Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ äîñëîâíî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ è ôóíê-
öèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå, äîêàçàííûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, â êî-
òîðûõ íå èñïîëüçîâàëèñü óïîðÿäî÷åííîñòü òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé
è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïå-
ðåìåííûõ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü Rm êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî
ñîõðàíÿþòñÿ è ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ îòîáðà-
æåíèé è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà.

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîìåðíîñòüþ. Ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ
ïðåäåëà, â êîòîðûõ Rm ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå íîðìèðîâàí-
íîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ïðèâåäåíî ïîçæå (ñì. ëåêöèþ 42).

Òåîðåìà 2. limx→a f(x) = b ∈ Rm ⇔ limx→a fj(x) = bj, ãäå
f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), b = (b1, . . . , bm), ò.å. îòîáðàæåíèå èìå-
åò ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè
èìåþò ïðåäåëû.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ

|fj(x)− bj | ≤ dm(f(x), b) ≤ m1/2 max
i=1,...,m

|fi(x)− bi|.

Ñëåäñòâèå. f ∈ C(a) ⇔ fj ∈ C(a), j = 1, . . . ,m, ò.å. íåïðåðûâ-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà íåïðåðûâíîñòè âñåõ åå êîîðäè-
íàòíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 2. Ñíîâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = x, x ∈ Rn. Èç ïðè-
ìåðà 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà Rn, ÷òî ðàâíîñèëüíî
íåïðåðûâíîñòè âñåõ åå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé gj(x) = xj � ôóíêöèé,
ñîïîñòàâëÿþùèõ òî÷êå x ∈ Rn åå j�óþ êîîðäèíàòó xj .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü E ⊂ Rn, D ⊂ Rm, a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà E, b � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà D, f : E → D,
g: D → Rk.

Åñëè limx→a f(x) = b, limy→b g(y) = p, òî îòîáðàæåíèå g ◦ f :
E → Rk èìååò ïðåäåë ïðè x→ a è limx→a g(f(x)) = p.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äàííîìó â ñëó÷àå ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òåîðåìó î ïðåäåëå êîìïî-
çèöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ôóíêöèÿ g(y)
èìååò â òî÷êå b ïðåäåë, ðàâíûé p, òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ñòðåìëåíèÿ àð-
ãóìåíòà ôóíêöèè ê b ôóíêöèÿ g áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê p.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : E → D, a ∈ E, b = f(a), g: D → Rk. Åñëè
f ∈ C(a), g ∈ C(b), òî g ◦ f ∈ C(a).

Ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé, ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è êîìïîçèöèé, âçÿòûõ â êîíå÷íîì ÷èñëå
ðàç. Âñå ýòè îïåðàöèè íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû êëàññà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Èëëþñòðàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
ñëóæàò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ôóíêöèè a00 +a10x+a01y+a20x2 +a02y2 +
a11xy, sin(xy), cos(xk + ym), exlny.

Ïîâòîðíûå ïðåäåëû

Ó ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íàðÿäó ñ ïðåäåëîì, îïðåäåëåí-
íûì âûøå (êðàòíûé ïðåäåë), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëû äðó-
ãîãî âèäà, ñâÿçàííûå ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïî
ðàçíûì êîîðäèíàòàì:

lim
xi1

→ai1

. . . lim
xin→ain

f(x1, . . . , xn),

ãäå i1, . . . , in � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, . . . , n.
Òàêèå ïðåäåëû íàçûâàþòñÿ ïîâòîðíûìè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ 2�ìåðíûé
ñëó÷àé), ÷òî åñëè ∃ lim(x,y)→(a,b) f(x, y) (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-
íûé), a, b ∈ R è ïðè ôèêñèðîâàííûõ y ∃ êîíå÷íûå limx→a f(x, y) =
φ(y), òî ∃ ïîâòîðíûé ïðåäåë limy→b φ(y) = limy→b limx→a f(x, y) =
lim(x,y)→(a,b) f(x, y), ò.å. ïîâòîðíûé ïðåäåë ðàâåí êðàòíîìó.

Ïðèìåðû. Ó ôóíêöèè f(x, y) =
xy

x2 + y2
ïîâòîðíûå ïðåäåëû â òî÷-

êå (0, 0) ñîâïàäàþò è ðàâíû, íî êðàòíîãî ïðåäåëà â (0, 0) íå ñóùåñòâóåò.

Ôóíêöèÿ g(x, y) = x sin
1

y
èìååò êðàòíûé ïðåäåë â òî÷êå (0, 0) è ïîâòîðíûé

limy→0 limx→0 g(x, y). À äðóãîé ïîâòîðíûé ïðåäåë limx→0 limy→0 g(x, y) íå

ñóùåñòâóåò. Íàêîíåö, ó ñóæåíèÿ ôóíêöèè h(x, y) =
x− y

x+ y
íà ìíîæåñòâî

{(x, y)|xy ̸= 0} ïîâòîðíûå ïðåäåëû â òî÷êå (0, 0) ñóùåñòâóþò, íî ðàçëè÷íû
(òîãäà èç ñêàçàííîãî âûøå êðàòíûé ïðåäåë â ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò).
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ËÅÊÖÈß 36

Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé, íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòàõ è
ëèíåéíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå f : E → Rm íåïðåðûâíî íà ìíî-
æåñòâå E (f ∈ C(E)), åñëè ∀a ∈ E: f ∈ C(a).

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f : E → Rm ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíî íà E, åñëè

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷.

∀x′, x′′ ∈ E, dn(x
′, x′′) < δ : dm(f(x′), f(x′′)) < ε.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f : E → Rm íàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì íà ìíîæåñòâå E, åñëè ∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ E âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî d(f(x), 0) ≤M .

Îãðàíè÷åííîñòü äàííîãî îòîáðàæåíèÿ îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà åãî çíà÷åíèé.

Åñëè Rm ðàññìàòðèâàòü êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî
îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè îòîáðàæåíèÿ ïðèìåò âèä

∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| ≤M,

÷òî ïî ôîðìå çàïèñè ñîâïàäåò ñ îïðåäåëåíèåì îãðàíè÷åííîñòè ÷èñ-
ëîâîé ôóíêöèè, äàííûì â ëåêöèè 10.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � êîìïàêò â Rn, f : K → Rm è f ∈ C(K).
Òîãäà

1) f(K) � êîìïàêò â Rm, ò.å. íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

2) Îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ 1. Îãðàíè÷åííîñòü

ìíîæåñòâà f(K) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ïåðâîé òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé (òåîðåìà 2 ëåêöèè 12). Äî-
êàæåì çàìêíóòîñòü f(K). Ïóñòü b ∈ (f(K))′ ⇒ ∃y(l) ̸= b, y(l) ∈ f(K)

(ò.å. y(l) = f(x(l)), x(l) ∈ K), ò.÷. y(l)
dm→ b ïðè l → +∞. Èç ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (x(l)) òî÷åê êîìïàêòà K âûäåëèì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (x(lp)). Ïóñòü x(lp)
dn→ a ∈ K ïðè p→ +∞. Âñëåäñòâèå

íåïðåðûâíîñòè f : f(x(lp))
dm→ f(a). Â òî æå âðåìÿ, f(x(lp)) = y(lp)

dm→ b
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êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (y(l))2

⇒ â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà b = f(a) ∈ f(K). Ñëåäîâàòåëü-
íî, f(K) çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â Rm ⇒ ìíîæåñòâî f(K) êîìïàêò
â Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2 ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â
òåîðåìå Êàíòîðà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � êîìïàêò â Rn, f : K → R è f ∈ C(K).
Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà
K, ò.å. ∃x(1), x(2) ∈ K, ò.÷. ∀x ∈ K: f(x(1)) ≤ f(x) ≤ f(x(2)).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 2�îé òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà (ñì. ëåêöèþ 13).

Äëÿ äàëüíåéøèõ öåëåé ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå, êîòî-
ðîå è ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóòåì Γ â Rn, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå t → x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) íåêîòîðîãî îòðåçêà [t0, t1] â
Rn. Ïðè ýòîì ïèøóò Γ = {x(t), t ∈ [t0, t1]}.

Îïðåäåëåíèå 5.Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿç-
íûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ëåæàùèì
â E.

Îïðåäåëåíèå 6. Îòêðûòîå â Rn ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ â Rn.

Îïðåäåëåíèå 7.Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îáëàñòüþ
â Rn, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáëàñòè â Rn.

Íå âñÿêîå çàìêíóòîå â Rn ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îáëà-
ñòüþ: îòðåçîê íå áóäåò çàìêíóòîé îáëàñòüþ â Rn ïðè n ≥ 2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû òåîðåìû
Áîëüöàíî�Êîøè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü E ⊂ Rn � ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, f :
E → R è f ∈ C(E). Åñëè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ a, b ∈ E ôóíêöèÿ f
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(a) è f(b), òî ∀γ ∈ R, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó
f(a) è f(b) ∃c ∈ E, ò.÷. f(c) = γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Γ = {x(t), t ∈ [t0, t1]} � ïóòü,
ëåæàùèé â E è ñîåäèíÿþùèé òî÷êè a è b. Òîãäà ôóíêöèÿ îäíîé
ïåðåìåííîé (f ◦ x)(t) = f(x(t)) ∈ C[t0, t1] êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ê ýòîé ôóíêöèè ïðèìåíèìà òåîðåìà

2î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ñîõðàíÿåòñÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

193



î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé: ∃t∗ ∈ [t0, t1], ò.÷. f(x(t∗)) = γ. Òàê êàê c = x(t∗) ∈ E, òî
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè K � ëèíåéíî�ñâÿçíûé êîìïàêò â Rn, f :
K → R è f ∈ C(K), òî f ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåç-
êà [minx∈K f(x),maxx∈K f(x)] (ò.å. îáðàçîì f(K) ëèíåéíî ñâÿçíîãî
êîìïàêòà K ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [minx∈K f(x),maxx∈K f(x)]).

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåì 2 è 3.
Òåîðåìà 4. Íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà

ëèíåéíî ñâÿçåí.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f : E → Rm, E � ëèíåéíî

ñâÿçíî è A,B ∈ f(E) � ïðîèçâîëüíû. Òîãäà ∃a, b ∈ E, ò.÷. f(a) = A,
f(b) = B è â ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè E ñóùåñòâóåò ïóòü {x(t), t ∈
[t0, t1]}, ëåæàùèé â E, ò.÷. x(t0) = a, x(t1) = b. Ïîñêîëüêó f ∈ C(E),
òî ôóíêöèÿ y(t)

.
= f(x(t)) ∈ C[t0, t1] êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé. Ïðè ýòîì y(t0) = f(x(t0)) = f(a) = A, à y(t1) = f(x(t1)) =
f(b) = B ⇒ {y(t), t ∈ [t0, t1]} ÿâëÿåòñÿ ïóòåì, ëåæàùèì â f(E) è
ñîåäèíÿþùèì òî÷êè A è B. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Áóäåì ñ÷èòàòü Rn íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Îòðåçêîì â
Rn c íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â b íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
[a, b] = {x| x = a+ t(b− a), t ∈ [0, 1]}. Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèå t ∈ [0, 1] → a+ t(b−a) ∈ Rn.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü t, t0 ∈ [0, 1] è äàíî ε > 0. Òîãäà íåðàâåíñòâî

|x(t)− x(t0)| = |t− t0||b− a| < ε

âûïîëíåíî ∀t ∈ [0, 1], ò.÷. |t − t0| < δ, ãäå δ = ε/|b − a|, åñëè b ̸= a, è
δ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, åñëè b = a.

Ëîìàíîé L ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ a(0), a(1), . . . , a(l) ∈ Rn íàçû-
âàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð {[a(j−1), a(j)], j = 1, . . . , l} îòðåçêîâ.
Îòðåçêè [a(j−1), a(j)] íàçûâàþòñÿ çâåíüÿìè ëîìàíîé. Ëîìàíàÿ L ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ t ∈ [0, lt] → Rn, ãäå
x(t) = a(j−1)+(t−j+1)(a(j)−a(j−1)), åñëè t ∈ [(j−1)t, jt], j = 1, . . . , l.
Óêàçàííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî (äîêàçûâàåòñÿ ýòî òàê æå, êàê è
äëÿ îòðåçêà). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïóòåì. Òà-
êîé ïóòü òàêæå áóäåì íàçûâàòü ëîìàíîé.

Äëÿ îòêðûòûõ â Rn ìíîæåñòâ ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-
ëåíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, åñëè ïîòðåáóåì, ÷òîáû ëþáûå äâå íåñîâ-
ïàäàþùèå òî÷êè ìíîæåñòâà ìîæíî áûëî ñîåäèíèòü ëîìàíîé ñ êî-
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íå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ, öåëèêîì ëåæàùåé â íåì. Ïðè ýòîì ëîìàíóþ
âñåãäà ìîæíî âçÿòü áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Íå áóäåì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ3.

3ñì., íàïðèìåð, ñ. 59 â êíèãå Ìàðêóøåâè÷à À.È. Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé. Íà÷àëà òåîðèè. Èçä. 2-å. Ì.: Íàóêà. 1967
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ËÅÊÖÈß 37

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

Íèæå Rn ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü U(a) ⊂ Rn � îêðåñòíîñòü òî÷êè a ∈ Rn, f :
U(a) → R, ∆f(a) .

= f(x) − f(a) = f(a + ∆x) − f(a) � ïðèðàùå-
íèå ôóíêöèè f â òî÷êå a, ∆x = x − a � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà.
×åðåç |∆x| îáîçíà÷èì íîðìó (äëèíó) âåêòîðà ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn):
|∆x| .=

√
(∆x1)2 + . . .+ (∆xn)2. Èíîãäà |∆x| áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

ρ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé

â òî÷êå a (f ∈ D(a)), åñëè ñóùåñòâóåò n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
A1, . . . , An, ò.÷. äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå a èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

f(a+∆x)− f(a) = A1∆x1 + . . .+An∆xn + ε(∆x)|∆x|, (10)

ãäå lim∆x→0 ε(∆x) = 0.
Êîðî÷å,

f ∈ D(a) ⇔ ∃A1, . . . , An ∈ R :

f(a+∆x)− f(a) =

n∑
k=1

Ak∆xk + o(|∆x|), ∆x→ 0.

Â ðàâåíñòâå (10) ïðèðàùåíèå ∆x ìîæíî áðàòü ðàâíûì íóëþ. Çíà-
÷èò, ôóíêöèÿ ε(∆x) îïðåäåëåíà â íóëå. Òàê êàê ∃ lim∆x→0 ε(∆x) = 0,
òî ôóíêöèÿ ε(∆x) â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåïðåðûâíà
â íóëå è ε(0) = 0. Ýòî áóäåò èñïîëüçîâàíî ïîçäíåå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàâåíñòâî

f(a+∆x)− f(a) = A1∆x1 + . . .+An∆xn + ε(∆x)|∆x|

èìååò ìåñòî ïðè |∆x| ̸= 0, ãäå lim∆x→0, ∆x ̸=0 ε(∆x) = 0, òî f ∈ D(a).
Äåéñòâèòåëüíî, äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ ε(∆x) â íóëå íóëåì. Òîãäà
lim∆x→0 ε(∆x) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíåíî îïðå-
äåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L(∆x) = A1∆x1 + . . . +
An∆xn ïðèðàùåíèÿ ∆x íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â
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òî÷êå x = a è îáîçíà÷àåòñÿ df(x)|x=a, df(a), df(a,∆x) èëè ïðîñòî
df .

Èòàê, df(a,∆x)
.
= A1∆x1 + . . .+An∆xn.

Ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè è äèôôåðåíöè-
àëà ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íà n�ìåðíûé ñëó÷àé îïðå-
äåëåíèé, äàííûõ ðàíåå äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé: ïðè n = 1,
ïîëó÷àåì ïðåæíèå îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè f(x) = xk, 1 ≤ k ≤ n (x = (x1, . . . , xn)), òî ∆f = ∆xk ⇒
dxk = df = ∆xk. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

df(a, dx) = A1dx1 + . . .+Andxn.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå a ìîæ-
íî çàïèñàòü â áåñêîîðäèíàòíîé ôîðìå: f ∈ D(a), åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íûé îïåðàòîð (=ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå) B: Rn → R, ò.÷.

f(a+∆x)− f(a) = B∆x+ o(|∆x|) ïðè ∆x→ 0. (11)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæèì ∆x ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó e1 =

(1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 1): ∆x =
∑n
k=1 ∆xkek. Òîãäà â ñèëó ëè-

íåéíîñòè B∆x = B(
∑n
k=1 ∆xkek) =

∑n
k=1B(∆xkek) =

∑n
k=1 ∆xkBek =∑n

k=1 ∆xkAk, ãäå Ak
.
= Bek, ò.å. ÷èñëà Ak ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû

(A1, . . . , An) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Îòìåòèì, ÷òî
îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â âèäå (11) ïðè n = 1 ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ D(a), òî f ∈ C(a).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f ∈ D(a), òî f(a + ∆x) =

f(a)+A1∆x1+ . . .+An∆xn+o(|∆x|). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆x→
0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim∆x→0 ∆xj = 0 (ñì. ïðèìåð 2 èç ëåêöèè 35),
ïîëó÷àåì, ÷òî lim∆x→0 f(a+∆x) = f(a) ⇒ f ∈ C(a).

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîð ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Rn íàçûâàåòñÿ íà-
ïðàâëåíèåì, åñëè åãî íîðìà |ω| = 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðåäåë

lim
t→0

f(a+ tω)− f(a)

t
,

åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ω â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′ω(a) èëè

∂f
∂ω (a).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ω ôóíêöèè f
â òî÷êå a � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé g(t)

.
=
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f(a + tω) â òî÷êå t = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

g(t)− g(0) = f(a+ tω)− f(a).

Ïîýòîìó

f ′ω(a) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t
= g′(0) = (f(a+ tω))′t|t=0.

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè ω = ek, ãäå ek � k�é åäèíè÷íûé âåêòîð
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà, òî f ′ek(a) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f ïî k�ìó àðãóìåíòó (èëè ïî ïåðåìåííîé xk) â òî÷êå a è
îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç ñèìâîëîâ f ′k(a), f

′
xk
(a), ∂f

∂xk
(a), D1

kf(a) èëè

D1
xk
f(a).
Èòàê,

f ′k(a)
.
= lim

t→0

f(a+ tek)− f(a)

t
=

lim
t→0

f(a1, . . . , ak−1, ak + t, ak+1, . . . , an)− f(a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an)

t
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′k(a1, . . . , an)
� ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
(f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an))

′|xk=ak
.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ D(a), òî äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ ω ∈ Rn

ñóùåñòâóåò f ′ω(a) è f
′
ω(a) = A1ω1 + . . .+Anωn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f :

f(a+ tω)− f(a) = A1tω1 + . . .+Antωn + |tω|ε(tω),

ãäå limtω→0 ε(tω) = 0. Òàê êàê ω ôèêñèðîâàííûé âåêòîð, òî ôóíê-
öèÿ ε(tω) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t: ε(tω) = α(t), ïðè÷åì
limt→0 α(t) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |tω| = |t|, èìååì |tω|ε(tω) = |t|α(t) =
tsgntα(t) = o(t) ïðè t → 0, èáî α(t)sgnt → 0 ïðè t → 0 êàê ïðîèçâå-
äåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ. Òîãäà

f(a+ tω)− f(a) = (A1ω1 + . . .+Anωn)t+ o(t) ïðè t→ 0.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà t è ïåðåéäÿ ê ïðåäå-
ëó ïðè t → 0, ïîëó÷èì, ÷òî ∃f ′ω(a) = A1ω1 + . . . + Anωn. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå (íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè).
Åñëè f ∈ D(a), òî ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå f ′1(a), . . . , f

′
n(a) â òî÷êå a è Ak = f ′k(a) (k = 1, . . . , n), ò.å.

df(a, dx) = f ′1(a)dx1 + . . .+ f ′n(a)dxn.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðèìåðû.

1. Èññëåäóåì íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå (0, 0) ôóíêöèþ f(x, y) =
3
√
x3 + y3. Äëÿ ýòîãî íàäî âûÿñíèòü ñóùåñòâóþò ëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

f ′
x(0, 0), f

′
y(0, 0) è â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áåñ-

êîíå÷íî ìàëîé ïðè (x, y) → (0, 0) ôóíêöèÿ α(x, y) èç ïðåäñòàâëåíèÿ

f(x, y)− f(0, 0) = f ′
x(0, 0)x+ f ′

y(0, 0)y + α(x, y)
√
x2 + y2

Èìååì

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x− 0

x
= 1.

Àíàëîãè÷íî f ′
y(0, 0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå áóäåò ëè 0 ïðåäåëîì ôóíê-
öèè

α(x, y) =
f(x, y)− f(0, 0)− f ′

x(0, 0)x− f ′
y(0, 0)y√

x2 + y2
=

3
√
x3 + y3 − x− y√

x2 + y2
,

êîãäà (x, y) → (0, 0) è (x, y) ̸= 0. Ïîñìîòðèì íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè α(x, y)
íà ïðÿìîé y = x ïðè x→ 0:

α(x, x) =
3
√
2x− 2x√
2|x|

=
x( 3

√
2− 2)

|x|
√
2

íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → 0, èáî åå ïðåäåë ñïðàâà îòëè÷åí îò íó-
ëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ α(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè
(x, y) → (0, 0), è, ñòàëî áûòü, f(x, y) íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0).

2. Ïðèâåäåì åùå ñîâñåì ïðîñòîé ïðèìåð ôóíêöèè, èìåþùåé âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå, íî íå äèôôåðåíöèðóåìîé â íåé. Ïîëîæèì

f(x, y) =

{
1, xy ̸= 0,

0, xy = 0

Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0): f ′
1(0, 0) = limx→0(f(x, 0)−

f(0, 0))/x = 0 è àíàëîãè÷íî f ′
2(0, 0) = 0. Íî f /∈ D(0, 0), òàê êàê îíà äàæå

íå íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0): limx→0, x ̸=0 f(x, x) = 1 ̸= f(0, 0) = 0.
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3. Ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â äàí-
íîé òî÷êå, íî áûòü íå äèôôåðåíöèðóåìîé â íåé: ó ôóíêöèè

g(x, y) =

{
1, y = x2, x ̸= 0

0, y ̸= x2 èëè y = x = 0

ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ g′ω(0, 0) = 0, íî îíà òàêæå íå áóäåò
íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0), à ñëåäîâàòåëüíî, è äèôôåðåíöèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè ôóíêöèÿ f îáëàäàåò âñåìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè â òî÷êå a, òî âåêòîð gradf(a)

.
= (f ′1(a), . . . , f

′
n(a))

íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå a.
Èç òåîðåìû 2 è åå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà. Åñëè f ∈ D(a), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ω ∈

Rn èìååò ìåñòî ôîðìóëà

f ′ω(a) = gradf(a) · ω.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ D(a) è gradf(a) = 0, òî ïðîèçâîäíàÿ f ′ω(a)
ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ω ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 3(ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ). Ïóñòü
f ∈ D(a) è gradf(a) ̸= 0. Òîãäà

1) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî íàïðàâëå-
íèþ â òî÷êå a äîñòèãàåòñÿ ïðè ω = gradf(a)/|gradf(a)| è îíî ðàâíî
|gradf(a)|;

2) ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî íàïðàâëå-
íèþ â òî÷êå a äîñòèãàåòñÿ ïðè ω = −gradf(a)/|gradf(a)| è îíî
ðàâíî −|gradf(a)|;

3) åñëè ω ⊥ gradf(a), òî f ′ω(a) = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòè ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâ-

ëåíèþ ñëåäóþò èç ôîðìóëû f ′ω = gradf(a) · ω è íåðàâåíñòâà Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä: |f ′ω| ≤
|gradf(a)||ω| = |gradf(a)|, èëè −|gradf(a)| ≤ f ′ω ≤ |gradf(a)|, ïðè-
÷åì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà êîîðäèíàòû ω ïðîïîðöèîíàëüíû êîîðäèíàòàì gradf(a), ò.å. êîãäà

ω = ± gradf(a)

|gradf(a)|
.

Åñëè ω =
gradf(a)

|gradf(a)|
, òî ñîãëàñíî ëåììå

f ′ω(a) = gradf(a) · gradf(a)

|gradf(a)|
=
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1

|gradf(a)|
|gradf(a)|2 = |gradf(a)|.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå f ′ω(a), åñëè ω = − gradf(a)

|gradf(a)|
.
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ËÅÊÖÈß 38

Òåîðåìà 1(äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) è âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′k(x), k =
1, . . . , n, îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Åñëè f ′k ∈
C(a), k = 1, . . . , n, òî f ∈ D(a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàäè êðàòêîñòè çàïèñè ïðîâåäåì äîêà-
çàòåëüñòâî äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå
∆f â òî÷êå (a1, a2) â ñëåäóþùåì âèäå:

∆f(a1, a2) = f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1, a2) =

(f(a1+∆x1, a2+∆x2)−f(a1, a2+∆x2))+(f(a1, a2+∆x2)−f(a1, a2)).

Â êàæäîé èç ñêîáîê ñòîèò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:
â ïåðâîé ñêîáêå � ôóíêöèè f(u, a2 +∆x2), à âî âòîðîé � ôóíêöèè
f(a1, v). Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà,
ñëåäîâàòåëüíî,

∆f(a1, a2) = f ′1(c1, a2 +∆x2)∆x1 + f ′2(a1, c2)∆x2,

ãäå òî÷êè ci ëåæàò íà èíòåðâàëàõ ñ êîíöàìè ai è ai +∆xi (i = 1, 2).
Òàê êàê ci → ai ïðè ∆x → 0, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå

(a1, a2) ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè∆x→ 0 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

f ′1(c1, a2 +∆x2) = f ′1(a1, a2) + o(1), f ′2(a1, c2) = f ′2(a1, a2) + o(1).

Ïîýòîìó

∆f(a1, a2) = f ′1(a1, a2)∆x1 +∆x1o(1) + f ′2(a1, a2)∆x2 +∆x2o(1).

Ïîñêîëüêó |∆xi| ≤ |∆x| = (|∆x1|2 + |∆x2|2)1/2, òî ïðè ∆x ̸= 0:∣∣∣ ∆xi

|∆x|

∣∣∣ ≤ 1, i = 1, 2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

∆xio(1) = |∆x|∆xi
|∆x|

o(1) = o(|∆x|) ïðè ∆x→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ∆x ̸= 0

∆f(a1, a2) = f ′1(a1, a2)∆x1 + f ′2(a1, a2)∆x2 + o(|∆x|),

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî f ∈ D(a).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè â R3. Áóäåì îòòàëêèâàòü-
ñÿ îò ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà ïîâåðõíîñòè êàê ìíîæåñòâà â R3, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî-
âåðõíîñòüþ â R3, åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü G ⊂ R2 è ôóíêöèÿ f :
G→ R, ò.÷. f ∈ C(G) è S = {(x, y, z)| (x, y) ∈ G, z = f(x, y)}.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü S çàäàíà ôóíêöèåé
f(x, y) èëè óðàâíåíèåì z = f(x, y).

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U((x0, y0)), äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) è z0 =
f(x0, y0). Òîãäà

f(x, y)− z0 = f ′1(x0, y0)(x− x0) + f ′2(x0, y0)(y − y0) + o(ρ), ρ→ 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïëîñêîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

z = z0 + f ′1(x0, y0)(x− x0) + f ′2(x0, y0)(y − y0),

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â òî÷êå (x0, y0, z0) ê ïîâåðõ-
íîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f(x, y).

Äëÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû z − z0 =
df((x0, y0), (∆x,∆y)) ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷-
êå (x0, y0). Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöè-
àëà.

Èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ñëåäóåò, ÷òî f(x, y)− z =
o(ρ) ïðè ρ→ 0, ò.å. ðàçíîñòü àïïëèêàò òî÷åê ïîâåðõíîñòè è êàñàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
÷åì ρ = ((x− x0)

2 + (y − y0)
2)1/2.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 2(öåïíîå ïðàâèëî). Ïóñòü f ∈ D(a), a =
(a1, . . . , an) ∈ Rn, ψi ∈ D(α), α = (α1, . . . , αk) ∈ Rk,
ãäå ai = ψi(α) (i = 1, . . . , n). Òîãäà ôóíêöèÿ g(t1, . . . , tk)

.
=

f(ψ1(t1, . . . , tk), . . . , ψn(t1, . . . , tk)) ∈ D(α) è ïðè ýòîì

g′j(α) = (f(ψ1(t1, . . . , tk), . . . , ψn(t1, . . . , tk)))
′
tj |t=α =

n∑
i=1

f ′i(ψ(α))
∂ψi(α)

∂tj
=

n∑
i=1

f ′i(a)
∂ψi(α)

∂tj
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå
ôóíêöèè ψi = ψi(t) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé t ∈ R.
Ïóñòü ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψn(t)). Ïî óñëîâèþ f ∈ D(a), ò.å.

f(a+∆x)− f(a) = f ′1(a)∆x1 + . . .+ f ′n(a)∆xn + ε(∆x)|∆x|, (12)

ãäå lim∆x→0 ε(∆x) = 0. Òàê êàê ðàâåíñòâî (12) èìååò ìåñòî è ïðè
∆x = 0, òî â íåì ìîæíî çàìåíèòü ïðèðàùåíèå ∆x íà ïðèðàùåíèå
∆ψ = ψ(α+∆t)− ψ(α) = (∆ψ1, . . . ,∆ψn). Ïîñêîëüêó ψ(α) = a, òî

f(a+∆ψ)− f(a) = f(ψ(α+∆t))− f(ψ(α)) = ∆g,

è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∆g =

n∑
i=1

f ′i(a)∆ψi + ε(∆ψ)|∆ψ|, (13)

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (13) íà ∆t:

∆g

∆t
=

n∑
i=1

f ′i(a)
∆ψi

∆t
+ ε(∆ψ)

|∆ψ|
∆t

(14)

Èç íåðàâåíñòâà

|∆ψ| =
√

(∆ψ1)2 + . . .+ (∆ψn)2 ≤
√
n max

i=1,...,n
|∆ψi|,

ñëåäóåò îöåíêà ∣∣∣∣ |∆ψ|∆t

∣∣∣∣ ≤ √
n max

i=1,...,n

∣∣∣∣∆ψi

∆t

∣∣∣∣ .
Ïî óñëîâèþ ôóíêöèè ψi(t) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t = α ⇒

ôóíêöèè ∆ψi/∆t îãðàíè÷åíû ïðè ∆t → 0 êàê ôóíêöèè, èìåþùèå
ïðåäåë. Ñòàëî áûòü, è ôóíêöèÿ |∆ψ|/∆t îãðàíè÷åíà ïðè ∆t→ 0. Äà-
ëåå, ïîñêîëüêó ψi(t) íåïðåðûâíû â òî÷êå t = α, òî lim∆t→0 ∆ψi = 0.
Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ε(∆x) â íóëå ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ î ïðåäåëå êîìïîçèöèè lim∆t→0 ε(∆ψ) = 0. Çíà÷èò,

ε(∆ψ)
|∆ψ|
∆t

→ 0 ïðè ∆t→ 0

(êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ).
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Ïîýòîìó ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0 â (14), ïîëó÷àåì, ÷òî

g′(α) =

n∑
i=1

f ′i(a)
dψi

dt
(α).

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Ñëåäñòâèå (èíâàðèàíòíîñòü äèôôåðåíöèàëà). Åñëè ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû â âûðàæåíèè äëÿ äèôôåðåíöèàëà

df(a) =

n∑
i=1

f ′i(a)dxi

âìåñòî ïðèðàùåíèé dxi íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü äèô-
ôåðåíöèàëû dψi(α), òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò äèôôåðåíöèà-
ëîì â òî÷êå α ñëîæíîé ôóíêöèè f(ψ(t)) = f(ψ1(t), . . . , ψn(t)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà
ôóíêöèè g(t) = f(ψ(t)) è öåïíîãî ïðàâèëà

dg =

k∑
j=1

g′j(α)dtj =

k∑
j=1

(
n∑

i=1

f ′i(a)
∂ψi

∂tj
(α)

)
dtj =

n∑
i=1

f ′i(a)

 k∑
j=1

∂ψi

∂tj
(α)dtj

)
=

n∑
i=1

f ′i(a)dψi(α).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà n�ìåðíûé ñëó-
÷àé ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà (ñì. ëåêöèþ 20) î ïîñòîÿíñòâå
ôóíêöèè ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 3. Åñëè â îáëàñòè D ⊂ Rn ó ôóíêöèÿ f âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå f ′1(x) = f ′2(x) = . . . = f ′n(x) = 0, òî f ïîñòîÿííà íà D.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôå-
ðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D, èáî åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
íåïðåðûâíû â D (ñì. òåîðåìó 1).

Øàã 1. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x(0) ∈ D è ïîêàæåì, ÷òî f(x) =
f(x(0)) âî âñÿêîé òî÷êå x îáëàñòè D, äëÿ êîòîðîé îòðåçîê, ñîåäè-
íÿþùèé òî÷êè x(0) è x, öåëèêîì ïðèíàäëåæèò D. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ(t)
.
= f(x(0) + t(x− x(0)))
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îäíîé ïåðåìåííîé t. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1] è

ψ(0) = f(x(0)), ψ(1) = f(x).

Êðîìå òîãî, ψ ∈ D[0, 1] êàê êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, èáî ôóíêöèè αj(t) = x

(0)
j + t(xj − x

(0)
j ), j = 1, 2 . . . , n äèô-

ôåðåíöèðóåìû. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà è öåïíîìó ïðàâèëó

ψ(1)− ψ(0) = ψ′(θ) =

n∑
j=1

f ′j(x
(0) + θ(x− x(0)))(xj − x

(0)
j ) = 0.

Çíà÷èò, f(x) = f(x(0)).
Øàã 2. Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî f(x) = f(x(0)) èìååò ìåñòî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ D. Òàê êàê D ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ, òî ëþáóþ òî÷êó
x ∈ D ìîæíî ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé x(0) ëîìàíîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
çâåíüåâ, öåëèêîì ëåæàùåé â D. Ïóñòü òî÷êè x(0), x(2), . . . , x(N) = x
ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè çâåíüåâ òàêîé ëîìàíîé. Â ñèëó äîêàçàííîãî íà
ïåðâîì øàãå èìååì

f(x(1)) = f(x(0)), f(x(2)) = f(x(1)), . . . , f(x(N)) = f(x(N−1)).

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = f(x(0)) äëÿ ∀x ∈ D, ò.å. ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà
íà D.

Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëîâ

Ïóñòü f ,g ∈ D(a). Òîãäà:
1) f ± g ∈ D(a) è d(f ± g) = df ± dg;
2) fg ∈ D(a) è d(fg) = df · g + f · dg;
3) ∀λ ∈ R ôóíêöèÿ λf ∈ D(a) è d(λf) = λdf ;
4) åñëè g(a) ̸= 0, òî f/g ∈ D(a) è d(f/g) = (df · g − f · dg)/g2

(çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è èõ äèôôåðåíöèàëîâ áåðóòñÿ â òî÷êå a).
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç òåîðåìû 2 è

åå ñëåäñòâèÿ. Äîêàæåì ñâîéñòâî 4). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèÿ
g(y1, y2) = y1/y2 è äîêàæåì, ÷òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà ïðè y2 ̸= 0.
Â ñàìîì äåëå (y1/y2)

′
1 = 1/y2, (y1/y2)′2 = −y1/y22 . Òàê êàê ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû ïðè y2 ̸= 0, òî ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ y1/y2
äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ïî
îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà

d

(
y1
y2

)
=

1

y2
dy1 −

y1
y22
dx2 =

dy1 · y2 − y1 · dy2
y22

.
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Òåïåðü ïîäñòàâèì âìåñòî y1 è y2 ïðîèçâîëüíûå äèôôåðåíöèðóå-
ìûå â òî÷êå a ôóíêöèè f(x) è g(x). Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 î
äèôôåðåíöèðîâàíèè êîìïîçèöèè ôóíêöèÿ g(f(x), g(x)) = f(x)/g(x)
áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a. À èç ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû
âûòåêàåò òðåáóåìóÿ ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà.

Äðóãèå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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ËÅÊÖÈß 39

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′i îïðåäå-
ëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü
î ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f ′i(x), åñëè îíè ñóùåñòâóþò:

÷àñòíóþ ïðîèçâîäíàÿ (f ′i(x))
′
j |x=a íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f âòîðîãî ïîðÿäêà ïî àðãóìåíòàì i è j â òî÷êå a è îáîçíà÷à-

þò ñèìâîëàìè f ′′ij(a) èëè f
′′
xixj

(a),
∂2f

∂xj∂xi
(a), (D2

ijf)(a), (D
2
xixj

f)(a).

Åñëè j ̸= i, òî òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà; åñëè j = i, òî ïîëó÷åííàÿ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
i�é ïåðåìåííîé, è äëÿ íåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

f ′′ii(a), f
′′
i2(a), f

′′
xixi

(a)
∂2f

∂x2i
(a), (D2

iif)(a), (D
2
xixi

f)(a).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ: f (m)

i1...im
(a)

.
= (f

(m−1)
i1...im−1

(x))′im |x=a, 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n (â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî f (m−1)
i1...im−1

(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a).

Òåîðåìà 1(Øâàðö). Ïóñòü f ,f ′i ,f
′
j,f

′′
ij,f

′′
ji: U(a) → R (i ̸= j) è

f ′′ij,f
′′
ji ∈ C(a). Òîãäà f ′′ij(a) = f ′′ji(a).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ôóíê-

öèé äâóõ ïåðåìåííûõ (â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî).
Çàôèêñèðóåì ∆x1 è ∆x2, è ïóñòü

∆2f
.
= f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1, a2 +∆x2)−

−f(a1 +∆x1, a2) + f(a1, a2) =

(f(a1+∆x1, a2+∆x2)−f(a1, a2+∆x2))−(f(a1+∆x1, a2)−f(a1, a2)).

Ââåäåì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé φ(t) = f(a1 + ∆x1, t) − f(a1, t).
Òîãäà

∆2f = φ(a2 +∆x2)− φ(a2).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà (òåîðåìà 1 ëåêöèè 20) ê ïðèðàùå-
íèþ ôóíêöèè φ(t) (÷òî çàêîííî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ f ′2 â U(a)),
ïîëó÷àåì, ÷òî

∆2f = φ′(c2)∆x2 = (f ′2(a1 +∆x1, c2)− f ′2(a1, c2))∆x2 =
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(âíîâü èñïîëüçóåì òåîðåìó Ëàãðàíæà)

(f ′2)
′
1(c1, c2)∆x1∆x2 = f ′′21(c1, c2)∆x1∆x2.

Ïîñêîëüêó f ′′21 ∈ C(a), òî f ′′21(c1, c2) = f ′′21(a1, a2)+o(1) ïðè∆x→ 0
è, ñëåäîâàòåëüíî,

∆2f = (f ′′21(a1, a2) + o(1))∆x1∆x2.

Â òî æå âðåìÿ

∆2f = (f(a1 +∆x1, a2 +∆x2)− f(a1 +∆x1, a2))−

−(f(a1, a2 +∆x2)− f(a1, a2)) = ψ(a1 +∆x1)− ψ(a1),

ãäå ψ(t) = f(s, a2 +∆x2)− f(s, a2).
Ïðèìåíèì, êàê è âûøå, äâàæäû òåîðåìó Ëàãðàíæà:

∆2f = f ′′12(c
′
1, c

′
2)∆x1∆x2.

Òàê êàê f ′′12 ∈ C(a), òî f ′′12(c
′
1, c

′
2) = f ′′12(a1, a2) + o(1) ïðè ∆x → 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî,

∆2f = (f ′′12(a1, a2) + o(1))∆x1∆x2.

Òàêèì îáðàçîì,

f ′′21(a1, a2) + o(1) = f ′′12(a1, a2) + o(1).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
f ′′21(a1, a2) = f ′′12(a1, a2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2(Þíã). Ïóñòü f ,f ′i ,f
′
j: U(a) → R è f ′i , f

′
j ∈ D(a).

Òîãäà f ′′ij(a) = f ′′ji(a).
Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìîé â òî÷êå a (f ∈ D2(a)), åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
f ′1, . . . , f

′
n ∈ D(a). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé

â òî÷êå a (f ∈ Dk(a)), åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k − 1
(ñìåøàííûå è íåñìåøàííûå) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè â òî÷-
êå a ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a (f ∈ Ck(a)), åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà k íåïðåðûâíû â òî÷êå a.
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Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ (íåïðåðûâíàÿ) äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü k ðàç â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f ∈ Dk(U(a)) (ñîîòâåòñòâåííî f ∈
Ck(U(a))), åñëè ∀x ∈ U(a): f ∈ Dk(x) (f ∈ Ck(x)).

Åñëè f ∈ Ck(a), òî f ∈ Dk(a), ò.å. Ck(a) ⊂ Dk(a) (äåéñòâèòåëüíî,
âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ f

(k−1)
i1...ik−1

; ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â
òî÷êå a ⇒ f

(k−1)
i1...ik−1

∈ D(a) â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ôóíêöèè).

Åñëè f ∈ Dk(a), òî f ∈ Ck−1(a), ò.å. Dk(a) ⊂ Ck−1(a) (â ñàìîì äå-
ëå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f (k−1)

i1...ik−1
∈ D(a)

⇒ îíè íåïðåðûâíû â òî÷êå a ⇒ f ∈ Ck−1(a)).
Òåîðåìà 3. Åñëè f ∈ Dk(a) èëè f ∈ Ck(a), òî ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ôóíêöèè f äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî íå çàâèñÿò îò ïî-
ðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿò-
ñÿ èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ
Ck(a) ⊂ Dk(a) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
äëÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ k = 2 óòâåðæäåíèå èñòèííî â ñèëó òåîðåìû Þíãà. Ïóñòü
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ f ∈ Dk(a) (k ≥ 3), ò.å. çíà÷åíèÿ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äî k�ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íå çàâèñÿò îò ïî-
ðÿäêà èõ âçÿòèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ýòî âåðíî è äëÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò k+ 1, åñëè f ∈ Dk+1(a).
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(f
(k)
i1...ik−1ik

)′ik+1
(a) = (f

(k)
i1...ik−1ik+1

)′ik(a), (15)

ò.å. ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïîñëåäíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåí-
íîé ik+1 ñ ïðåäïîñëåäíèì ïî ïåðåìåííîé ik. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
φ = f

(k−1)
i1...ik−1

. Òàê êàê f ∈ Dk+1(a), òî φ′
1, . . . , φ

′
n ∈ D(a). Òîãäà äëÿ

i ̸= j ñîãëàñíî òåîðåìå Þíãà φ′′
ij(a) = φ′′

ji(a). Â ÷àñòíîñòè äëÿ i = ik,

j = ik+1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (f
(k−1)
i1...ik−1

)′′ikik+1
(a) = (f

(k−1)
i1...ik−1

)′′ik+1ik
(a), ò.å.

ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (15).
Ïóñòü f ∈ D2(a). Çàôèêñèðóåì ïðèðàùåíèå dx = (dx1, . . . , dxn) è

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x)
.
=

n∑
i=1

f ′i(x)dxi = df(x, dx).
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Ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f ′i è åå äèôôåðåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïðèðàùåíèþ δx = (δx1, . . . , δxn), ðàâåí

dg(a, δx) =

n∑
i=1

dxidf
′
i(a, δx) =

n∑
i=1

dxi

 n∑
j=1

f ′′ij(a)δxj

 =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)dxiδxj

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíîñòüþ äèôôåðåíöèàëà, à çàòåì
îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèàëîâ dfi(a, δx)). Ïîëîæèì òåïåðü δxj =
dxj , j = 1, . . . , n. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ (êâàäðàòè÷íàÿ) ôîðìà

d2f(a, dx) =

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)dxidxj

íàçûâàåòñÿ âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a.
Äëÿ f ∈ Dk(a) àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ k�é äèôôåðåíöèàë:

dkf(a, dx)
.
= d(dk−1f((a, dx), δx)|δx=dx, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

dkf(a, dx) =

n∑
i1=1

. . .

n∑
ik=1

f
(k)
i1...ik

(a)dxi1 . . . dxik .

Âîîáùå, k�é äèôôåðåíöèàë dkf(a, dx) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå(

dx1
∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k

f(a),

ãäå k�ÿ ñòåïåíü âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ðàñêðûâàåòñÿ ïî îáû÷íûì
àðèôìåòè÷åñêèì ïðàâèëàì (êàê åñëè áû â ñêîáêàõ ñòîÿëà ñóììà n
ñëàãàåìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), à

ïîëó÷àþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ dxi1
∂

∂xi1
· . . . ·dxik

∂

∂xik
f(a) ïîíèìàþòñÿ

êàê dxi1 · . . . · dxikf
(k)
i1...ik

(a).
Êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ

ïîðÿäêîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èí-
âàðèàíòíîñòè.
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ËÅÊÖÈß 40

Ôîðìóëû Òåéëîðà

Ëåììà 1. Ïóñòü f ∈ Dl(U(a)), çàäàí íåíóëåâîé âåêòîð h ∈ Rn è
g(t)

.
= f(a+th) = f(a1+th1, . . . , an+thn) ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé

t. Òîãäà
g(j)(t) = djf(a+ th, h), j = 1, 2, . . . , l,

â ÷àñòíîñòè,

g(j)(0) = djf(a, h), j = 1, 2, . . . , l.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè (ôóíêöèè ψi(t) = ai + thi äèôôåðåíöèðóåìû) èìååì

g′(t) =

n∑
i=1

f ′i(a+ th)hi = df(a+ th, h),

â ÷àñòíîñòè, g′(0) = df(a, h). Äàëåå,

g′′(t) =

n∑
i=1

hi(f
′
i(a+ th))′t =

n∑
i=1

hi

 n∑
j=1

f ′′ij(a+ th)hj

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a+ th)hihj = d2f(a+ th, h),

â ÷àñòíîñòè, g′′(0) = d2f(a, h). Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèè g(t), ïîëó÷èì, ÷òî g(l)(t) = dlf(a+ th, h), â ÷àñòíîñòè,
g(l)(0) = dlf(a, h).

Òåîðåìà 1(ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü f ∈ Dk+1(U(a)). Òîãäà ∀x ∈ U(a) ∃θ ∈ (0, 1),
ò.÷.

f(x) = f(a) + df(a, x− a) +
1

2!
d2f(a, x− a) + · · ·

+
1

k!
dkf(a, x− a) +

1

(k + 1)!
dk+1f((a+ θ(x− a)), x− a),

ãäå djf(a, x− a) = ((x1 − a1)
∂

∂x1
+ . . .+ (xn − an)

∂

∂xn
)jf(a) =
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n∑
l1=1

. . .

n∑
lj=1

∂jf(a)

∂xl1 . . . ∂xlj
(xl1 − al1) · · · (xlj − alj ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì x ∈ U(a) è ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ g(t) = f(a+(x−a)t) íà [0, 1]. Èç óñëîâèé òåîðåìû è òåîðåìû
2 ëåêöèè 38 ñëåäóåò, ÷òî g ∈ Dk+1[0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè
g(t) íà îòðåçêå [0, 1] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì
÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà (òåîðåìà 3 ëåêöèè 21):

g(1) = g(0) + g′(0) +
1

2!
g′′(0) + · · ·+ 1

k!
g(k)(0) +

1

(k + 1)!
g(k+1)(θ).

Ïîñêîëüêó g(0) = f(a), à g(1) = f(a + (x − a)) = f(x), òî, ó÷èòûâàÿ
íàéäåííûå â ëåììå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè g, ïîëó-
÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ k = 1 äîêàçàííàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

f(x)− f(a) =

n∑
j=1

f ′
j(a+ θ(x− a))(xj − aj),

÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû Ëàãðàíæà (ñì. òåîðåìó 1 èç ëåêöèè
20) íà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 2(ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ïåàíî). Ïóñòü f ∈ Ck(U(a)). Òîãäà

f(x) = f(a) +

k∑
i=1

dif(a, x− a)

i!
+ o(|x− a|k) ïðè x→ a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Ck(U(a)) ⊂ Dk(U(a)), òî
ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

f(x) = f(a) +

k−1∑
i=1

dif(a, x− a)

i!
+
dkf(a+ θ(x− a), x− a)

k!
.

Ïî îïðåäåëåíèþ k�ãî äèôôåðåíöèàëà dkf(a + θ(x − a), x − a) åñòü
êîíå÷íàÿ ñóììà ñëàãàåìûõ âèäà

f
(k)
i1...ik

(a+ θ(x− a))∆xi1 . . .∆xik , (∆xij = xij − aij , j = 1, . . . , k).

Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

f
(k)
i1...ik

(a+ θ(x− a))∆xi1 . . .∆xik = (f
(k)
i1...ik

(a) + o(1))∆xi1 . . .∆xik =

213



= f
(k)
i1...ik

(a)∆xi1 . . .∆xik + o(1)∆xi1 . . .∆xik =

= f
(k)
i1...ik

(a)∆xi1 . . .∆xik + o(1)|∆x|k∆xi1/|∆x| · . . . ·∆xik/|∆x| =

f
(k)
i1...ik

(a)∆xi1 . . .∆xik + o(|∆x|k) ïðè ∆x→ 0

(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

∣∣∣∣∆xij|∆x|

∣∣∣∣ ≤ 1 ïðè ∆x ̸= 0 è, ÷òî ïðîèçâå-

äåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ åñòü
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ). Çíà÷èò,

dkf(a+ θ(x− a), x− a) = dkf(a, x− a) + o(|∆x|k),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ìíî-

ãî÷ëåíà, óäîâëåòâîðÿþùåãî äîêàçàííîìó ðàâåíñòâó.

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü f : E → R, E ⊂ Rn.
Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà a ∈ E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ∃U(a), ò.÷. ∀x ∈ U̇(a) ∩
E: f(x) ≤ f(a) (ñîîòâåòñòâåííî f(x) ≥ f(a)). Åñëè íåðàâåíñòâà
ñòðîãèå, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãî locmax (locmin).

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êè locmax è locmin ôóíêöèè f íàçûâàþòñÿ
òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (locextr).

Èòàê, åñëè a � òî÷êà locextr ôóíêöèè f , òî ∃U(a), ò.÷. ∀x ∈
U̇(a)

⋂
E: ðàçíîñòü f(x)− f(a) íå ìåíÿåò çíàê.

Òåîðåìà 3(íåîáõîäèìîå óñëîâèå locextr). Ïóñòü f îïðåäå-
ëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) è a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé locextr
ôóíêöèè f . Òîãäà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′i(a), êîòîðûå ñóùå-
ñòâóþò, ðàâíû íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé
g(t)

.
= f(a+ tei), ãäå ei � i�é êîîðäèíàòíûé îðò ñòàíäàðòíîãî áàçè-

ñà. Îíà èìååò locextr ïðè t = 0 ⇒ g′(0) = 0, åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ
ñóùåñòâóåò. Òàê êàê g′(0) = f ′i(a), òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ D(a) è a � òî÷êà locextr, òî gradf(a) = 0
è, ñëåäîâàòåëüíî, df(a, dx) = 0.

Òî÷êè, â êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
äàííîé ôóíêöèè, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, èëè êðèòè÷åñêèìè,
òî÷êàìè ôóíêöèè.
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Åñëè f ∈ C2(U(a)) è a � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî

f(x)− f(a) =
1

2
d2f(a, x− a) + o(|x− a|2) ïðè x→ a.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âûÿñíèòü ñâÿçü çíàêîâ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè f
è è âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà d2f(a, x−a), ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj , x = (x1, . . . , xn), aij = aji,

íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè
∀x ̸= 0: A(x) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî A(x) < 0). Ïîëîæèòåëüíî è
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàçûâàþòñÿ çíà-
êîîïðåäåëåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðèíèìàþùèå êàê ïî-
ëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàþòñÿ çíà-
êîïåðåìåííûìè.

Ïðèìåðû. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A1(x) = x21 + x22 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A2(x) = x21 − x22 ÿâëÿåòñÿ
çíàêîïåðåìåííîé (x ∈ R2).

Ëåììà 2. Åñëè A(x) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà, òî íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè A(x) íà ñôåðå Sn−1 .

= {x ∈
Rn| |x| = x21 + x22 + . . .+ x2n = 1} ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.

Åñëè A(x) � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,
òî âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè A(x) íà ñôåðå Sn−1 ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Sn−1 îãðàíè÷åíî (ýòî
î÷åâèäíî) è çàìêíóòî â Rn (êàê ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê åäè-
íè÷íîãî øàðà) ⇒ Sn−1 êîìïàêò â Rn. Ôóíêöèÿ A(x), ÿâëÿÿñü ìíî-
ãî÷ëåíîì, íåïðåðûâíà íà Rn ⇒ íåïðåðûâíà è íà êîìïàêòå Sn−1 ⇒
A(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà íà ñôåðå Sn−1 (òåîðåìà 2
ëåêöèè 33). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∃x(1), x(2) ∈ Sn−1, ò.÷. ∀x ∈ Sn−1:
A(x(1)) ≤ A(x) ≤ A(x(2)). Òàê êàê x(k) ∈ Sn−1, òî x(k) ̸= 0 è, ñòà-
ëî áûòü, A(x(k)) ̸= 0 (k = 1, 2).

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A(x) çíàêîïîëîæèòåëüíà (çíàêîîò-
ðèöàòåëüíà), òî ∀x ∈ Sn−1: A(x) ≥ A(x(1)) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî
A(x) ≤ A(x(2)) < 0). Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 4.Ïóñòü f ∈ C2(U(a)) è a � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíê-
öèè f .

1) Åñëè âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2f(a,∆x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)∆xi∆xj

ôóíêöèè f â òî÷êå a ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé, òî òî÷êà a � òî÷êà ñòðîãî locextr, à èìåííî:

åñëè 2-é äèôôåðåíöèàë d2f(a,∆x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, òî
òî÷êà a � òî÷êà ñòðîãî locmin;

åñëè 2-é äèôôåðåíöèàë d2f(a,∆x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, òî
òî÷êà a � òî÷êà ñòðîãî locmax.

2) Åñëè d2f(a,∆x) � çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî
òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé locextr.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ

∆f(a) = f(a+∆x)− f(a) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)∆xi∆xj + o(|∆x|2)

ïðè ∆x→ 0. Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè ∆x ̸= 0:

∆f(a) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)
∆xi
|∆x|

· ∆xj
|∆x|

· |∆x|2 + |∆x|2o(1) =

=
|∆x|2

2

(
A

(
∆x

|∆x|

)
+ o(1)

)
,

ãäå A(∆x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 f

′′
ij(a)∆xi∆xj .

Ïóñòü A(∆x) � çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ïî-

ñêîëüêó
∆x

|∆x|
∈ Sn−1, òî A

(
∆x

|∆x|

)
≥ inf

Sn−1
A(y) = µ > 0. Òàê êàê

o(1) → 0 ïðè ∆x → 0, òî ∃V (0), ò.÷. ∀∆x ∈ V̇ (0): |o(1)| < µ/2 ⇒
∀∆x ∈ V̇ (0), ò.÷. a+∆x ∈ U(a):

∆f(a) >
|∆x|2

2

(
µ− µ

2

)
>

|∆x|2

4
µ > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, a � òî÷êà ñòðîãî locmin.
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Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé çíàêîîòðèöàòåëüíîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû.

ÅñëèA� çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî ∃∆x′ è ∃∆x′′,
ò.÷. A(∆x′) < 0, A(∆x′′) > 0. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ̸= 0:
a+ t∆x′, a+ t∆x′′ ∈ U(a). Ïðè ýòîì

f(a+ t∆x′)− f(a) =
t2

2

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′ij(a)∆x
′
i∆x

′
j + o(t2|∆x′|2) =

=
t2

2
(A(∆x′) + o(1))

(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ∆x′ o(t2|∆x′|2) =
o(t2) ïðè t → 0). Äàëåå, ïî ëåììå î çíàêå A(∆x′) + o(1) < 0 äëÿ
âñåõ ìàëûõ t, ñëåäîâàòåëüíî, f(a+ t∆x′)− f(a) < 0 ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ t.

Àíàëîãè÷íî

f(a+ t∆x′′)− f(a) =
t2

2
(A(∆x′′) + o(1)) > 0

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ïðèíèìàþò êàê ïîëîæèòåëüíûå,
òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
locextr ôóíêöèè f . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A(x) =∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj , aij = aji, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ⇔ âñå ãëàâ-

íûå ìèíîðû ìàòðèöû ∥aij∥ ïîëîæèòåëüíû:

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A(x) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà −A(x) =∑n

i=1

∑n
j=1(−aij)xixj ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó â ñèëó

ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé êðèòåðèé çíàêîîòðèöàòåëüíîñòè êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû èìååò âèä
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−a11 > 0,

∣∣∣∣−a11 −a12
−a21 −a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a11 a21
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

(−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèè 2�õ ïåðåìåííûõ f(x, y),
ãäå f ∈ C2(U(x0, y0)). Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ âòîðîãî äèôôåðåí-
öèàëà d2f â òî÷êå (x0, y0) áóäåò ñëåäóþùåé

∆(x0, y0) =

(
f ′′xx(x0, y0) f ′′xy(x0, y0)
f ′′yx(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

)
(f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0) ïîñêîëüêó îíè íåïðåðûâíû).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíê-
öèè f è |∆(x0, y0)| = f ′′xx(x0, y0)f

′′
yy(x0, y0) − (f ′′xy)

2(x0, y0) � îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû ∆(x0, y0).

Ïóñòü |∆(x0, y0)| > 0. Òîãäà f ′′xx(x0, y0) ̸= 0, èáî â ïðîòèâíîì
èìåëè áû, ÷òî |∆(x0, y0)| ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì,

åñëè |∆(x0, y0)| > 0 è f ′′xx(x0, y0) < 0,

òî (x0, y0) � òî÷êà ñòðîãî locmax;

åñëè |∆(x0, y0)| > 0 è f ′′xx(x0, y0) > 0,

òî (x0, y0) � òî÷êà ñòðîãî locmin.
Ïóñòü |∆(x0, y0)| < 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà áóäåò çíàêîïåðåìåííîé è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (x0, y0) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé locextr. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A(x, y) = ax2+2bxy+cy2

è ∆ = ac − b2 < 0. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) a2 + c2 ̸= 0 è 2)
a2 + c2 = 0.

Ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a ̸= 0. Ïðåîáðàçóåì
A(x, y), âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò:

A(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 = a

(
x2 + 2

b

a
xy +

b2

a2
y2 − b2

a2
y2 +

c

a
y2
)

=
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a

(
(x+

b

a
y)2 + y2

ca− b2

a2

)
= a

(
(x+

b

a
y)2 +

y2∆

a2

)
.

Ïîñêîëüêó A(x, 0) = ax2, à A(−(b/a)y, y) = (1/a)y2∆, òî ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ∆ < 0, ïîëó÷àåì çíàêîïåðåìåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
A(x, y).

Âòîðîé ñëó÷àé. Òàê êàê a = c = 0, òî A(x, y) = 2bxy ⇒ A(x, x) =
−A(x,−x), ò.å. êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîïåðåìåííàÿ.

Íàêîíåö, åñëè |∆(x0, y0)| = 0, òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñòàöèîíàðíîé
òî÷êå locextr ìîæåò êàê áûòü, òàê è îòñóòñòâîâàòü. Ýòî ïîêàçûâàþò
ñëåäóþùèå ïðèìåðû:

1. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ f(x, y) = x3. Íàéäåì åå
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Òàê êàê f ′x(x, y) = 3x2, f ′y(x, y) = (x3)′y = 0, òî
ñòàöèîíàðíûìè áóäóò òî÷êè âèäà (0, y), y ∈ R. Äàëåå, f ′′xx(x, y) = 6x,
f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y) = 0, f ′′yy(x, y) = 0 ⇒ |∆(0, y)| = 0. Ïðèðàùå-
íèå ôóíêöèè f(x, y) â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ ∆f(0, y) = f(∆x, y +
∆y)−f(0, y) = (∆x)3. Îíî çíàêîïåðåìåííî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
locextr.

2. Ôóíêöèÿ f(x, y) = x4 + y4 èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàð-
íóþ òî÷êó (0, 0), òàê êàê f ′x(x, y) = 4x3, à f ′y(x, y) = 4y3. Âòîðûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′′xx = 12x2, f ′′xy(x, y) = f ′′yx = 0, f ′′yy(x, y) =
12y2 îáðàùàþòñÿ â íóëü â ýòîé òî÷êå, à ñòàëî áûòü, è îïðåäåëè-
òåëü |∆(0, 0)| = 0. Â òî æå âðåìÿ ïðèðàùåíèå â òî÷êå (0, 0) ðàâíî
∆f(0, 0) = f(∆x,∆y) − f(0, 0) = (∆x)4 + (∆y)4 ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî locmin.
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ËÅÊÖÈß 41

Íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y ∈ R, à ôóíêöèÿ Φ(x1, . . . , xn, y) =
Φ(x, y) çàäàíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ Rn+1. Åñëè ôóíêöèÿ
f(x): D → R, D ⊂ Rn, ò.÷.

∀x ∈ D : (x, f(x)) ∈ E è Φ(x, f(x)) = 0,

òî ôóíêöèÿ f íàçûâåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì
Φ(x, y) = 0.

Ïóñòü G = {(x, y)| Φ(x, y) = 0} � ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ Φ(x, y) = 0. Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàåòñÿ íåÿâíî ýòèì óðàâíåíè-
åì, òî åå ãðàôèê Γf = {(x, f(x))| x ∈ D} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G êîðíåé (x, y) óðàâíå-
íèÿ Φ(x, y) = 0 ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè g (â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå Φ(x, y) = 0 ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî A ⊂ Rn è ôóíêöèÿ g: A → R, ò.÷. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
{(x, y)| Φ(x, y) = 0} = {(x, g(x))| x ∈ A}, ÷òî òàêæå çàïèñûâàþò, êàê
Φ(x, y) = 0 ⇔ y = g(x), x ∈ A.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòåéøèå ïðèìåðû, ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî
âñå ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè íå ïðèõî-
äèòñÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü Φ(x, y) = x2 + y2 − 1. Óðàâíåíèå Φ(x, y) = 0 çàäàåò
îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1. Ïóñòü A ⊂ [−1, 1] � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî.
Òîãäà

fA(x) =

{√
1− x2, x ∈ A;

−
√
1− x2, x ∈ [−1, 1] \A

áóäåò íåÿâíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [−1, 1] è çàäàâàåìîé
óðàâíåíèåì x2 + y2 − 1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, äàííîìó óðàâíåíèþ óäîâëå-
òâîðÿåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì òîëüêî íåïðåðûâíûõ íà [−1, 1] ôóíêöèé, òî ïîëó÷èì óæå äâå
ôóíêöèè ±

√
1− x2, çàäàâàåìûå óðàâíåíèåì x2 + y2 − 1 = 0. Î÷åâèäíî,

÷òî ìíîæåñòâî Φ(x, y) = 0 íå ïðîåêòèðóåòñÿ îðòîãîíàëüíî è âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî íè íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, ò.å. îêðóæíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì íèêàêîé ôóíêöèè.

Åñëè æå âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè (x0, y0),
ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè, òî òî÷êè îêðóæíîñòè, ïîïàäàþùèå â ýòó îêðåñò-
íîñòü, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóþòñÿ õîòÿ áû íà îäíó èç îñåé. Òàêèì
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îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòü îòíî-
ñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîãî
íóëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå, ÷òî ýòî çíà÷èò. Ïóñòü (x0, y0) ̸= (±1, 0) è
Φ(x0, y0) = 0. Òîãäà ∃ îêðåñòíîñòè U(x0) è V (y0) òàêèå, ÷òî ∀x ∈ U(x0)
∃!y = y(x) ∈ V (y0), ò.÷. Φ(x, y(x)) = 0, ò.å. óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (x, y(x)) ∈
U(x0)×V (x0), ãäå y(x) ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îêðåñòíîñòè U(x0), ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ Φ(x, y) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Φ(x, y) = x2 + y2 −
1 = 0. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (x, y(x)) ∈ G ∩ U(x0) × V (x0). Ïðè ýòîì,
åñëè (x, y) ∈ G ∩ U(x0) × V (x0), òî y = y(x) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïàðû
(x, y), ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ Φ(x, y) = 0 ïðè x ∈ U(x0). Òàêèì
îáðàçîì, G ∩ U(x0)× V (x0) = {(x, y(x))| x ∈ V (x0)}

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè îïèñûâàåò ñèòóà-
öèþ, êîãäà ÷àñòü ìíîæåñòâà G, ñîäåðæàùàÿñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Φ(x, y) = 0, ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôèêîì íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé x.

Òåîðåìà 1(î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü
1) Φ(x(0), y(0)) = 0,
2) Φ ∈ C(O(x(0), y(0))),
3) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Φ′

y ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè (x(0), y(0)) è Φ′
y ∈ C((x(0), y(0))),

4) Φ′
y(x

(0), y(0)) ̸= 0.

Òîãäà ∃U(x(0)) è V (y(0)), ò.÷. U(x(0)) × V (y(0)) ⊂ O((x(0), y(0)))
è ∀x ∈ U(x(0)) ∃! y = y(x) ∈ V (y(0)), ò.÷. Φ(x, y) = 0. Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà â U(x(0)) è y(x(0)) = y(0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ R.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Φ′

y(x
(0), y(0)) > 0.

Øàã 1. Òàê êàê Φ′
y ∈ C((x(0), y(0))), òî ïî ëåììå î çíàêå ñóùåñòâó-

åò ïðÿìîóãîëüíèê P ≡ P (x(0), y0)) = {(x, y) ∈ R2| |x − x0)| ≤ s, |y −
y(0)| ≤ t} ⊂ O((x(0), y(0))), s > 0, t > 0, ò.÷. ∀(x, y) ∈ P (x(0), y(0)):
Φ′

y(x, y) > 0.
Øàã 2. Ïîñêîëüêó Φ′

y > 0 â P , òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî x ∈ (x(0) − s, x(0) + s) ôóíêöèÿ Φ(x, y) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íîé y ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òàê êàê Φ(x(0), y(0)) = 0 è Φ(x(0), y) ↑↑, òî
Φ(x(0), y(0) − t) < 0, à Φ(x(0), y(0) + t) > 0. Ñòàëî áûòü, è ∀ε ∈ (0, t):
Φ(x(0), y(0) − ε) < 0, à Φ(x(0), y(0) + ε) > 0.

Øàã 3. Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ ∈ C(P ), òî ∃δ = δ(ε)�îêðåñòíîñòè
òî÷åê (x(0), y(0)−ε) è (x(0), y(0)+ε), ëåæàùèå â P , â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

221



Φ(x, y) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è â òî÷êàõ (x(0), y(0)±ε). Â ÷àñòíîñòè,
∀x ∈ (x(0) − δ, x(0) + δ): Φ(x, y(0) − ε) < 0 è Φ(x, y(0) + ε) > 0.

Øàã 4. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ (x(0)−δ, x(0)+δ). Ôóíêöèÿ
Φ(x, y) ↑↑ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y, íåïðåðûâíà íà [y(0)−ε, y(0)+ε]
è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà ⇒
ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè (ñì. ëåêöèþ 13) ∃! y = y(x) ∈ (y(0) −
ε, y(0) + ε) (åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè Φ(x, y)
êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé y), ò.÷. Φ(x, y(x)) = 0. Èòàê, íà (x(0) −
δ, x(0) + δ) îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, y(x), ò.÷. ∀x ∈ (x(0) −
δ, x(0) + δ): Φ(x, y(x)) = 0.

Øàã 5. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ y(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû.
Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. Òàê êàê Φ(x(0), y(0)) = 0, òî èç åäèíñòâåí-
íîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî y(0) = y(x(0)). Òî, ÷òî y(x) ∈ C(x(0))
ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé, èáî ∀ε ∈ (0, t) óêàçàíî
δ > 0, ò.÷. ∀x ∈ U(x(0), δ): y(x) ∈ V (y(0), ε).

Ïîêàæåì, ÷òî y(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x(0). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ε0 ∈ (0, t), íàïðèìåð, ïîëîæèì ε0 = t/2
è âûáåðåì δ0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 3. Ïóñòü V (y(0))

.
= V (y(0), ε0)

è U(x(0))
.
= U(x(0), δ0). Åñëè x∗ ∈ U(x(0)) � ïðîèçâîëüíà, à y∗ =

y(x∗) ∈ V (y(0)), ò.å. Φ(x∗, y∗) = 0, òî òî÷êà (x∗, y∗) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé òî÷êîé ïðÿìîóãîëüíèêà P . À ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ òî÷êè (x∗, y∗)
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, èñïîëüçîâàííûå â ïóíêòàõ 2-4. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ôóíêöèÿ y(x) ∈ C(x∗).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Åñëè, êðîìå
òîãî, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Φ′

x1
, Φ′

x2
, . . . ,Φ′

xn
ñóùåñòâóþò â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x(0), y(0)) è

Φ′
x1
, Φ′

x2
, . . . ,Φ′

xn
∈ C((x(0), y(0))),

òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y(x) ∈ D(x(0)) è

y′x1
(x(0)) = −

Φ′
x1
(x(0), y(0))

Φ′
y(x

(0), y(0))
, . . . , y′xn

(x(0)) = −
Φ′

xn
(x(0), y(0))

Φ′
y(x

(0), y(0))
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x ∈ R.
Ïóñòü Φ′

x ∈ C((x(0), y(0))). Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåÿâíîé
ôóíêöèè y(x) â òî÷êå x(0). Â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (òåîðåìà 4 ëåêöèè 34)
Φ ∈ D((x(0), y(0))). Ïðè ∆y = y(x(0) + ∆x) − y(x(0)) íà îñíîâàíèè
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îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y(x):

Φ(x(0) +∆x, y(0) +∆y) = Φ(x(0) +∆x, y(x(0) +∆x)) = 0.

À òàê êàê è Φ(x(0), y(0)) = 0, òî ââèäó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
Φ(x, y)

0 = Φ(x(0) +∆x, y(0) +∆y)− Φ(x(0), y(0)) =

Φ′
x(x

(0), y(0))∆x+Φ′
y(x

(0), y(0))∆y + α(∆x,∆y)ρ,

ãäå ρ =
√
∆x2 +∆y2 è α(∆x,∆y) → 0 ïðè ρ→ 0.

Ïîñêîëüêó

1

2
(|∆x|+ |∆y|) ≤

√
∆x2 +∆y2 ≤ |∆x|+ |∆y|,

òî
1

2
≤ ρ

|∆x|+ |∆y|
≤ 1 ïðè ∆x2 + ∆y2 ̸= 0 ⇒ α(∆x,∆y)ρ =

α(∆x,∆y)
ρ

|∆x|+ |∆y|
(|∆x|+|∆y|) = γ1(∆x,∆y)·∆x+γ2(∆x,∆y)·∆y,

ãäå
γ1(∆x,∆y) = α(∆x,∆y)

ρ

|∆x|+ |∆y|
sgn∆x,

γ2(∆x,∆y) = α(∆x,∆y)
ρ

|∆x|+ |∆y|
sgn∆y

� áìô ïðè ρ→ 0 êàê ïðîèçâåäåíèÿ áìô íà îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = (Φ′
x + γ1)∆x+ (Φ′

y + γ2)∆y,

îòêóäà
∆y

∆x
= −Φ′

x + γ1
Φ′

y + γ2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(x) ∈ C(x(0)), ò.å. ÷òî ∆y = y(x(0)+∆x)−y(x(0)) → 0
ïðè ∆x → 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî ρ → 0 ïðè ∆x → 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
γ1, γ2 → 0 ïðè ∆x → 0. Ïîýòîìó óñòðåìëÿÿ ∆x ê íóëþ, ïîëó÷àåì,

÷òî y′ = −Φ′
x

Φ′
y

. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì òåîðåìû ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû Φ ∈ C1(O(x(0), y(0))), òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y(x) îêàæåòñÿ íåïðåðûâíî
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äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x(0) è äëÿ åå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ áóäóò èìåòü ìåñòî ôîðìóëû

y′x1(x) = −
Φ′
x1(x, y(x))

Φ′
y(x, y(x))

, . . . , y′xn(x) = −
Φ′
xn(x, y(x))

Φ′
y(x, y(x))

.

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè ñðà-
çó ñëåäóåò èç òåîðåìû. À ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà, òî ïðàâûå
÷àñòè ýòèõ ôîðìóë íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x(0) êàê
êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ñòàëî áûòü, âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
íåÿâíîé ôóíêöèè y(x) íåïðåðûâíû â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Áîëåå òîãî, èç ýòèõ æå ôîðìóë è öåïíîãî ïðàâèëà ñëåäóåò k

ðàç íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåÿâíîé ôóíêöèè, åñëè Φ ∈
Ck(O(x(0), y(0))).

Ïðèìåðû.

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(x, y) = x − g(y) ((x, y) ∈ O(x(0), y(0)) ⊂ R2, ãäå
g(y(0)) = x(0)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Òî-
ãäà ∃ îêðåñòíîñòü U(x(0)) òî÷êè x(0) è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè U(x(0)) ôóíêöèÿ y(x), ò.÷. ∀x ∈ U(x(0)):
Φ(x, y(x)) = x− g(y(x)) = 0 ⇔ g(y(x)) ≡ x.

Äàëåå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ
Φ(x, y) = x−g(y) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ U(x(0)) ñòðîãî ìîíîòîí-
íà è íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé y íà íåêîòîðîì îòðåçêå [y(0) − ε, y(0) + ε],
÷òî ðàâíîñèëüíî ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(y) íà
íåì. À ýòî ãàðàíòèðóåò îáðàòèìîñòü g(y) íà ýòîì îòðåçêå è íåïðåðûâíîñòü
îáðàòíîé ôóíêöèè (âïðî÷åì, ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü ñðàçó æå ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî Φ′

y(x, y) = −g′(y)). Òîãäà ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y(x) ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé ê g(y) ôóíêöèåé.

2. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

Φ(x, y, z) = 0 ïðè÷åì Φ ∈ C1((x0, y0, z0)), Φ(x0, y0, z0) = 0

è ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Òîãäà
äëÿ íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U((x0, y0)) è V (z0):

U((x0, y0))× V (z0) ∩ {(x, y, z)| Φ(x, y, z) = 0} =

{(x, y, f(x, y))| (x, y) ∈ U((x0, y0))},
ò.å. äàííîå óðàâíåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè U((x0, y0)) × V (z0)
òî÷êè (x0, y0, z0) çàäàåò íåÿâíî ïîâåðõíîñòü z = f(x, y). Íàïèøåì óðàâíå-
íèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå (x0, y0, z0) ê ýòîé ïîâåðõíîñòè:

z − z0 = f ′
x(x0, y0)(x− x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0), ãäå z0 = f(x0, y0).
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Òàê êàê f ′
x(x0, y0) = −Φ′

x(x0, y0, z0)

Φ′
z(x0, y0, z0)

, f ′
y(x0, y0) = −

Φ′
y(x0, y0, z0)

Φ′
z(x0, y0, z0)

, òî óðàâ-

íåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì
Φ(x, y, z) = 0, ïðèìåò âèä

Φ′
x(x0, y0, z0)(x− x0) + Φ′

y(x0, y0, z0)(y − y0) + Φ′
z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî gradΦ|(x0,y0,z0) ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0).

Îïðåäåëåíèå 1. Íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè (êàñàòåëüíîé ïðÿìîé), ïðîâåäåííîé ê ïîâåðõ-
íîñòè â òî÷êå (x0, y0, z0) (ê êðèâîé â òî÷êå (x0, y0)), íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè (êðèâîé) â ýòîé òî÷êå.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð gradΦ(x0, y0, z0) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íîð-
ìàëè ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì Φ(x, y, z) = 0 â
òî÷êå (x0, y0, z0), ò.÷. Φ(x0, y0, z0) = 0.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ Ψ(x, y, z) (èëè Ψ(x, y)). Ìíîæåñòâî òî÷åê
(îíî ìîæåò áûòü ïóñòûì), â êîòîðûõ Ψ(x, y, z) = c (Ψ(x, y) = c), ãäå
c íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ( èëè ëèíèåé)
óðîâíÿ ôóíêöèè Ψ. Åñëè äëÿ ôóíêöèè Ψ1 = Ψ − c âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, òî óðàâíåíèå Ψ(x, y, z) = c
(Ψ(x, y) = c) â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè äåéñòâèòåëüíî
çàäàåò ïîâåðõíîñòü (ñîîòâåòñòâåííî êðèâóþ). Ïðè ýòîì gradΨ áóäåò
âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî ëèíèè) óðîâíÿ â
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Íåÿâíûå ôóíêöèè, çàäàííûå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà m óðàâíåíèé îò n+m ïåðåìåííûõ:Φ1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

(16)

èëè, êîðî÷å, Φj(x, y) = 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ Rn, y ∈ Rm. Âîçíèêàåò
âîïðîñ, êîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) ∈ Rn+m, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñè-
ñòåìå (16) (èëè ÷àñòü ýòîãî ìíîæåñòâà, ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè), ïðåäñòàâèìî â âèäå {(x, f1(x), . . . , fm(x)), x ∈ D}, ãäå fj(x)
íåêîòîðûå ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìó óðàâíåíèé
(16) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym è, ÷òî
ôóíêöèè f1(x), . . . , fm(x) çàäàþòñÿ íåÿâíî ýòîé ñèñòåìîé. Ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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Òåîðåìà 2(î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè). Ïóñòü:
1) Φj(x

(0), y(0)) = 0, j = 1, . . . ,m;
2) Φj ∈ C1(O((x(0), y(0)))), j = 1, . . . ,m;

3)
D(Φ1 . . .Φm)

D(y1 . . . ym)

∣∣∣∣
(x(0),y(0))

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1

∂y1
· · · ∂Φm

∂y1
∂Φ1

∂y2
· · · ∂Φm

∂y2

. . . . . . . . . . . . . . . .
∂Φ1

∂ym
· · · ∂Φm

∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x(0),y(0))

̸= 0.

Òîãäà
1) ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U(x(0)) ⊂ Rn è V (y(0)) ⊂ Rm,

U(x(0)) × V (y(0)) ⊂ O((x(0), y(0))) òàêèå, ÷òî ∀x ∈ U(x(0)) ∃!y =
y(x) ∈ V (y(0)), ò.÷. Φj(x, y(x)) = 0, j = 1, . . . ,m.

2) ýòî îòîáðàæåíèå y(x) = (y1(x), . . . , ym(x)) òàêîâî, ÷òî
yj(x) ∈ C1(U(x(0))) è y(x(0)) = y(0).

Ìàòðèöà (∂Φj/∂yk)|j=1,...,m, k=1,...m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè
ñèñòåìû ôóíêöèé Φ1, . . . ,Φm ïî ïåðåìåííûì y1, . . . , ym, à åå îïðåäå-
ëèòåëü � ÿêîáèàíîì.

Èòàê, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òî íåÿâíûå ôóíêöèè,
îïðåäåëÿåìûå äàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê íàéòè ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ýòèõ ôóíêöèé? Ïîñêîëüêó ∀x ∈ U(x(0)) (çäåñü íåÿâíûå ôóíê-
öèè îáîçíà÷åíû ÷åðåç fj(x1, . . . , xn))Φ1(x1, . . . , xn, f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φm(x1, . . . , xn, f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = 0

òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè
∂Φ1

∂xl
+
∑m

j=1
∂Φ1

∂yj

∂fj
∂xl

= 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Φm

∂xl
+
∑m

j=1
∂Φm

∂yj

∂fj
∂xl

= 0.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
D(Φ1 . . .Φm)

D(y1 . . . ym)
̸= 0, òî èç íåå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ∂fj/∂xl (j =

1, . . . ,m, l = 1, . . . , n).
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ËÅÊÖÈß 42

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü âåêòîð�ôóíêöèé

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ îòîáðàæåíèé E → Rm,
ãäåm ≥ 2 è ìíîæåñòâî E ⊂ Rn, à Rn è Rm ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íîð-
ìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé áóäåì èñïîëüçî-
âàòü âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, f̄ : E → Rm, è ñòàíåì íàçû-
âàòü èõ âåêòîð�ôóíêöèÿìè, ÷òîáû îòëè÷àòü îò ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé
(ò.å. ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ).

Â ëåêöèè 35 ðàññìàòðèâàëñÿ ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü óêàçàí-
íûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f̄(x) =
(f1(x), . . . , fm(x)), b̄ = (b1, . . . , bm) ∈ Rm, a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà E, òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

lim
x→a

f̄(x) = b̄ ⇔ ∀j = 1, . . . ,m ∃ lim
x→a

fj(x) = bj ,

lim
x→a

f̄(x) = b̄ ⇔ f̄(x) = b̄+ ᾱ(x), lim
x→a

ᾱ(x) = 0̄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü limx→a f̄(x) = b̄, limx→a ḡ(x) = d̄,
limx→a ψ(x) = λ, f̄ , ḡ : E → Rm, ψ : E → R, b̄, d̄ ∈ Rm, λ ∈ R.
Òîãäà

1) limx→a |f̄(x)| = |b̄|,
2) limx→a ψ(x)f̄(x) = λb̄,
3) limx→a f̄(x)ḡ(x) = b̄d̄,
4) limx→a f̄(x)× ḡ(x) = b̄× d̄, m = 3.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñëå çàïèñè ýòèõ óòâåðæäåíèé

÷åðåç êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè âèäíî, ÷òî èõ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò
èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f̄(x), ḡ(x), ψ ∈ C(a). Òîãäà
|f̄(x)|, ψ(x)f̄(x), f̄(x)ḡ(x), f̄(x)× ḡ(x) ∈ C(a).

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè.

Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë âåêòîð�ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåêòîð�ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü
f̄(t) çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a, a ∈ R è ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â Rm.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäåë limt→a(f̄(t) − f̄(a))/(t − a), åñëè îí ñó-
ùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîð�ôóíêöèè â òî÷êå a è

îáîçíà÷àåòñÿ f̄ ′(a) èëè ˙̄f(a).
Òàê êàê

f̄(t)− f̄(a)

t− a
=

(
f1(t)− f1(a)

t− a
, . . . ,

fm(t)− fm(a)

t− a

)
,

òî ñóùåñòâîâàíèå f̄ ′(a) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ïðîèçâîä-
íûõ f ′1(a), . . . , f

′
m(a) êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è ïðè ýòîì f̄ ′(a) =

(f ′1(a), . . . , f
′
m(a)).

Îïðåäåëåíèå 2. ×åðåç ō(β(t)) ïðè t → a, ãäå ôóíêöèÿ β(t):
U(a) → R, îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîð�ôóíêöèé, èìå-
þùèõ âèä γ̄(t)β(t), ãäå â êà÷åñòâå γ̄(t) áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå
âåêòîð�ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â U(a) è òàêèå, ÷òî limt→a γ̄(t) = 0̄.

Ñèìâîëîì ō(β(t)) (t→ a) òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ýòîãî
ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîð�ôóíêöèÿ f̄(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå a (f̄ ∈ D(a)), åñëè

∃b̄ ∈ Rm, ò.÷. ∆f̄(a) = f̄(a+∆t)− f̄(a) = b̄∆t+ ō(∆t) ïðè ∆t→ 0.

Ëèíåéíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ b̄∆t àðãóìåíòà ∆t íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëîì ôóíêöèè f̄(t) â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ df̄(a,∆t), df̄ |t=a,
ò.å. df̄(a,∆t) = b̄∆t. Ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì âìåñòî ∆t
îáû÷íî ïèøóò dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå

∆f̄(a) = f̄(a+∆t)− f̄(a) = b̄∆t+ ō(∆t)

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé

∆fj(a) = bj∆t+ o(∆t), b̄ = (b1, . . . , bm),

ò.å.

f̄ ∈ D(a) ⇔ âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè fj ∈ D(a), j = 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) f̄ ∈ D(a) ⇔ ∃f̄ ′(a) è f̄ ′(a) = b̄;
2) f̄ ∈ D(a) ⇒ f̄ ∈ C(a);
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3) åñëè f̄ ∈ D(a), t(s) ∈ D(s0), ãäå t: V (s0) → R è a = t(s0), òî
f̄(t(s)) ∈ D(s0) è (f̄(t(s)))′|s=s0 = f̄ ′(a)t′(s0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöè-
ÿì âèäèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíûõ
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (ñì. ëåêöèè 16 è 17).

Òåîðåìà 3. Åñëè ∃f̄ ′1(a), f̄ ′2(a), ψ′(a) (ψ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ), òî
1) (f̄1 + f̄2)

′ = f̄ ′1 + f̄ ′2;
2) (f̄1 · f̄2)′ = f̄ ′1 · f̄2 + f̄1 · f̄ ′2;
3) (f̄1 × f̄2)

′ = f̄ ′1 × f̄2 + f̄1 × f̄ ′2, m = 3;
4) (ψf̄1)

′ = ψ′f̄1 + ψf̄ ′1
(çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ áåðóòñÿ â òî÷êå a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïîñëå ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì íåïîñðåäñòâåííî èç
ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì àíàëîã ôîðìóëû Ëàãðàíæà äëÿ ïðèðà-
ùåíèÿ âåêòîð�ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Åñëè f̄ ∈ C[a, b]
⋂
D(a, b), òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈

(a, b) òàêàÿ, ÷òî

|f̄(b)− f̄(a)| ≤ |f̄ ′(c)|(b− a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f̄(a) = f̄(b), òî ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà î÷åâèäíà. Ïóñòü f̄(a) ̸= f̄(b). Ïîëîæèì r̄ = f̄(b)− f̄(a) è
ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ψ(t) = r̄ · f̄(t). Äëÿ íåå âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà ⇒ ∃c ∈ (a, b), ò.÷.

ψ(b)− ψ(a) = ψ′(c)(b− a) = r̄ · f̄ ′(c)(b− a) = f̄ ′(c)(f̄(b)− f̄(a))(b− a).

Ïîñêîëüêó ψ(b)− ψ(a) = r̄ · (f̄(b)− f̄(a)) = |f̄(b)− f̄(a)|2, òî

|f̄(b)− f̄(a)|2 = f̄ ′(c) · (f̄(b)− f̄(a))(b− a).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

f̄ ′(c) · (f̄(b)− f̄(a)) ≤ |f̄ ′(c)||f̄(b)− f̄(a)|,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|f̄(b)− f̄(a)|2 ≤ |f̄ ′(c)||f̄(b)− f̄(a)|(b− a),

Òàê êàê f̄(a) ̸= f̄(b), òî

|f̄(b)− f̄(a)| ≤ |f̄ ′(c)|(b− a).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðè-

ðàùåíèé äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà. Êàê ïî-
êàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ýòà ôîðìóëà äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé íå ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå ðàâåíñòâà. Ó ôóíêöèè f̄(t) = (cos t, sin t) ïðèðàùåíèå
íà îòðåçêå [0, 2π] � íóëåâîé âåêòîð, à åå ïðîèçâîäíàÿ f̄ ′(t) = (− sin t, cos t)

íèãäå â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, ò.ê. |f̄ ′(t)| = 1.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòîð�ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîð�ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ: f̄ = f̄(x) =
f̄(x1, . . . , xn). Ïóñòü f̄ : U(a) → Rm, U(a) ⊂ Rn (çäåñü è Rn, è Rm

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âåêòîðíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà).
Îïðåäåëåíèå 4. Âåêòîð�ôóíêöèÿ f̄(x) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå a (f̄ ∈ D(a)), åñëè ∃B̄1, . . . , B̄n ∈ Rm, ò.÷.

∆f̄(a) = f̄(a+∆x)− f̄(a) = B̄1∆x1 + · · · B̄n∆xn + ō(ρ), (17)

ρ =
√
∆x21 + · · ·∆x2n = |∆x| → 0.

Ïóñòü B̄j = (b1j , . . . , bmj). Òîãäà åñëè ââåñòè ìàòðèöó B =
∥bij∥i=1,...,m, j=1,...,n, ïî ñòîëáöàì êîòîðîé ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòî-
ðîâ B̄j , òî ïðàâàÿ ÷àñòü (17)

B̄1∆x1 + · · ·+ B̄n∆xn = b11
. . .
bm1

∆x1 +

 b12
. . .
bm2

∆x2 + . . .+

 b1n
. . . .
bmn

∆xn =

 b11∆x1 + b12∆x2 + . . .+ b1n∆xn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1∆x1 + bm2∆x2 + . . .+ bmn∆xn

 =

 b11 b12 · · · b1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 · · · bmn

∆x1
. . . .
∆xn

 = B∆x.

Äèôôåðåíöèàëîì äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð�ôóíêöèè f̄ â òî÷êå
a íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B∆x: df̄(a,∆x)

.
= B∆x.
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Ïîñêîëüêó

ō(ρ) = γ̄(∆x)|∆x| = (γ1(∆x)|∆x|, . . . , γm(∆x)|∆x|) = (o(ρ), . . . , o(ρ)),

òî çàïèñûâàÿ (17) ÷åðåç êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, âèäèì, ÷òî

∆f̄(a) = (∆f1(a), . . . ,∆fm(a)) =

(b11∆x1+ . . .+b1n∆xn+o(ρ), . . . , bm1∆x1+ . . .+bmn∆xn+o(ρ)), (18)

ò.å. f̄ ∈ D(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè
fi ∈ D(a), i = 1, . . . ,m.

Äàëåå, èç (18) ñëåäóåò (ñì. ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 èç ëåêöèè 37),

÷òî bij =
∂fi(a)

∂xj
, à

B̄j =

(
∂f1(a)

∂xj
, . . . ,

∂fm(a)

∂xj

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ ìàòðèöà B èìååò âèä

B =

 ∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . .
∂fm
∂x1

· · · ∂fm
∂xn


è íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f̄ (èëè ñèñòåìû ôóíê-
öèé f1, . . . , fm). Ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f̄ îáîçíà÷àþò Jf̄ .

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð�ôóíêöèè
ìîæíî çàïèñàòü â "áåñêîîðäèíàòíîé" ôîðìå:

f̄ ∈ D(a) ⇔ ∃ëèíåéíûé îïåðàòîð B : Rn → Rm, ò.÷.

f̄(a+∆x)− f̄(a) = B∆x+ ō(|∆x|), |∆x| → 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f̄ ∈ D(a), òî f̄ ∈ C(a).
Ââåäåì ïðîèçâîäíóþ âåêòîð�ôóíêöèè f̄ â òî÷êå a ïî íàïðàâëå-

íèþ ω (t ∈ R).
Îïðåäåëåíèå 5. Ïðåäåë

lim
t→0

f̄(a+ tω)− f̄(a)

t
,

åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîð�ôóíêöèè f̄ â
òî÷êå a ïî íàïðàâëåíèþ ω è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f̄ ′ω(a)
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×àñòíîé ïðîèçâîäíîé f̄ ′i(a) âåêòîð�ôóíêöèè f̄ â òî÷êå a ïî i�
é ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ω = ei =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0) (åäèíèöà ñòîèò íà i�ì ìåñòå). Åñëè ïîëîæèòü t =
∆xi, òî

f̄ ′i(a) = f̄ ′xi
(a)

.
= lim

∆xi→0

f̄(a+∆xiei)− f̄(a)

∆xi
.

Â êîîðäèíàòàõ ñóùåñòâîâàíèå f̄ ′xi
(a) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ

â òî÷êå a ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂f1/∂xi, . . . , ∂fm/∂xi âñåõ êîîðäè-
íàòíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì

f̄ ′i(a) = f̄ ′xi
(a) =

(
∂f1(a)

∂xi
, . . . ,

∂fm(a)

∂xi

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-
þùåå çàêëþ÷åíèå:

åñëè f̄ ∈ D(a), òî â òî÷êå a ó âåêòîð�ôóíêöèè f̄ ñóùåñòâóþò
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è B̄1 = f̄ ′1(a), . . . , B̄n = f̄ ′n(a), ò.å.

∆f̄(a) = f̄ ′1(a)∆x1 + . . .+ f̄ ′n(a)∆xn + ō(ρ).

Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè f̄ ∈ D(a), òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ω = (ω1, . . . , ωn) ∃ f̄ ′ω(a) = ω1B̄1 +
. . .+ ωnB̄n = ω1f̄

′
1(a) + . . .+ ωnf̄

′
n(a).
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ËÅÊÖÈß 43

Ïóñòü f̄ : E → Rm, E îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð�ôóíêöèÿ f̄ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîé íà ìíîæåñòâå E (f̄ ∈ D(E)), åñëè f̄ äèôôåðåíöèðóåìà â
êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, äèôôåðåíöèðóåìîñòü
âåêòîð�ôóíêöèè â òî÷êå ýêâèâàëåíòíà äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé
òî÷êå åå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó âåêòîð�ôóíêöèþ f̄ äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êî-
îðäèíàòíûå ôóíêöèè fi, i = 1, . . . ,m, äèôôåðåíöèðóåìû íà E.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð�ôóíêöèþ f̄ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E (f̄ ∈ C1(E)), åñëè âñå åå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå f̄ ′xj

(j = 1, . . . , n) íåïðåðûâíû íà E.

Íåïðåðûâíîñòü f̄ ′xj
ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè åå êîîðäèíàò-

íûõ ôóíêöèé, ò.å. ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂fi
∂xj

, i = 1, . . . ,m. Ïîýòîìó

f̄ ∈ C1(E) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∂fi
∂xj

, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

íåïðåðûâíû íà E, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êîîð-
äèíàòíûå ôóíêöèè fi ∈ C1(E), i = 1 . . . ,m.

Ìàòðèöû ßêîáè è èõ ñâîéñòâà

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà ßêîáè òîæäåñòâåííîãî îòîáðà-
æåíèÿ īd: Rn → Rn. Ïîñêîëüêó ∀x ∈ Rn: īd(x) = x, òî êîîðäèíàòíûå

ôóíêöèè idi(x) = xi, i = 1, . . . , n. Òîãäà
∂

∂xj
idi = 1, åñëè j = i, è

∂

∂xj
idi = 0, åñëè j ̸= i. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöåé ßêîáè òîæäåñòâåí-

íîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïóñòü f̄ : E → G, ḡ: G → Rk, ãäå E îòêðûòî â Rn, à G îòêðûòî â

Rm è f̄ ∈ D(E) ḡ ∈ D(G). Òîãäà èìååò ñìûñë êîìïîçèöèÿ h̄ = ḡ ◦ f̄ :
E → Rk, ãäå

h̄(x) = (h1(x), . . . , hk(x)), à hi(x) = gi(f̄(x)) = gi(f1(x), . . . , fm(x)).

Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè êîìïîçèöèè ôóíêöèè hi ∈ D(E),
ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð�ôóíêöèÿ h̄ ∈ D(E).
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Íàéäåì ìàòðèöó ßêîáè êîìïîçèöèè. Â ñèëó öåïíîãî ïðàâèëà

∂hi
∂xj

=

m∑
l=1

∂gi
∂yl

∂fl
∂xj

, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n. (19)

Ðàâåíñòâà (19) îçíà÷àþò, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè Jḡ◦f̄ êîìïîçèöèè ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ßêîáè Jḡ è Jf̄ :

Jḡ◦f̄ = JḡJf̄ .

Åñëè n = m = k, òî ìàòðèöû ßêîáè áóäóò êâàäðàòíûìè, è ìîæíî
ãîâîðèòü îá îïðåäåëèòåëÿõ ýòèõ ìàòðèö, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÿêî-
áèàíàìè. Ïî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé |JḡJf̄ | = |Jḡ||Jf̄ |, ïîýòîìó

|Jḡ◦f̄ | = |Jḡ||Jf̄ |.

Åñëè ó âåêòîð�ôóíêöèè f̄ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå äèôôåðåíöèðóå-
ìîå îòîáðàæåíèå f̄−1, òî f̄−1(f̄(x)) = x è f̄(f̄−1(y)) = y. Êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå ìàòðèöåé ßêîáè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ x→ x
ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E. Ïîýòîìó

E = Jf̄−1◦f̄ = Jf̄−1Jf̄ è E = Jf̄◦f̄−1 = Jf̄Jf̄−1 .

Çíà÷èò,
Jf̄−1 = J−1

f̄
,

ò.å. ìàòðèöåé ßêîáè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò ìàòðèöà, îáðàò-
íàÿ ê ìàòðèöå ßêîáè èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ è

|Jf̄−1 | =
1

|Jf̄ |
.

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé èìååòñÿ
ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èõ îáðàòèìîñòè íà èíòåðâàëå: ïîëîæè-
òåëüíîñòü èëè îòðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíîé. Àíàëîãîì ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñëóæèò ïðèâîäèìàÿ íèæå
òåîðåìà. Îäíàêî â íåé èäåò ðå÷ü î ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ, ò.å. îá îáðàòèìîñòè ëèøü
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè. Ïðèâåäåì ýòó óòâåðæäåíèå
è åãî ñëåäñòâèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f̄ : E → Rn, E � îòêðûòîå â Rn ìíîæå-
ñòâî, f̄ ∈ C1(E) è a ∈ E. Åñëè |Jf̄ | ≠ 0 â òî÷êå a, òî ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü U(a) òî÷êè a, ò.÷.

1) f̄ : U(a) → f̄(U(a)) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé,
2) ìíîæåñòâî V

.
= f̄(U(a)) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ëèíåéíî ñâÿç-

íûì ìíîæåñòâîì â Rn, ò.å. îáëàñòüþ,
3) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f̄−1 ∈ C1(V ).
Ñëåäñòâèå 1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå ñ

ÿêîáèàíîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ, ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà
â îòêðûòûå.

Ñëåäñòâèå 2. Îáðàçîì îáëàñòè (îòêðûòîãî è ëèíåéíî ñâÿçíî-
ãî ìíîæåñòâà) ïðè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè ñ
ÿêîáèàíîì, îòëè÷íûì îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x = r cosψ, y = r sinψ â îáëàñòè
r > 0, ψ ∈ R. ßêîáèàí ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

J =

∣∣∣∣x′r y′r
x′ψ y′ψ

∣∣∣∣ = r cos2 ψ + r sin2 ψ = r ̸= 0

âñþäó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, íî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì, òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííûõ r è ψ òî÷êè (r, ψ + 2πk), k ∈
Z îòîáðàæàþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (r cosψ, r sinψ).
Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå îò íóëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ íå ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Èçëîæèì áåç äîêàçàòåëüñòâ òåîðèþ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.
Ïóñòü çàäàíî m óðàâíåíèé (m < n): f1(x1, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm(x1, . . . , xn) = 0

(20)

ãäå fi: E → R, E ⊂ Rn. Óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (20), áóäåì
íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñâÿçè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé ýòîé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî D ⊂ E.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f : E → R.
Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà a ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñ-

òðåìóìà ôóíêöèè f ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé ñâÿçè (20), åñëè ýòà
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f íà ìíî-
æåñòâå D.
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Äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèâîäèìîì íèæå
óòâåðæäåíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f , f1, . . . , fm ∈ C1(U(a)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f
ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé ñâÿçè (20) è gradf1(a), . . . , gradfm(a) ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà λ1, . . . , λm, íå âñå ðàâíûå
íóëþ, ò.÷.

gradf(a) +

m∑
j=1

λjgradfj(a) = 0,

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

∂f(a)

∂xk
+

m∑
j=1

λj
∂fj(a)

∂xk
= 0, k = 1, . . . , n.

Ââåäåì ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà,

L(x, λ)
.
= f(x) + λ1f1(x) + . . .+ λmfm(x)

(÷èñëà λ1, . . . , λm ïðîèçâîëüíû è íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè
Ëàãðàíæà). Îíà îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ìíî-
æåñòâå D ôóíêöèè f è L(x, λ) ñîâïàäàþò ïðè ëþáîì âûáîðå ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàD ñîâïàäàþò è òî÷êè ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ ýòèõ ôóíêöèé.

Åñëè a � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ïðè âûïîë-
íåíèè óðàâíåíèé ñâÿçè (20) (÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî a � òî÷êà
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x, λ)), òî ñîãëàñíî ïðè-
âåäåííîé òåîðåìå ìîæíî óêàçàòü òàêîé íàáîð λ1(a), . . . , λm(a) ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷òî dL(x, λ)|x=a, λ=λ(a) = 0, ò.å. ïðè ïîäõîäÿùåì
âûáîðå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà áóäåò åå ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èç n+m óðàâíåíèé{

∂L(x,λ)
∂xk

= 0, k = 1, . . . , n

fj(x) = 0, j = 1, . . . ,m,

îò n + m íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn è λ1, . . . , λm. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áóäóò òî÷êàìè óñëîâíîãî ýêñòðåìó-
ìà ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïîñëå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé
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ñèñòåìû òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, â êàêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèè
Ëàãðàíæà áóäóò óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè f . Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî åñëè f , fi ∈ C2(U(a)), ãäå a ∈ D � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

d2L(a, λ(a)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

L′′
ijdxidxj

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè óñëîâèè, ÷òî dx1, . . . , dxn ñâÿçàíû
óðàâíåíèÿìè 

∂f1(a)
∂x1

dx1 + · · ·+ ∂f1(a)
∂xn

dxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm(a)
∂x1

dx1 + · · ·+ ∂fm(a)
∂xn

dxn = 0,

òî a � òî÷êà ñòðîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà; åñëè d2L(a, λ) îòðèöàòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðè óñëîâèè, ÷òî dx1, . . . , dxn
ñâÿçàíû óêàçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, òî a � òî÷êà ñòðîãî óñëîâíîãî
ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð. Ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èññëåäóåì íà ýêñòðåìóìû
ôóíêöèþ f(x, y) = xy, åñëè x2 + y2 = 1. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
L(x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 1) è âûïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ
íàõîæäåíèÿ åå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ñâÿçè:

y + 2λx = 0
x+ 2λy = 0
x2 + y2 = 1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = −2λx ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå:

x− 4λ2x = 0.

Òîãäà ëèáî x = 0, íî â ýòîì ñëó÷àå y = 0 è ïîëó÷åííàÿ òî÷êà íå óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñâÿçè, ëèáî λ2 = 1/4 ⇒ λ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1/2
èëè −1/2. Ïóñòü λ = −1/2 ⇒ y = x, à èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè x = ±1/

√
2.

Íàì îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, áóäóò ëè òî÷êè (−1/
√
2,−1/

√
2) è (1/

√
2, 1/

√
2)

òî÷êàìè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äàííîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì

d2L(x, y,−1/2) = 2dxdy − dx2 − dy2

ïðè óñëîâèè, ÷òî dx è dy ñâÿçàíû óðàâíåíèåì xdx+ ydy = 0, ãäå x = y =
±1/

√
2. Èç óðàâíåíèé ñâÿçè ñëåäóåò, ÷òî

dy = −dx⇒ d2L(x, y,−1/2) = −4dx2
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îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, çíà÷èò, èññëåäóåìûå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè óñëîâíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ f(x, y) = xy.

Ñëó÷àé λ = 1/2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì,
÷òî òî÷êè y = −x = ±1/

√
2 áóäóò òî÷êàìè óñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè

f(x, y) = xy.
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ËÅÊÖÈß 44

×èñëîâûå ðÿäû

Âíîâü âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)

+∞
k=1, ak ∈ R(C). Îáðàçóåì

íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sn = a1 + a2 + . . .+ an, . . . .

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿäîì ñ ÷ëåíàìè ak (k = 1, 2 . . .) íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)

+∞
n=1. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn)

+∞
n=1

íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà.
Äëÿ ðÿäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

a1 + a2 + . . .+ an + . . . ,

èëè
+∞∑
k=1

ak.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíåå âåñòè íóìåðàöèþ ÷ëåíîâ ðÿäà ðÿäà ñ íóëÿ
èëè êàêîãî-òî öåëîãî N :

∑+∞
k=0 ak,

∑+∞
l=N al.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä
∑+∞

k=1 ak íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→+∞ Sn; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâî-
ðÿò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ, òî âåëè÷èíà S
.
=

limn→+∞ Sn íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà è ïðè ýòîì ïèøóò
∑+∞

k=1 ak =
S.

Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîëîì
∑+∞

k=1 ak îáîçíà÷àåòñÿ êàê ñàì ðÿä, òàê
è åãî ñóììà, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk)
+∞
k=1 ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ðÿä ñ ÷ëåíàìè β1 = b1, β2 = b2 − b1,. . . , βk = bk − bk−1, . . ..
Äåéñòâèòåëüíî,

Sn =

n∑
k=1

βk = b1 + b2 − b1 + . . .+ bn − bn−1 = bn.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðÿäîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
Äàëüíåéøàÿ öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè óñëîâèÿ íà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak), èç êîòîðûõ ñëåäîâàëà áû ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn).
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Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñ-
ëè ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

limk→+∞ ak = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî,

Sn = a1 + . . . an−1 + an = Sn−1 + an ⇒ an = Sn − Sn−1, n = 2, 3, . . . .

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ïðåäåëà

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1 = 0.

Êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå ïðèìåðû, ñòðåìëåíèå ê íóëþ îáùåãî
÷ëåíà ðÿäà íå âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðÿäà.

1. Ðàññìîòðèì ðÿä
∑+∞

k=1

1√
k
. Èìååì

Sn = 1 +
1√
2
+ . . .+

1√
n
>

1√
n
+ . . .+

1√
n
= n

1√
n
=

√
n.

Ñëåäîâàòåëüíî, limn→+∞ Sn = +∞, ò.å. ðÿä
∑+∞

k=1

1√
k
ðàñõîäèòñÿ,

õîòÿ limk→+∞ 1/
√
k = 0.

2. Îáùèé ÷ëåí ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
∑+∞

k=1

1

k
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,

íî ðÿä ðàñõîäèòñÿ, èáî ïîñëåäîâàòåëüíîñò Sn = 1 + 1/2 + . . . + 1/n
íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ (ñì. ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð èç ëåêöèè 8).

Ïåðåôîðìóëèðóåì äëÿ ðÿäîâ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 2(ëèíåéíîñòü ñóììû ðÿäà). Ïóñòü ðÿäû
∑+∞

k=1 ak,∑+∞
k=1 bk ñõîäÿòñÿ è

∑+∞
k=1 ak = S′,

∑+∞
k=1 bk = S′′.

Òîãäà ∀λ, µ ∈ R ðÿä
∑+∞

k=1(λak + µbk) ñõîäèòñÿ è

+∞∑
k=1

(λak + µbk) = λ

+∞∑
k=1

ak + µ

+∞∑
k=1

bk = λS′ + µS′′.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

Sn
.
=

n∑
k=1

(λak + µbk) =

n∑
k=1

λak +

n∑
k=1

µbk =
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= λ

n∑
k=1

ak + µ

n∑
k=1

bk = λS′
n + µS′′

n,

ãäå S′
n è S′′

n � ÷àñòè÷íûå ñóììû n-ãî ïîðÿäêà ïåðâîãî è âòîðîãî ðÿ-
äîâ ñîòâåòñòâåííî. Ïî ñâîñòâó ëèíåéíîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(λS′
n + µS′′

n) =

= λ lim
n→+∞

S′
n + µ lim

n→+∞
S′′
n = λS′ + µS′′.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3(êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ðÿä

∑+∞
k=1 ak

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε
è ∀p ∈ N:

|an+1 + . . .+ an+p| = |
n+p∑

k=n+1

ak| < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn) ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäà, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè (òåîðåìà 1 ëåêöèè 8), ò.å. ÷òî ∀ε > 0
∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε è ∀p ∈ N: |Sn+p − Sn| < ε. Òàê êàê
|Sn+p − Sn| = |an+1 + . . .+ an+p|, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü äàí ðÿä
∑+∞

k=1 ak. Ðÿä

an+1 + an+2 + . . .+ an+k + . . . =

+∞∑
k=1

an+k

íàçûâàåòñÿ n�ì îñòàòêîì (îñòàòêîì ïîðÿäêà n) ðÿäà
∑+∞

k=1 ak (n�é
îñòàòîê ìîæíî òàêæå çàïèñàòü êàê

∑+∞
k=n+1 ak).

Èçâåñòíî (ñì. ëåêöèþ 6), ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âëèÿåò íà åå ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäè-
ìîñòü. À êàê ñêàæåòñÿ íà ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ðÿäà îòáðàñû-
âàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ?

Ëåììà. Ðÿä a1 + a2 + . . .+ ak + . . . è åãî ïðîèçâîëüíûé îñòàòîê
an0+1 + an0+2 + . . .+ an0+m + . . . ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðå-
ìåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Sl) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì äàííîãî ðÿäà. Òîãäà äëÿ m�é ÷àñòè÷íîé
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ñóììû îñòàòêà ïîðÿäêà n0 èìååì

S∗
m(n0)

.
=

n0+m∑
k=n0+1

ak = an0+1 + . . .+ an0+m = Sn0+m − Sn0
.

Òàê êàê ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (S∗
m(n0)) è (Sn0+m) îòëè÷àþò-

ñÿ íà ïîñòîÿííóþ, ðàâíóþ Sn0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S∗
m(n0))

+∞
m=1

ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ
(ðàñõîäèòñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì (Sn0+m)+∞

m=1 =
(Sn0+1, Sn0+2, . . .) èñõîäíîãî ðÿäà, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî
ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn). Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä
∑+∞

k=1 ak èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ñõîäèòñÿ åãî
n�é îñòàòîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rn ñóììó n�ãî îñòàòêà, ò.å. rn

.
=∑+∞

k=n+1 ak. Òîãäà

rn = lim
m→+∞

S∗
m(n) = lim

m→+∞
(Sn+m − Sn) = S − Sn,

ò.å. äëÿ ñóììû n�ãî îñòàòêà èìååò ìåñòî ôîðìóëà rn = S − Sn, ãäå
S =

∑+∞
k=1 ak.

Ïðèìåðû.

1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑+∞
k=1

1

k(k + 1)
. Òàê êàê ak =

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
, òî

Sn = a1 + . . .+ an = 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, limn→+∞ Sn = 1. Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ

è
∑+∞
k=1

1

k(k + 1)
= 1.

2. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑+∞
k=0 q

k. Ïðè |q| ≥ 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ,
òàê êàê îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïóñòü 0 < |q| < 1 è Sn =
1 + q + . . .+ qn. Çàìåòèì, ÷òî

qSn = q + . . .+ qn + qn+1 = 1 + q + . . .+ qn − 1 + qn+1 = Sn − 1 + qn+1.

Çíà÷èò, Sn =
1− qn+1

1− q
. Ïîñêîëüêó limn→+∞ qn = 0, òî â ñèëó àðèôìåòè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ∃ limn→+∞ Sn = limn→+∞
1− qn+1

1− q
=

1

1− q
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè 0 < |q| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ è
∑+∞
k=0 q

k =
1

1− q
.
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Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè:

+∞∑
k=1

ak, ak ≥ 0, k = 1, 2, . . . .

Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ðÿäà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè
(ðàñõîäèìîñòè) ëþáîãî åãî îñòàòêà, òî â ïðèâîäèìûõ äàëåå óòâåð-
æäåíèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî k0 ∈ N.

Òåîðåìà 4(êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè ÷ëåíàìè). Ðÿä

∑+∞
k=1 ak, ak ≥ 0 ∀k ∈ N, ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (Sn)
îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Sn+1 = Sn + an+1 è an ≥ 0, òî
Sn ↑. Âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ (òåîðåìà 4 ëåêöèÿ
7) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5(ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 ≤ ak ≤ bk, k =
1, 2, . . .. Òîãäà

1) åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 bk ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑+∞

k=1 ak òàêæå ñõîäèòñÿ;

2) åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑+∞

k=1 bk òàêæå ðàñõî-
äèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ

S′
n =

n∑
k=1

ak ≤
n∑

k=1

bk = S′′
n.

Åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 bk ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ∃C > 0, ò.÷. ∀n ∈ N:
S′′
n ≤ C ⇒ è S′

n ≤ C ∀n ∈ N. Ïîýòîìó â ñèëó òîé æå òåîðåìû 4 ðÿä∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ .
Åñëè ðÿä

∑+∞
k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(S

′
n) íå îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà S′
n ≤ S′′

n áóäåò ñëåäîâàòü íå
îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (S′′

n), ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå 4 ðÿä

∑+∞
k=1 bk ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ∀k ∈ N: ak, bk > 0 è

ak+1

ak
≤ bk+1

bk
.
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Åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 bk ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∑+∞

k=1 ak. Åñëè ðÿä∑+∞
k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∑+∞
k=1 bk òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

a2
a1

· a3
a2

· . . . · ak+1

ak
=
ak+1

a1
,

b2
b1

· b3
b2

· . . . · bk+1

bk
=
bk+1

b1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé ñëåäñòâèÿ
ak+1

a1
≤ bk+1

b1
, ò.å. ak+1 ≤

bk+1
a1
b1
.

Òàê êàê ïðè λ ̸= 0 ðÿäû
∑+∞

k=1 λuk è
∑+∞

k=1 uk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñ-
õîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî (ýòî âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç êðèòåðèÿ Êîøè
ñõîäèìîñòè ðÿäà), òî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ ñëåäóþò èç ïðèçíàêà

ñðàâíåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ðÿäàì
∑+∞

k=1 ak è
∑+∞

k=1 bk+1
a1
b1
.

Ïðèìåíåíèå ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ è åãî ñëåäñòâèÿ, êîãäà â êà÷å-
ñòâå ðÿäà, ñ êîòîðûì âåäåòñÿ ñðàâíåíèå, âûñòóïàåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ, ïðèâîäèò ê ïðèçíàêàì ñõîäèìîñòè Êîøè è Äàëàìáåðà
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 6(ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü ak > 0, k = 1, 2, . . ..

Åñëè ∀k ∈ N:
ak+1

ak
≤ λ < 1, òî ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ. Åñëè ∀k ∈ N:

ak+1

ak
≥ 1, òî ðÿä

∑+∞
k=1 ak ðàñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïåðâîì ñëó÷àå ââåäåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü bk = λk. Òîãäà
ak+1

ak
≤ λ =

bk+1

bk
. Òàê êàê ðÿä

∑+∞
k=1 λ

k

ñõîäèòñÿ, òî, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 5, ïîëó÷àåì ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ak+1 ≥ ak ∀k ⇒ ak ≥ a1 > 0 ∀k ⇒ ðÿä ðàñõî-
äèòñÿ, òàê êàê ak íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ak > 0, k = 1, 2, . . . è ∃ limk→+∞
ak+1

ak
= λ.

Òîãäà
1) ïðè λ < 1 ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ;

2) ïðè λ > 1 èëè λ = +∞ ðÿä
∑+∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè λ = 1 ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λ < 1 ⇒ ÷èñëî ε0
.
=

1− λ

2
> 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε0 ∃k0, ò.÷. ∀k > k0:

ak+1

ak
< λ+ ε0 = λ+

1− λ

2
=
λ+ 1

2
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ñõîäèòñÿ îñòàòîê ðÿäà∑+∞
k=k0+1 ak ⇒ ñõîäèòñÿ è ñàì ðÿä.

Ïóñòü λ > 1 ⇒ ÷èñëî ε1
.
=

λ− 1

2
> 0. Ñíîâà ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà äëÿ ε1 ∃k1, ò.÷. ∀k > k1:

ak+1

ak
> λ− ε1 = λ− λ− 1

2
=
λ+ 1

2
> 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ðàñõîäèòñÿ îñòàòîê ðÿäà∑+∞
k=k1+1 ak ⇒ ðàñõîäèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä (èëè ìîæíî áûëî

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, êàê áûëî îòìå-
÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèçíàêà Äàëàìáåðà, âëå÷åò íåâûïîëíåíèå
íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà).

Ïðè λ = +∞ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε2 = 1 ∃k2, ò.÷. ∀k > k2:

ak+1

ak
> 1.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.
Åñëè λ = 1, òî ïðèìåðàìè ñõîäÿùåãîñÿ è ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-

äîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óñëîâèþ, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ðÿäû∑+∞
k=1

1

k(k + 1)
è
∑+∞

k=1

1

k
.

Òåîðåìà 7(ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü ak ≥ 0 ∀k ∈ N. Òîãäà
1) åñëè ∀k: k

√
ak ≤ λ < 1, òî ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ;

2) åñëè ∀k: k
√
ak ≥ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåðàâåíñòâî

k
√
ak ≤ λ ⇔ ak ≤ λk.

Òàê êàê 0 ≤ λ < 1, òî íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñ ðÿäîì∑+∞
k=1 λ

k ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ.
Åñëè k

√
ak ≥ 1 ∀k, òî ak ≥ 1 ∀k ⇒ ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê îáùèé

÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ∃ limk→+∞ k

√
ak = λ. Òîãäà
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1) ïðè λ < 1 ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ;

2) ïðè λ > 1 èëè λ = +∞ ðÿä
∑+∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè λ = 1 ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè λ < 1, òî êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ñëåäñòâèÿ èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ∃k1 ∈ N, ò.÷. ∀k > k1: k
√
ak <

λ+ 1

2
< 1 ⇒ ñîãëàñíî ïðèçíàêó Êîøè ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ.

Åñëè λ > 1, òî ñíîâà êàê è â ñëåäñòâèè èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà

∃k2 ∈ N, ò.÷. ∀k > k2: k
√
ak >

λ+ 1

2
> 1, ÷òî â ñèëó ïðèçíàêà Êîøè

âëå÷åò ðàñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà.
Ïðè λ = +∞ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε2 = 1 ∃k2, ò.÷. ∀k > k2:

k
√
ak > 1,

îòêóäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñõîäÿùåãîñÿ è ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäîâ, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ λ = 1, ìîæíî âçÿòü ðÿäû, ïðèâåäåííûå â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûå òåîðåìû äàþò íîâûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Sn), ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ ïîâå-
äåíèÿ ðàçíîñòåé Sk − Sk−1 = ak ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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ËÅÊÖÈß 45

Òåîðåìà 1(ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè). Ïóñòü ak =
bk + o(bk) ïðè k → +∞, ïðè÷åì bk ≥ 0 ∀k. Òîãäà ðÿäû

∑+∞
k=1 ak è∑+∞

k=1 bk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ ak = bk+o(bk) = bk(1+o(1))

ïðè k → +∞. Òàê êàê limk→+∞ o(1) = 0, òî äëÿ ε =
1

2
∃k0 ∈ N,

ò.÷. ∀k > k0: |o(1)| ≤
1

2
⇒ ∀k > k0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

2
bk ≤

ak ≤ 3

2
bk, îòêóäà â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îñòàòêè

ïîðÿäêà k0 îáîèõ ðÿäîâ ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Íà
îñíîâàíèè ëåììû èç ëåêöèè 44 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 2(èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñ-
ëîâîãî ðÿäà). Ïóñòü f : [1,+∞) → R, f ≥ 0 è f ↓ íà [1,+∞). Òîãäà

ðÿä
∑+∞

k=1 f(k) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ +∞
1

f(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè
ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f ↓ íà [1,+∞), òî ïî òåîðåìå
3 ëåêöèè 25 f ∈ R[1, η] ∀η ∈ [1,+∞) ⇒ îïðåäåëåí íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë

∫ +∞
1

f(x) dx.
Òàê êàê f óáûâàåò, òî ∀x ∈ [k, k+1], k ∈ N ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà
f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà ïî [k, k + 1]:∫ k+1

k

f(k + 1) dx ≤
∫ k+1

k

f(x) dx ≤
∫ k+1

k

f(k) dx.

Ïîñêîëüêó
∫ k+1

k
f(k + 1) dx = f(k + 1),

∫ k+1

k
f(k) dx = f(k), òî

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x) dx ≤ f(k)

Ïðîñóììèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n:

n∑
k=1

f(k + 1) ≤
n∑

k=1

∫ k+1

k

f(x) dx ≤
n∑

k=1

f(k).
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Ïóñòü Sn =
∑n

k=1 f(k). Òîãäà
∑n

k=1 f(k + 1) = f(2) + f(3) + . . .+

f(n) + f(n + 1) = Sn+1 − f(1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∑n

k=1

∫ k+1

k
f(x) dx =∫ n+1

1
f(x) dx (ëåììà 2 ëåêöèè 26), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

Sn+1 − f(1) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx ≤ Sn, n ∈ N (21)

Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä, ò.å. ∃ limn→+∞ Sn ⇒ ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè (òåîðåìà 4 ëåêöèè 44)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ò.å. ∃C > 0, ò.÷. ∀n:
Sn ≤ C. Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå η ≥ 1 è âûáåðåì m ∈ N,
ò.÷. η ∈ [m,m+1). Äàëåå, â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà îò íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé (ñì. ñëåäñòâèå èç ëåììû 1 ëåêöèè 26)∫ η

1

f(x) dx ≤
∫ m+1

1

f(x) dx ≤ Sm ≤ C

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè (ñì. ëåêöèþ 31) íåñîáñòâåííûé èíòå-
ãðàë

∫ +∞
1

f(x) dx ñõîäèòñÿ.
Åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) íå îãðàíè÷å-
íà ñâåðõó, ÷òî âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ (21) âëå÷åò íåîãðàíè÷åííîñòü
ôóíêöèè

∫ η

1
f(x) dx, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà
∫ +∞
1

f(x) dx.
Åñëè ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, òî ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ,

èáî åñëè áû ðÿä ðàñõîäèëñÿ, òî ïî äîêàçàííîìó ðàñõîäèëñÿ áû è
èíòåãðàë.

Åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è ðÿä, ò.ê. åñëè áû ðÿä
ñõîäèëñÿ, òî ïî äîêàçàííîìó ñõîäèëñÿ áû è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû.

1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑+∞
k=1

1

kp
. Äëÿ p ≤ 0 îáùèé ÷ëåí ðÿäà

íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïðè p > 0 ïî èíòåãðàëü-
íîìó ïðèçíàêó Êîøè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ

íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì
∫ +∞
1

dx

xp
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p > 1 ðàññìàò-

ðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè p ≤ 1 � ðàñõîäèòñÿ.

2. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑+∞
k=2

1

kplnqk
ñîâïàäàþò â ñèëó èíòåãðàëü-

íîãî ïðèçíàêà Êîøè ñ óñëîâèÿìè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
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∫ +∞
2

dx

xplnqx
dx. Ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ p > 1 ïðè ëþáûõ q; ïðè p = 1

ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî äëÿ q > 1; ðÿä ðàñõîäèòñÿ, äëÿ p < 1 è ïðîèçâîëüíûõ
q.

3. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü
∑+∞
k=1(1 − cos(1/k)). Âûäåëèì ãëàâíóþ

÷àñòü îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà

1− cos
1

k
= 1−

(
1− 1

2k2
+ o

(
1

k2

))
=

1

2k2
+ o

(
1

k2

)
ïðè k → +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ñõîäèòñÿ∑+∞
k=1

1

2k2
.

Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä
∑+∞

k=1 ak íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑+∞

k=1 |ak|.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî íå

àáñîëþòíî.
Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðÿä

∑+∞
k=1 |ak| ñõîäèòñÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ ýòîãî ðÿäà âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè,
ò.å. ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε è ∀p ∈ N:

∑n+p
k=n+1 |ak| < ε ⇒ ∀n > nε

è ∀p ∈ N: |
∑n+p

k=n+1 ak| ≤
∑n+p

k=n+1 |ak| < ε ⇒ â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè

ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà 4(ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(bk) òàêîâà, ÷òî bk ↓ 0. Òîãäà ðÿä
∑+∞

k=1(−1)k+1bk ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì
|Sn − S| ≤ bn+1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ÷åòíîãî ïîðÿäêà (S2n). Èç óñëîâèÿ bk ↓ ñëåäóåò, ÷òî
∀k ∈ N: bk − bk+1 ≥ 0. Ïîýòîìó

S2n = b1−b2+. . .+b2n−1−b2n = S2n−2+b2n−1−b2n ≥ S2n−2 = S2(n−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, S2n ↑ è S2n ≥ 0.
Â òî æå âðåìÿ,

S2n = b1 − (b2 − b3)− . . .− (b2n−2 − b2n−1)− b2n ≤ b1,

ò.ê. ñëàãàåìûå â êðóãëûõ ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limn→+∞ S2n = S è ïðè ýòîì 0 ≤ S2n ≤ S ≤ b1.
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Äàëåå, S2n+1 = S2n + b2n+1. Ïîñêîëüêó limn→+∞ bn = 0, òî
∃ limn→+∞ S2n+1 = limn→+∞(S2n + b2n+1) = S. Èç ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé (S2n) è (S2n+1) è ðàâåíñòâà èõ ïðåäåëîâ ñëåäóåò,
÷òî ∃ limn→+∞ Sn = S (äåéñòâèòåëüíî, ∀ε > 0 ∃m′

ε, m
′′
ε ∈ N, ò.÷.

∀m > m′
ε: |S2m − S| < ε è ∀m > m′′

ε : |S2m+1 − S| < ε ⇒ ∀n > 2nε + 1,
ãäå nε

.
= max(m′

ε,m
′′
ε ): |Sn − S| < ε) ⇒ ðÿä

∑+∞
k=1(−1)k+1bk ñõîäèòñÿ

è åãî ñóììà ðàâíà S.
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè |S − Sn| çàìå-

òèì, ÷òî
∑+∞

k=1(−1)kbk = −
∑+∞

k=1(−1)k+1bk. Ïîýòîìó çíàêî÷åðåäóþ-
ùèéñÿ ðÿä

∑+∞
k=1(−1)kbk, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîãî îòðèöàòåëåí, ñõîäèò-

ñÿ, à åãî ñóììà σ = −S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó −b1 ≤ σ ≤ 0.
Çàôèêñèðóåì n. Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü S−Sn ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà∑+∞

k=n+1(−1)k+1bk, òî â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ñïðàâåäëèâà îöåíêà:
−bn+1 ≤ S − Sn ≤ bn+1, ò.å. |S − Sn| ≤ bn+1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ñõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà (S2n−1)

+∞
n=1 óáûâàþùàÿ è

∀n ∈ N S2n−1 ≥ S.
Ðÿäû âèäà

∑+∞
k=1(−1)k+1bk (èëè

∑+∞
k=1(−1)kbk), ãäå bk ↓ 0 íàçûâà-

þòñÿ ðÿäàìè Ëåéáíèöà. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû (ðÿäû Ëåéáíèöà) ñî ñêîëü óãîäíî ìåäëåí-
íûì ñòðåìëåíèåì ê íóëþ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà.

Ïðèìåð. Ðÿä
∑+∞
k=1

(−1)k+1

k
ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò

ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ðÿä èç ìîäóëåé
∑+∞
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 5(ïðèçíàê Äèðèõëå). Ðÿä
∑+∞

k=1 akbk ñõîäèòñÿ, åñëè:
1) ∃M > 0, ò.÷. ∀n: |

∑n
k=1 ak| ≤M ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk) ìîíîòîííà;
3) bk → 0 ïðè k → +∞.
Òåîðåìà 6(ïðèçíàê Àáåëÿ). Ðÿä

∑+∞
k=1 akbk ñõîäèòñÿ, åñëè:

1) ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk) ìîíîòîííà;
3) ∃L > 0, ò.÷. ∀k: |bk| ≤ L.
Îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâ ýòè òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 1. Ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèÿ â ýòèõ ïðèçíàêàõ. Íà÷íåì ñ

ïðèçíàêà Àáåëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak) ñîõðà-
íÿþò çíàê ⇒ ðÿä

∑+∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà∑+∞

k=1 akbk äîñòàòî÷íî ëèøü îãðàíè÷åííîñòè (bk). Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç
îöåíêè |akbk| ≤ L|ak| â ñèëó òåîðåìû 5 ëåêöèè 44. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå
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ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bk), íàêëàäûâàåìîå â ïðèçíàêå Àáåëÿ,
îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì.

Â ñëó÷àå çíàêîïîñòîÿíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak) óñëîâèå 1) ïðè-
çíàêà Äèðèõëå ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑+∞
k=1 ak (ñì. òåîðåìó 4 ëåê-

öèè 44). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ñõîäèìîñòè ðÿäà∑+∞
k=1 akbk ìîæíî, ïîòðåáîâàâ ëèøü îãðàíè÷åíííîñòü (bk) âìåñòî óñëîâèé

2) è 3), êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ èçëèøíèìè.
Ýòè íàáëþäåíèÿ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ñîäåð-

æàòåëüíû, ëèøü êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû. Ïðè ýòîì
çíàêîïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak), èáî ÷ëåíû âñÿêîé ìî-
íîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bk) èìåþò îäèí çíàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà k0.

Çàìå÷àíèå 2. Êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà, òðåáîâà-
íèå ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bk) â ýòèõ ïðèçíàêàõ ñóùåñòâåííî.

Ïóñòü ak = (−1)k, bk =
(−1)k

k
⇒ |

∑n
k=1(−1)k| = | − 1+1+ . . .+(−1)k| ≤ 1

è limk→+∞(−1)k/k = 0, íî ðÿä
∑+∞
k=1 akbk =

∑+∞
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ.

Òåïåðü ïîëîæèì ak =
(−1)k

k
, bk = (−1)k. Ðÿä

∑+∞
k=1

(−1)k

k
ñõîäèò-

ñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)k îãðàíè÷åíà, à ðÿä∑+∞
k=1 akbk =

∑+∞
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèçíà-
êà Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïðèçíàêå Äèðèõëå âçÿòü ak = (−1)k,
òî ïîëó÷èì ïðèçíàê Ëåéáíèöà.

Ïðèìåð. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑+∞
k=1

sin kx

k
äëÿ x ∈ [0, 2π].

Ïðè x = 0 è x = 2π ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê âñå åãî ÷ëåíû íóëåâûå. Ïóñòü
x ∈ (0, 2π). Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü êîíå÷íûõ ñóìì

∑n
k=1 sin kx. Èìååì

n∑
k=1

sin kx =

1

2 sin(x/2)

(
2 sinx sin

(x
2

)
+ 2 sin 2x sin

(x
2

)
+ . . .+ 2 sinnx sin

(x
2

))
=

=
1

2 sin(x/2)

(
cos
(
x− x

2

)
− cos

(
x+

x

2

)
+ cos

(
2x− x

2

)
− cos

(
2x+

x

2

)
+ . . .

+ cos
(
nx− x

2

)
− cos

(
nx+

x

2

))
=

1

2 sin(x/2)

(
cos
(x
2

)
− cos

(
nx+

x

2

))
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈ (0, 2π):∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin kx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣cos(x

2

)
− cos

(
nx+

x

2

)∣∣∣
2 sin(x/2)

≤ 1

sin(x/2)
.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
1

k

)
óáûâàåò ê íóëþ, òî ïî ïðèçíàêó Äè-

ðèõëå ðÿä
∑+∞
k=1

sin kx

k
ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 2π).

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå äâà óòâåðæäåíèÿ, ïîêàçûâà-
þùèå ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ.

Âñÿêîå âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë N íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ñòàëî áûòü, ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (n1, n2, . . . , nk, . . .) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîé êàæ-
äîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ îäèí è òîëüêî îäèí ðàç.

Òåîðåìà 7. Åñëè ðÿä
∑+∞

k=1 ak ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ëþáàÿ

åãî ïåðåñòàíîâêà
∑+∞

k=1 ank
òàêæå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê òîé æå

ñóììå.
Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, ò.å. âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ñóììàì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

Òåîðåìà 8(Ðèìàí). Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ïåðåñòàíîâêó åãî
÷ëåíîâ, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ÷èñëó.
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