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Ìîèì ðîäèòåëÿì ïîñâÿùàåòñÿ

Ïðåäèñëîâèå êî âòîðîìó èçäàíèþ

Ýòà êíèãà ÿâëÿåòñÿ íîâûì èçäàíèåì ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ "Ëåêöèè
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó", èçäàííîé â 2016 ã. Â íîâîì èçäà-
íèè èñïðàâëåíû çàìå÷åííûå îïå÷àòêè è íåòî÷íîñòè, ïåðåðàáîòàíî
èçëîæåíèå íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, äîáàâëåíû ïðèìåðû è çàìå÷àíèÿ.
Ññûëêè íà "Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×àñòü I" èìåþò
ñëåäóþùèé ôîðìàò: ïåðåä íîìåðîì ëåêöèè ñòàâèòñÿ 1, îòäåëåííàÿ
îò íîìåðà ëåêöèè òî÷êîé. Àâòîð áëàãîäàðåí ãåîëîãè÷åñêîìó ôà-
êóëüòåòó ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ïîääåðæêó, áåç êîòîðîé ýòà
êíèãà íå áûëà áû èçäàíà.

Àâòîð íå âîçðàæàåò ïðîòèâ êîïèðîâàíèÿ äàííîé êíèãè è åå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ â ïå÷àòíîé è ýëåêòðîííîé ôîðìå â íåèçìåííîì âèäå
â íåêîììåð÷åñêèõ öåëÿõ è ñ ñîõðàíåíèåì êîïèðàéòà, ïðèíàäëåæà-
ùåãî àâòîðó.

Ìîñêâà, 2021 ãîä Í. Êóäðÿâöåâ

Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ÷èòàåìîãî àâòîðîì â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò
ñòóäåíòàì�ãåîôèçèêàì ãåîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàíåå èçäàííûõ ëåêöèé
àâòîðà1. Â íåãî âêëþ÷åí ìàòåðèàë 3 ñåìåñòðà, â êîòîðîì èçó÷à-
þòñÿ ñëåäóþùèå òåìû: ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿ-
äû; èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, âêëþ÷àÿ íåñîáñòâåííûå

1Í.Ë. Êóäðÿâöåâ "Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó". Ì.: 2013.
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èíòåãðàëû; êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà; êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõ-
íîñòíûå èíòåãðàëû; ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Ññûëêè â
íàñòîÿùåì ïîñîáèè äàþòñÿ íà êíèãó 2013 ã.

Ïðè íàïèñàíèè äàííîé êíèãè àâòîð ñòðåìèëñÿ ê òîìó, ÷òîáû
÷èòàòåëü ïîëó÷èë áàçîâûå çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðèëîæåíèé è
îñâîåíèÿ äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, à òàêæå ÷òîáû ëèöà,
çàèíòåðåñîâàííûå â óãëóáëåííîì èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà, ìîãëè ñàìîñòîÿòåëüíî îñâîèòü áîëåå ãëóáîêèå è òîíêèå àñïåêòû
òåîðèè, èçëàãàåìûå êàê â ôóíäàìåíòàëüíûõ êóðñàõ àíàëèçà, òàê è
â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè íàøëè îòðàæåíèå áîëåå ÷åì 30�ëåòíèé
îïûò ðàáîòû íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî�
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ïðåïîäàâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ôà-
êóëüòåòàõ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Áåç ïîñòîÿííîãî îáùåíèÿ
ñ êîëëåãàìè ïî êàôåäðå, êîòîðîå ñôîðìèðîâàëî ïðåäñòàâëåíèÿ àâ-
òîðà î òîì, êàê äîëæåí âûãëÿäåòü êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
äàííàÿ êíèãà áûëà áû íåâîçìîæíà. Âñåì èì àâòîð ãëóáîêî ïðèçíà-
òåëåí è áëàãîäàðåí.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû òàêæå ïîáëàãîäàðèòü ãåîëîãè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ïîìîùü â èçäàíèè ëåêöèé.

Ìîñêâà, 2016 Í. Êóäðÿâöåâ
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Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïîëíîòà ñè-

ñòåì èç êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Êîì-
ïëåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

ËÅÊÖÈß 26 .............................................................................190
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà.
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ËÅÊÖÈß 1
Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû.

Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. sup�êðèòåðèé è êðèòåðèé Êîøè

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëü-
íîìó ÷èñëó k ñîïîñòàâëåíà ôóíêöèÿ fk : E → R, òî ãîâîðÿò, ÷òî
(íà ìíîæåñòâå E) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fk)

+∞
k=1 =

(fk(x))
+∞
k=1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)
+∞
k=1

îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0,
ò.÷. äëÿ âñåõ k ∈ N è âñåõ x ∈ E: |fk(x)| ≤ C.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)
+∞
k=1

ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ∈ E, åñëè èìååò ïðåäåë ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (fk(x0))

+∞
k=1.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)
+∞
k=1

ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E (ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå
E), åñëè îíà ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E, ò.å äëÿ ëþ-
áîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ E ñóùåñòâóåò ïðåäåë limk→+∞ fk(x)
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk(x))

+∞
k=1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x))
+∞
k=1 íàçûâàåòñÿ ðàñ-

õîäÿùåéñÿ íà ìíîæåñòâå E.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)

+∞
k=1 ñõîäèòñÿ íà E, òî íà ýòîì ìíî-

æåñòâå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x)
.
= limk→+∞ fk(x), êîòîðàÿ íàçû-

âàåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (fk)

+∞
k=1. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ

çàïèñü fk(x)
E→ f(x) (k → +∞), èëè limk→+∞ fk(x)

E
= f(x).

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå E çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
(ak(x))

+∞
k=1. Îáðàçóåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷ëåíàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Sn(x)
.
= a1(x) + a2(x) + . . .+ an(x) =

n∑
k=1

ak(x).
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Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì ñ ÷ëåíàìè ak(x),
k = 1, 2, . . ., íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (Sn(x))

+∞
n=1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∑+∞

k=1 ak(x).
×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn(x))

+∞
n=1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷à-

ñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà
∑+∞
k=1 ak(x).

Îïðåäåëåíèå 5. Ðÿä
∑+∞
k=n+1 ak(x) íàçûâàåòñÿ n�ì îñòàòêîì

ðÿäà
∑+∞
k=1 ak(x).

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ â

òî÷êå x0 ∈ E, åñëè ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x0).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ôóíêöèîíàëü-
íûé ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, åñëè â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limn→+∞ Sn(x0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.
Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ íà

ìíîæåñòâå E (ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà E), åñëè îí ñõîäèòñÿ â
êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàåò-
ñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ íà E.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑+∞
k=1 ak(x) íà ìíîæåñòâå

E îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü íà E ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(Sn(x))

+∞
n=1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn(x))

+∞
n=1 ñõîäèòñÿ íà E, òî

íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ S(x)
.
= limn→+∞ Sn(x),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà
∑+∞
k=1 ak(x), ÷òî çàïèñûâàåòñÿ,

êàê
∑+∞
k=1 ak(x) = S(x). Ïðî ôóíêöèþ S(x) ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî

îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä S(x) =
∑+∞
k=1 ak(x) ïî ñèñòåìå ôóíêöèé

{a1(x), a2(x), . . . , ak(x), . . .}.
Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè íà ìíîæåñòâå E ñõîäèòñÿ ðÿä∑+∞
k=1 |ak(x)|, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) íàçûâàåòñÿ àá-

ñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå E.
Îïðåäåëåíèå 9. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî íà ìíîæåñòâå, åñëè îí

ñõîäèòñÿ íà íåì, íî íå àáñîëþòíî.
Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî íà

ìíîæåñòâå E, òî îí ñõîäèòñÿ íà E.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
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Ïðèìåð. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä
∑+∞
k=1

(−1)kxk

k
. Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå x = 0 ðÿä ñõîäèò-

ñÿ (è ïðè òîì àáñîëþòíî).

Çàôèêñèðóåì x0 ̸= 0 è ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä
∑+∞
k=1

(−1)kxk0
k

. Íà÷-

íåì ñ èçó÷åíèÿ åãî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì

Äàëàìáåðà (ak(x0) =
(−1)kxk0

k
):

∣∣∣∣ak+1(x0)

ak(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ xk+1
0 k

xk0(k + 1)

∣∣∣∣ = |x0|
k

k + 1
→

|x0| ïðè k → +∞ ⇒ ïðè |x0| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ïðè

|x0| > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ (èáî â ýòîì ñëó÷àå |ak(x0)| íå ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè k → +∞, à òîãäà è ak(x0) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Îñòà-

ëîñü âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè x0 = ±1. Â òî÷êå x0 = −1 ðÿä∑+∞
k=1

(−1)k(−1)k

k
=
∑+∞
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 2 ëåêöè 1.44). Åñëè

x0 = 1, òî ðÿä
∑+∞
k=1

(−1)k

k
ñõîäèòñÿ, íî íå àáñîëþòíî (ñì. ïðèìåð ëåêöèè

1.45). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå (−1, 1] è àáñîëþòíî

� íà èíòåðâàëå (−1, 1).

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü èìååòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x))

+∞
k=1. Òîãäà âîçíèêàþò âîïðîñû î ñâîé-

ñòâàõ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x). Êàê îíè ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Êîãäà, íàïðèìåð, ìîæíî ãîâîðèòü î
íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè èëè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíê-
öèè f(x)? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìîæíî äàòü â òåðìèíàõ ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fk)

+∞
k=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E

(fk
E

⇒ f) ïðè k → +∞, åñëè

∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε è ∀x ∈ E : |fk(x)− f(x)| < ε.

Íàïèøåì äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ε−k ÿçûêå îïðåäåëåíèå ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå E:
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∀x ∈ E è ∀ε > 0 ∃k′ = k′(x, ε) ∈ N, ò.÷. ∀k > k′ : |fk(x)− f(x)| < ε,

ò.å. âûáîð k′, â îòëè÷èå îò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ
íå òîëüêî çàäàíèåì ÷èñëà ε, íî è âûáîðîì òî÷êè x, ò.ê. äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî x ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (fk(x))

+∞
k=1.

Èç îïðåäåëåíèé ðàâíîìåðíîé è ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòåé íà ìíî-

æåñòâå E ñëåäóåò, ÷òî åñëè fk
E

⇒ f ïðè k → +∞, òî fk
E→ f .

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèëàñü ðàâíîìåðíî
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà ñõîäèëàñü ïîòî-
÷å÷íî íà íåì ê òîìó æå ïðåäåëó.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî fk(x)
E

⇒ f(x) ïðè k → +∞ ⇔ fk(x) −

f(x)
E

⇒ 0.

ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, òî îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è íà ëþáîì åãî
ïîäìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 2(sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Äëÿ

òîãî ÷òîáû fk(x)
E

⇒ f(x) ïðè k → +∞ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü supx∈E |fk(x)− f(x)| → 0 ïðè
k → +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü fk
E

⇒ f (k → +∞) ⇒ ∀ε > 0
∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε è ∀x ∈ E: |fk(x) − f(x)| < ε/2 ⇒ â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ∀k > kε: supx∈E |fk(x)− f(x)| ≤ ε/2 < ε
⇒ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî limk→+∞ supx∈E |fk(x)− f(x)| = 0.

Îáðàòíî, åñëè limk→+∞ supx∈E |fk(x)−f(x)| = 0, òî ∀ε > 0 ∃kε ∈
N, ò.÷. ∀k > kε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî supx∈E |fk(x)− f(x)| < ε.
Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî ∀k > kε è ∀x ∈ E:

|fk(x)− f(x)| < ε ⇒ fk
E

⇒ f (k → +∞). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåðû.

1) Âñÿêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó
ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå.

2) Èññëåäóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fk(x) = xk íà ðàâíîìåð-

íóþ ñõîäèìîñòü íà a) îòðåçêå [0, q], q ∈ (0, 1) è b) ïîëóèíòåðâàëå [0, 1).

Êàê áûëî îòìå÷åíî, ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî åå ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë. Ïîýòîìó ñíà÷àëà

âûÿñíèì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè. Íà îáîèõ ìíîæåñòâàõ 0 < x < 1 ⇒ xk → 0 ïðè k → +∞. Òåïåðü

âîñïîëüçóåìñÿ sup�êðèòåðèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå

èìååì supx∈[0,q] |xk − 0| = supx∈[0,q] x
k ≤ qk → 0 ⇒ xk

E

⇒ 0 (k → +∞).

Âî âòîðîì ñëó÷àå supx∈[0,1) |xk − 0| = supx∈[0,1) x
k = limx→1−0 x

k = 1

(ïðåäïîñëåäíèé ïåðåõîä âûïîëíåí íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 èç ëåêöèè

1.13. Âïðî÷åì, ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü ëåãêî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íî) ⇒ íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk)+∞
k=1 íå ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 3(êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fk
E

⇒ f (k → +∞) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε, ∀p ∈ N è ∀x ∈ E : |fk+p(x)−fk(x)| < ε
(1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü fk
E

⇒ f , ò.å. ∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷.
∀k > kε è ∀x ∈ E: |fk(x)− f(x)| < ε ⇒ ∀k > kε, ∀p ∈ N è ∀x ∈ E:

|fk+p(x)− fk(x)| = |fk+p(x)− f(x) + f(x)− fk(x)| ≤

|fk+p(x)− f(x)|+ |f(x)− fk(x)| < ε+ ε = 2ε.

Îáðàòíî. Óñëîâèå òåîðåìû (1) îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî â êàæ-
äîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ E ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fk(x))

+∞
k=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ÔÏ fk(x) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ìíîæåñòâå E.
Ïóñòü f(x) = limk→+∞ fk(x), x ∈ E. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè p →
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+∞ â (1), ïîëó÷èì, ÷òî ∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε è ∀x ∈ E :

|f(x)− fk(x)| ≤ ε ⇒ fk
E

⇒ f (k → +∞). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ËÅÊÖÈß 2
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.
Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Êðèòåðèé Êîøè.

Ïðèçíàêè Âåéåðøòðàññà, Äèðèõëå è Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíî-

æåñòâå E, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E.

Åñëè Sn(x)
E

⇒ S(x) ïðè n→ +∞, òî ïèøóò
∑+∞
k=1 ak(x)

E

⇒ S(x).

Ïóñòü ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà ìíîæåñòâå E è

S(x) � åãî ñóììà. Òîãäà ôóíêöèÿ rn(x) = S(x) − Sn(x) ÿâëÿ-
åòñÿ ñóììîé n�ãî îñòàòêà ðÿäà: rn(x) =

∑+∞
k=n+1 ak(x). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ìíîæåñòâå E, ò.å. óñëî-

âèå Sn(x)
E

⇒ S(x) ïðè n → +∞ ⇔ rn(x) = S(x) − Sn(x)
E

⇒ 0 ⇔
supx∈E |rn(x)| = supx∈E |

∑+∞
k=n+1 ak(x)| → 0 ïðè n → +∞. Ïîëó-

÷åííàÿ çàïèñü óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íå ñîäåðæèò
â ÿâíîì âèäå åãî ñóììó, ÷òî äåëàåò åå óäîáíîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ,
èáî íà ïðàêòèêå ÿâíûé âèä ñóììû ðÿäà S(x) â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ íå èçâåñòåí. Ïðåäïîëîæåíèå î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íå
îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, ò.ê. ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèì óñëîâèåì åãî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà). Åñëè ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæå-

ñòâå E, òî ak(x)
E
⇒ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç
ïðåäñòàâëåíèÿ ak(x) = Sk(x)−Sk−1(x), k = 2, 3, . . .. Äåéñòâèòåëüíî,

çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó Sk(x)
E

⇒ S(x) (k → +∞), òî ∃kε ∈ N,
ò.÷. ∀k > kε è ∀x ∈ E: |Sk(x) − S(x)| < ε. Ïîýòîìó ∀k > kε + 1 è
∀x ∈ E èìååì
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|ak(x)| = |Sk(x)− Sk−1(x)| = |Sk(x)− S(x) + S(x)− Sk−1(x)| ≤

|Sk(x)− S(x)|+ |S(x)− Sk−1(x)| < 2ε.

Çíà÷èò, ak(x)
E

⇒ 0 ïðè k → +∞.
Òåîðåìà 2(êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿ-

äà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèëñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíî-

æåñòâå E íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷.
∀k > kε, ∀p ∈ N è ∀x ∈ E:

|ak+1(x) + ak+2(x) + . . .+ ak+p(x)| =

∣∣∣∣∣
k+p∑

n=k+1

an(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà∑+∞
k=1 ak(x) íà ìíîæåñòâå E îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî

÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x)
E

⇒ S(x) ïðè n→ +∞. À ýòî ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn(x) âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ò.å.

∀ε > 0 ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε, ∀p ∈ N è ∀x ∈ E : |Sk+p(x)−Sk(x)| < ε.

Òàê êàê ak+1(x) + ak+2(x) + . . . + ak+p(x) = Sk+p(x) − Sk(x), òî
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíî-

æåñòâå E ê ôóíêöèè S(x) è b(x) � îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå E

ôóíêöèÿ. Òîãäà
∑+∞
k=1 b(x)ak(x)

E

⇒ b(x)S(x). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà λ ðÿä
∑+∞
k=1 λak(x)

E

⇒ λS(x).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

∑n
k=1 b(x)ak(x) =

b(x)
∑n
k=1 ak(x) = b(x)Sn(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈E

|b(x)Sn(x)− b(x)S(x)| = sup
x∈E

|b(x)||Sn(x)− S(x)| ≤
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sup
x∈E

|b(x)|| sup
x∈E

|Sn(x)− S(x)| → 0 ïðè n→ +∞,

èáî Sn(x)
E

⇒ S(x), à ôóíêöèÿ b(x) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E. Çíà-

÷èò, íà îñíîâàíèè sup�êðèòåðèÿ
∑+∞
k=1 b(x)ak(x)

E

⇒ b(x)S(x). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü ðÿäû
∑+∞
k=1 ak(x) è

∑+∞
k=1 bk(x) ñõîäÿòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íà ìíîæåñòâå E. Òîãäà ðÿä
∑+∞
k=1(ak(x) + bk(x)) òàêæå

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü S′(x) =

∑+∞
k=1 ak(x), S

′
n(x) =∑n

k=1 ak(x), S
′′(x) =

∑+∞
k=1 bk(x) è S

′′
n(x) =

∑n
k=1 bk(x). Òîãäà

sup
x∈E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(ak(x) + bk(x))− (S′(x) + S′′(x))

∣∣∣∣∣ =
sup
x∈E

|S′
n(x) + S′′

n(x)− S′(x)− S′′(x)| ≤

sup
x∈E

(|S′
n(x)− S′(x)|+ |S′′

n(x)− S′′(x)|) ≤

sup
x∈E

|S′
n(x)− S′(x)|+ sup

x∈E
|S′′
n(x)− S′′(x)| → 0 ïðè n→ +∞.

Â ñèëó sup�êðèòåðèÿ ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3(ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü äàí ðÿä∑+∞
k=1 ak(x), ò.÷. ∀x ∈ E è ∀k ∈ N: |ak(x)| ≤ αk. Åñëè ÷èñëîâîé

ðÿä
∑+∞
k=1 αk ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Â ñèëó êðèòåðèÿ

Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà
∑+∞
k=1 αk ∃nε ∈ N, ò.÷. ∀n > nε è

∀p ∈ N:
∑n+p
k=n αk < ε. Ïîñêîëüêó ∀x ∈ E: |ak(x)| ≤ αk, òî ∀n > nε,

∀p ∈ N è ∀x ∈ E:∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

ak(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑
k=n

|ak(x)| ≤
n+p∑
k=n

αk < ε.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íå òîëüêî äëÿ ðÿäà
∑+∞
k=1 ak(x), íî è äëÿ∑+∞

k=1 |ak(x)| âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íà ìíîæåñòâå E. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Íàéäåì ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðÿä
∑+∞
k=1

xk

k!
ñõîäèòñÿ ïî-

òî÷å÷íî, è èññëåäóåì ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ýòîì ìíîæå-

ñòâå. Èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî ∀x ̸= 0. Ñõîäèìîñòü (àáñîëþòíàÿ) ïðè x = 0 î÷åâèäíà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðè òîì àáñîëþòíî íà R. Ïðîâåðèì âûïîëíÿåòñÿ

ëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íà R. Òàê êàê

supx∈R

∣∣∣∣xkk!
∣∣∣∣ = 1

k!
supx∈R |xk| = +∞, òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò. Îä-

íàêî íà ëþáîì îòðåçêå |x| ≤ a ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó

Âåéåðøòðàññà, èáî â ýòîì ñëó÷àå

∣∣∣∣xkk!
∣∣∣∣ ≤ ak

k!
, à ÷èñëîâîé ðÿä

∑+∞
k=1

ak

k!
ñõîäèòñÿ ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ åùå äâà ïðèçíàêà ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ (ñðàâíèòå ñ òåîðåìàìè 5 è 6 ëåê-
öèè 1.45).

Òåîðåìà 4(ïðèçíàê Äèðèõëå). Ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x)bk(x) ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ

1) ∃ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ò.÷. ∀n ∈ N è ∀x ∈ E: |
∑n
k=1 ak(x)| ≤

C,
2) ∀x ∈ E ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk(x))

+∞
k=1 ìîíîòîííà,

3) bk(x)
E

⇒ 0 ïðè k → +∞.
Òåîðåìà 5(ïðèçíàê Àáåëÿ). Ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x)bk(x) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1) ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E,

2) ∀x ∈ E ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk(x))
+∞
k=1 ìîíîòîííà,

3) ∃ ïîñòîÿííàÿ L > 0, ò.÷. ∀k ∈ N è ∀x ∈ E: |bk(x)| ≤ L.
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Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü fk
D

⇒ f ïðè k → +∞ è ∀k ôóíêöèè fk ∈
C(x0), x0 ∈ D. Òîãäà f ∈ C(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì ïðèðàùåíèå

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fk(x) + fk(x)− fk(x0) + fk(x0)− f(x0)| ≤

|f(x)− fk(x)|+ |fk(x)− fk(x0)|+ |fk(x0)− f(x0)|

(k âûáåðåì ïîçæå).

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó fk
D

⇒ f , òî ∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε
è ∀x ∈ D (à çíà÷èò è äëÿ x = x0): |fk(x)− f(x)| < ε.

Òåïåðü âîçüìåì êàêîå�ëèáî k > kε. Ïî óñëîâèþ fk ∈ C(x0) ⇒
∃δ = δ(ε, k), ò.÷. ∀x ∈ U(x0, δ) ∩ D: |fk(x) − fk(x0)| < ε ⇒ ∀x ∈
U(x0, δ) ∩D: |f(x) − f(x0)| < ε + ε + ε = 3ε ⇒ f ∈ C(x0). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ

lim
x→x0

lim
k→+∞

fk(x) = lim
k→+∞

lim
x→x0

fk(x).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû f(x0) = limk→+∞ fk(x0) =
limk→+∞ limx→x0 fk(x)(èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî fk ∈ C(x0)). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå 6 ôóíêöèÿ f ∈ C(x0) è òîãäà f(x0) =
limx→x0 f(x) = limx→x0 limk→+∞ fk(x).

Ñëåäñòâèå. Åñëè fk
D
⇒ f ïðè k → +∞ è ∀k ôóíêöèè fk ∈ C(D),

òî f ∈ C(D).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 6 è îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâ-

íîñòè íà ìíîæåñòâå.
Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 6 äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü
∑+∞
k=1 ak(x)

D

⇒ S(x) è ak(x) ∈ C(x0) ∀k.
Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) ∈ C(x0).
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Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 7 ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 6 è
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, ò.ê.
Sn(x) =

∑n
k=1 ak(x) ∈ C(x0) êàê êîíå÷íûå ñóììû íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé.
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà îçíà÷àåò ðàâ-

íîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, òî ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåìó çàìå÷àíèþ

lim
x→x0

lim
n→+∞

Sn(x) = lim
n→+∞

lim
x→x0

Sn(x),

ò.å.

lim
x→x0

lim
n→+∞

n∑
k=1

ak(x) = lim
n→+∞

lim
x→x0

n∑
k=1

ak(x) = lim
n→+∞

n∑
k=1

lim
x→x0

ak(x)

èëè

lim
x→x0

(
+∞∑
k=1

ak(x)

)
=

+∞∑
k=1

lim
x→x0

ak(x).

Çíà÷èò, èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî çíàêè ïðåäåëà è ñóììèðîâàíèÿ ïåðå-

ñòàíîâî÷íû, ò.å. ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðÿä âåäåò ñåáÿ òàê

æå, êàê è êîíå÷íàÿ ñóììà íåïðåðûâíûõ â äàííîé òî÷êå ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü fk(x)
[c,d]

⇒ f(x) ïðè k → +∞ è ∀k fk(x) ∈
C[c, d]. Òîãäà ∀x0 ∈ [c, d]:∫ x

x0

fk(t) dt
[c,d]

⇒
∫ x

x0

f(t) dt, k → +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ fk ∈ C[c, d] ⇒ íà îñíîâàíèè
òåîðåìû 6 ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C[c, d]. Ïîýòîìó fk, f ∈ R[c, d]
(òåîðåìà 2 ëåêöèè 1.25). È òîãäà â ñèëó ëåììû 4 ëåêöèè 1.25 èíòå-
ãðàëû

∫ x
x0
fk(t) dt è

∫ x
x0
f(t) dt èìåþò ñìûñë. Îöåíèì∣∣∣∣∫ x

x0

fk(t) dt−
∫ x

x0

f(t) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

x0

(fk(t)− f(t)) dt

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∫ x

x0

|fk(t)− f(t)| dt
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∫ x

x0

sup
u∈[c,d]

|fk(u)− f(u)| dt

∣∣∣∣∣ =
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sup
u∈[c,d]

|fk(u)− f(u)|
∣∣∣∣∫ x

x0

dt

∣∣∣∣ = sup
u∈[c,d]

|fk(u)− f(u)||x− x0| ≤

sup
u∈[c,d]

|fk(u)− f(u)|(d− c).

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈[c,d]

∣∣∣∣∫ x

x0

fk(t) dt−
∫ x

x0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ sup
u∈[c,d]

|fk(u)− f(u)|(d− c) → 0

ïðè k → +∞, èáî fk
[c,d]

⇒ f . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèÿ.

1. Èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò ðàâåíñòâî limk→+∞
∫ x
x0
fk(t) dt

[c,d]
=
∫ x
x0
f(t) dt.

Ïîñêîëüêó limk→+∞ fk(x)
[c,d]
= f(x), òî ïîëó÷àåì, ÷òî ∀x ∈ [c, d]

lim
k→+∞

∫ x

x0

fk(t) dt =

∫ x

x0

lim
k→+∞

fk(t) dt,

îçíà÷àþùåå, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ
è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïåðåñòàíîâî÷íû. Â ÷àñòíîñòè äëÿ x0 = c è x = d

lim
k→+∞

∫ d

c

fk(t) dt =

∫ d

c

lim
k→+∞

fk(t) dt.

2. Â òåîðåìå 8 ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îòðåçêå [c, d]: ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ñîõðàíÿåò
íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü, íî è èíòåãðèðóåìîñòü. À èìåííî, åñëè ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk(x))
+∞
k=1 èíòåãðèðóåìû íà [c, d] è fk(x)

[c,d]

⇒ f(x)
ïðè k → +∞, òî f ∈ R[c, d] è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ êðè-
òåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. òåîðåìó 1 ëåêöèè 1.25). Ñíà÷àëà ïðî-

âåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà [c, d]. Ïîñêîëüêó fk(x)
[c,d]

⇒ f(x),
òî äëÿ ε = 1 ∃k0 ∈ N, ò.÷. ∀x ∈ [c, d]: |f(x) − fk0(x)| < 1 ⇒ ∀x ∈ [c, d]:
|f(x)| = |f(x)− fk0(x) + fk0(x)| ≤ |f(x)− fk0(x)|+ |fk0(x)| < 1 +M0, èáî
|fk0(x)| < M0 ∀x ∈ [c, d], òàê êàê fk0 ∈ R[c, d] (ñì. òåîðåìó 1 ëåêöèè 24).
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [c, d].
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Çàôèêñèðóåì ε > 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ∃k1 = k1(ε) ∈ N, ò.÷. |fk1(x) − f(x)| < ε äëÿ ∀x ∈ [c, d] ⇒
fk1(x) − ε < f(x) < fk1(x) + ε äëÿ ∀x ∈ [c, d]. Ïîñêîëüêó fk1 ∈ R[c, d], òî
∃δ = δ(k1, ε) = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀T [c, d] ñ λ(T ) < δ: S(fk1 , T )− s(fk1 , T ) < ε.

Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ðàçáèåíèå T [c, d] ñ λ(T ) < δ. Â ñèëó îöåíîê äëÿ
f(x) èìååì

sup
x∈∆i

f(x) ≤ sup
x∈∆i

(fk1(x) + ε) = sup
x∈∆i

fk1(x) + ε,

inf
x∈∆i

f(x) ≥ inf
x∈∆i

(fk1(x)− ε) = inf
x∈∆i

fk1(x)− ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, S(f, T ) =
∑
i supx∈∆i

f(x)∆xi ≤
∑
i(supx∈∆i

fk1(x) +
ε)∆xi = S(fk1 , T ) + (d − c)ε. Àíàëîãè÷íî s(f, T ) ≥ s(fk1 , T ) − (d − c)ε.
Çíà÷èò, ∀T [c, d] ñ λ(T ) < δ èìååì S(f, T )−s(f, T ) ≤ S(fk1 , T )−s(fk1 , T )+
2(d− c)ε < ε+ (d− c)ε = ε(1 + 2(d− c)) ⇒ ôóíêöèÿ f ∈ R[a, b].

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè è âîç-

ìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âûòåêàåò èç ãî-

ðàçäî ìåíåå îáðåìåíèòåëüíûõ óñëîâèé, íåæåëè ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïåðåôîðìóëèðóåì äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ è ýòó òåîðåìó.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü
∑+∞
k=1 ak(x)

[c,d]

⇒ S(x) è ak(x) ∈ C[c, d] ∀k.
Òîãäà

+∞∑
k=1

∫ x

x0

ak(t) dt =

∫ x

x0

S(t) dt,

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c, d].
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8 è òîãî, ÷òî ∀n ∈ N:∑n
k=1

∫ x
x0
ak(t) dt =

∫ x
x0
(
∑n
k=1 ak(t)) dt =

∫ x
x0
Sn(t) dt.

Çàìå÷àíèå. Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

+∞∑
k=1

∫ x

x0

ak(t) dt =

∫ x

x0

(
+∞∑
k=1

ak(t)

)
dt,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàöèè ñóììè-

ðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû (äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì ýòî ñëå-

äóåò èç ñâîéñòâà 2 èíòåãðàëà ëåêöèè 1.24).
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ËÅÊÖÈß 3
Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïðîäîëæåíèå). Ïîëíîòà
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b]. Ñòåïåííûå ðÿäû.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàí ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x), ò.÷.

1) ak(x) ∈ C1[c, d] ∀k,

2)
∑+∞
k=1 a

′
k(x)

[c,d]

⇒ σ(x),

3) ∃x0 ∈ [c, d], ò.÷. ÷èñëîâîé ðÿä
∑+∞
k=1 ak(x0) ñõîäèòñÿ.

Òîãäà

1)
∑+∞
k=1 ak(x)

[c,d]

⇒ S(x),
2) S(x) ∈ C1[c, d],
3) S′(x) = σ(x) íà îòðåçêå [c, d], ò.å. (

∑+∞
k=1 ak(x))

′ =∑+∞
k=1 a

′
k(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 9 ëåêöèè 2 ðÿä
∑+∞
k=1 a

′
k(x)

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü:∫ x

x0

σ(t) dt =

∫ x

x0

+∞∑
k=1

a′k(t) dt =

+∞∑
k=1

∫ x

x0

a′k(t) dt =

+∞∑
k=1

(ak(x)− ak(x0))

ïðè÷åì ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c, d]. Ïî
óñëîâèþ ÷èñëîâîé ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x0) ñõîäèòñÿ, à òàê êàê åãî ÷ëåíû íå

çàâèñÿò îò x, òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d]. Ïîñêîëüêó ak(x) =
(ak(x) − ak(x0)) + ak(x0), òî ðÿä

∑+∞
k=1 ak(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà [c, d] ê ñâîåé ñóììå S(x) êàê ðÿä, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé ÷ëåíîâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (ëåììà 2 ëåêöèè 2).
Çíà÷èò,

+∞∑
k=1

(ak(x)− ak(x0)) =

+∞∑
k=1

ak(x)−
+∞∑
k=1

ak(x0) = S(x)− S(x0)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫ x

x0

σ(t) dt = S(x)− S(x0).
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Îòêóäà

S(x) =

∫ x

x0

σ(t) dt+ S(x0).

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 7 ëåêöèè 2 σ(t) ∈ C[c, d], òî ïî ñâîéñòâó
èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (òåîðåìà 2
ëåêöèè 1.27)

∫ x
x0
σ(t) dt ∈ C1[c, d] è (

∫ x
x0
σ(t) dt)′ = σ(x). Ïîýòîìó

S(x) ∈ C1[c, d] è S′(x) = σ(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû,

ò.å. ðÿä âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è êîíå÷íàÿ ñóììà íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òåîðåìà 1 ïåðåïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x))
+∞
k=1, ò.÷.

1) fk ∈ C1[c, d] ∀k,

2) f ′k
[c,d]

⇒ φ ïðè k → +∞,
3) ∃x0 ∈ [c, d], ò.÷. ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x0))

+∞
k=1

ñõîäèòñÿ.
Òîãäà

1) fk
[c,d]

⇒ f ïðè k → +∞,
2) f ∈ C1[c, d],
3) f ′(x) = φ(x) íà [c, d], ò.å. (limk→+∞ fk(x))

′ = limk→+∞ f ′k(x).

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé gk
[c,d]

⇒ g, g , gk ∈ C1[c, d], k ∈ N íå ñëå-

äóåò äàæå ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (g′k(x)) íà [c, d].

Äåéñòâèòåëüíî, gk(x)
.
=

cos kx√
k

[0,π]

⇒ 0, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì

÷ëåíîì g′k(x) = −
√
k sin kx ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x =

π

2
.

Ïîëíîòà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b]

Ïðåâðàòèì ìíîæåñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèé â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ââåäÿ â íåì ðàññòîÿíèå. À
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èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f , g ∈ C[a, b] ïîëîæèì

d(f, g)
.
= sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

Îòìåòèì, õîòÿ ýòî íå áóäåò èñïîëüçîâàíî äàëüøå, ÷òî
supx∈[a,b] |f(x) − g(x)| = maxx∈[a,b] |f(x) − g(x)| (ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ |f(x) − g(x)|
ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ëåêöèè 1.14 äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà).
Ïîýòîìó d(f, g) = maxx∈[a,b] |f(x)− g(x)|.

Êàê è âî âñÿêîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, â C[a, b] îïðåäåëåíà

ñõîäèìîñòü: åñëè fk, f ∈ C[a, b] (k ∈ N), òî fk
d→ f (k → +∞)

def⇔
d(fk, f) → 0 (k → +∞) ⇔ supx∈[a,b] |fk(x)− f(x)| → 0 (k → +∞) ⇔

fk
[a,b]

⇒ f ïðè k → +∞, ò.å. ñõîäèìîñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
C[a, b] � ýòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 3. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x))
+∞
k=1

ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b], ò.å. ∀ε > 0
∃kε ∈ N, ò.÷. ∀k > kε, ∀p ∈ N: d(fk, fk+p) = supx∈[a,b] |fk(x) −
fk+p(x)| < ε ⇒ ∀k > kε, ∀p ∈ N è ∀x ∈ [a, b]: |fk+p(x) − fk(x)| < ε.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk(x))

+∞
k=1 âûïîëíÿåò-

ñÿ êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå [a, b] ⇒ ∃f ,

ò.÷. fk
[a,b]

⇒ f ïðè k → +∞ è ïðè ýòîì f ∈ C[a, b] êàê ðàâíîìåðíûé
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñì. ñëåäñòâèå

òåîðåìû 6 èç ëåêöèè 2). Ïîñêîëüêó óñëîâèå fk
[a,b]

⇒ f ⇔ fk
d→ f

(k → +∞), òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(x))
+∞
k=1

èìååò ïðåäåë â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b], ðàâíûé f . Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåîðåìà äîêàçàíà.

24



Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

a0 +

+∞∑
k=1

ak(z − z0)
k, (2)

ãäå z, z0, ak ∈ R (C), k = 0, 1, . . .. ×èñëà ak íàçûâàþòñÿ êîýôôèöè-
åíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî 00 = 1, òî ∀z: a0 = a0(z − z0)
0. Òîãäà

a0 +

+∞∑
k=1

ak(z − z0)
k =

+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k.

Çàìåíîé x = z − z0 ñòåïåííîé ðÿä (2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

+∞∑
k=0

akx
k. (3)

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì â îñíîâíîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñòå-
ïåííûå ðÿäû âèäà (3).

Òåîðåìà 4(ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä∑+∞
k=0 akx

k ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ̸= 0, òî ∀x ∈ R (C), ò.÷. |x| < |x0|
ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ̸= 0, òî
îí ðàñõîäèòñÿ è ∀x ∈ R (C), ò.÷. |x| > |x0|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü
∑+∞
k=0 akx

k
0 ñõîäèòñÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, limk→+∞ akx
k
0 = 0. Òîãäà ∃C > 0, ò.÷. ∀k: |akxk0 | < C. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî x èìååì

|akxk| = |akxk0 |
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k < C

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣k .

Ïóñòü q
.
= | x

x0
|. Ïðè |x| < |x0| çíà÷åíèÿ q ëåæàò â ïîëóèíòåðâà-

ëå (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑+∞
k=0 q

k ñõîäèòñÿ. À òîãäà ñîãëàñ-
íî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 5 ëåêöèè 1.44) ñõîäèòñÿ è ðÿä∑+∞
k=0 |akxk|.
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2) Ïóñòü ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k
0 ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ∀x: |x| > |x0| ñòå-

ïåííîé ðÿä (3) ñõîäèòüñÿ íå ìîæåò, èáî â ïðîòèâíîì ïî äîêàçàí-
íîìó â ïóíêòå 1 îí áûë áû àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â òî÷êå x0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿùèìñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü äàí ñòåïåíîé ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k. Îí âñåãäà ñõîäèòñÿ â òî÷êå
x = 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E, ñîñòîÿùåå èç íåîòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë y, ò.÷. ïðè x = y ðÿä (3) ñõîäèòñÿ. Òàê êàê
0 ∈ E, òî E ̸= ∅. Ïóñòü R = supE. Òîãäà R ∈ [0,+∞].

Åñëè R > 0 (R ìîæåò îáðàùàòüñÿ è â +∞) è |x| < R, òî ïî
îïðåäåëåíèþ sup ∃y ∈ E, ò.÷. |x| < y ≤ R. Òàê êàê y ∈ E, òî
ðÿä

∑+∞
k=0 aky

k ñõîäèòñÿ. À òîãäà ïî ïåðâîé òåîðåìå Àáåëÿ ñõîäèòñÿ∑∞
k=0 |akxk|. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∀x, ò.÷. |x| < R ñòåïåííîé ðÿä∑+∞
k=0 akx

k ñõîäèòñÿ è ïðè òîì àáñîëþòíî.
Åñëè R < +∞ è |x| > R, òî ∃x0, ò.÷. |x| > x0 > R. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ R ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k
0 ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïåð-

âîé òåîðåìå Àáåëÿ ðàñõîäèòñÿ è
∑+∞
k=0 akx

k.
Èòàê, R îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ∀x, ò.÷. |x| < R ñòåïåí-

íîé ðÿä (3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ∀x, ò.÷. |x| > R ñòåïåííîé ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíà R ∈ [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (3), åñëè ∀x, ò.÷. |x| < R ñòåïåí-
íîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ∀x, ò.÷. |x| > R ñòåïåííîé ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Èíòåðâàë (−R,R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (3).

Äëÿ ðÿäà
∑+∞
k=0 ak(x−x0)

k èíòåðâàë ñõîäèìîñòè èìååò âèä |x−
x0| < R, èëè (x0−R, x0+R), åñëè R < +∞, è ñîâïàäàåò ñ (−∞,+∞),
åñëè R = +∞.
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ËÅÊÖÈß 4
Ñóùåñòâîâàíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ó ïðîèçâîëüíîãî

ñòåïåííîãî ðÿäà. Íåïðåðûâíîñòü ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà
íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ðàäèóñà ñõîäèìîñòè. Ëåììà î òðåõ ðàäèóñàõ ñõîäèìîñòè.
Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ñòåïåííîãî
ðÿäà. Òåîðåìà î êîýôôèöèåíòàõ ñòåïåííîãî ðÿäà.

Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.
Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1. Ó ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà (3) ñóùåñòâóåò ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ∈ [0,+∞]. Äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, R), ðÿä (3) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−r, r].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå R äîêàçàíî âû-
øå. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü. Òàê êàê r < R, òî ââèäó
îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ðÿä

∑+∞
k=0 akr

k ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî. À äëÿ ëþáîãî x, ò.÷. |x| ≤ r ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|akxk| = |ak||xk| ≤ |ak|rk = |akrk|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [−r, r].

Ñëåäñòâèå. Åñëè R > 0, òî ñóììà S(x) ñòåïåííîãî ðÿäà (3)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè (−R,R) ôóíêöè-
åé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x0, ò.÷. |x0| < R. Òîãäà ìîæíî
óêàçàòü ÷èñëî r > 0, ò.÷. |x0| < r < R. Òàê êàê ÷ëåíàìè ñòåïåííîãî
ðÿäà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî â ñèëó åãî ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå [−r, r] åãî ñóììà S(x) ∈ C[−r, r] (ñì. òåî-
ðåìó 7 ëåêöèè 2). Ñëåäîâàòåëüíî, S(x) ∈ C(x0), èáî x0 ∈ [−r, r].
Ïîñêîëüêó x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, òî
ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (−R,R), ÷òî è
îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà S(x) íà (−R,R).
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Âû÷èñëåíèå ðàäèóñîâ ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ

1) Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (3) êîýôôèöèåíòû ak ̸= 0 ∀k. Çà-
ôèêñèðóåì x ̸= 0 è èññëåäóåì ïîëó÷èâøèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä ðÿä íà
àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà:

lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1x
k+1

akxk

∣∣∣∣ = |x| lim
k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = α|x|,

ãäå α
.
= limk→+∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣.
Åñëè α = 0, òî â ñèëó ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ðÿä

∑
k=1 akx

k

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ∀x ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

R = +∞. Ïîëàãàÿ
1

0

.
= +∞, ïîëó÷èì, ÷òî R =

1

α
.

Åñëè α ∈ (0,+∞), òî ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä
∑
k=1 akx

k

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ∀x, ò.÷. α|x| < 1, ò.å. ïðè |x| < 1/α, è ðÿä
ðàñõîäèòñÿ, åñëè α|x| > 1, ò.å. ïðè |x| > 1/α. Ñëåäîâàòåëüíî,

R =
1

α
=

1

limk→+∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = lim
k→+∞

∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ .
Åñëè α = +∞, òî ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä

∑
k=1 akx

k

ðàñõîäèòñÿ ∀x ̸= 0. Ïîýòîìó R = 0. Ïîëàãàÿ
1

+∞
= 0, ìîæíî íàïè-

ñàòü, ÷òî R =
1

α
.

Èòàê, åñëè ∃ limk→+∞ | ak
ak+1

| êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, òî îí

ðàâåí ðàäèóñó ñõîäèìîñòè R ñòåïåííîãî ðÿäà.
2) Âíîâü çàôèêñèðóåì x ̸= 0 â (3) è èññëåäóåì ïîëó÷èâøèé-

ñÿ ÷èñëîâîé ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà
Êîøè:

lim
k→+∞

|akxk|1/k = |x| lim
k→+∞

|ak|1/k = α|x|,

ãäå α
.
= limk→+∞ |ak|1/k.
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Åñëè α = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ∀x ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,

R = +∞. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R =
1

α
.

Åñëè α ∈ (0,+∞), òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ∀x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâó α|x| < 1, ò.å. ïðè |x| < 1/α, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ ∀x,
ò.÷. α|x| > 1, ò.å. ïðè |x| > 1/α. Çíà÷èò, R =

1

α
.

Åñëè α = +∞, òî ∀x ̸= 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó R = 0. Îïÿòü

ïîëó÷àåì, ÷òî R =
1

α
.

Èòàê, åñëè ∃ limk→+∞ |ak|1/k, òî îí ðàâåí
1

R
� âåëè÷èíå, îáðàò-

íîé ðàäèóñó ñõîäèìîñòè.
Ïðèìåðû.

1) Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî

ðÿäà
∑+∞
k=1 x

k/k. Ïî âòîðîé ôîðìóëå
1

R
= limk→+∞(1/k)

1
k = 1 ⇒ R = 1.

Ïîñêîëüêó ïðè |x| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðè òîì àáñîëþòíî, à ïðè |x| > 1 �
ðàñõîäèòñÿ, òî îñòàëîñü èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü â òî÷êàõ x = −1, x = 1.

Ïðè x = −1 ïîëó÷àåì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∑+∞
k=1(−1)k/k (ðÿä Ëåéáíèöà).

Ïðè x = 1 ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∑+∞
k=1 1/k (ãàðìîíè÷åñêèé

ðÿä).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëóèíòåðâàë [−1, 1).

2) Îïðåäåëèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∑+∞
k=1 k

kxk. Èìååì

limk→+∞(kk)1/k = limk→+∞ k = +∞ ⇒ R = 0 è äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ

òîëüêî ïðè x = 0.

Ëåììà 1 (î òðåõ ðàäèóñàõ ñõîäèìîñòè). Ðàäèóñû ñõîäèìî-
ñòè R, R

∫
, R′ òðåõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

+∞∑
k=0

akx
k,

+∞∑
k=0

ak
k + 1

xk+1 è

+∞∑
k=1

kakx
k−1

ñîâïàäàþò.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî R′ ≤ R ≤ R

∫
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îöåíêè∣∣∣∣ ak
(k + 1)

xk+1

∣∣∣∣ = |x|
(k + 1)

|akxk| ≤ |x||akxk|
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ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå èç èí-
òåðâàëà ñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðÿäà. Ïîýòîìó R

∫
≥ R.

Èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

|akxk| ≤ |kakxk| ≤
1

|x|
|kakxk−1|

ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå x ̸= 0
èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè òðåòüåãî ðÿäà. Ñëåäîâàòåëüíî, R ≥ R′.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî R′ ≥ R
∫
. Çàôèêñèðóåì x ̸= 0, ò.÷. |x| <

R
∫
è ïðåîáðàçóåì

|kakxk−1| = k(k + 1)

|x|2

∣∣∣∣ ak
k + 1

xk+1

∣∣∣∣ =
(âûáèðàåì ÷èñëî r ∈ (|x|, R

∫
) è ïðåäñòàâëÿåì x êàê r

x

r
)

k(k + 1)

|x|2

∣∣∣∣ ak
k + 1

rk+1

∣∣∣∣ ∣∣∣xr ∣∣∣k+1

≤ C

∣∣∣∣ ak
k + 1

rk+1

∣∣∣∣ ,
(âåëè÷èíà

∣∣∣∣k(k + 1)

|x|2
∣∣∣x
r

∣∣∣k+1
∣∣∣∣ îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C,

ò.ê.
k(k + 1)

|x|2
∣∣∣x
r

∣∣∣k+1

→ 0 (k → +∞) êàê ÷ëåí ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (ñõî-

äèìîñòü ðÿäà ñ òàêèìè ÷ëåíàìè âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç ïðèçíàêà

Êîøè: limk→+∞

(
k(k + 1)

|x|2
∣∣∣x
r

∣∣∣k+1
)1/k

=
∣∣∣x
r

∣∣∣ < 1.))

Â ñèëó âûáîðà r ðÿä
∑+∞
k=0

ak
k + 1

rk+1 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïî-

ýòîìó èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òðåòèé ðÿä ñõîäèòñÿ àá-
ñîëþòíî â êàæäîé òî÷êå èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè âòîðîãî ðÿäà.
Çíà÷èò, R

∫
≤ R′. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä
∑+∞
k=0 akx

k èìååò íåíóëåâîé

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R è S(x) =
∑+∞
k=0 akx

k.
Òîãäà
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1) ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà S(x) èìååò íà èíòåðâàëå (−R,R)
ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà (ò.å. S ∈ C∞(−R,R)), êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà:

S(m)(x) =

+∞∑
k=m

k(k − 1) · . . . · (k −m+ 1)akx
k−m

2) ∀x ∈ (−R,R):∫ x

0

S(t) dt =

+∞∑
k=0

∫ x

0

akt
k dt =

+∞∑
k=0

ak
k + 1

xk+1

3) âñå íàïèñàííûå ñòåïåííûå ðÿäû èìåþò îäèí è òîò æå ðà-
äèóñ ñõîäèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ñòå-
ïåííîé ðÿä è ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî ïîñëåäîâàòåëüíûì ïî÷ëåí-
íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì èëè ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, èìå-
þò îäèíàêîâûå ðàäèóñû ñõîäèìîñòè.

Òàê êàê ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä (3) ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R > 0
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå [−r, r] ⊂ (−R,R), òî 1) è 2)
ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðî-
âàíèè è èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
ðÿäîâ.

Çàìå÷àíèå. Âñå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû äëÿ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ âèäà

∑+∞
k=0 ak(x− x0)

k. Òàê ôîðìóëà ïî÷ëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïðèìåò âèä∫ x

x0

S(t) dt =

+∞∑
k=0

∫ x

x0

ak(t− x0)
k dt =

+∞∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)
k+1,

ãäå x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3(î êîýôôèöèåíòàõ ñòåïåííîãî ðÿäà). Åñëè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì x− x0, ò.å.

f(x) =

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k ∀x ∈ U(x0),
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òî ak =
f (k)(x0)

k!
è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = f(x0) +

+∞∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k,

ãäå 0!
.
= 1, f (0)(x0)

.
= f(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèâ x = x0, ïîëó÷àåì, ÷òî
f(x0) = a0. Äàëåå, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ∀x ∈ U(x0) è ∀m ∈ N

f (m)(x) =

+∞∑
k=m

k(k − 1) . . . (k −m+ 1)ak(x− x0)
k−m.

Â òî÷êå x = x0 âñå ÷ëåíû ðÿäà, êðîìå ïåðâîãî, ðàâíû íóëþ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, f (m)(x0) = m!am. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0
ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì x− x0, òî
ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè

f(x) =

+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k =

+∞∑
k=0

bk(x− x0)
k,

òî ýòè ðÿäû èìåþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû, ò.ê. è ak =
f (k)(x0)

k!
,

è bk =
f (k)(x0)

k!
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 1.Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷-
êå x0 (f ∈ A(x0)), åñëè îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä∑+∞
k=0 ak(x− x0)

k â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.
Åñëè f àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå x0, òî f áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-

öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Îáðàòíîå íåâåðíî.
Ïðèìåð áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ðàç-
ëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä áóäåò äàí íèæå.
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ËÅÊÖÈß 5
Ðÿäû Òåéëîðà. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà. Ðÿäû
Òåéëîðà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Äåéñòâèÿ

íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè.

Ïóñòü f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0 è
èìååò â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííîé ðÿä

f(x0) +

+∞∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå x0.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 3 ëåêöèè 4 îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä∑+∞

k=0 ak(x− x0)
k ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ñâîåé ñóììû S(x) â òî÷êå x0,

èáî ak = S(k)(x0)/k!.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû î ñõîäèìîñòè è ñóììå ðÿäà Òåé-
ëîðà: 1) ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ëþáîé áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ïðè x ̸= x0; 2) åñëè ðÿä Òåé-
ëîðà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðåìîé ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèò-
ñÿ ëè îí ïðè x ̸= x0 ê f(x). Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû îòðèöàòåëüíûå.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = e−1/x2 , x ̸= 0 è f(0) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî
f ∈ C∞(R), ò.å. ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà â
ëþáîé òî÷êå R, è íàéäåì åå ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x0 = 0.

Ïîñêîëüêó limx→0 f(x) = 0 = f(0), òî f ∈ C(0). Íåïðåðûâíîñòü âî
âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé î÷åâèäíà, èáî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Åñëè x ̸= 0, òî f ′(x) = 2/x3e−1/x2 , f ′′(x) = −6/x4e−1/x2 + 4/x6e−1/x2 .
Âîîáùå, ∀k ∈ N

f (k)(x) = Pnk (1/x)e
−1/x2 = e−1/x2

nk∑
m=0

λm
xm

.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R \ {0}.
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Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

lim
x→0

f (k)(x)

xl
= 0, k = 1, 2, . . . , l = 0, 1, . . . ,

ò.ê. ∀m ∈ N

lim
x→0

e−1/x2/xm = (t
.
= 1/x2) = lim

t→+∞
tm/2/et = 0

(ñì. ïðèìåð 2 ëåêöèè 1.20).
Äîêàæåì, ÷òî è â íóëå ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ëþ-

áîãî ïîðÿäêà. Èìååì f ′(0) = limx→0
f(x)− f(0)

x
= limx→0

f(x)

x
=

0, f ′′(0) = limx→0
f ′(x)− f ′(0)

x
= limx→0

f ′(x)

x
= 0, . . . , f (k)(0) =

limx→0
f (k−1)(x)− f (k−1)(0)

x
= limx→0

f (k−1)(x)

x
= 0 ⇒ ôóíêöèÿ f èìååò

ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ â íóëå è ∀k ∈ N: f (k)(0) = 0 ⇒ ðÿä Òåéëîðà
ôóíêöèè f â òî÷êå x0 = 0 èìååò òîëüêî íóëåâûå ÷ëåíû ⇒ åãî ñóììîé
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ R. Ïîñêîëüêó ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) ̸= 0 ïðè x ̸= 0, òî åå ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ íà R,
íî íå ê f .

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñÿêàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

Ëåììà 1(êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê ôóíê-
öèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè
x0 è èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0. Òîãäà äëÿ

ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà
∑+∞
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k ê ôóíêöèè f(x)

íà U(x0) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû n-é îñòàòî÷íûé ÷ëåí
rn(x) ôîðìóëû Òåéëîðà ñòðåìèëñÿ ê íóëþ íà U(x0) ïðè n→ +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñõîäèìîñòü ðÿäà Òåéëîðà ê f îçíà÷àåò,
÷òî

Sn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k U(x0)→ f(x) (n→ +∞)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

f(x)− Sn(x)
U(x0)→ 0 ïðè n→ +∞.
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Íî Sn(x) ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ïîðÿä-
êà n. Ïîýòîìó f(x) − Sn(x) = rn(x) ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
ôîðìóëû Òåéëîðà ïîðÿäêà n. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− Sn(x) → 0 íà U(x0) ⇔ rn(x) → 0 íà U(x0)(n→ +∞).

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0 (f ∈ C∞(U(x0)), ïðè-
÷åì ∃C, ò.÷. ∀x ∈ U(x0) è ∀k ∈ N: |f (k)(x)| ≤ C. Òîãäà ôóíêöèÿ f
ðàñêëàäûâàåòñÿ â U(x0) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x0, ò.å.

∀x ∈ U(x0) : f(x) =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèñûâàÿ n-é îñòàòî÷íûé ÷ëåí
ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàíæà ∀x ∈ U(x0) èìååì:

|rn(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣ ≤ C
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ
|x− x0|(n+1)

(n+ 1)!
ÿâëÿåò-

ñÿ ÷ëåíîì ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∑+∞
n=0

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
(äëÿ x ̸= x0

ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà). Ñëåäîâàòåëüíî,

limn→+∞ C
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
= 0, à çíà÷èò è limn→+∞ rn(x) = 0, ÷òî â

ñèëó ëåììû 1 îçíà÷àåò ðàçëîæèìîñòü ôóíêöèè f â ðÿä Òåéëîðà â
U(x0).

Ðÿäû Òåéëîðà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Â ëåêöèè 1.21 áûëè ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ â òî÷êå x0 = 0 ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà ïÿòè ôóíêöèé. Èç ýòèõ ôîðìóë è êðèòåðèÿ ñõî-
äèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
â ðÿäû Òåéëîðà â òî÷êå x0 = 0.
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1) Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè ex. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî
a > 0. Ïîñêîëüêó ∀n ∈ N è ∀x ∈ R: (ex)(k) = ex, òî íà èíòåðâàëå
(−a, a) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (ex)(k) ≤ ea ⇒ ïî òåîðåìå 1 ðÿä Òåé-
ëîðà â òî÷êå x0 = 0 ôóíêöèè ex ñõîäèòñÿ ê íåé íà (−a, a). Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè a ðÿä Òåéëîðà ex ñõîäèòñÿ ê ex è íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, ò.å.

ex =

+∞∑
k=0

xk

k!
, x ∈ R.

2) Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè sinx. Ïîñêîëüêó ∀n ∈
N è ∀x ∈ R: (sinx)(k) = sin(x+ kπ/2), òî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |(sinx)(k)| ≤ 1 ⇒ ïî òåîðåìå 1 ðÿä Òåéëîðà â
òî÷êå x0 = 0 ôóíêöèè sinx ñõîäèòñÿ ê íåé íà R, ò.å.

sinx =

+∞∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
, x ∈ R.

3) Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè cosx. Ïîñêîëüêó ∀n ∈
N è ∀x ∈ R: (cosx)(k) = cos(x+ kπ/2), òî àíàëîãè÷íî 2) äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x0 = 0 ôóíêöèè cosx ñõîäèòñÿ ê íåé
íà R, ò.å.

cosx =

+∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
, x ∈ R.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ñóùåñòâóþùèìè ôîðìàìè çàïè-
ñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ln(1 + x) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
, x ∈ (−1, 1]

è

(1 + x)p =

+∞∑
k=0

p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!
xk, x ∈ (−1, 1),

p ̸= 0, 1, 2, . . . (äëÿ íàòóðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé p ðàçëîæåíèå òîæå
èìååò ìåñòî � îíî ïðîñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó áèíîìà
Íüþòîíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ∀x ∈ R).
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Äåéñòâèÿ íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè

1) Óìíîæåíèå íà ÷èñëî λ ̸= 0:

λ

(
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k

)
=

+∞∑
k=0

λak(x− x0)
k,

ïðè÷åì ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñîâïàäàþò.
2) Ñòåïåííûå ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü â îáùåì èí-

òåðâàëå ñõîäèìîñòè: ïóñòü S1(x) =
∑+∞
k=0 ak(x − x0)

k, S2(x) =∑+∞
k=0 bk(x− x0)

k. Òîãäà

S1(x) + S2(x) =

+∞∑
k=0

(ak + bk)(x− x0)
k.

3) Óìíîæåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Â îáùåì èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè

S1(x)S2(x) =

+∞∑
k=0

ck(x− x0)
k,

ãäå
ck = a0bk + a1bk−1 + a2bk−2 + . . .+ akb0.

Ñïðàâåäëèâîñòü 1) è 2) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Íà
äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 3) îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.
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ËÅÊÖÈß 6
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé. Èíòåãðàëû,
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Íåïðåðûâíîñòü, ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, Y ⊂ Rn, y0 � òî÷êà ïðè-
êîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà Y (y0 ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êîé), f(x, y) è φ(x) íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè (x ∈ X, y ∈
Y ).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ∈ Y ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x. Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ f(x, y) ñåìåéñòâîì ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà
y (èíîãäà âìåñòî f(x, y) ïèøóò fy(x) ïî àíàëîãèè ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) (ïîòî÷å÷íî) ñõî-
äèòñÿ íà ìíîæåñòâå X ïðè y → y0, åñëè ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì x ∈ X ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ïðåäåë ïðè y → y0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(x, y) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè φ(x) ïðè y → y0, ÷òî çàïèñû-

âàåòñÿ êàê f(x, y)
X

⇒ φ(x) ïðè y → y0, åñëè ∀ε > 0 ∃U(y0, δ), ò.÷.
∀y ∈ U(y0, δ)

⋂
Y è ∀x ∈ X: |f(x, y)− φ(x)| < ε.

Òåîðåìà 1(êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

Äëÿ òîãî ÷òîáû f(x, y)
X
⇒ φ(x) ïðè y → y0 íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû

∀ε > 0 ∃U(y0, δ), ò.÷. ∀y′, y′′ ∈ U(y0, δ)
⋂
Y è ∀x ∈ X :

|f(x, y′)− f(x, y′′)| < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé.
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Òåîðåìà 2(sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

f(x, y)
X

⇒ φ(x) ïðè y → y0 ⇔ sup
x∈X

|f(x, y)− φ(x)| → 0 ïðè y → y0.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû äëÿ

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè èçó÷åíèè ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x, y)
X

⇒ φ(x) ïðè y → y0. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yk)

+∞
k=1 ⊂ Y , ò.÷. yk → y0: ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíêöèé fk(x)
.
= f(x, yk)

X

⇒ φ(x) (k → +∞).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ òåî-

ðåìû f(x, y)
X

⇒ φ(x) ïðè y → y0 ⇒ ∃U(y0, δ), ò.÷. ∀y ∈ U(x0, δ)
⋂
Y

è ∀x ∈ X: |f(x, y) − φ(x)| < ε. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (yk)

+∞
k=1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà

∃k0 = k0(δ(ε)) = k0(ε) ∈ N, ò.÷. ∀k > k0: yk ∈ U(y0, δ)
⋂
Y ⇒

∀k > k0 è ∀x ∈ X: |fk(x)−φ(x)| < ε. Òàê êàê ε áûëî ïðîèçâîëüíûì,

òî fk(x)
X

⇒ φ(x) (k → +∞).
Ïîñêîëüêó ðàíåå ïðåäåë ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàí-

íûõ íà ïîäìíîæåñòâàõ Rm, òî â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå ïîä X
ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Rm

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(x, y)
X

⇒ φ(x) ïðè y → y0. Åñëè ∀y ∈ Y
ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ C(x0) (x0 ∈ X) òî φ(x) ∈ C(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (yk)

+∞
k=1 ⊂ Y , ò.÷. yk → y0. Ïóñòü fk(x)

.
= f(x, yk). Òîãäà

fk(x) ∈ C(x0) è ïî òåîðåìå 3 fk(x)
X

⇒ φ(x) ïðè k → +∞. Ñëåäîâà-
òåëüíî, φ(x) ∈ C(x0) êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå x0 (òåîðåìà 5 ëåêöèè 2).

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè φ îçíà÷àåò,

÷òî limx→x0 φ(x) = φ(x0). Ïîñêîëüêó φ(x) = limy→y0 f(x, y) è

limx→x0 f(x, y) = f(x0, y), òî ïîñëåäíåå ðàâíñòâî ìîæíî çàïè-

ñàòü êàê limx→x0 limy→y0 f(x, y) = φ(x0) = limy→y0 f(x0, y) =
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limy→y0 limx→x0 f(x, y). Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà äàåò äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå

(x0, y0).

Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïóñòü φ, ψ: Y → R (Y � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî) è ∀y ∈
Y : φ(y) ≤ ψ(y), D

.
= {(x, y)| y ∈ Y, φ(y) ≤ x ≤ ψ(y)} è f : D →

R, ïðè÷åì ∀y ∈ Y ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ R[φ(y), ψ(y)] êàê ôóíêöèÿ
ïåðåìåííîé x.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ âèäà

I(y) =

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y) dx (4)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà y.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè φ(y) = a, ψ(y) = b, òî I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx.

Ïîäñòàíîâêîé x = φ(y) + t(ψ(y) − φ(y)), t ∈ [0, 1] èíòåãðàë (4)

ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
∫ 1

0
g(t, y) dt, ãäå

g(t, y) = f(φ(y) + t(ψ(y)− φ(y)), y)(ψ(y)− φ(y)).
Èçó÷èì ñâîéñòâà èíòåãðàëà (4), êîãäà Y = [c, d].
Òåîðåìà 5. Ïóñòü φ, ψ ∈ C[c, d], f ∈ C(D). Òîãäà ôóíêöèÿ

I(y) =
∫ ψ(y)
φ(y)

f(x, y) dx ∈ C[c, d].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y0 ∈ [c, d]
è îöåíèì

I(y)− I(y0) =

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y) dx−
∫ ψ(y0)

φ(y0)

f(x, y0) dx =

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y) dx−
∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y0) dx+

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y0) dx−
∫ ψ(y0)

φ(y0)

f(x, y0) dx = I1(y) + I2(y),
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ãäå

I1(y) =

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y) dx−
∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y0) dx,

à

I2(y) =

∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y0) dx−
∫ ψ(y0)

φ(y0)

f(x, y0) dx.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ f ∈ C(D), à D � êîìïàêò
(îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R2). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Êàíòîðà (ñì. òåîðåìó 1 ëåêöèè 1.36) ôóíêöèÿ f(x, y) ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà D è, çíà÷èò, äëÿ äàííîãî ε ∃δ0 > 0, ò.÷. ∀A′ =
(x′, y′), A′′ = (x′′, y′′) ∈ D, d(A′, A′′) < δ0: |f(x′, y′) − f(x′′, y′′)| < ε.
Â ÷àñòíîñòè, è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A′ = (x, y) è A′′ = (x, y0), ò.÷.
|y − y0| < δ0 íåðàâåíñòâî |f(x, y) − f(x, y0)| < ε áóäåò âûïîëíåíî,
ïîñêîëüêó d(A′, A′′) = |y − y0| < δ. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ y ∈ [c, d], ò.÷.
|y − y0| < δ0 èìååì

|I1(y)| ≤
∫ ψ(y)

φ(y)

|f(x, y)− f(x, y0)| dx < ε

∫ ψ(y)

φ(y)

dy =

ε(ψ(y)− φ(y)) ≤ ε max
y∈[c,d]

(ψ(y)− φ(y)) = εL,

ãäå L = maxy∈[c,d](ψ(y) − φ(y)) (L êîíå÷íî, ò.ê. ïî âòîðîé òåîðå-
ìå Âåéðøòðàññà (ëåêöèÿ 1.14) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ψ(y)− φ(y))
äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [c, d]).

Îñòàëîñü îöåíèòü

|I2(y)| =

∣∣∣∣∣
(∫ ψ(y)

φ(y)

−
∫ ψ(y0)

φ(y0)

)
f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣ =
(èñïîëüçóåì àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì)∣∣∣∣∣

(∫ φ(y0)

φ(y)

+

∫ ψ(y0)

φ(y0)

+

∫ ψ(y)

ψ(y0)

−
∫ ψ(y0)

φ(y0)

)
f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣ =
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∣∣∣∣∣
(∫ φ(y0)

φ(y)

+

∫ ψ(y)

ψ(y0)

)
f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
∫ φ(y0)

φ(y)

|f(x, y0)| dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ ψ(y)

ψ(y0)

|f(x, y0)| dx

∣∣∣∣∣ ≤
M(|φ(y0)− φ(y)|+ |ψ(y)− ψ(y0)|),

ãäå M = max(x,y)∈D |f(x, y)| (âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî íåïðåðûâ-
íàÿ íà êîìïàêòå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
òåîðåìà 2 ëåêöèè 1.36).

Ïî óñëîâèþ φ, ψ ∈ C[c, d], ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííîãî ε > 0
∃δ1 > 0, ò.÷. ∀y ∈ [c, d], |y−y0| < δ1: |φ(y)−φ(y0)| < ε, |ψ(y)−ψ(y0)| <
ε. Çíà÷èò, ∀y ∈ [c, d], |y − y0| < δ, ãäå δ = min(δ0, δ1) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|I(y)− I(y0)| < εL+ (ε+ ε)M = ε(L+ 2M).

Ïîýòîìó I(y) ∈ C(y0). Òàê êàê y0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç îòðåçêà
[c, d], òî I(y) ∈ [c, d].

Â ïîñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðå-
äåëåíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå P = [a, b] × [c, d] è, ñòàëî áûòü, I(y) =∫ b
a
f(x, y) dx.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü f : P → R è ∀y ∈ [c, d] ôóíêöèÿ f(x, y) ∈

C[a, b] êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x. Åñëè f(x, y)
[a,b]

⇒ φ(x) ïðè y →
y0 ∈ [c, d], òî

lim
y→y0

I(y) =

∫ b

a

φ(x) dx,

ò.å.

lim
y→y0

∫ b

a

f(x, y) dx =

∫ b

a

lim
y→y0

f(x, y) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (yk)

+∞
k=1 ⊂ [c, d], ò.÷. yk → y0. Ïóñòü fk(x)

.
= f(x, yk). Òîãäà

fk(x) ∈ C[a, b] è ïî òåîðåìå 3

fk(x)
[a,b]

⇒ φ(x) ïðè k → +∞.
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Ïîýòîìó (ñì. òåîðåìó 8 ëåêöèè 2)

lim
k→+∞

∫ b

a

fk(x) dx =

∫ b

a

lim
k→+∞

fk(x) dx =

∫ b

a

φ(x) dx.

Îòñþäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå (ñì. ëåêöèþ 1.10)

çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx èìååò ïðåäåë ïðè y →

y0 è limy→y0 I(y) =
∫ b
a
φ(x) dx. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñåìåéñòâ ôóíêöèé ìîæíî äîêàçàòü ïîëíûé àíàëîã

òåîðåìû 8 ëåêöèè 2. Äîêàçûâàåòñÿ îí ïî òîé æå ñõåìå.

Òåîðåìà 7. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëü-
íèêå P = [a, b]× [c, d], òî∫ d

c

I(y) dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Â ýòîé òåîðåìå ñîäåðæèòñÿ äâà óòâåðæäåíèå � îá èíòåãðèðóå-

ìîñòè ôóíêöèè I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx íà îòðåçêå [c, d] (ýòî ñëåäñòâèå

íåïðåðûâíîñòè I(y)) è ðàâåíñòâå ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Íå áóäåì çäåñü äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, ò.ê. îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà
(ñì. ëåêöèþ 12).
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ËÅÊÖÈß 7
Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

(ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû,
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Êðèòåðèé Êîøè
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàêè Âåéåðøòðàññà,

Äèðèõëå è Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1(ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Ïóñòü f , f ′y ∈ C(P ), ãäå

P = [a, b]× [c, d]. Òîãäà I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx ∈ C1[c, d] è

I ′(y) =

∫ b

a

f ′y(x, y) dx (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ [c, d]
è äëÿ ∀h ̸= 0, ò.÷. y + h ∈ [c, d] ðàññìîòðèì

∆I(y)

h
=
I(y + h)− I(y)

h
=

1

h

(∫ b

a

f(x, y + h) dx−
∫ b

a

f(x, y) dx

)
=

1

h

∫ b

a

(f(x, y + h)− f(x, y)) dx =
1

h

∫ b

a

f ′y(x, y + θh)h dx =∫ b

a

f ′y(x, y + θh) dx

(ê ðàçíîñòè f(x, y+h)−f(x, y) áûëà ïðèìåíåíà òåîðåìà Ëàãðàíæà,
θ = θ(x) ∈ (0, 1)).

Òåïåðü îöåíèì∣∣∣∣∣∆I(y)h
−
∫ b

a

f ′y(x, y) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f ′y(x, y + θh) dx−
∫ b

a

f ′y(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f ′y(x, y + θh)− f ′y(x, y)| dx.
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Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê f ′y ∈ C(P ), à P ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì
(òåîðåìà 3 ëåêöèè 1.34), òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà (òåîðåìà 1 ëåêöèè
1.36) ôóíêöèÿ f ′y ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå P . Ïîýòîìó
∃δ > 0, ò.÷. ∀h, |h| < δ è ∀x ∈ [a, b]: |f ′y(x, y + θh)− f ′y(x, y)| < ε, èáî
ïðè |h| < δ è ∀x ∈ [a, b] äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A′(x, y) è
A′′(x, y + θh) èìååì d(A′, A′′) = |θh| < |h| < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∀h,
|h| < δ: ∣∣∣∣∣∆I(y)h

−
∫ b

a

f ′y(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε

∫ b

a

dx = ε(b− a).

Ðàâåíñòâî (5) äîêàçàíî. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè I ′(y) ñëåäóåò èç
òåîðåìû 5 ëåêöèè 6. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå f ∈ C(P ) èñïîëüçîâàëîñü ëèøü â òîé ÷àñòè,

÷òî îíî ãàðàíòèðóåò ïðè ëþáîì y èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x, y) íà

îòðåçêå [a, b] êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé x.

Òåïåðü ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà âèäà

I(y) =
∫ ψ(y)
φ(y)

f(x, y) dx â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f, f ′y ∈ C([a, b]× [c, d]),

φ, ψ ∈ D[c, d], a ≤ φ(y) ≤ ψ(y) ≤ b ∀y ∈ [c, d]. Äëÿ ýòîãî ââå-
äåì ôóíêöèþ 3�õ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u, v è y: J(u, v, y) =∫ v
u
f(x, y) dx. Î÷åâèäíî, ÷òî I(y) = J(φ(y), ψ(y), y).
Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ J(u, v, w) äèôôåðåíöèðóåìà. Äëÿ ýòî-

ãî ïîêàæåì, ÷òî åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû. Ïðè âçÿòèè
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè J(u, v, y) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ïå-
ðåìåííûå v è y ôèêñèðóþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë J(u, v, y)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ïðîèçâîäíîé èí-
òåãðàëà ïî íèæíåìó ïðåäåëó èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. ëåêöèþ 1.27), ïî-
ëó÷èì, ÷òî J ′

u(u, v, y) = −f(u, y). Àíàëîãè÷íî J ′
v(u, v, y) = f(v, y).

Çíà÷èò, îáå íàéäåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû. Íàêî-
íåö, ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó
ïåðåìåííûå u è v ôèêñèðóþòñÿ, ò.å. ôóíêöèÿ J(u, v, y) ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà y, ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëàìè èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Íàëîæåííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ïðàâèëî
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Ëåéáíèöà: J ′
y(u, v, y) =

∫ v
u
f ′y(x, y) dx. Ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàê-

æå îêàæåòñÿ íåïðåðûâíîé, ò.ê. ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èí-
òåãðàë

∫ v
u
f ′y(x, y) dx íåïðåðûâåí êàê ôóíêöèÿ 3-õ ïåðåìåííûõ (äî-

êàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 5 èç ëåêöèè 6). Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ öåïíûì
ïðàâèëîì (òåîðåìà 1 ëåêöèè 1.38)

I ′(y) = (J(φ(y), ψ(y), y))′y = J ′
uφ

′(y) + J ′
vψ

′(y) + J ′
y =∫ ψ(y)

φ(y)

f ′y(x, y) dx+ f(ψ(y), y)ψ′(y)− f(φ(y), y)φ′(y).

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x, y) (ïðèíèìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ), −∞ < a ≤ x < b ≤ +∞, y ∈ Y (ìíîæåñòâî Y ïîêà ïðîèç-
âîëüíî), ò.÷. äëÿ êàæäîãî y ∈ Y è ëþáîãî η ∈ [a, b): f(x, y) ∈ R[a, η]
êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (ÍÈ), çàâèñÿ-
ùèì îò ïàðàìåòðà y, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ I(y, η) =

∫ η
a
f(x, y) dx.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà y, îáîçíà÷à-

åòñÿ ñèìâîëîì
∫ b
a
f(x, y) dx.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò

limη→b−0 I(y, η), òî ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ (ïî-

òî÷å÷íî) íà ìíîæåñòâå Y . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÍÈ ðàñõîäèòñÿ
íà ìíîæåñòâå Y . Åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî âåëè÷èíà ýòîãî

ïðåäåëà îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì
∫ b
a
f(x, y) dx, ÷òî è ñàì

èíòåãðàë è íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ÍÈ.

Îïðåäåëåíèå 3. ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíî-

æåñòâå Y , åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé I(y, η) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà Y ïðè η → b− 0.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë
∫ b
a
f(x, y) dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà ìíîæåñòâå Y , åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ I(y), ò.÷. I(y, η) =∫ η
a
f(x, y) dx

Y
⇒ I(y) ïðè η → b− 0. Ïîñêîëüêó èç ðàâíîìåðíîé ñõî-
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äèìîñòè íà Y ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü íà òîì æå ìíîæåñòâå,

òî â ñèëó ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx.

Ïîñìîòðèì íà sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, íàïèñàí-
íûé äëÿ ÍÈ ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî åñòü ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü:

I(y, η) =

∫ η

a

f(x, y) dx
Y

⇒
∫ b

a

f(x, y) dx ïðè η → b− 0 ⇔

sup
y∈Y

∣∣∣∣∣
∫ η

a

f(x, y) dx−
∫ b

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣→ 0 ïðè η → b− 0.

Ïîñêîëüêó ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå Y , òî ðàçíîñòü

èíòåãðàëîâ (ñì. ëåêöèþ 1.29)∫ b

a

f(x, y) dx−
∫ η

a

f(x, y) dx =

∫ b

η

f(x, y) dx

ÿâëÿåòñÿ "õâîñòîì" ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx.

Ïîýòîìó sup�êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÍÈ ìîæíî çà-
ïèñàòü òàê∫ η

a

f(x, y) dx
Y

⇒
∫ b

a

f(x, y) dx ïðè η → b− 0 ⇔

sup
y∈Y

∣∣∣∣∣
∫ b

η

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣→ 0 ïðè η → b− 0 (6)

Ýòà çàïèñü sup�êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÍÈ óäîáíà â
èñïîëüçîâàíèè, èáî íå ñîäåðæèò ÿâíî ôóíêöèþ I(y).

Èç (6) ñðàçó æå âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Ðàâíîìåðíàÿ íà ìíîæåñòâå Y ñõîäèìîñòü ÍÈ∫ b

a
f(x, y) dx ðàâíîñèëüíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà Y ëþáîãî åãî

"õâîñòà"
∫ b
c
f(x, y) dx, c ∈ (a, b).

Òåîðåìà 2(êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÍÈ∫ b
a
f(x, y) dx ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà ìíîæåñòâå Y íåîáõîäèìî è
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äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ε > 0 ∃η = η(ε) ∈ [a, b), ò.÷. ∀η′, η′′ ∈ (η, b) è

∀y ∈ Y : |
∫ η′′
η′

f(x, y) dx| < ε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàâíîìåðíàÿ íà ìíîæåñòâå Y ñõî-

äèìîñòü ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx

def⇔ I(y, η)
Y

⇒ I(y) ïðè η → b − 0, ÷òî â
ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ∀ε > 0 ∃η = η(ε) ∈ [a, b), ò.÷. ∀η′, η′′ ∈ (η, b)
è ∀y ∈ Y : |I(y, η′′)− I(y, η′)| < ε. Ïîñêîëüêó

I(y, η′′)− I(y, η′) =

∫ η′′

a

f(x, y) dx−
∫ η′

a

f(x, y) dx =

∫ η′′

η′
f(x, y) dx,

òî òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3(ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ∀x ∈ [a, b) è

∀y ∈ Y :
|f(x, y)| ≤ g(x).

Åñëè ÍÈ
∫ b
a
g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë

∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Y .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx è∫ b

a
|f(x, y)| dx âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè íà Y . Ïî óñëîâèþ ∀ε > 0 ∃η = η(ε) ∈ [a, b), ò.÷. ∀η′, η′′ ∈ (η, b):

|
∫ η′′
η′

g(x) dx| < ε. Òîãäà ∀η′, η′′ ∈ (η, b) è ∀y ∈ Y :

|
∫ η′′

η′
f(x, y) dx| ≤ |

∫ η′′

η′
|f(x, y)| dx| ≤ |

∫ η′′

η′
g(x) dx| < ε.

Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Êîøè îáà ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx è

∫ b
a
|f(x, y)| dx

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Y .
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ðàâ-

íîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïà-
ðàìåòðà (ñð. ñ òåîðåìàìè 2 è 3 èç ëåêöèè 1.31).

Òåîðåìà 4(ïðèçíàê Äèðèõëå) Èíòåãðàë
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Y , åñëè
1) ∃C > 0, ò.÷. ∀η ∈ [a, b) è ∀y ∈ Y : |

∫ η
a
f(x, y) dx| ≤ C,
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2) ∀y ∈ Y ôóíêöèÿ g(x, y) ìîíîòîííà êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íîé x,

3) g(x, y)
Y

⇒ 0 ïðè x→ b− 0.

Òåîðåìà 5(ïðèçíàê Àáåëÿ). Èíòåãðàë
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Y , åñëè

1) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå Y ,
2) ∀y ∈ Y ôóíêöèÿ g(x, y) ìîíîòîííà êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåí-

íîé x,
3) ∃M > 0, ò.÷. ∀x ∈ [a, b) è ∀y ∈ Y : |g(x, y)| ≤M .
Ýòè òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íà ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü ÍÈ îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåðû.

1) Èññëåäóåì ÍÈ èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx/xy íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
íà ìíîæåñòâàõ à) y > 1 è á) y ≥ λ > 1. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé
èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå y > 1, òî åãî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîñèëüíà ñòðåìëåíèþ supy>1 |

∫ +∞
η

dx/xy| ê íóëþ
ïðè η → +∞. Çàôèêñèðóåì η > 1 è ðàññìîòðèì

sup
y>1

∣∣∣∣∫ +∞

η

dx

xy

∣∣∣∣ = sup
y>1

1

−y + 1
x−y+1|+∞

η = sup
y>1

1

y − 1
η1−y = +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx/xy íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæå-
ñòâå y > 1.

Åñëè y ≥ λ > 1, òî ïðè x ≥ 1: 1/xy ≤ 1/xλ. Èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx/xλ

ñõîäèòñÿ (ñì. ëåêöèþ 1.29) ⇒ ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ÍÈ
∫ +∞
1

dx/xy

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå y ≥ λ > 1.

2) Èññëåäóåì ÍÈ
∫ +∞
0

sin(xy)

x
dx íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ñëå-

äóþùèõ ìíîæåñòâàõ: à) íà îòðåçêå [0, b] è á) íà îòðåçêå [a, b], íå ñîäåð-

æàùåì òî÷êó 0. Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ f(x, y) =
sin(xy)

x
ìîæíî

ïî íåïðåðûâíîñòè äîîïðåäåëèòü â òî÷êå x = 0, à èìåííî, ïîëîæèòü
f(0, y) = y. Òîãäà ∀y è ∀η ∈ [0,+∞): f(x, y) ∈ R[0, η] êàê íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x. Äëÿ ∀y ̸= 0, êàê è â ïðèìåðå ëåêöèè 1.31, íà
îñíîâàíèè ïðèçíàêà Äèðèõëå çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùèìñÿ. Ñõîäèìîñòü ïðè y = 0 î÷åâèäíà.
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Ïóñòü y ∈ [0, b]. Âîñïîëüçóåìñÿ sup�êðèòåðèåì â ôîðìå (6). Çàôèê-
ñèðóåì η > 0 (η ìîæíî áðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, èáî íàñ èíòåðåñóåò
ïðåäåë âåðõíèõ ãðàíåé "õâîñòîâ" èíòåãðàëîâ ïðè η → +∞) è ðàññìîòðèì
supy∈[0,b] |

∫ +∞
η

sin (xy)/x dx. Èìååì

sup
y∈[0,b]

∣∣∣∣∫ +∞

η

sin(xy)

x
dx

∣∣∣∣ = sup
y∈(0,b]

∣∣∣∣∫ +∞

η

sin(xy)

x
dx

∣∣∣∣ =
xy=t

=
xy=t

sup
y∈(0,b]

∣∣∣∣∫ +∞

yη

sin t

t
dt

∣∣∣∣ ≥
y=2π/η

∣∣∣∣∫ +∞

2π

sin t

t
dt

∣∣∣∣ > 0

(îòëè÷èå îò íóëÿ èíòåãðàëà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ:
∫ +∞
2π

(sin t/t) dt =

limn→+∞
∫ 2πn

2π
(sin t/t) dt = limn→+∞

∑n−1
k=1

∫ 2π(k+1)

2πk
(sin t/t) dt =∑+∞

k=1

∫ 2π(k+1)

2πk
(sin t/t) dt =

∑+∞
k=1(

∫ 2πk+π

2πk
(sin t/t) dt+

∫ 2πk+2π

2πk+π
(sin t/t) dt) =∑+∞

k=1 ak > 0, èáî ak =
∫ 2πk+π

2πk
(sin t/t) dt +

∫ 2πk+2π

2πk+π
(sin t/t) dt =∫ 2πk+π

2πk
sin t(1/t − 1/(t + π)) dt > 0). Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè

sup�êðèòåðèÿ ÍÈ íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, b].
Ïóñòü îòðåçîê [a, b] íå ñîäåðæèò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ

ëåììîé 1 è èññëåäóåì íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü îäèí èç "õâîñòîâ" ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà. Íàïðèìåð, óäîáíî âçÿòü

∫ +∞
1

(sin (xy)/x) dx.
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äèðèõëå:∣∣∣∣∫ t

1

sin(xy) dx

∣∣∣∣ = 1

|y| | cos(ty)− cos y| ≤ 2

|y| ≤
2

min(|a|, |b|) ,

1

x
↓ 0 (x → +∞) ⇒ 1

x

[a,b]

⇒ 0 ïðè x → +∞ . Òàêèì îáðàçîì, èíòå-

ãðàë
∫ +∞
1

(sin (xy)/x) dx íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå. Ñëåäîâàòåëüíî, è èñõîäíûé ÍÈ∫ +∞
0

sin(xy)

x
dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà äàííîì ìíîæåñòâå (ïåðåõîä ê

"õâîñòó" áûë îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ôóíêöèÿ
1

x
íà [0,+∞) íå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì ïðèçíàêà Äèðèõëå ïðè ëþáîì åå äîîïðåäåëåíèè â íóëå).
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ËÅÊÖÈß 8
Ñâîéñòâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò

ïàðàìåòðà: íåïðåðûâíîñòü, èíòåãðèðîâàíèå,
äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Äèðèõëå.

Êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà: ñõåìû ïîñòðîåíèÿ.

Âñþäó íèæå f(x, y): Π → R, ãäå Π = [a, b) × [c, d] = {(x, y)| x ∈
[a, b), y ∈ [c, d]} (b ìîæåò îáðàùàòüñÿ â +∞) è I(y) =

∫ b
a
f(x, y) dx.

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ C(Π) è ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà îòðåçêå [c, d], òî I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx ∈ C[c, d].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû I(y, η) =∫ η
a
f(x, y) dx

[c,d]

⇒ I(y) ïðè η → b− 0. Ïðè ýòîì â ñèëó ñâîéñòâ èíòå-
ãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà (òåîðåìà 5 ëåêöèè 5), ∀η ∈ [a, b):
I(y, η) ∈ C[c, d]. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 4 ëåêöèè 5 çàêëþ÷àåì,
÷òî ôóíêöèÿ I(y) ∈ C[c, d].

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíîñòü I(y) íà [c, d] îçíà÷àåò, ÷òî ∀y0 ∈
[c, d]: limy→y0 I(y) = I(y0). Ïîýòîìó â òåîðåìå 1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

limy→y0

∫ b
a
f(x, y) dx =

∫ b
a
f(x, y0) dx =

∫ b
a
limy→y0 f(x, y) dx, ò.å. èìååò ìå-

ñòî ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ C(Π) è ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c, d]. Òîãäà
∫ d
c
dy
∫ b
a
f(x, y) dx =∫ b

a
dx
∫ d
c
f(x, y) dy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 1 I(y) ∈ C[c, d]. Ïîýòîìó
I(y) ∈ R[c, d]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηk → b−0
è ïîëîæèì Ik(y) =

∫ ηk
a
f(x, y) dx. Òîãäà Ik(y) ∈ C[c, d] êàê ñîáñòâåí-

íûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà (òåîðåìà 5 ëåêöèè 5) è

Ik(y)
[c,d]

⇒ I(y) ïðè k → +∞ (ñì. òåîðåìó 3 ëåêöèè 6). Â ñèëó òåîðåì
8 è 7 ëåêöèé 2 è 6 ñîîòâåòñòâåííî èìååì∫ d

c

I(y) dy =

∫ d

c

lim
k→+∞

Ik(y) dy = lim
k→+∞

∫ d

c

Ik(y) dy =

= lim
k→+∞

∫ d

c

dy

∫ ηk

a

f(x, y) dx = lim
k→+∞

∫ ηk

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy.
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Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ηk) � ïðîèçâîëüíà, òî íà
îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå çàêëþ÷àåì, ÷òî

∃ limη→b−0

∫ η
a
dx
∫ d
c
f(x, y) dy =

∫ d
c
I(y) dy. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3(ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Ïóñòü
1) f, f ′y ∈ C(Π),

2) ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [c, d],

3) J(y) =
∫ b
a
f ′y(x, y) dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c, d].

Òîãäà
1) I(y) =

∫ b
a
f(x, y) dx ∈ C1[c, d],

2) I ′(y) = J(y), ò.å.(∫ b

a

f(x, y) dx

)′

y

=

∫ b

a

f ′y(x, y) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è âûøå, ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé Ik(y) = I(y, ηk), ãäå ηk → b − 0 ïðè k → +∞ è ïîêàæåì,
÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2 ëåêöèè 3.

1) Òàê êàê f, f ′y ∈ C(Π), òî èç ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ ñîáñòâåíûõ
èíòåãðàëîâ ñëåäóåò, ÷òî Ik(y) ∈ C1[c, d]. Ïðè ýòîì èç óñëîâèé òåî-

ðåìû ñëåäóåò, ÷òî I ′k(y) = (
∫ ηk
a
f(x, y) dx)′y =

∫ ηk
a
f ′y(x, y) dx

[c,d]

⇒ J(y)
ïðè k → +∞.

2) Ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [c, d] ÍÈ
∫ b
a
f(x, y) dx îçíà÷àåò ñõîäè-

ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ik(y))
+∞
k=1 âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [c, d] ê∫ b

a
f(x, y) dx è åñòåñòâåííî âëå÷åò ñõîäèìîñòü è â íåêîòîðîé òî÷êå

îòðåçêà.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 ëåêöèè 3, ïîëó÷àåì, ÷òî I(y) ∈ C1[c, d] è

÷òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

J(y) = lim
k→+∞

I ′k(y) =

(
lim

k→+∞
Ik(y)

)′

= I ′(y).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2 äîêàçàííîé òåîðåìû ìîæíî çàìåíèòü òðåáî-
âàíèåì ñõîäèìîñòè ÍÈ

∫ b
a
f(x, y) dx â íåêîòîðîé òî÷êå y0 îòðåçêà [c, d] è

ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû 2 ëåêöèè 3.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ik(y)), ãäå Ik(y) =∫ ηk
a

f(x, y) dx óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2 ëåêöèè 3. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ηk → b − 0 äëÿ ∀y ∈ [c, d]

ñóùåñòâóåò limk→+∞
∫ ηk
a

f(x, y) dx. Íî òîãäà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-

íîì y çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðåäåëîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ñì. äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 4 ëåêöèè 1.11). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî

Ãåéíå äëÿ êàæäîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò limη→b−0

∫ η
a
f(x, y) dx, ò.å. ÍÈ∫ b

a
f(x, y) dx ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå Y .

Ïðèìåð. Íàéäåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà D(y) =
∫ +∞
0

sin(xy)
x

dx, íàçû-
âàåìîãî èíòåãðàëîì Äèðèõëå. ßñíî, ÷òî D(−y) = −D(y) è D(0) = 0.
Ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ y ≥ 0. Åñëè äëÿ y > 0
âûïîëíèòü â èíòåãðàëå çàìåíó t = xy, òî D(y) =

∫ +∞
0

sin t
t
dt = D(1) ⇒

D(y) = D(1)sgny.

Øàã 1. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ÍÈ I(y, z)
.
=
∫ +∞
0

sin(xy)
x

e−zx dx, ãäå
y ≥ 0, z ≥ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî I(y, 0) = D(y). Çàôèêñèðóåì y ≥ 0. Èíòåãðàë∫ +∞
0

sin(xy)

x
dx ñõîäèòñÿ (ïðè y > 0 ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå) è ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé z. Çíà÷èò, ýòîò èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå z ≥ 0. Ôóíêöèÿ e−zx îãðàíè÷åíà êàê
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è z íà [0,+∞) × [0,+∞) è ìîíîòîííà ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì z ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ èíòåãðàë∫ +∞
0

sinxy

x
e−zx dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå z ≥ 0 ïðè êàæäîì

ôèêñèðîâàííîì y ≥ 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
sinxy

x
e−zx êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è

z íåïðåðûâíà íà [0,+∞)× [0,+∞) (ïðè x = 0 äîîïðåäåëÿåì åå ïî íåïðå-
ðûâíîñòè, ïîëàãàÿ åå ðàâíîé y), òî I(y, z) (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
y ≥ 0) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå z ≥ 0 êàê ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 1). Òîãäà
D(y) = I(y, 0) = limz→0, z>0 I(y, z) (ñì. ëåììó 1 ëåêöèè 1.12). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ââåäåííûé èíòåãðàë I(y, z) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðè z > 0 è
y ≥ 0.

Øàã 2. Òåïåðü çàôèêñèðóåì z > 0 è ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ íàõîæäåíèÿ I ′y(y, z). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíê-
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öèè
sinxy

x
e−zx è (

sinxy

x
e−zx)′y = cos(xy)e−zx íåïðåðûâíû ïðè y ≥ 0 è

x ≥ 0 è ÍÈ
∫ +∞
0

cos(xy)e−zx dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå y ≥ 0
ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, èáî | cos(xy)e−zx| ≤ e−zx. Çíà÷èò,

I ′y(y, z) =

∫ +∞

0

(
sinxy

x
e−zx

)′

y

dx =

∫ +∞

0

cos(xy)e−zx dx =

−1

z

(
cos(xy)e−zx

∣∣x=+∞
x=0 +

∫ +∞

0

e−zx sin(xy)y dx

)
=

−1

z

(
−1− y

z

∫ +∞

0

sin(xy) de−zx
)

=

1

z
+

y

z2

(
sin(xy)e−zx

∣∣x=+∞
x=0 − y

∫ +∞

0

cos(xy)e−zx dx

)
=

1

z
− y2

z2

∫ +∞

0

cos(xy)e−zx dx.

Òàêèì îáðàçîì, I ′y(y, z)(1 +
y2

z2
) =

1

z
⇒ I ′y(y, z) =

z

z2 + y2
.

Øàã 3. Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî I ′y(y, z) = z/(z2 + y2) ïî y ïîëó÷àåì,
÷òî

I(y, z) =

∫
zdy

z2 + y2
=

∫
d(y/z)

1 + (y/z)2
= arctg(y/z) + C(z).

Òàê êàê I(0, z) = D(0) = 0, òî C(z) = 0.
Èòàê, ∀y ≥ 0 è ∀z > 0 èìååì

I(y, z) =

∫ +∞

0

sin(xy)

x
e−zx dx = arctg(y/z).

Ñòàëî áûòü, äëÿ y > 0

D(y) = I(y, 0) = lim
z→0+0

I(y, z) = lim
z→0+0

arctg(y/z) = π/2.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî∫ +∞

0

sin(xy)

x
dx =

π

2
sgny.
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Êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà

Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà

Êîíñòðóêöèÿ èíòåãðàë Ðèìàíà êàê ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì
áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ ñ îòðåçêà íà èíòåãðàë ïî n�ìåðíîìó áðóñó P
ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè,
èíòåãðàë ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : P → R.
Áåðåì ðàçáèåíèå T áðóñà P íà êîíå÷íîå ÷èñëî áðóñîâ Pk (ðåáðà
Pk ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò), ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçâå ÷òî òîëü-
êî ïî ÷àñòÿì ñâîèõ ãðàíèö. Äàëåå ðàçìå÷àåì ðàçáèåíèå T , âûáèðàÿ
ïðîèçâîëüíî òî÷êóMk â êàæäîì áðóñå Pk. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðàçìå-
÷åíîãî ðàçáèåíèÿ (T, M̄) áðóñà P ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó
Ðèìàíà

σ(f, (T, M̄)) =
∑
k

f(Mk)|Pk|, (|Pk| − îáúåì (=ìåðà) áðóñà Pk).

Òîãäà
∫
E
f(x) dx = I, ãäå I = limλ(T )→0 σ(f, (T, M̄)), λ(T ) � ìåë-

êîñòü ðàçáèåíèÿ T .
Êàê ïåðåíåñòè ýòè ïîñòðîåíèÿ íà áîëåå îáùèå îãðàíè÷åííûå

ìíîæåñòâà E? Çäåñü ìîæíî ïîéòè ñëåäóþùèìè ïóòÿìè.
1) ðàçáèòü êàêèì-òî ñïîñîáîì ìíîæåñòâî E íà êîíå÷íîå ÷èñëî

÷àñòåé Ek, ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçâå ÷òî ïî ó÷àñòêàì ñâîèõ ãðàíèö.
Çàòåì âûáðàòü â êàæäîì ìíîæåñòâå Ek ïî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Mk

è ïî òàêîìó ðàçìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ (T, M̄) ïîñòðîèòü èíòåãðàëü-
íóþ ñóììó Ðèìàíà

σ(f, (T, M̄)) =
∑
k

f(Mk)|Ek|.

×òîáû ýòà ñóììà èìåëà ñìûñë íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæåñòâà Ek
áûëè èçìåðèìû, ò.å. ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü îá èõ ìåðå (îáú-

åìå, ïëîùàäè èëè äëèíå). Ïîñêîëüêó E =
⋃N
k=1Ek, à Ek èçìåðèìû

è Ek
⋂
El ⊂ ∂Ek

⋂
∂El ïðè k ̸= l, òî èç ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèé

ê ìåðå � îáëàäàíèè ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
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ìíîæåñòâî E èçìåðèìî è |E| = |E1| + . . . + |EN |. Ïîýòîìó ïðåæäå
÷åì îïðåäåëÿòü èíòåãðàë Ðèìàíà äîëæåí áûòü ââåäåí êëàññ ìíî-
æåñòâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà ìåðà.

Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â îáùóþ ñõåìó èíòåãðàëû ïî
êðèâûì è ïîâåðõíîñòÿì.

2) Âñå�òàêè èñïîëüçîâàòü ðàçáèåíèÿ E íà áðóñû ñ ðåáðàìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ. Ïóñòü áðóñ P ⊃ E è Pk � ðàçáèåíèå ýòîãî áðóñà
íà êîíå÷íîå ÷èñëî áðóñîâ. Áðóñû Pk, èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèå ñ ìíîæåñòâîì E, íàçîâåì ðàçáèåíèåì T ìíîæåñòâà E. Äàëåå â
êàæäîì áðóñå ðàçáèåíèÿ âûáåðåì ïî òî÷êåMk ∈ E è ñîñòàâèì èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà, îòâå÷àþùóþ ïîñòðîåííîìó ðàçìå÷åííîìó
ðàçáèåíèþ (T, M̄) ìíîæåñòâà E

σ(f, (T, M̄)) =
∑
k

f(Mk)|Pk|

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèàìåòð λ(T ) äîñòàòî÷íî ìàë è îáîçíà÷èì
÷åðåç P ′

k òå áðóñû, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â E, à ÷åðåç P
′′
l � îñòàâøèå-

ñÿ áðóñû ðàçáèåíèÿ, ò.å. òàêèå, ÷òî P ′′
l èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå

ñ E, íî íå ñîäåðæàòñÿ â E. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èíòåãðàëüíàÿ
ñóììà σ(f, (T, M̄)) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñóììû

σ(f, (T, M̄)) =
∑
k

f(M ′
k)|P ′

k|+
∑
l

f(M ′′
l )|P ′′

l |.

Â ñëó÷àå, êîãäà E ÿâëÿåòñÿ áðóñîì âòîðàÿ ñóììà îòñóòñòâó-
åò. Ïîýòîìó, îïðåäåëÿÿ èíòåãðàë êàê limλ(T )→0 σ(f, (T, M̄)), âïîëíå
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû limλ(T )→0

∑
l f(M

′′
l )|P ′′

l | = 0. Äëÿ
ïîñòîÿííîé íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè ðàâåíñòâî íóëþ óêàçàííîãî
ïðåäåëà íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííîå óñëîâèå íà ãðàíèöó ∂E ìíîæå-
ñòâà E, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì èçìåðèìîñòè ìíîæå-
ñòâà E.

3) ñâåñòè îáùèé ñëó÷àé ê èíòåãðàëó ïî áðóñó. Òàê êàê ìíîæå-
ñòâî E îãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò áðóñ P ⊃ E. Äàëåå îïðåäåëèì
íîâóþ ôóíêöèþ f0: Rn → R, ò.÷. f0(x)

.
= f(x) äëÿ ∀x ∈ E è
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f0(x) = 0, åñëè x ∈ Rn \ E (f0 íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íóëåì
ôóíêöèè f ñ ìíîæåñòâà E íà Rn). Òîãäà f íàçûâàåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé ïî ìíîæåñòâó E, åñëè ñóæåíèå f0|P èíòåãðèðóåìà ïî áðóñó
P è

∫
E
f(x) dx

.
=
∫
P
f0|P (x) dx. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé ýòè ïîäõîäû ðàâíîñèëüíû.
Äàëåå áóäåò ðåàëèçîâàí òðåòèé âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà

Ðèìàíà.
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ËÅÊÖÈß 9
Èíòåãðàë ïî áðóñó. Èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà è

Äàðáó, èõ ñâîéñòâà. Êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè è
åãî ñèëüíàÿ ôîðìà. Ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â ñìûñëå

Ëåáåãà è èõ ñâîéñòâà.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ò.å.
ïîñòðîèì òåîðèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ïî ïðÿìîóãîëüíèêó
(áðóñó).

Ïóñòü äàíû ïðÿìîóãîëüíèê P
.
= [a, b] × [c, d] = {(x, y)| a ≤ x ≤

b, c ≤ y ≤ d} è êàêèå�òî ðàçáèåíèÿ T x = {xi}mi=0 è T y = {yj}nj=0

îòðåçêîâ [a, b] è [c, d] ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ
Pk,l

.
= [xk−1, xk]× [yl−1, yl], k = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n íàçûâàåòñÿ ðàç-

áèåíèåì áðóñà P è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì T , T (P ), èëè (T x, T y) (â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óäîáíåå îïðåäåëÿòü ðàçáèåíèå áðóñà êàê ñîâî-
êóïíîñòü óêàçàííûõ áðóñîâ, à íå êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî
òî÷åê).

Ïðÿìîóãîëüíèêè Pk,l íàçûâàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ðàçáèåíèÿ
T èñõîäíîãî áðóñà P

Ãåîìåòðè÷åñêè ðàçáèåíèå áðóñà P íà ïðÿìîóãîëüíèêè Pk,l ïîëó-
÷àåòñÿ ïðîâåäåíèåì ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì Oy è Ox, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êè a = x0 < x1 < . . . < xm = b è c = y0 < y1 <
. . . < yn = d ðàçáèåíèÿ T x îòðåçêà [a, b] è ðàçáèåíèÿ T y îòðåçêà
[c, d] ñîîòâåòñòâåííî.

Â êàæäîì áðóñå Pk,l âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå zk,l = (uk, vl), uk ∈
∆

(x)
k = [xk−1, xk], vl ∈ ∆

(y)
l = [yl−1, yl]. Íàáîð óêàçàííûõ òî÷åê

z̄ = {zk,l} íàçûâàåòñÿ ðàçìåòêîé ðàçáèåíèÿ T (P ). Ðàçáèåíèå T (P ) ñ
âûáðàííîé ðàçìåòêîé z̄ íàçûâàåòñÿ ðàçìå÷åííûì ðàçáèåíèåì áðóñà
P è îáîçíà÷àåòñÿ (T, z̄).

Âåëè÷èíà ∆xk∆yl = (xk−xk−1)(yl−yl−1) íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ
(ìåðîé) áðóñà Pk,l è îáîçíà÷àåòñÿ |Pk,l| èëè µPk,l.

Ïóñòü çàäàíà f : P → R è (T, z̄) � ðàçìå÷åííîå ðàçáèåíèå áðóñà
P .

Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè
f(x, y), ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ (T, z̄) áðóñà P ,
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íàçûâàåòñÿ ñóììà

σ(f, (T, z̄))
.
=

m∑
k=1

n∑
l=1

f(uk, vl)µPk,l.

Äëèíó
√

(∆xk)2 + (∆yl)2 äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà Pk,l áóäåì
íàçûâàòü åãî äèàìåòðîì è îáîçíà÷àòü diamPk,l.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèàìåòðîì, èëè ìåëêîñòüþ, λ(T ) ðàçáèåíèÿ
T (ðàçìå÷åííîãî èëè íåðàçìå÷åííîãî) áðóñà P íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå äèàìåòðîâ áðóñîâ Pk,l, îáðàçóþùèõ ýòî ðàçáèå-
íèå.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì Ðèìàíà ôóíêöèè f , åñëè ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷.
∀(T, z̄) áðóñà P ñ λ(T ) < δ: |σ(f, (T, z̄)) − I| < ε. Ïðè ýòîì ïèøóò
limλ(T )→0 σ(f, (T, z̄)) = I, à ÷èñëî I íàçûâàþò äâîéíûì èíòåãðàëîì
ôóíêöèè f ïî áðóñó P è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì

∫∫
P
f(x, y) dxdy.

Â äàëüíåéøåì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì, êðàòíûé
èíòåãðàë îò ôóíêöèè g áóäåò òàêæå îáîçíà÷àòüñÿ

∫
P
g(x) dx, x =

(x1, . . . , xn), dx = dx1 . . . dxn.
Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðåäåë åå

èíòåãðàëüíûõ ñóìì, òî f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó
íà áðóñå P . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íå èíòå-
ãðèðóåìîé (ïî Ðèìàíó) íà áðóñå P .

Ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ íà áðóñå P ôóíêöèé îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì R(P ). Çàïèñü g ∈ R(P ) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g
èíòåãðèðóåìà íà áðóñå P .

Ïðèìåð.
∫ ∫

P
dxdy = µ(P ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ

T áðóñà P è ïðîèçâîëüíîé åãî ðàçìåòêè z̄ èìååì

σ(f, (T, z̄)) =

m∑
k=1

n∑
l=1

µPk,l =

m∑
k=1

∆xk

n∑
l=1

∆yl = (b− a)(d− c) = µ(P ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî µ(P ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì

Ðèìàíà ôóíêöèè, ðàâíîé 1 íà áðóñå P . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ èí-

òåãðèðóåìà íà áðóñå è åå èíòåãðàë ðàâåí µ(P ).
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Òåîðåìà 1(íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè
f ∈ R(P ), òî f îãðàíè÷åíà íà P .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Ñóììû Äàðáó

Ïóñòü f : P → R è f îãðàíè÷åíà íà P , ò.å. ∃C > 0, ò.÷. ∀(x, y) ∈ P :
|f(x, y)| ≤ C. Ïóñòü T � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå áðóñà P . Ïîëîæèì

Mk,l
.
= sup

(x,y)∈Pk,l

f(x, y), mk,l
.
= inf

(x,y)∈Pk,l

f(x, y).

Îïðåäåëåíèå 5. Âåëè÷èíû

s(f, T )
.
=

m∑
k=1

n∑
l=1

mk,lµPk,l è S(f, T )
.
=

m∑
k=1

n∑
l=1

Mk,lµPk,l

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ñóììàìè Äàðáó
ôóíêöèè f .

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó.
Ëåììà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T áðóñà P è ëþáîé åãî

ðàçìåòêè z̄ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

s(f, T ) ≤ σ(f, (T, z̄)) ≤ S(f, T ).

Ëåììà 2. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T áðóñà P . Òîãäà

s(f, T ) = inf
z̄
σ(f, (T, z̄)), S(f, T ) = sup

z̄
σ(f, (T, z̄)).

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàçáèåíèå T1 = (T x1 , T
y
1 ) ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷å-

íèåì (ïðîäîëæåíèåì) ðàçáèåíèÿ T = (T x, T y) áðóñà P , åñëè T x1 è
T y1 ÿâëÿþòñÿ èçìåëü÷åíèÿìè ðàçáèåíèé T x è T y ñîîòâåòñòâåííî,
ò.å. T x ⊂ T x1 è T y ⊂ T y1 .

Ëåììà 3. Åñëè ðàçáèåíèå T1 ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ
T áðóñà P , òî

s(f, T ) ≤ s(f, T1) ≤ S(f, T1) ≤ S(f, T ).
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé T1, T2 áðóñà P ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

s(f, T1) ≤ S(f, T2).

Ëåììà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T áðóñà P :

S(f, T )− s(f, T ) =

m∑
k=1

n∑
l=1

ω(f, Pk,l)µPk,l,

ãäå ω(f, Pk,l) = sup(x′,y′), (x,y)∈Pk,l
|f(x′, y′) − f(x, y)| � êîëåáàíèå

ôóíêöèè f íà Pk,l.
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ω(f, Pk,l) =Mk,l −mk,l.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1-4 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó

ñëó÷àþ.
Òåîðåìà 2(êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè). Ôóíêöèÿ

f : P → R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ïðÿìîóãîëüíèêå P ⇔ îíà
îãðàíè÷åíà íà P è ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀T (P ) ñ λ(T ) < δ:
ST − sT < ε.

Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèé Äàðáó, íåñêîëüêî îñëà-

áèâ óñëîâèÿ òåîðåìû 2, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì.
Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ f : P → R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà

ïðÿìîóãîëüíèêå P ⇔ îíà îãðàíè÷åíà íà P è ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò
ðàçáèåíèå T áðóñà P , ò.÷. S(f, T )− s(f, T ) < ε.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà ïî áðóñó, ñâÿçàííûå ñ àðèôìåòè÷å-
ñêèìè îïåðàöèÿìè, íåðàâåíñòâàìè, ìîäóëåì, äîêàçûâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ñëó÷àþ èíòåãðàëà ïî îòðåçêó.

Ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó

Áðóñ âèäà P
.
= [a, b] × [c, d] áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûì áðóñîì

(P � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R2).
Áðóñ Π

.
= (a, b) × (c, d) áóäåì íàçûâàòü îòêðûòûì áðóñîì (Π �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R2).
Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðîé (ïëîùàäüþ) µΠ îòêðûòîãî áðóñà íàçû-

âàþò (b− a)(d− c). Òàêèì îáðàçîì, µP = µΠ = (b− a)(d− c).
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Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî E ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà, åñëè ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ áðóñîâ {Πk}, ò.÷.

1) E ⊂ ∪kΠk è 2)
∑
k µΠk < ε.

Ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ äëÿ ëþáûõRn (åñòåñòâåííî íàäî áðàòü
n�ìåðíûå îòêðûòûå áðóñû). Â ñëó÷àå n = 1 ðîëü îòêðûòûõ áðóñîâ
èãðàþò èíòåðâàëû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 8. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ Xα, α ∈ A íàçûâàåòñÿ

ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà E, åñëè E ⊂ ∪αXα.
Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èì òîò æå êëàññ ìíîæåñòâ, åñëè áóäåì áðàòü

ïîêðûòèÿ, ñîñòîÿùèå èç çàìêíóòûõ áðóñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîë-
íåíî îïðåäåëåíèå äëÿ ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè áðóñàìè, òî òåì áîëåå îíî
ñïðàâåäëèâî è äëÿ çàìêíóòûõ, èáî çàìêíóòûå áðóñû Pk

.
= Πk = Πk∪∂Πk

îáðàçóþò òðåáóåìîå ïîêðûòèå. Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå
äëÿ çàìêíóòûõ áðóñîâ Pk, òî ∀k ∃ îòêðûòûé áðóñ Πk ⊃ Pk, ò.÷. µΠk <
µPk + ε2−k ⇒ E ⊂ ∪kΠk è

∑
k µΠk <

∑
k µPk +

∑
k 2

−kε < ε+ ε = 2ε.
Ïðèìåðû.

1) ∅ èìååò ìåðó íóëü ïî Ëåáåãó, ò.ê. äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî áðóñà Π:
∅ ⊂ Π.

2) Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî E = {a} ⊂ R2, a = (a1, a2) èìååò íóëåâóþ
ìåðó â ñìûñëå Ëåáåãà, ò.ê. ∀ε > 0: {a} ⊂ (a1 −

√
ε/4, a1 +

√
ε/4) × (a2 −√

ε/4, a2 +
√
ε/4) = Πε, à µΠε = ε/4 < ε.

3) Ëþáîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E = {b1, b2, . . .}. Âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîñêîëüêó ∀k ∈ N ∃ îòêðûòûé áðóñ Πk ∋ bk,

ò.÷. µΠk < ε2−k, òî E ⊂ ∪kΠk è
∑
k µΠk <

∑
k ε2

−k ≤ ε.

Ëåììà 5. Ïóñòü f ∈ R[a, b]. Òîãäà ãðàôèê

Γ
.
= {(x, y)| x ∈ [a, b], y = f(x)}

ôóíêöèè f åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó íà ïëîñêîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Â ñè-

ëó êðèòåðèÿ Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè ∃δ = δ(ε) > 0, ò.÷. ∀T [a, b]
ñ λ(T ) < δ: S(f, T ) − s(f, T ) =

∑
j(Mj − mj)∆xj < ε (Mj =

sup[xj−1,xj ] f(x), mj = inf [xj−1,xj ] f(x)). Òåïåðü çàôèêñèðóåì ðàçáè-

åíèå T = {xi}ki=0 îòðåçêà [a, b] ñ λ(T ) < δ. Ïîëîæèì Γi
.
= {(x, y)|x ∈
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[xi−1, xi], y = f(x)} è ââåäåì áðóñû Pi
.
= [xi−1, xi] × [mi,Mi]. Ïî-

ñêîëüêó ∀x ∈ [xi−1, xi]: mi ≤ f(x) ≤ Mi, òî Γi ⊂ Pi è, ñëåäîâàòåëü-

íî, Γ = ∪ki=1Γi ⊂ ∪ki=1Pi. Ïðè ýòîì
∑k
i=1 µPi =

∑k
i=1(Mi−mi)∆xi <

ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ C[a, b], òî åå ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà. Â ÷àñòíîñòè âñÿêèé îòðåçîê
íà ïëîñêîñòè èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñì. ëåêöèþ 1.25).

Òåîðåìà 4(ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëå-
áåãà).

1) ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó;

2) îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü ïî Ëåáåãó åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå 1) ñðàçó ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû ïî Ëåáåãó.

Äîêàæåì 2). Ïóñòü Ej , j = 1, 2 . . . ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëå-
áåãó â êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ÷èñëå. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ ∀j
ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îòðêðûòûõ áðóñîâ {Π(j)

k , k = 1, 2, . . .},
ò.÷. Ej ⊂ ∪kΠ(j)

k è
∑
k µΠ

(j)
k < ε2−j . Òîãäà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ

ñèñòåìà îòêðûòûõ áðóñîâ {Π(j)
k } òàêîâà, ÷òî ∪jEj ⊂ ∪j(∪kΠ(j)

k ) è

∑
k, j

Π
(j)
k =

∑
j

(∑
k

µΠ
(j)
k

)
<
∑
j

ε2−j = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∪jEj ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.
Çàìå÷àíèå. Â êàêîì ïîðÿäêå ñêëàäûâàòü íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷è-

íû µΠ
(j)
k áåçðàçëè÷íî. Íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà îñòàíàâëèâàòüñÿ

íå áóäåì.
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ËÅÊÖÈß 10
Êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè íà áðóñå.

Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Èíòåãðàë
Ðèìàíà ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó. Êîððåêòíîñòü
îïðåäåëåíèÿ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè.

Êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî ïî÷òè
âñþäó (ï.â.) íà ìíîæåñòâå E, åñëè ïîäìíîæåñòâî E1 ìíîæåñòâà
E, íà êîòîðîì ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñòü ìíîæåñòâî
ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû
íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà, òî ëþáîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî ï.â. íà E.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, êîòîðàÿ èãðàåò öåíòðàëü-
íóþ ðîëü â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ.

Òåîðåìà 1(êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè íà áðóñå).
Ôóíêöèÿ f ∈ R(P ) ⇔ f îãðàíè÷åíà íà áðóñå P è íåïðåðûâíà ï.â.
íà P .

Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî E ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ äîïóñòè-
ìûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è åãî ãðàíèöà ∂E åñòü ìíîæåñòâî ìåðû
íóëü ïî Ëåáåãó.

Ïðèìåðû.

1) Áðóñ, òðåóãîëüíèê, êðóã, êîëüöî � äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà.
2) E = {(x, y)| a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)}, φi ∈ C[a, b], i = 1, 2, �

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì.
Äîïóñòèìîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò èç ëåììû 5 è òåîðåìû 4 ëåêöèè

9.

3) Ìíîæåñòâî òî÷åê íåâûðîæäåííîãî çàìêíóòîãî áðóñà P ñ ðàöèî-

íàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, èáî ãðà-

íèöà ýòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ P , à íåâûðîæäåííûé áðóñ íå ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà (ýòî íåñëîæíî äîêàçàòü).

Ëåììà 1. ∀E1 , E2 ⊂ R2:
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1) ∂(E1 ∪ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2

2) ∂(E1 ∩ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2

3) ∂(E1 \ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, íàïðèìåð, 2). Ïóñòü

x ∈ ∂(E1 ∩ E2). Çíà÷èò, â ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x åñòü
êàê òî÷êè èç E1 ∩ E2, òàê è òî÷êè ìíîæåñòâà R2 \ (E1 ∩ E2) =
∪2
i=1(R

2 \Ei) (áûëî èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî äå Ìîðãàíà), ò.å. òî÷êè,
ïðèíàäëåæàùèå õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ R2 \ E1 è R2 \ E2.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç
ìíîæåñòâ ∂E1 èëè ∂E2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèÿ ìíî-
æåñòâ x ñîäåðæèòñÿ â ∂E1 ∪ ∂E2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 2(ñâîéñòâî äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ). Îáúåäèíåíèå è
ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ äî-
ïóñòèìûì ìíîæåñòâîì; ðàçíîñòü äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ � äî-
ïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ëåììû 2 ñðàçó ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ëåììû 1 è ñâîéñòâ ìíîæåñòâ
ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ χA(x) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé (õ.ô.) ìíîæåñòâà A ⊂ R2, åñëè

χA(x)
.
= 1, x ∈ A è χA(x)

.
= 0, x /∈ A.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ,
1) õ.ô. ëþáîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêîñòè R2;
2) âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ (âíåøíÿÿ) òî÷êà ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè χA(x), èáî õ.ô. áóäåò ïîñòîÿííîé,
ðàâíîé ñîîòâåòñòâåííî åäèíèöå è íóëþ, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òàêîé òî÷êè. Íàïðîòèâ, ëþáàÿ òî÷êà ãðàíèöû ∂A ìíîæåñòâà A áó-
äåò òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè χA(x).

Êàê ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 1) è 2) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè A � äîïóñòè-
ìîå ìíîæåñòâî, òî χA(x) íåïðåðûâíà ï.â. íà R2.
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Èíòåãðàë Ðèìàíà ïî ìíîæåñòâó

Ïóñòü f : E → R, E � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R2.
Ââåäåì ôóíêöèþ

f0(x)
.
= f(x), åñëè x ∈ E è f0(x) = 0, åñëè x /∈ E,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íóëåì ôóíêöèè f ñ ìíîæåñòâà
E íà R2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå A, ÷å-
ðåç Ad(g) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà, à ÷åðåç
Ac(g) � ìíîæåñòâî åå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ òî÷-
êà ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè, ëèáî òî÷êîé
ðàçðûâà ôóíêöèè g, òî Ad(g) ∪Ac(g) = A.

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà Ed(f) èR2
d(f0)

ôóíêöèé f è f0 ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ðàç-
ðûâà ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà è ôóíêöèè f0, ò.å.
Ed(f) ⊂ R2

d(f0). Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, â êîòî-
ðîé íåïðåðûâíà f , áóäåò òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f0, ò.ê. â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè ôóíêöèè f è f0 ñîâïàäàþò. Âñÿ-
êàÿ âíåøíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E áóäåò òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè f0,
ò.ê. f0 ðàâíà 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè. Ñòàëî áûòü,
òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f0 ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ëèøü â ãðàíè÷íûõ òî÷-
êàõ ìíîæåñòâà E, â êîòîðûõ f íåïðåðûâíà, è â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
ìíîæåñòâà E, íå ïðèíàäëåæàùèõ E. Òàêèì îáðàçîì, íîâûå òî÷êè
ðàçðûâà ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ ëèøü íà ∂E, ò.å. R2

d(f0) ⊂ Ed(f)∪ ∂E.
Ñëåäîâàòåëüíî,

Ed(f) ⊂ R2
d(f0) ⊂ Ed(f) ∪ ∂E.

Ïðèìåðû.

1) Åñëè f : E → R è f(x) = 1 íà ìíîæåñòâå E, òî Ed(f) = ∅.
f0(x) = χE(x) ⇒ R2

d(f0) = ∂E.

2) Ïóñòü E = [0, 1] è g(x) = x, x ∈ E ⇒ Ed(g) = ∅. g0(x) = x, åñëè

x ∈ E è g0(x) = 0 äëÿ x ∈ R \ E. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà E ñîñòîèò èç äâóõ

òî÷åê 0 è 1. Î÷åâèäíî, ÷òî g0 ∈ C(0) è g0 ðàçðûâíà â òî÷êå x = 1 ⇒
Rd(g0) = {1}.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî
Ðèìàíó íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå E, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çà-
ìêíóòîãî áðóñà P , ñîäåðæàùåãî ìíîæåñòâî E, ôóíêöèÿ f0|P èí-
òåãðèðóåìà íà áðóñå P . Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ðèìàíà ôóíêöèè
f ïî ìíîæåñòâó E îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫∫

E

f(x, y) dxdy
.
=

∫∫
P⊃E

f0|P (x, y) dxdy (7)

Åñëè èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (7) íå ñóùåñòâóåò äëÿ
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî áðóñà P ⊃ E, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
íåèíòåãðèðóåìîé (ïî Ðèìàíó) íà ìíîæåñòâå E.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ íà E, îáîçíà÷àåòñÿ
R(E).

Ëåììà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ R2 îãðàíè÷åíî, f : E → R è
P � çàìêíóòûé áðóñ, ò.÷. P ⊃ E.

Òîãäà ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f0 è åå ñóæåíèÿ f0|P
íà áðóñ P ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â
ñìûñëå Ëåáåãà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó f0 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèè f0|P íóëåì, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå

Pd(f0|P ) ⊂ R2
d(f0) ⊂ Pd(f0|P ) ∪ ∂P.

Ñëåäîâàòåëüíî, R2
d(f0) \ Pd(f0|P ) ⊂ ∂P . Ïîñêîëüêó ∂P ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñûñëå Ëåáåãà, òî R2
d(f0) \ Pd(f0|P ) ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà êàê ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà.

Ñëåäñòâèå 1. f0|P íåïðåðûâíà ï.â. íà áðóñå P ⊃ E ⇔ f0 íåïðå-
ðûâíà ï.â. íà R2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî äîêàçàííîìó R2
d(f0) = Pd(f0|P )∪D,

ãäå D � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà (D ⊂ ∂P ). Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà è ñâîéñòâ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 2. Ñóæåíèå f0|P èíòåãðèðóåìî íà áðóñå P ⊃ E ⇔
ôóíêöèÿ f0 îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ï.â. íà R2.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëåáåãà f0|P ∈ R(P )
⇔ f0|P îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ï.â. íà áðóñå P . Îãðàíè÷åííîñòü
f0|P íà P ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè f0 íà R2. Ïî äîêàçàííîìó
âûøå íåïðåðûâíîñòü ï.â. íà áðóñå P ôóíêöèè f0|P ðàâíîñèëüíà
íåïðåðûâíîñòè ï.â. íà R2 ôóíêöèè f0.

Òåîðåìà 2(êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà). Åñëè
çàìêíóòûå áðóñû P1 è P2 ñîäåðæàò ìíîæåñòâî E, òî èíòåãðàëû∫∫

P1

f0|P1(x, y) dxdy è

∫∫
P2

f0|P2(x, y) dxdy

ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì â ïåðâîì
ñëó÷àå èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñëåäñòâèÿ 2 ëåììû 3 âûòåêàåò,
÷òî èíòåãðàëû îò f0|P1

è f0|P2
ïî áðóñàì P1 è P2 ñóùåñòâóþò èëè

íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî (ýòî çàâèñèò ëèøü îò òîãî, áóäåò ëè
ôóíêöèÿ f0 íåïðåðûâíîé ï.â. è îãðàíè÷åííîé íà R2).

Ïóñòü èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Ââåäåì òðåòèé áðóñ P
.
= P1 ∩ P2.

Òîãäà èìååì:
1) ïðÿìîóãîëüíèê P çàìêíóò êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ (ñì. òåîðåìó 1 ëåêöèè 1.33);
2) òàê êàê E ⊂ Pi, i = 1, 2, òî E ⊂ P1 ∩ P2 = P ;
×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫∫
P1
f0|P1(x, y) dxdy =

∫∫
P
f0|P (x, y) dxdy.

Âñÿêîå ðàçáèåíèå áðóñà P ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèå-
íèå ïðÿìîóãîëüíèêà P1, êîòîðîå ñîñòîèò èç áðóñîâ Qj , îáðàçóþùèõ
ðàçáèåíèå áðóñà P , è áðóñîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæå-
íèÿ ñòîðîí áðóñîâ Qj äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà
P1.

Ïîñêîëüêó âíå áðóñà P ôóíêöèÿ f0|P1(x, y) ðàâíà íóëþ, òî çíà-
÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà îò ðàññìàòðèâàåìûõ ñóæåíèé
ôóíêöèè f0, îòâå÷àþùèå îïèñàííûì ðàçáèåíèÿì P è P1 ñîâïàäà-
þò ìåæäó ñîáîé, åñëè â íèõ èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå ðàçìåòêó
äëÿ áðóñîâ Qj , à â îñòàâøèõñÿ áðóñàõ ðàçáèåíèÿ P1 áðàòü â êà÷å-
ñòâå ðàçìåòêè áðàòü âíóòðåííèå òî÷êè ýòèõ áðóñîâ. Íî ýòîãî íåëüçÿ
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ñêàçàòü î äèàìåòðàõ ðàçáèåíèé. Ïîýòîìó ïðîâåäåì äîïîëíèòåëüíîå
ðàçáèåíèå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè P1 \ P òàê, ÷òîáû

a) íîâîå ðàçáèåíèå T1(P1) áûëî èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ áðóñà
P1, ïîðîæäåííîãî ðàçáèåíèåì T áðóñà P ,

b) áðóñû Qj ÿâëÿëèñü áðóñàìè ðàçáèåíèÿ T1(P1),
c) äèàìåòð λ(T1) íîâîãî ðàçáèåíèÿ áðóñà P1 ñîâïàäàë ñ äèàìåò-

ðîì λ(T ) ðàçáèåíèÿ P .
Â òàêîì ñëó÷àå âñå ñëàãàåìûå èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà

ôóíêöèè f0|P , ïîñòðîåííûå ïî ðàçìå÷åííîìó ðàçáèåíèþ T áðóñà
P , îñòàþòñÿ ÷ëåíàìè èíòåãðàëüíîé ñóììû ôóíêöèè f0|P1

, ïîñòðî-
åííîé ïî íîâîìó ðàçáèåíèþ T1 áðóñà P1.

Çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàþò. Òå-
ïåðü óñòðåìèì λ(T ) ê íóëþ. Òàê êàê ñóæåíèÿ f0 íà îáà ïðÿìîóãîëü-
íèêà èíòåãðèðóåìû, òî ðàññìàòðèâàåìûå èíòåãðàëüíûå ñóììû èìå-
þò ïðåäåëû. Ýòè ïðåäåëû ðàâíû, ò.ê. èíòåãðàëüíûå ñóììû ðàâíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ îáîèõ èíòåãðàëîâ ñîâïàäàþò. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì, íå âû-

çûâàÿ íåäîðàçóìåíèé, ïèñàòü f0 âìåñòî ñóæåíèÿ f0|P íà áðóñ P ïîä çíà-

êîì èíòåãðàëà ïî áðóñó P ⊃ E.

Òåîðåìà 3(êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè). Ïóñòü
E ⊂ R2 äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f : E → R èíòåãðèðó-
åìà íà ìíîæåñòâå E ⇔ f îãðàíè÷åíà íà E è íåïðåðûâíà ï.â. íà
E.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ f ∈ R(E)
def⇔ f0|P ∈ R(P ),

P ⊃ E ⇔
ñëåä. 2

f0 îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ï.â. íà R2. Îãðàíè-

÷åííîñòü f0 íà R2 ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè f íà E. Ïîñêîëüêó
Ed(f) ⊂ R2

d(f0) ⊂ Ed(f)
⋃
∂E, à ìíîæåñòâî ∂E ïî óñëîâèþ ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà, òî ìíîæåñòâî R2
d(f0)

èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü⇔ ìíîæåñòâî Ed(f) ìíîæåñòâî ìåðû íóëü
â ñìûñëå Ëåáåãà, ò.å. f0 íåïðåðûâíà ï.â. íà áðóñå R2 ⇔ f íåïðå-
ðûâíà ï.â. íà E. Òàêèì îáðàçîì, f0|P ∈ R(P ) ⇔ f îãðàíè÷åíà è
íåïðåðûâíà ï.â. íà E. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ C(E) (E � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî) è
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ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E, òî f ∈ R(E).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

f âûïîëíåíû óñëîâèÿ êðèòåðèÿ Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè.
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ËÅÊÖÈß 11
Ìåðà Æîðäàíà è åå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ñâîéñòâà

êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Ìåðà Æîðäàíà è åå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Îïðåäåëåíèå 1. Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E ⊂ R2 èçìåðèìî
ïî Æîðäàíó, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫∫
E
dxdy. Âåëè÷èíà ýòîãî

èíòåãðàëà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Æîðäàíà ìíîæåñòâà E è îáîçíà÷à-
åòñÿ µE:

µE
.
=

∫∫
E

dxdy.

Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð èç ëåêöèè 9, áðóñ èçìåðèì ïî

Æîðäàíó è åãî ìåðà Æîðäàíà ñîâïàäàåò ñ åãî ïëîùàäüþ.

Òàê êàê
∫∫
E
dxdy =

∫∫
P⊃E χE(x, y) dxdy, à ìíîæåñòâî òî÷åê ðàç-

ðûâà ôóíêöèè χE ñîâïàäàåò ñ ∂E, òî èç êðèòåðèÿ Ëåáåãà èíòåãðè-
ðóåìîñòè íà áðóñå ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E èçìåðè-
ìî ïî Æîðäàíó ⇔ ∂E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó,
ò.å. ìíîæåñòâî E äîïóñòèìî.

Èòàê, E èçìåðèìî ïîÆîðäàíó
def⇔ ∃

∫∫
P⊃E χE(x, y) dxdy⇔ ∀ε >

0 ∃T (P ), ò.÷. S(χE , T )− s(χE , T ) < ε (òåîðåìà 3 ëåêöèè 9).
Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê S(χE , T ) =

∑
i

∑
jMijµPi,j , ãäå

Mij =

{
1, åñëè Pi,j

⋂
E ̸= ∅;

0, åñëè Pi,j
⋂
E = ∅,

òî âåðõíèå ñóììû Äàðáó S(χE , T ) ñîâïàäàþò ñ ñóììîé ïëîùàäåé
áðóñîâ ðàçáèåíèÿ T (P ), èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ E. Îáî-
çíà÷èì îáúåäèíåíèå òàêèõ áðóñîâ ÷åðåç R(ε). ßñíî, ÷òî E ⊂ R(ε).

Òåïåðü âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íèæíèõ ñóìì Äàðáó
s(χE , T ) =

∑
i

∑
jmijµPi,j , ãäå

mij =

{
1, åñëè Pi,j ⊂ E;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(ε) îáúåäèíåíèå áðóñîâ ðàçáèåíèÿ T (P ), ñî-
äåðæàùèõñÿ (âïèñàííûõ) â ìíîæåñòâî E. Åñëè Q(ε) ̸= ∅, òî èç îïðå-
äåëåíèÿ íèæíåé ñóììû Äàðáó ñëåäóåò, ÷òî ñóììà s(χE , T ) ñîâïà-
äàåò ñ ñóììîé ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèé T (P ), ñîäåð-
æàùèõñÿ â ìíîæåñòâå E, ò.å. s(χE , T ) = µQ(ε).

Åñëè Q(ε) = ∅, ò.å. íåò áðóñîâ ðàçáèåíèÿ T (P ), âïèñàííûõ â
ìíîæåñòâî E, òî èç îïðåäåëåíèÿ íèæíåé ñóììû Äàðáó ñëåäóåò, ÷òî
s(χE , T ) = 0. Ïîëàãàÿ, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî èìååò ïëîùàäü, ðàâ-
íóþ íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå s(χE , T ) = µQ(ε).

Çíà÷èò, S(χE , T )− s(χE , T ) = µR(ε)− µQ(ε).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó ⇔ ∀ε > 0 ∃

ìíîãîóãîëüíèêèQ(ε) è R(ε) (Q(ε) ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì)
ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ò.÷.

1) Q(ε) ⊂ E ⊂ R(ε),
2) µR(ε)− µQ(ε) < ε.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî D ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà, åñëè ∀ε > 0 ∃ êîíå÷íàÿ ñè-
ñòåìà îòêðûòûõ áðóñîâ Π1, . . . ,Πk, k = k(ε), ò.÷.

1) D ⊂
k⋃
j=1

Πj , 2)

k∑
j=1

µΠj < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî
1) ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ñûñëå Æîðäàíà îãðàíè÷åíî
2) âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîð-

äàíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà;
3) ìíîæåñòâî ìåðû íóëü ïî Æîðäàíó ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìå-

ðû íóëü ïî Ëåáåãó;
4) ìíîæåñòâî ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó ìîæåò íå áûòü ìíîæåñòâîì

ìåðû íóëü ïî Æîðäàíó: ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, à ò.ê. îíî íå îãðàíè÷åíî, òî íå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Æîðäàíó.

5) â îïðåäåëåíèè 5 âìåñòî îòêðûòûõ áðóñîâ ìîæíî áðàòü çà-
ìêíóòûå áðóñû.
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Ëåììà 1. Âñÿêèé êîìïàêò F ⊂ R2, ÿâëÿþùèéñÿ ìíîæåñòâîì
ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Æîð-
äàíó.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ
êîìïàêòà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïî-
êðûòèå.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó ⇔ ìíîæå-
ñòâî E îãðàíè÷åíî è åãî ãðàíèöà ∂E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû
íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà.

Ä î ê à ç ò ë ü ñ ò â î. Ãðàíèöà ∂E ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì â R2 (ñì. ëåììó 1 ëåêöèè 1.33). Ïîñêîëüêó
E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî ∂E òàêæå áóäåò îãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì â R2 ⇒ ∂E êîìïàêò â R2 (ñì. ëåêöèþ 1.34). Ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç ëåììû 1 è ñâîéñòâà 3) ìíî-
æåñòâ ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà.

Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà

1) (ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà)
Åñëè f , g ∈ R(E), λ ∈ R � ïðîèçâîëüíî, òî

λf ∈ R(E), f + g ∈ R(E)

è ∫ ∫
E

λf(x, y) dxdy = λ

∫ ∫
E

f(x, y) dxdy,∫ ∫
E

(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫ ∫
E

f(x, y) dxdy +

∫ ∫
E

g(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê P ⊃ E. Òàê
êàê f , g ∈ R(E), òî f0, g0 ∈ R(P ). Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà ïî
áðóñó f0 + g0, λf0 ∈ R(P ). Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî (λf)0 = λf0 è
(f + g)0 = f0 + g0. Ñëåäîâàòåëüíî, (λf)0, (f + g)0 ∈ R(P ). Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè λf , f + g ∈ R(E). Èç îïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó è èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà ïî áðóñó∫ ∫

E

(λf(x, y)) dxdy =

∫ ∫
P

(λf0)(x, y) dxdy =
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= λ

∫ ∫
P

f0(x, y) dxdy = λ

∫ ∫
E

f(x, y) dxdy,∫ ∫
E

(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫ ∫
P

(f(x, y) + g(x, y))0 dxdy =∫ ∫
P

(f0(x, y)+g0(x, y)) dxdy =

∫ ∫
P

f0(x, y) dxdy+

∫ ∫
P

g0(x, y) dxdy =∫ ∫
E

f(x, y) dxdy +

∫ ∫
E

g(x, y) dxdy.

2) (èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ)
Ïóñòü f , g ∈ R(E). Òîãäà fg ∈ R(E).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàìêíóòûé áðóñ P ⊃ E.

Òîãäà f0, g0 ∈ R(P ) è ïî ñâîéñòâó èíòåãðàëà ïî áðóñó f0g0 ∈ R(P ).
Î÷åâèäíî, ÷òî (fg)0 = f0g0. Ïîýòîìó (fg)0 ∈ R(P ). Îòñþäà ïî
îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè fg ∈ R(E).

3) (èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ)
Åñëè f ∈ R(E), òî |f | ∈ R(E) è∣∣∣∣∫ ∫

E

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∫
E

|f(x, y)| dxdy

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàìêíóòûé áðóñ P ⊃ E. Òîãäà
f0 ∈ R(P ) è ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà ïî áðóñó |f0| ∈ R(P ). Òàê
êàê èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî |f0| = |f |0, òî |f |0 ∈ R(P ).
Ñëåäîâàòåëüíî, |f | ∈ R(E).

Îöåíêà ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè äëÿ èíòåãðàëîâ ïî
áðóñó ∣∣∣∣∫ ∫

E

f dxdy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∫
P

f0 dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∫
P

|f0| dxdy =

∫ ∫
P

|f |0 dxdy =

∫ ∫
E

|f | dxdy.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èç |f | ∈ R(E) íå ñëåäóåò f ∈ R(E).
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4)(èíòåãðàë è íåðàâåíñòâà)
Ïóñòü f ∈ R(E) è ∀(x, y) ∈ E: f(x, y) ≥ 0. Òîãäà∫ ∫
E
f(x, y) dxdy ≥ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ôóíêöèÿ f ≥ 0 íà E, òî f0 ≥ 0
íà R2. Ïîýòîìó∫ ∫

E

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
P⊃E

f0(x, y) dxdy ≥ 0,

ò.ê. â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà ïî áðóñó ïîñëåäíèé èíòåãðàë íåîòðè-
öàòåëåí.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f , g ∈ R(E) è f ≥ g íà E. Òîãäà∫ ∫
E
f(x, y) dxdy ≥

∫ ∫
E
g(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ f − g ≥ 0 íà E, òî
èç 4) è ëèíåéíîñòè êðàòíîãî èíòåãðàëà

0 ≤
∫ ∫

E

(f(x, y)−g(x, y)) dxdy =

∫ ∫
E

f(x, y) dxdy−
∫ ∫

E

g(x, y) dxdy.

Â ïðèâåäåííûõ ñâîéñòâàõ èíòåãðàëà îò ìíîæåñòâà E òðåáîâà-
ëàñü ëèøü îãðàíè÷åííîñòü. Îäíàêî åñëè íå òðåáîâàòü èçìåðèìîñòè
ìíîæåñòâà E ïî Æîðäàíó, òî ìíîæåñòâî R(E) èíòåãðèðóåìûõ íà
E ôóíêöèé íå áóäåò ñîäåðæàòü, íàïðèìåð, ïîñòîÿííûå ôóíêöèè,
îòëè÷íûå îò íóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå íå âñå îãðàíè-
÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îêàæóòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, ò.å. íå
áóäåò âêëþ÷åíèÿ C(E) ⊂ R(E). Ïîýòîìó âñþäó â äàëüíåéøåì ìíî-
æåñòâî E áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó.

5) (îöåíêà èíòåãðàëà)
Ïóñòü f ∈ R(E) è ∀(x, y) ∈ E: m ≤ f(x, y) ≤M . Òîãäà

mµE ≤
∫ ∫

E

f(x, y) dxdy ≤MµE.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî
â ñèëó êðèòåðèÿ Ëåáåãà ïîñòîÿííûå íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè èí-
òåãðèðóåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî m ≤ f(x, y) ≤ M ìîæíî
èíòåãðèðîâàòü, ÷òî ïðèâîäèò ê òðåáóåìîé îöåíêå.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R(E). Åñëè µE = 0, òî∫ ∫
E
f(x, y) dxdy = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 5.
6) (òåîðåìà î ñðåäíåì)
Ïóñòü f, g ∈ R(E), g ≥ 0 íà E, m

.
= infE f(x, y), M

.
=

supE f(x, y). Òîãäà ∃θ ∈ [m,M ], ò.÷.∫ ∫
E

f(x, y)g(x, y) dxdy = θ

∫ ∫
E

g(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì, êàê
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî E ëèíåéíî ñâÿçíûé êîì-
ïàêò è f ∈ C(E), òî ∃(x0, y0) ∈ E, ò.÷.∫ ∫

E

f(x, y)g(x, y) dxdy = f(x0, y0)

∫ ∫
E

g(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû î
ñðåäíåì è ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

7) (èíòåãðèðóåìîñòü ïî èçìåðèìûì ïîäìíîæåñòâàì)
Åñëè f ∈ R(E), D ⊂ E, D � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî f ∈

R(D), òî÷íåå ñóæåíèå f |D ∈ R(D).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f |D � ñóæåíèå ôóíêöèè f

íà D, ò.å. ôóíêöèÿ f , ðàññìàòðèâàåìàÿ òîëüêî íà D. Î÷åâèäíî,
÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ðàçðûâà ñóæåíèÿ f |D áóäåò òî÷êîé ðàçðûâà f ,
ò.å. Dd(f) ⊂ Ed(f) ⇒ ìíîæåñòâî Dd(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû
íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî
Ëåáåãó. Çíà÷èò, f |D íåïðåðûâíà ï.â. íà D. Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíà
íà E, òî ñóæåíèå f |D òåì áîëåå îãðàíè÷åíî íà D. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî êðèòåðèþ Ëåáåãà ôóíêöèÿ f |D ∈ R(D).

Çàìå÷àíèå. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïîäìíîæåñòâàì, òàì ãäå ýòî íå

âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé, âìåñòî ñóæåíèÿ ôóíêöèè áóäåì óêàçûâàòü ñà-

ìó ôóíêöèþ.
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ËÅÊÖÈß 12
Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà (ïðîäîëæåíèå).

Ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà.

8)(àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà)
Ïóñòü f : E1∪E2 → R, ìíîæåñòâà E1 è E2 èçìåðèìû ïî Æîð-

äàíó è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà E1 è E2, òî÷íåå f |E1
∈ R(E1),

f |E2
∈ R(E2). Òîãäà f ∈ R(E1 ∪ E2), f ∈ R(E1 ∩ E2) ( òî÷íåå

f |E1∩E2 ∈ R(E1 ∩ E2)) è∫ ∫
E1∪E2

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
E1

f(x, y) dxdy +

∫ ∫
E2

f(x, y) dxdy −
∫ ∫

E1∩E2

f(x, y) dxdy.

Åñëè E1 ∩ E2 = ∅ èëè µ(E1 ∩ E2) = 0, òî∫ ∫
E1∪E2

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
E1

f(x, y) dxdy +

∫ ∫
E2

f(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 2 ëåêöèè 10 ìíîæåñòâà
E1 ∪E2 è E1 ∩E2 èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Ïîñêîëüêó E1 ∩E2 ⊂ E1,
òî èç ñâîéñòâà 7 ñëåäóåò, ÷òî f ∈ R(E1 ∩ E2).

Ëþáàÿ òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f : E1 ∪ E2 → R ïðèíàäëåæèò
õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ E1 è E2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå E1. Òîãäà îíà
ëèáî âíóòðåíÿÿ òî÷êà E1, ëèáî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E1. Â
ïåðâîì ñëó÷àå îíà áóäåò è òî÷êîé ðàçðûâà ñóæåíèÿ f |E1

, èáî f è
f |E1 ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà ðàçðûâà ñîäåðæèòñÿ â E1d(f)∪∂E1. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f : E1 ∪E2 → R
âõîäèò â ìíîæåñòâî E1d(f |E1

)∪∂E1∪E2d(f |E2
)∪∂E2. Íà îñíîâàíèè

ñâîéñòâ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà è óñëîâèé òåîðåìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ï.â. íà E1 ∪ E2.
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Èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2 ñëåäóåò
åå îãðàíè÷åííîñòü íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Íî òîãäà f îãðàíè÷åíà è íà
E1 ∪ E2. Ïîýòîìó â ñèëó êðèòåðèÿ Ëåáåãà f ∈ R(E1 ∪ E2).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóë. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
f0 ôóíêöèè f íóëåì ñ E1 ∪ E2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

f0 = f0χE1
+ f0χE2

− f0χE1∩E2
(8)

(åñëè E1 ∩ E2 = ∅, òî òðåòüå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò). Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäñòàâèì E1∪E2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ:

E1 ∪ E2 = (E1 \ E2) ∪ (E2 \ E1) ∪ (E1 ∩ E2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ ðàâåíñòâî (8) âû-
ïîëíÿåòñÿ. Îòìåòèì åùå, ÷òî ôóíêöèè f0χE1 , f0χE2 è f0χE1∩E2 ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì íóëåì ôóíêöèè f ñ ìíîæåñòâ E1, E2 è E1∩E2

ñîîòâåòñòâåííî (òî÷íåå, ñóæåíèé ôóíêöèè f íà ýòè ìíîæåñòâà).
Ïóñòü áðóñ P ⊃ E1 ∪E2. Èç îïðåäåëåíèèÿ èíòåãðàëà ïî ìíîæå-

ñòâó, ñâîéñòâ èíòåãðàëà ïî áðóñó è (8) èìååì:∫ ∫
E1∪E2

f dxdy =

∫ ∫
P

f0 dxdy =∫ ∫
P

((f |E1)0 + (f |E2)0 − (f |E1∩E2)0) dxdy =∫ ∫
P

(f |E1
)0 dxdy +

∫ ∫
P

(f |E2
)0 dxdy −

∫ ∫
P

(f |E1∩E2
)0 dxdy =

∫ ∫
E1

f dxdy +

∫ ∫
E2

f dxdy −
∫ ∫

E1∩E2

f dxdy.

Åñëè µ(E1 ∩E2) = 0, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå
∫ ∫

E1∩E2
f dxdy =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà). Ïóñòü f ∈ R(E),

D ⊂ E, ãäå ìíîæåñòâà D è E èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Åñëè f ≥ 0
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íà ìíîæåñòâå E, òî∫ ∫
D

f(x, y) dxdy ≤
∫ ∫

E

f(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì E = D∪(E\D). Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî E \D èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è D ∩ (E \D) = ∅, òî∫ ∫

E

f dxdy =

∫ ∫
D

f dxdy +

∫ ∫
E\D

f dxdy ≥
∫ ∫

D

f dxdy,

ò.ê.
∫ ∫

E\D f dxdy ≥ 0.

9) (ïîëîæèòåëüíîñòü èíòåãðàëà)
Ïóñòü f ∈ R(E), ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è

f(x, y) ≥ 0 íà E. Åñëè ñóùåñòâóåò âíóòðåííÿÿ òî÷êà (x0, y0)
ìíîæåñòâà E, ò.÷. f ∈ C((x0, y0)) è f(x0, y0) > 0, òî∫ ∫

E
f(x, y) dxdy > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
øàð B ⊂ E ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0), ò.÷. ∀(x, y) ∈ B: f(x, y) ≥
1

2
f(x0, y0) > 0 (ýòî ñëåäóåò èç ëåììû î çíàêå è òîãî, ÷òî òî÷êà

âíóòðåííÿÿ). Òàê êàê øàð B èçìåðèì ïî Æîðäàíó (ñì. ïðèìåð èç
ëåêöèè 10), òî ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà,
èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ è ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà)∫ ∫

E

f dxdy ≥
∫ ∫

B

f dxdy ≥ 1

2
f(x0, y0)µB > 0

(òî, ÷òî µB > 0 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â øàð B ìîæíî âïèñàòü íåâû-
ðîæäåííûé êóá Q, ÷üÿ ìåðà â ñèëó çàìå÷àíèÿ èç ëåêöèè 11 ïîëîæè-
òåëüíà, à òîãäà (ñì. íèæå ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà) µB ≥ µQ > 0).

Ñëåäñòâèå (îá îáðàùåíèè â íóëü ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè). Ïóñòü f ∈ R(E), ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîð-
äàíó è f ≥ 0 íà E. Åñëè

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy = 0, òî f = 0 ï.â. íà

E.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìíîæåñòâî E íå èìååò âíóòðåííèõ

òî÷åê, ò.å. E ⊂ ∂E, òî E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå
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Ëåáåãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ñâîéñòâî, â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî f
íóëþ âûïîëíÿåòñÿ ï.â. íà E.

Ïóñòü ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà E íå ïóñòî. Â
ñèëó êðèòåðèÿ Ëåáåãà f íåïðåðûâíà ï.â. íà E, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî E1 ⊂ E ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó, ò.÷. f ∈ C(E \E1). Ïî óñëîâèþ
ìíîæåñòâî ∂E òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëå-
áåãà, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ê

.
= E1 ∪ ∂E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó. Ïîêàæåì, ÷òî ∀(x, y) ∈ E \ Ê: f(x, y) = 0.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∃(x0, y0) ∈ E \ Ê, ò.÷. f(x0, y0) > 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî E \ Ê ñîñòîèò èç âíóòðåííèõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà E, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó â ñèëó 8)∫ ∫

E
f(x, y) dxdy > 0 � ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâà-

åò óòâåðæäåíèå.
Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì åùå òðè óòâåðæäåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â

äàëüíåéøåì îíè íå èñïîëüçóþòñÿ.
10) (èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîð-

äàíà)
Ïóñòü E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà.

Òîãäà E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è µE = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

êîíå÷íàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ áðóñîâ P1, . . . , Pk(ε), ò.÷. E ⊂
⋃k(ε)
j Pj

è
∑k(ε)
j=1 µPj < ε. Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ∪k(ε)j Pj çàìêíóòî, òî ∂E ⊂

∪k(ε)j Pj . Ïîýòîìó ∂E åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. Äàëåå, â
ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà

µE =

∫ ∫
E

dxdy ≤
∫ ∫

⋃k(ε)
j=1 Pj

dxdy ≤

k(ε)∑
j=1

∫ ∫
Pj

dxdy =

k(ε)∑
j=1

µPj < ε.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî µE = 0.
11) Åñëè µE = 0, òî E ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â

ñìûñëå Æîðäàíà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

0 = µE =

∫ ∫
E

dxdy =

∫ ∫
P⊃E

χE(x, y) dxdy =

lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

χE(ui, vj)µPij , (ui, vj) ∈ Pij .

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà ∃δ > 0, ò.÷. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàç-
ìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ áðóñà P c äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ(T ) < δ:
|
∑
i

∑
j χE(ui, vj)µPij | < ε. Åñëè äëÿ áðóñîâ Pij , ò.÷. Pij

⋂
E ̸= ∅,

âûáðàòü òî÷êè ðàçìåòêè (ui, vj) èç Pij
⋂
E, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðèìàíà ñîâïàäåò ñ ñóììîé ïëîùàäåé áðóñîâ
Pij , ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâî E. Çíà÷èò, äëÿ äàííîãî ε > 0 ïðåäú-
ÿâëåíà êîíå÷íàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ áðóñîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî E, ñ ñóììàðíîé ïëîùàäüþ < ε. Â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè ε óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

12) Åñëè µE = 0, òî âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå E
ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà E è åå èíòåãðàë ïî E ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî 11 ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ìåðû íóëü â ñûñëå Æîðäàíà. À ëþáàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà, íåïðåðûâíà ï.â. íà
íåì. Åñëè ôóíêöèÿ ê òîìó æå îãðàíè÷åíà, òî åå èíòåãðèðóåìîñòü
ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ëåáåãà. Ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà âûòåêàåò
èç ñëåäñòâèÿ ê ñâîéñòâó 3.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : E → R, E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, D ⊂ E
è µD = 0. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ R(E) è g = f íà E\D ïðè÷åì ôóíêöèÿ
g îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå D, òî g ∈ R(E) è

∫ ∫
E
g(x, y) dxdy =∫ ∫

E
f(x, y) dxdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè
f, g ∈ R(D). Â ñèëó ñâîéñòâà 6) f ∈ R(E \D), à çíà÷èò, è g ∈ R(E \
D). Ïðèìåíÿÿ 8, çàêëþ÷àåì, ÷òî g ∈ R(E). Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
èíòåãðàëû îò f è g ïî ìíîæåñòâó D ðàâíû íóëþ è ñíîâà èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâ 8, èìååì∫ ∫

E

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
E\D

f(x, y) dxdy +

∫ ∫
D

f(x, y) dxdy =
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∫ ∫
E\D

g(x, y) dxdy +

∫ ∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
E

g(x, y) dxdy.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèâåäåííîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå ôóíêöèè íà ìíî-

æåñòâå íóëåâîé ìåðû ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
ôóíêöèè, íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà.

Ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà

Èç ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ñëåäóþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà:

1) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâà E: µE ≥ 0
(íåîòðèöàòåëüíîñòü ìåðû).

2) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâ D è E,
ò.÷. D ⊂ E:

µD ≤ µE (ìîíîòîííîñòü ìåðû).

3) äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâ D è E ìíîæå-
ñòâà D ∪ E è D ∩ E èçìåðèìû ïî Æîðäàíó è

µ(D ∪ E) = µD + µE − µ(D ∩ E),

â ÷àñòíîñòè, åñëè µ(D ∩ E) = 0, òî

µ(D ∪ E) = µD + µE (àääèòèâíîñòü ìåðû).
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ËÅÊÖÈß 13
Âû÷èñëåíèå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ: ñâåäåíèå êðàòíûõ

èíòåãðàëîâ ê ïîâòîðíûì, çàìåíà ïåðåìåííîé â êðàòíîì
èíòåãðàëå.

Âû÷èñëåíèå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ îñíîâàíî íà ñâåäåíèè èõ ê ïî-
âòîðíûì èíòåãðàëàì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðàë
áåðåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó P = [a, b]× [c, d].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ R(P ) è ∀x ∈ [a, b] ôóíêöèÿ f(x, y) ∈
R[c, d] (êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé y), è ∀y ∈ [c, d] ôóíêöèÿ

f ∈ R[a, b] (êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x). Ïóñòü g(x)
.
=
∫ d
c
f(x, y) dy,

h(y)
.
=
∫ b
a
f(x, y) dx.

Òîãäà g ∈ R[a, b], h ∈ R[c, d] è

I
.
=

∫ ∫
P

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

g(x) dx =

∫ d

c

h(y) dy,

ò.å.∫ ∫
P

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî
∫ b
a
g(x) dx =∫ ∫

P
f(x, y) dxdy. Âîçüìåì ∀T (P ). Ïóñòü åãî îáðàçóþò áðóñû Pk,l =

[xk−1, xk] × [yl−1, yl] è mk,l = infPk,l
f(x, y), Mk,l = supPk,l

f(x, y).
Âûáåðåì â êàæäîì îòðåçêå [xk−1, xk] ïî îäíîé òî÷êå uk. Òîãäà

g(uk) =

∫ d

c

f(uk, y) dy =
∑
l

∫ yl

yl−1

f(uk, y) dy.

Ïîñêîëüêó ïðè y ∈ [yl−1, yl] èìååì mk,l ≤ f(uk, y) ≤Mk,l, òî

mk,l∆yl ≤
∫ yl

yl−1

f(uk, y) dy ≤Mk,l∆yl.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∑
l

mk,l∆yl ≤ g(uk) ≤
∑
l

Mk,l∆yl.
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Óìíîæèì ýòè íåðàâåíñòâà íà ∆xk è ïðîñóììèðóåì ïî k:

m∑
k

n∑
l

mk,l∆xk∆yl ≤
n∑
k

g(uk)∆xk =

σ(g, (T x, ū)) ≤
m∑
k

n∑
l

Mk,l∆xk∆yl,

ò.å.
s(f, T ) ≤ σ(g, (T x, ū)) ≤ S(f, T ), T = (T x, T y).

Íî I òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó íåðàâåíñòâó s(f, T ) ≤ I ≤
S(f, T ). Çíà÷èò,

|I − σ(g, (T x, ū))| ≤ S(f, T )− s(f, T )

Â ñèëó êðèòåðèÿ Äàðáó ∀ε > 0 ∃δ > 0, ò.÷. ∀T = (T x, T y) ñ λ(T ) < δ
è ëþáîé ðàçìåòêè ū ðàçáèåíèÿ T x[a, b]:

|I − σ(g, (T x, ū))| ≤ S(f, T )− s(f, T ) < ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ ëþáîãî ðàçìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ
(T̃ x, w̄) îòðåçêà [a, b] ñ λ(T̃ x) < δ: |I − σ(g, (T̃ x, w̄))| < ε (â ñàìîì
äåëå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T̃ x[a, b] ñ λ(T̃ x) < δ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òàêîå ðàçáèåíèå T̃ y[c, d], ÷òîáû äëÿ ðàçáèåíèÿ T̃ = (T̃ x, T̃ y)
ïðÿìîóãîëüíèêà P åãî ìåëêîñòü λ(T̃ ) < δ: ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
åñëè îäíà ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà< δ, òî ìîæíî ïîäîáðàòü âòîðóþ
ñòîðîíó òàê, ÷òîáû äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà òàêæå áûëà < δ),

ò.å. I =
∫ b
a
g(x) dx.

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x, y) ïî êàæäîé èç

ïåðåìåííûõ âêëþ÷åíî â ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæ-

äåíèé ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå. Îíî âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ

f(x, y) íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàííàÿ òåî-

ðåìà ñîäåðæèò óòâåðæäåíèå îá èíòåãðèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî èíòå-

ãðàëà (òåîðåìà 7 ëåêöèè 6).

84



Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó
èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó E ⊂ R2. Ïóñòü áðóñ P = [a, b] × [c, d] ⊃ E.
Òîãäà ∫ ∫

E

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
P

f0(x, y) dxdy =∫ b

a

dx

∫ d

c

f0(x, y) dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f0(x, y) dx.

(ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ f0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äîêàçàííîé
òåîðåìû). Ïåðåïèøåì ïîâòîðíûå èíòåãðàëû òàê, ÷òîáû â íèõ èñ-
ïîëüçîâàëîñü ëèøü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y), ò.å. ÷òîáû ïîâòîðíûå
èíòåãðàëû ðàñïðîñòðàíÿëèñü òîëüêî íà òî÷êè ìíîæåñòâî E.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ïîâòîðíûé èíòåãðàë. Ââåäåì îðòîãîíàëü-
íóþ ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà E íà îñü Ox:

prOxE
.
= {x ∈ R| (x, y) ∈ E},

(ýòî ìíîæåñòâî àáñöèññ òî÷åê ìíîæåñòâà E).
Äàëåå äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

E(x)
.
= {y ∈ R| (x, y) ∈ E}.

Î÷åâèäíî, ÷òî E(x) ̸= ∅ ⇔ x ∈ prOxE.
Ìíîæåñòâî E(x0) ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 ∈ prOxE ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâîì îðäèíàò òî÷åê (x0, y) ïðÿìîé x = x0, ïàðàëëåëüíîé îñè
Oy, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó E. Ðàäè êðàòêîñòè ìíîæåñòâà âè-
äà E(x0) áóäåì íàçûâàòü ñå÷åíèÿìè ìíîæåñòâà E ïðÿìûìè x = x0.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ prOxE ôóíêöèÿ f0(x, y) = f(x, y) ⇔
y ∈ E(x). Åñëè x /∈ prOxE, òî f0(x, y) = 0 äëÿ ∀y. Ïîýòîìó∫ b

a

dx

∫ d

c

f0(x, y) dy =

∫
prOxE

dx

∫
E(x)

f(x, y) dy.

Àíàëîãè÷íî∫ d

c

dy

∫ b

a

f0(x, y) dx =

∫
prOyE

dy

∫
E(y)

f(x, y) dx.
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Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∫
E

f(x, y) dxdy =

∫
prOxE

dx

∫
E(x)

f(x, y) dy =

∫
prOyE

dy

∫
E(y)

f(x, y) dx.

Ïðèìåð. Åñëè E = {(x, y)| x ∈ [a, b], g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}, gi ∈ C[a, b],
òî prOxE = [a, b], E(x) = [g1(x), g2(x)] äëÿ x ∈ prOxE. Ïîýòîìó∫ ∫

E

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

dx

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y) dy.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå Ðèìàíà

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûìè îáëàñòÿìè â R2 íàçûâàþòñÿ çàìû-
êàíèÿ îáëàñòåé (îòêðûòûõ è ëèíåéíî�ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ) è, ÷òî
çàìêíóòûå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Îòìåòèì,
÷òî îäíà è òà æå çàìêíóòàÿ îáëàñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê çàìûêàíèÿ ðàçíûõ îáëàñòåé. Â ñàìîì äåëå, çàìêíóòûé êðóã
C = {(x, y)| x2 + y2 ≤ 1} ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê çàìûêàíèå îáëà-
ñòè B = {(x, y)| x2 + y2 < 1}, òàê è îáëàñòè D = {(x, y)| x2 + y2 <
1} \ {(x, 0)| 0 ≤ x < 1} � êðóãà B ñ âûáðîøåííûì ðàäèóñîì, ëåæà-
ùèì íà îñè Ox: C = B

⋃
∂B = D

⋃
∂D.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå (âåêòîð�ôóíêöèÿ) h̄ îòîáðàæàåò çàìêíóòóþ
îáëàñòü A ⊂ Rn â Rm.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå h̄ íàçûâàþò íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûì íà çàìêíóòîé îáëàñòè A (h̄ ∈ C1(A)), åñëè ñóùå-
ñòâóåò îòêðûòîå â Rn ìíîæåñòâî G ⊃ A òàêîå, ÷òî h̄ ∈ C1(G).

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î òîì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ èíòåãðàë∫ ∫
E
f(x, y) dxdy ïî çàìêíóòîé èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó îáëàñòè

E, åñëè â íåì âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x = φ(u, v), y =
ψ(u, v) (u, v) ∈ D. Ñ êàæäîé òàêîé çàìåíîé ñâÿçàíî îòîáðàæå-
íèå (âåêòîð�ôóíêöèÿ) ḡ: D → E çàìêíóòûõ îáëàñòåé D è E
(ḡ(u, v) = (φ(u, v), ψ(u, v))), ò.÷ ḡ(D) = E. Óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå
ḡ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà óêàçàííàÿ çàìåíà, ñîäåðæàòñÿ â ñëåäó-
þùåé òåîðåìå. Äîêàçàòåëüñòâî åå äîâîëüíî äëèííîå è ïîýòîìó íå
ïðèâîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 2(ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé). Ïóñòü D è E
� èçìåðèìûå ïî Æîðäàíó îáëàñòè â R2, D è E � èõ çàìûêàíèÿ.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå ḡ: D → E òàêîâî, ÷òî

1) ḡ(D) = E,
2) ḡ: D → E � áèåêöèÿ,
3) ḡ ∈ C1(D),
4) ÿêîáèàí ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

Jḡ =
D(φ,ψ)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ φ′
u φ′

v

ψ′
u ψ′

v

∣∣∣∣ ̸= 0

âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ R(E), ôóíêöèÿ

f(φ(u, v), ψ(u, v))|Jḡ| ∈ R(D) è∫ ∫
E

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
D

f(φ(u, v), ψ(u, v))|Jḡ| dudv.

Ïðèìåð. Ïåðåõîä ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ÏÑÊ), ñîâìåùåí-

íîé ñ äàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì x = r cosφ, y = r sinφ. ßêîáèàí ýòîé çàìåíû ðàâåí J = D(x,y)
D(r,φ)

=

cosφ · r cosφ− sinφ · (−r sinφ) = r cos2 φ+ r sin2 φ = r.

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ (ïåðåéäåì ê ÏÑÊ) â èíòåãðàëå
ïî çàìêíóòîìó êðóãó K

.
= {(x, y)| x2 + y2 ≤ R2}. Âåêòîð�ôóíêöèÿ

(r cosφ, r sinφ) îòîáðàæàåò çàìêíóòûé áðóñ P = [0, 2π] × [0, R] íà
êðóã K. Ýòî îòîáðàæåíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî íà P , íî
îíî íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì P íà K: âåñü
îòðåçîê [0, 2π] îñè φ, ò.å. òî÷êè âèäà (φ, 0), îòîáðàæàåòñÿ â îäíó è
òó æå òî÷êó (0, 0) ïëîñêîñòè xOy; òî÷êè (0, r) è (2π, r), r ∈ [0, R],
ïåðåõîäÿò â îòðåçîê [0, R] îñè Ox. Îòìåòèì, ÷òî îòðåçîê {(φ, r)| r =
R, φ ∈ [0, 2π]} îòîáðàæàåòñÿ íà ãðàíèöó ∂K êðóãà K.

Îäíàêî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì îáëàñòåé P \∂P èK\K1, ãäåK1

.
= ∂K

⋃
{(x, 0)|x ∈ [0, R]},

çàìûêàíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñK è P ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îáëàñòè
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èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2∫ ∫
K

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
P

f(r cosφ, r sinφ)r dφdr =

∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

f(r cosφ, r sinφ)r dr =

∫ R

0

r dr

∫ 2π

0

f(r cosφ, r sinφ) dφ.

Âñå ñâîéñòâà äâîéíûõ èíòåãðàëîâ áåç êàêèõ�ëèáî ïðèíöèïèàëü-
íûõ èçìåíåíèé â äîêàçàòåëüñòâàõ ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé n�
êðàòíûõ èíòåãðàëîâ (n > 2).

Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû î ñâåäåíèè òðîé-
íîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíûì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà-
÷åíèÿ: P

.
= [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3], x

.
= (x1, x2, x3), x̄

.
= (x1, x2),

dx
.
= dx1dx2dx3, dx̄

.
= dx1dx2, Px̄

.
= [a1, b1]× [a2, b2].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ R(P ) è I
.
=
∫
P
f(x) dx, ∀x3 ∈ [a3, b3]

ôóíêöèÿ f(x1, x2, x3) ∈ R(Px̄) è ∀x̄ ∈ Px̄ ôóíêöèÿ f(x1, x2, x3) ∈
R[a3, b3]. Ïóñòü g(x3)

.
=
∫
Px̄
f(x) dx̄ è h(x1, x2)

.
=
∫ b1
a1
f(x) dx3.

Òîãäà g ∈ R[a3, b3], h ∈ R(Px̄) è

I =

∫ b1

a1

g(x3) dx3 =

∫
Px̄

h(x̄) dx̄, ò.å.

I =

∫ b3

a3

dx3

∫ ∫
[a1,b1]×[a2,b2]

f(x1, x2, x3) dx1dx2 =

∫ ∫
[a1,b1]×[a2,b2]

dx1dx2

∫ b3

a3

f(x1, x2, x3) dx3.

Ïîñìîòðèì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå òðîé-
íîé èíòåãðàë ïî èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó ÷åðåç ïîâòîðíûå. Ïóñòü
f ∈ R(D), D ⊂ R3 èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. Ðàññóæäàÿ, êàê è â
ñëó÷àå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî∫ ∫ ∫

D

f(x1, x2, x3) dx1dx2dx3 =
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∫
prOx3

D

dx3

∫ ∫
D(x3)

f(x1, x2, x3) dx1dx2 =

∫ ∫
prx1Ox2

D

dx1dx2

∫
D(x1,x2)

f(x1, x2, x3) dx3.

(â ïåðâîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå âíåøíèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îðòî-
ãîíàëüíîé ïðîåêöèè ìíîæåñòâàD íà îñü Ox3, à âíóòðåííèé ïî ñå÷å-
íèþ D(x3) = {(x1, x2)| (x1, x2, x3) ∈ D} ìíîæåñòâà D ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0, x3) ∈ prOx3

D è ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îñè Ox3; âî âòîðîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå âíåøíèé èíòåãðàë áåðåò-
ñÿ ïî îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ìíîæåñòâà D íà ïëîñêîñòü x1Ox2,
à âíóòðåííèé � ïî ñå÷åíèþ D(x1, x2) = {x3| (x1, x2, x3) ∈ D} ìíî-
æåñòâà D ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x1, x2, 0) ∈ prx1Ox2

D è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè x1Ox2). Äâîéíûå èíòåãðàëû ïî D(x3)
è prx1Ox2

D â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïîâòîðíûì. Òåì
ñàìûì òðîéíîé èíòåãðàë áóäåò çàïèñàí â âèäå ïîâòîðíûõ îäíîêðàò-
íûõ èíòåãðàëîâ.

Ðàçóìååòñÿ èìåþò ìåñòî àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû, åñëè èçíà÷àëü-
íî áðàòü ïðîåêöèè ìíîæåñòâà D íà îñè Ox1 è Ox2 èëè íà ïëîñêîñòè
x1Ox3 è x2Ox3.

Ïðèìåð Åñëè D = {(x, y, z)| a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x), ψ1(x, y) ≤
z ≤ ψ2(x, y)}, ãäå φi ∈ C[a, b], ψi ∈ C{(x, y)| a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤
φ2(x)}, i = 1, 2, òî

prxOyD = {(x, y)| a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)},
à ñå÷åíèå

D(x, y) = {z| ψ1(x, y) ≤ z ≤ ψ2(x, y)}, åñëè (x, y) ∈ prxOyD.

Ïîýòîìó∫ ∫ ∫
D

f(x, y, z) dxdydz =

∫ ∫
prxOyD

dxdy

∫ ψ2(x,y)

ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz =

∫ b

a

dx

∫ φ2(x)

φ1(x)

dy

∫ ψ2(x,y)

ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz.
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Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà D ïî Æîðäàíó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãðàôèê

íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì ìåðû íóëü â ñìûñëå Æîðäàíà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêà-

çûâàåòñÿ ýòî ïî÷òè òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

90



ËÅÊÖÈß 14
Ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â R3.

Êðàòíûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

Çàôèêñèðóåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÄÑÊ) Oxyz è ðàñ-
ñìîòðèì òî÷êóM(x, y, z) ̸= O(0, 0, 0), íå ëåæàùóþ íà îñè Oz. Òîãäà
r = OM > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′ îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè

M íà ïëîñêîñòü xOy, à ÷åðåç ψ = ̂(OM ′, OM), ïðè÷åì óãîë ñ÷èòàåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè òî÷êà M ëåæèò â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå z ≥ 0 è îòðèöàòåëüíûì � â ïðîòèâíîì ⇒ −π/2 < ψ < π/2 è
z = r sinψ. Íà ïëîñêîñòè xOy ââåäåì îáû÷íóþ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò (ÏÑÊ):

x = OM ′ cosφ = r cosψ cosφ,

y = OM ′ sinφ = r cosψ sinφ, 0 ≤ φ < 2π,

z = OM sinψ = r sinψ.

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ÷èñåë (r, φ, ψ) íàçàâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèìè êî-
îðäèíàòàìè òî÷êè M .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ÄÑÊ è ñôåðè÷åñêóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÑÑÊ), èìåþò âèä

x = r cosφ cosψ

y = r sinφ cosψ

z = r sinψ

Äëÿ íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êè O) r = 0, à φ è ψ îäíîçíà÷íî íå
îïðåäåëåíû; äëÿ äðóãèõ òî÷åê îñè Oz óãîë φ îäíîçíà÷íî íå îïðå-
äåëÿåòñÿ, à óãîë ψ = ±π/2.

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿêîáèàí ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ J = r2 cosψ.

Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÖÑÊ). Ñíîâà çà-
ôèêñèðóåì ÄÑÊ Oxyz è âîçüìåì òî÷êóM(x, y, h) ̸= O, íå ëåæàùóþ
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íà îñè Oz. Ïóñòü M ′ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè M íà ïëîñ-
êîñòü xOy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r = OM ′ è ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè
xOy ÏÑÊ. Òîãäà

x = r cosφ

y = r sinφ

z = h

è óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (r, φ, h) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè
M â ÖÑÊ. Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îñè Oz, φ îäíîçíà÷íî íå îïðå-
äåëÿåòñÿ.

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ÿêîáèàí ýòîãî îòîáðàæå-
íèÿ J = r.

Êðàòíûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâîéíûõ ÍÈ. Ïðè ýòîì âñå ñêàçàí-
íîå áóäåò ñïðàâåäëèâî è â îáùåì ñëó÷àå.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îñîáîé òî÷êè ôóíêöèè. Ïóñòü f : E → R,
E ⊂ R2.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà a ∈ E′ íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé
ôóíêöèè f , åñëè ëèáî a êîíå÷íàÿ òî÷êà è ∀U̇(a) ôóíêöèÿ f(x) íå
îãðàíè÷åíà â U̇(a)

⋂
E, ëèáî a = ∞.

×åðåç Es(f) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè f ,
îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå E.

Ïðèìåð. Ôóíêöèè f(x, y) =
1

x2 + y2
, 0 < x2 + y2 < 1 è g(x, y) =

1

x2 + y2
, åñëè 0 < x2 + y2 < 1 è g(0, 0) = 0 èìåþò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ

òî÷êó (0, 0), íî â îäíîì ñëó÷àå îíà íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè, à â äðóãîì âõîäèò â îáëàñòü çàäàíèÿ ôóíê-

öèè.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó. Ïóñòü f : E → R, ìíîæå-
ñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è ó ôóíêöèè f èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà a (Es(f) = {a}). Ââåäåì ìíîæåñòâà

E(r)
.
= E \B(a, r),
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ãäå ÷åðåç B(a, r), êàê âñåãäà, îáîçíà÷åíû øàðû ñ öåíòðîì â òî÷êå
a è ðàäèóñàìè r > 0. Ìíîæåñòâà E(r) èçìåðèìû ïî Æîðäàíó êàê
ðàçíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ (ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ èçìå-
ðèìûì ïî Æîðäàíó). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ R(E(r)) äëÿ âñåõ r > 0.
Òîãäà èìååò ñìûñë ôóíêöèÿ

I(r)
.
=

∫ ∫
E(r)

f(x, y) dxdy.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è Es(f) =

{a}, òî èç óñëîâèÿ f ∈ R(E(r)) äëÿ ∀r > 0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðå-

ðûâíà ï.â. íà E. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f

ñîäåðæèòñÿ â ñ÷åòíîì îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ òî÷åê ðàçðûâà ñóæåíèé

f |E(1/n) è ∂E(1/n), n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ I(r) íàçûâàåòñÿ ÍÈ â ñìûñëå â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
p.v.

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limr→0 I(r), òî ÍÈ ñõîäèòñÿ (â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ), à âåëè÷èíà ïðåäåëà íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèåì ÍÈ (â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ) è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå
ñèìâîëîì p.v.

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy, ÷òî è ñàì íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë.
Åñëè íå ñóùåñòâóåò limr→0 I(r), òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë îò

ôóíêöèè f ðàñõîäèòñÿ (íå ñóùåñòâóåò) â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷å-
íèÿ.

Äàäèì òåïåðü îáùåå îïðåäåëåíèå ÍÈ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå
èñ÷åðïàíèÿ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà D ⊂ R2 íàçûâàåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (Dk), ò.÷.

1) ∀k ∈ N ìíîæåñòâà Dk èçìåðèìû ïî Æîðäàíó
2) ∀k : Dk ⊂ Dk+1 ⊂ D

3)
+∞⋃
k=1

Dk = D.

Îïðåäåëåíèå 4. Èçìåðèìîå ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâî A ⊂ E
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè f : E → R, åñëè f ∈ R(A).
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Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, âñÿêîå äîïóñòèìîå äëÿ ôóíêöèè f
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì E \ Es(f).

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ôóíêöèè f : E → R âñÿêîå èñ÷åðïàíèå
ìíîæåñòâà E \ Es(f) äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü E = {(x, y)| x2 + y2 < 1}, à f(x, y) =
1

x2 + y2
, åñëè

x2 + y2 ̸= 0 è f(x, y) = 1, åñëè x = y = 0. Òîãäà Es(f) = {(0, 0)} ⊂ E.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Ek
.
= {(x, y)| 1/(k + 1) ≤ x2 + y2 < 1}

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà E \ Es(f), èáî f ∈ R(Ek)

∀k ∈ N è
⋃
k Ek = E \Es(f). Èñ÷åðïàíèå E \Es(f) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ìíîæåñòâ E′
k = {(x, y)| 0 < x2+y2 ≤ 1−1/(k+1)}, k = 1, 2, . . . íå ÿâëÿåòñÿ

äîïóñòèìûì, èáî ôóíêöèÿ f íå èíòåãðèðóåìà íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ â ñèëó

ñâîåé íåîãðàíè÷åííîñòè íà íèõ.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèè îáû÷íî íå îïðåäåëåíû íà ìíî-

æåñòâå ñâîèõ îñîáûõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå áóäóò áðàòüñÿ èñ÷åðïàíèÿ ìíî-

æåñòâà E (èáî E \ Es(f) = E) ìíîæåñòâàìè, íà êîòîðûõ èíòåãðèðóåìà

ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. äîïóñòèìûå èñ÷åðïàíèÿ E.

Âñÿêîå äîïóñòèìîå èñ÷åðïàíèå (Ek) ìíîæåñòâà E\Es(f) ïîðîæ-
äàåò ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ik

.
=
∫ ∫

Ek
f(x, y) dxdy.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ÍÈ ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E è îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy.

Îïðåäåëåíèå 7. ÍÈ
∫ ∫

E
f(x, y) dxdy ñõîäèòñÿ (ñóùåñòâóåò),

åñëè âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ik) èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë
I, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ÍÈ è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå
ñèìâîëîì

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy, ÷òî è ñàì ÍÈ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ÍÈ
∫ ∫

E
f(x, y) dxdy ðàñõîäèòñÿ (íå ñóùåñòâóåò).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è
ôóíêöèÿ f ∈ R(E). Òîãäà äëÿ ëþáîãî èñ÷åðïàíèÿ (Ek) ìíîæåñòâà
E èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
k→+∞

∫ ∫
Ek

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
E

f(x, y) dxdy,

ãäå ñïðàâà ñòîèò èíòåãðàë Ðèìàíà ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E.
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Îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå áó-
äåì.

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà è èíòåãðàëà Ðèìàíà ñðàçó ñëåäóåò ëèíåé-
íîñòü ÍÈ: åñëè ôóíêöèè f è g èìåþò îäíè è òå æå îñîáûå òî÷êè è
ÍÈ îò ýòèõ ôóíêöèé ïî ìíîæåñòâó E ñóùåñòâóþò, òî ÍÈ îò ëþáîé
èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñõîäèòñÿ è åãî çíà÷åíèå ðàâíî ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ÍÈ îò f è g.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿòü îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ÍÈ íå âñå-
ãäà óäîáíî. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó,
êîòîðóþ ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x, y) ≥ 0 íà E. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
äîïóñòèìîãî èñ÷åðïàíèÿ (Ek) ìíîæåñòâà E \ Es(f) ñóùåñòâóåò
limk→+∞

∫ ∫
Ek
f(x, y) dxdy = I, òî ÍÈ

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy ñõîäèòñÿ

è åãî çíà÷åíèå ðàâíî I.
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè f, g: D → R èíòåãðèðóåìû íà

îäíèõ è òåõ æå ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà D è 0 ≤ f(x, y) ≤
g(x, y) íà D.

Åñëè
1) ÍÈ

∫ ∫
D
g(x, y) dxdy ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ÍÈ∫ ∫

D
f(x, y) dxdy;

2) ÍÈ
∫ ∫

D
f(x, y) dxdy ðàñõîäèòñÿ, òî ÍÈ

∫ ∫
D
g(x, y) dxdy

òàêæå ðàñõîäèòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ds ìíîæåñòâî

îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèé f è g è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå
èñ÷åðïàíèå (Dk) ìíîæåñòâà D \Ds. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåãðà-
ëà ïî ìíîæåñòâàì îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé è òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ëåêöèÿ 1.7)∫ ∫

Dk

f(x, y) dxdy ≤
∫ ∫

Dk+1

f(x, y) dxdy ≤
∫ ∫

Dk+1

g(x, y) dxdy ≤

lim
m→+∞

∫ ∫
Dm

g(x, y) dxdy =

∫ ∫
D

g(x, y) dxdy.

95



Çíà÷èò, âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∫ ∫

Dk
f(x, y) dxdy îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàñ-
ñà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ÍÈ∫ ∫

D
f(x, y) dxdy ñõîäèòñÿ.

2) Çàôèêñèðóåì äîïóñòèìîå èñ÷åðïàíèå (Dk) ìíîæå-
ñòâà D \ Ds. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë
limk→+∞

∫ ∫
Dk

f(x, y) dxdy = +∞. Íî òîãäà íåðàâåíñòâî∫ ∫
Dk

f(x, y) dxdy ≤
∫ ∫

Dk
g(x, y) dxdy âëå÷åò òî, ÷òî è

limk→+∞
∫ ∫

Dk
f(x, y) dxdy = +∞, ÷òî îçíà÷àåò ðàñõîäèìîñòü

ÍÈ
∫ ∫

D
f(x, y) dxdy. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êðàòíîãî ÍÈ îò îäíîìåðíîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿêèé ñõîäÿùèéñÿ êðàòíûé ÍÈ ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî, ò.å. â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íåò óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðà-
ëîâ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèè f è |f | èíòåãðèðóåìà íà îäíèõ è
òåõ æå ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà E \ Es(f).

Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
∫ ∫

E
f(x, y) dxdy è∫ ∫

E
|f(x, y)| dxdy ñóùåñòâþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíî-

âðåìåííî. Â ñëó÷àå èõ ñõîäèìîñòè èìååò ìåñòî îöåíêà
|
∫ ∫

E
f(x, y) dxdy| ≤

∫ ∫
E
|f(x, y)| dxdy.

Îñòàâèì ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 5. Åñëè ÍÈ

∫ ∫
E
f(x, y) dxdy ñõîäèòñÿ è ñóùåñòâóåò

ïîâòîðíûé èíòåãðàë îò f ïî ìíîæåñòâó E, òî äâîéíîé ÍÈ ðàâåí
ïîâòîðíîìó.

Åñëè f(x, y) ≥ 0 íà E, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîãî èç ïîâòîð-
íûõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êàê äðóãîãî ïîâòîðíîãî
èíòåãðàëà, òàê è äâîéíîãî èíòåãðàëà è ðàâåíñòâî âñåõ òðåõ èí-
òåãðàëîâ.

Ïðèìåðû.

1) Âû÷èñëèì ÍÈ
∫ ∫

R2 e
−(x2+y2) dxdy.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ≥ 0, òî äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïîä-
õîäÿùåå èñ÷åðïàíèå R2. Âîçüìåì èñ÷åðïàíèå ïëîñêîñòè êðóãàìè Kn

.
=
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{(x, y)| x2 + y2 ≤ n2}. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ÏÑÊ èìååì:∫ ∫
Kn

e−(x2+y2) dxdy =

∫ 2π

0

dφ

∫ n

0

re−r
2

dr =

= −1

2
2π(e−n

2

− 1) → π (n→ +∞) ⇒

ÍÈ ñõîäèòñÿ è åãî çíà÷åíèå ðàâíî π.
Òåïåðü ðàññìîòðèì èñ÷åðïàíèå R2 êâàäðàòàìè Pn

.
= {(x, y)| |x| ≤

n, |y| ≤ n}. Òîãäà ïî òåîðåìå 2∫ ∫
Pn

e−(x2+y2) dxdy =

∫ n

−n
dx

∫ n

−n
e−(x2+y2) dy =

∫ n

−n
e−x

2

dx

∫ n

−n
e−y

2

dy =

=

(∫ n

−n
e−t

2

dt

)2

=

(
2

∫ n

0

e−t
2

dt

)2

→ π (n→ +∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÈ
∫ +∞
0

e−t
2

dt ñõîäèòñÿ (ñì. ðàññóæäåíèÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 2 ëåêöèè 1.45) è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2

(ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ýéëåðà�Ïóàññîíà) è∫ +∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π.

2) Íàéäåì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ÍÈ îò 1/rp(x), ãäå r(x) =√
x21 + x22 + x23, x ∈ R3, ïî ïðîêîëîòîìó øàðó Ḃ(0, R).
Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, òî âûáåðåì íàèáî-

ëåå ïîäõîäÿùåå äëÿ âû÷èñëåíèé èñ÷åðïàíèå. Òàêîâûì áóäåò èñ÷åðïàíèå
ýòîãî ìíîæåñòâà øàðîâûìè ñëîÿìè Km,R

.
= {x ∈ R3| 1/m ≤ r(x) ≤ R}.

Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷èì, ÷òî∫ ∫ ∫
Km,R

1

rp(x1, x2, x3)
dx1dx2dx3 =

∫ 2π

0

dφ

∫ π/2

−π/2
dψ

∫ R

1/m

r2 cosψ

rp
dr =

= 4π

∫ R

1/m

r2−p dr

Ýòîò èíòåãðàë äëÿ p ̸= 3 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè m→ +∞ ⇔ 2−p >
−1, ò.å. ïðè p < 3. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ p = 3 èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

97



ËÅÊÖÈß 15
Êðèâûå â R3. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé. Ïîâåðõíîñòè â R3.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðå÷ü â îñíîâíîì áóäåò èäòè î êðèâûõ â R3,
õîòÿ âñå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè êðèâûå áðàòü â Rn ïðè ëþ-
áîì n ≥ 2. Îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì êðèâûõ, îáû÷íî íàçûâàåìûõ
ïðîñòûìè. Òàêèå êðèâûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûå
ìíîæåñòâà â R3. Äàëåå êàê â òåîðèè êðèâûõ, òàê è â òåîðèè ïî-
âåðõíîñòåé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R3 (R2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïðàâîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Γ ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ êðèâîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóþò íåêîòîðûé îòðåçîê [a, b] è íåïðåðûâíîå âçàèìíî�
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (âåêòîð�ôóíêöèÿ) r̄(t) îòðåçêà [a, b] íà
Γ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ èíúåêöèÿ ρ̄: [α, β] → R3

çàäàåò êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì îòðåçêà [α, β].
Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè êðèâîé âìåñòî îòðåçêîâ ìîæíî áðàòü

íåâûðîæäåííûå ïðîìåæóòêè ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îòðåçîê ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ äëÿ óäîáñòâà, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå êðèâûå áóäóò îãðàíè÷åííûìè ìíîæå-

ñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî γ ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé
êðèâîé, èëè êîíòóðîì, åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå r̄: [a, b] → γ íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b] òàêîå, ÷òî

1) r̄[a, b] = γ,
2) r̄(a) = r̄(b),
3) r̄: (a, b) → γ \ {r̄(a)} � áèåêöèÿ.
Äàëåå òåðìèí "êðèâàÿ" áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

êàê ñîáñòâåííî êðèâûõ, òàê è êîíòóðîâ.
Â ñëó÷àå, åñëè çàäàíà êðèâàÿ Γ áóäåì ïèñàòü Γ = {r̄(t) =

(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]}, èëè êîðî÷å Γ = {r̄(t), t ∈ [a, b]}. Ñàìó
âåêòîð�ôóíêöèþ r̄(t), èëè åå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x(t), y(t) è
z(t), áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé Γ.

Çàìåòèì, ÷òî îäíó è òó æå êðèâóþ ìîæíî çàïàðàìåòðèçîâàòü
ïî�ðàçíîìó.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êðèâóþ Γ = {r̄1(t), t ∈ [0, 1]}, ãäå r̄1(t) =

(t, t, t). Ïóñòü r̄2(s) = (2s, 2s, 2s), s ∈ [0, 1/2] è r̄3(τ) = (1−τ, 1−τ, 1−τ), τ ∈
[0, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî r̄2[0, 1/2] = Γ, r̄3[0, 1] = Γ è, ÷òî ýòè ýòè îòîáðàæåíèÿ

âçàèìíî�îäíîçíà÷íû ⇒ îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿìè êðèâîé Γ.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(t), t ∈ [a, b] è r̄2(τ),
τ ∈ [α, β] êðèâîé Γ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ λ(τ): [α, β] → [a, b]
òàêàÿ, ÷òî 1) λ([α, β]) = [a, b] è 2) r̄1(λ(τ)) = r̄2(τ) ∀τ ∈ [α, β].
Ôóíêöèÿ λ(τ) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé çàìåíîé ïàðàìåòðà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè r̄1(t), t ∈ [a, b] ýòî ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé
Γ, à µ(τ) � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [α, β] ôóíê-
öèÿ, ò.÷. µ([α, β]) = [a, b], òî âåêòîð�ôóíêöèÿ r̄2(τ)

.
= r̄1(λ(τ)) áóäåò

ýêâèâàëåíòíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé Γ.
Âñÿêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r̄(t) êðèâîé Γ ïîðîæäàåò íàïðàâëåíèå

îáõîäà êðèâîé (èëè ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ òî÷åê êðèâîé) â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà îò åå íà÷àëüíîé òî÷êè r̄(a) ê êîíöåâîé òî÷êå
r̄(b), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé êðèâîé. Êðèâàÿ, íà êîòîðîé
âûáðàíà îðèåíòàöèÿ, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé. Ñôîð-
ìóëèðóåì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äâå ïàðàìåòðèçàöèè äàííîé êðèâîé
çàäàþò îäíó è òó æå èëè ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâå ýêâèâàëåíòíûå ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(t),
t ∈ [a, b] è r̄2(τ), τ ∈ [α, β] çàäàþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ
êðèâîé Γ, åñëè äîïóñòèìàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà λ(τ) ↑↑ íà [α, β].

Äâå ýêâèâàëåíòíûå ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(t), t ∈ [a, b] è r̄2(τ),
τ ∈ [α, β] çàäàþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè êðèâîé Γ, åñëè
äîïóñòèìàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà λ(τ) ↓↓ íà [α, β].

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(t) è r̄2(s) çàäàþò
îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ êðèâîé, à çàìåíà ïàðàìåòðà λ(s) = 2s.
Ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(t) è r̄3(τ) ïîðîæäàþò ïðîòèâî-
ïîëîæíûå îðèåíòàöèè, à çàìåíà ïàðàìåòðà µ(τ) = 1− τ .

Îïðåäåëåíèå 5. Êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå ïàðàìåòðèçàöèÿ r̄(t) òàêàÿ, ÷òî
âåêòîð�ôóíêöèÿ r̄(t) ∈ C1[a, b] (ò.å. r̄′(t) ∈ C[a, b]).

Êîðî÷å, êðèâàÿ Γ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, åñëè ñóùå-
ñòâóåò åå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ìîæíî
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áûëî äàòü àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé êðè-
âîé, íî â äàëüíåéøåé òåîðèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå êðèâûå.

Ïðèìåð. Ïóñòü Γ � âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü x2 + y2 = 1. Åå ïà-

ðàìåòðèçàöèÿ x = t, y =
√
1− t2, t ∈ [−1, 1] íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé, à x = cosφ, y = sinφ, φ ∈ [0, π] � íåïðåðûâíî (è

äàæå áåñêîíå÷íî) äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîé êðèâîé.

Äëÿ (íåïðåðûâíî) äèôôåðåíöèðóåìûõ êðèâûõ òàêæå ìîæíî ãî-
âîðèòü î çàìåíàõ ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì, êðîìå îáùèõ òðåáîâàíèé,
çàìåíà ïàðàìåòðà äîëæíà îáëàäàòü (íåïðåðûâíîé) ïðîèçâîäíîé,
íå îáðàùàþùåéñÿ â íóëü (ñìûñë ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ áóäåò ÿñåí èç
ñëåäóþùåãî ïóíêòà).

Â äàëüíåéøåì ïîä ïàðàìåòðèçàöèåé äèôôåðåíöèðóåìîé, íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è ò.ä. êðèâîé âñåãäà áóäåò ïîíèìàòüñÿ
äèôôåðåíöèðóåìàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è ò.ä. ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ.

Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ Γ = {r̄(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]}, ïðè-
÷åì r̄ ∈ D(t0) è r̄

′(t0) ̸= 0̄ (åñëè òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé
îòðåçêà, òî ïîä ïðîèçâîäíîé ïîíèìàåòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîä-
íàÿ).

Äëÿ ïðîâîäèìûõ íèæå ðàññóæäåíèé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñå-
áå âåêòîð r̄(t) êàê ðàäèóñ�âåêòîð òî÷êè M ñ êîîðäèíàòàìè
(x(t), y(t), z(t)), ò.å. r̄(t) = OM . Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t íà îò-
ðåçêå [a, b] êîíåö ðàäèóñ�âåêòîðà r̄(t) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Γ, ò.å.
êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êîíöîâ ðàäèóñ�âåêòîðîâ r̄(t).

Ïîñêîëüêó OM0 = r̄(t0) ̸= r̄(t0 + ∆t) = OM ïðè ∆t ̸= 0, òî
÷åðåç òî÷êè M0 è M ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ M0M ,
íàçûâàåìóþ ñåêóùåé êðèâîé Γ. Äàëåå, òàê êàê ∆r̄(t0) = M0M , òî
âåêòîð ∆r̄(t0)/∆t ïàðàëëåëåí ñåêóùåé MM0. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâó-
åò lim∆t→0 ∆r̄(t0)/∆t = r̄′(t0) ̸= 0̄, òî ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó M0 è ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó r̄′(t0), íàçûâàþò ïðåäåëüíûì
ïîëîæåíèåì ñåêóùèõ ïðè M →M0, èëè êàñàòåëüíîé ê êðèâîé Γ â

100



òî÷êå M0. Ñàì âåêòîð r̄′(t0) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê
êðèâîé Γ â òî÷êå M0. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â âåêòîðíîé ôîðìå
èìååò âèä:

ρ̄ = r̄(t0) + r̄′(t0)τ, τ ∈ R

(ρ̄ � ðàäèóñ�âåêòîð òî÷åê êàñàòåëüíîé ïðÿìîé). Ïåðåïèñàâ ýòî
óðàâíåíèå â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êà-
ñàòåëüíîé

X = x(t0) + x′(t0)τ

Y = y(t0) + y′(t0)τ

Z = z(t0) + z′(t0)τ.

((X,Y, Z) � òåêóùèå êîîðäèíàòû òî÷åê êàñàòåëüíîé ïðÿìîé).
Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé íå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé, åñëè çàìåíà ïàðàìåòðà ν(s) äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå s0, ò.÷. t0 = ν(s0) ïðè óñëîâèè, ÷òî ν

′(s0) ̸= 0 (ïîýòî-
ìó äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå íà äîïóñòèìóþ çàìåíó ïàðàìåòðà
âïîëíå åñòåñòâåííî). Ýòî ñëåäóåò èç öåïíîãî ïðàâèëà äëÿ âåêòîð�
ôóíêöèé: (r̄(ν(s)))′|s=s0 = r̄′(ν(s0))ν

′(s0) = r̄′(t0)ν
′(s0).

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôè-

êîì ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, ò.å. Γ = {(x, y) ∈ R2| x ∈
[a, b], y = f(x)}, òî îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ îïðåäå-
ëåíèåì êàñàòåëüíîé, ââåäåííûì ïðè îáñóæäåíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñ-

ëà ïðîèçâîäíîé (ñì. ëåêöèþ 1.17).

Ïîâåðõíîñòè â R3

Íèæå ïîä çàìêíóòûìè îáëàñòÿìè D, E è ò.ä. ïîíèìàþòñÿ çà-
ìêíóòûå ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè îáëàñòåé D, E è
ò.ä. ñîîòâåòñòâåííî. Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæå-
íèÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè, êàê è ïðåæäå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà íåêîòî-
ðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì äàííóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó
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îáëàñòü D ⊂ R2 è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (âåêòîð�ôóíêöèÿ)
r̄(u, v) òàêîå, ÷òî

1) r̄(D) = S è
2) îòîáðàæåíèå r̄(u, v): D → S ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Â ñëó÷àå, åñëè çàäàíà ïîâåðõíîñòü S ïèøóò S =

{r̄(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D}, èëè êîðî÷å
S = {r̄(u, v), (u, v) ∈ D}. Âåêòîð�ôóíêöèþ r̄(u, v) (èëè åå
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x(u, v), y(u, v) è z(u, v)) íàçûâàþò ïàðà-
ìåòðèçàöèåé ïîâåðõíîñòè S, à u è v � ïàðàìåòðàìè.

Êàê è â ñëó÷àå êðèâûõ, óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âåêòîð
r̄(u, v) êàê ðàäèóñ�âåêòîð òî÷êè M = M(u, v) ñ êîîðäèíàòàìè
(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), ò.å. ÷òî r̄(u, v) = OM .

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå z = f(x, y), f ∈ C(D) çàäàåò ïîâåðõíîñòü S =

{(u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ D}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ f(x, y).

Êàê è êðèâûå, îäíà è òà æå ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàïàðàìåò-
ðèçîâàíà ïî�ðàçíîìó. Äîïóñòèìîé çàìåíû ïàðàìåòðîâ è íåçàâèñè-
ìîñòè ïðèâîäèìûõ äàëåå îïðåäåëåíèé îò ïàðàìåòðèçàöèè êîñíåìñÿ
â ëåêöèè 20. Îñòàíàâëèâàòüñÿ íà òåîðèè ïîâåðõíîñòåé âî âñåé ïîë-
íîòå íå áóäåì.
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ËÅÊÖÈß 16
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà. Äëèíà êðèâîé.

Ïóñòü äàíà ïîâåðõíîñòü

S = {r̄(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)); (u, v) ∈ D}.

Îïðåäåëåíèå 1. Êðèâûå r̄(u, v0) è r̄(u0, v) (u0 è v0 ôèêñèðîâà-
íû) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè S.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå ïàðàìåòðèçàöèÿ r̄ ∈ C1(D).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè
ñóùåñòâóåò åå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
r̄(u, v) òàêàÿ, ÷òî ∀(u, v) ∈ D âåêòîðû r̄′u(u, v) è r̄′v(u, v) ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû r̄′u(u, v) è r̄
′
v(u, v) ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè

âåêòîðàìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì ïîâåðõíîñòè
S.

Â äàëüíåéøåì ïîä ïàðàìåòðèçàöèåé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé èëè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè áóäåò ïîíèìàòüñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ èëè ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 =
M(u0, v0) ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S (OM0 = r̄(u0, v0)) è ïàðàëëåëüíàÿ
âåêòîðàì r̄′u(u0, v0) è r̄′v(u0, v0), íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M0.

Âñïîìèíàÿ èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè âåêòîðíóþ çà-
ïèñü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïà-
ðàëëåëüíîé äâóì íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâ-
íåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

(ρ̄− r̄0)r̄
′
u(u0, v0)r̄

′
v(u0, v0) = 0, (9)

ãäå r̄0 = OM0, à ρ̄ � ðàäèóñ�âåêòîð òåêóùåé òî÷êè êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè.
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Åñëè ïîâåðõíîñòü S çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z = f(x, y), ãäå f ∈
C1(D), òî r̄(x, y) = (x, y, f(x, y)) � åå ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, ò.ê.
âåêòîðû

r̄′x(x0, y0) = (1, 0, f ′x(x0, y0)), r̄
′
y(x0, y0) = (0, 1, f ′y(x0, y0)),

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà

(ρ̄− r̄0)r̄
′
x(x0, y0)r̄

′
y(x0, y0) =

∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

1 0 f ′x
0 1 f ′y

∣∣∣∣∣∣ =
−f ′x(x0, y0)(x− x0)− f ′y(x0, y0)(y − y0) + z − z0

è óðàâíåíèå (9) êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïðèìåò âèä

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0), z0 = f(x0, y0).

Òàêèì îáðàçîì, íîâîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõ-
íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî áûëî äàíî â ëåêöèè 1.38 äëÿ ïîâåðõíî-
ñòåé, çàäàâàåìûõ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (ñì. ëåêöèþ 1.41) â êà÷åñòâå íîðìàëè ê
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M(u, v) ìîæíî âçÿòü âåêòîð

N̄ = r̄′u × r̄′v =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ =
ī

∣∣∣∣ y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣− j̄

∣∣∣∣ x′u z′u
x′v z′v

∣∣∣∣+ k̄

∣∣∣∣ x′u y′u
x′v y′v

∣∣∣∣ =
D(y, z)

D(u, v)
ī− D(x, z)

D(u, v)
j̄ +

D(x, y)

D(u, v)
k̄ =

D(y, z)

D(u, v)
ī+

D(z, x)

D(u, v)
j̄ +

D(x, y)

D(u, v)
k̄

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûëè ïåðåñòàâëåíû ñòîëáöû âî âòîðîì ÿêî-
áèàíå).
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Âû÷èñëèì ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå íîðìàëü äëÿ ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f(x, y), f ∈ C1(D). Òàê êàê r̄(x, y) =
(x, y, f(x, y)) � åå ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, òî r̄′x = (1, 0, f ′x), à r̄

′
y =

(0, 1, f ′y). Ïîýòîìó

N̄ = r̄′x × r̄′y =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
1 0 f ′x
0 1 f ′y

∣∣∣∣∣∣ = −īf ′x − j̄f ′y + k̄,

ò.å.
N̄ = (−f ′x,−f ′y, 1).

Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü åäèíè÷íûå íîðìàëè. Î÷åâèäíî, â
êàæäîé òî÷êå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S = {r̄(u, v), (u, v) ∈ D} èìååò-
ñÿ ðîâíî äâå åäèíè÷íûå íîðìàëè

n̄ =
r̄′u × r̄′v
|r̄′u × r̄′v|

è ν̄ = −n̄ = − r̄′u × r̄′v
|r̄′u × r̄′v|

.

Ïîäñ÷èòàåì |r̄′u × r̄′v|: ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

|r̄′u × r̄′v| = |r̄′u||r̄′v| sinψ, ψ = ̂(r̄′u, r̄′v).

Òàê êàê
r̄′ur̄

′
v = |r̄′u||r̄′v| cosψ,

òî
|r̄′u × r̄′v|2 + (r̄′ur̄

′
v)

2 = |r̄′u|2|r̄′v|2.

Ïîýòîìó

|r̄′u × r̄′v|2 = |r̄′u|2|r̄′v|2 − (r̄′ur̄
′
v)

2 = EG− F 2,

ãäå
E = |r̄′u|2, G = |r̄′v|2, F = r̄′ur̄

′
v.

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ëàãðàíæà, à E, G è
F � êîýôôèöèåíòàìè Ãàóññà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõ-
íîñòè.
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Äëÿ ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x, y), f ∈
C1(D), åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n̄ èìååò âèä

n̄ =

− f ′x√
1 + f ′x

2 + f ′y
2
,−

f ′y√
1 + f ′x

2 + f ′y
2
,

1√
1 + f ′x

2 + f ′y
2

 .

Âû÷èñëèì åùå êîýôôèöèåíòû Ãàóññà äëÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå r̄(u, v) = (u, v, f(u, v)) � åå ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ è
r̄′u = (1, 0, f ′u), à r̄

′
v = (0, 1, f ′v). Ñëåäîâàòåëüíî,

E = 1 + f ′u
2
, G = 1 + f ′v

2
è F = f ′uf

′
v

è
EG− F 2 = (1 + f ′u

2
)(1 + f ′v

2
)− (f ′uf

′
v)

2 = 1 + f ′u
2
+ f ′v

2
.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàíà íåÿâ-

íî óðàâíåíèåì Φ(x, y, z) = 0, òî åäèíè÷íûìè íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòè

áóäóò âåêòîðû ± gradΦ

|gradΦ| , gradΦ = (Φ′
x,Φ

′
y,Φ

′
z).

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà

Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ Γ = {r̄(t) =
(x(t), y(t), z(t)); t ∈ [a, b]} è íà ìíîæåñòâå Γ çàäàíà íåïðåðûâíàÿ
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y, z) (òîãäà F (r̄(t)) = F (x(t), y(t), z(t)) ∈
C[a, b] êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 5. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì I ðîäà ôóíêöèè
F ïî êðèâîé Γ, îáîçíà÷àåìûì ñèìâîëîì

∫
Γ
F (x, y, z) ds, íàçûâàåòñÿ

÷èñëî, ðàâíîå∫ b

a

F (x(t), y(t), z(t))

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ∫
Γ

F (x, y, z) ds
.
=

∫ b

a

F (x(t), y(t), z(t))

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt
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èëè, êîðî÷å, ∫
Γ

F (x, y, z) ds
.
=

∫ b

a

F (r̄(t))|r̄′(t)| dt.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä ñèìâîëîì
∫
Γ
F (x, y, z) ds ïîíèìàåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèé èíòåãðàë Ðèìàíà (â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîò èí-
òåãðàë ñóùåñòâóåò).

Âûðàæåíèå ds
.
=
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt = |r̄′(t)|dt íàçûâàåò-

ñÿ äèôôåðåíöèàëîì äëèíû êðèâîé Γ.
×åðåç Γ+ è Γ− áóäåì îáîçíà÷àòü êðèâóþ Γ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

îðèåíòàöèÿìè.
Òåîðåìà 1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà íå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë íå çàâèñèò îò
îðèåíòàöèè êðèâîé, ò.å.∫

Γ−
F (x, y, z) ds =

∫
Γ+

F (x, y, z) ds

(Γ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò

îðèåíòàöèè êðèâîé. Ïóñòü Γ+ = {r̄(t); t ∈ [a, b]} êðèâàÿ Γ ñ îðèåíòà-
öèåé, ïîðîæäåííîé åå ïàðàìåòðèçàöèåé, à ρ̄(τ), τ ∈ [α, β] � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, çàäàþ-
ùàÿ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ êðèâîé Γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò çà-
ìåíà ïàðàìåòðà µ(τ) ∈ C1[α, β], µ(τ) ↓↓, µ′(τ) ̸= 0 è µ(α) = b,
µ(β) = a, ò.÷. r̄(µ(τ)) = ρ̄(τ). Èìååì∫

Γ+

F (x, y, z) ds =

∫ b

a

F (r̄(t))|r̄′(t)| dt =
t=µ(τ)∫ α

β

F (r̄(µ(τ))|(r̄′(µ(τ))|µ′(τ) dτ =

∫ β

α

F (ρ̄(τ))|r̄′(µ(τ))|(−µ′(τ)) dτ =

∫ β

α

F (ρ̄(τ))|r̄′(µ(τ))µ′(τ)| dτ =
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∫ β

α

F (ρ̄(τ))|(r̄(µ(τ)))′| dτ =

∫ β

α

F (ρ̄(τ))|ρ̄′(τ)| dτ =

∫
Γ−

F (x, y, z) ds

(ïî õîäó âû÷èñëåíèé áûëî èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî |µ′(τ)| = −µ′(τ) è
öåïíîå ïðàâèëî äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé).

Äîêàçàòåëüñòâî íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðèçàöèè,
íå ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò åñòåñòâåííîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ
∫
Γ
F (x, y, z) ds êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-

ëà I ðîäà, íå èñïîëüçóþùåå â ÿâíîì âèäå êîíêðåòíîé ïàðàìåòðèçàöèþ

êðèâîé.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà ìîæíî ââåñòè, ñëåäóÿ îáùåé
ñõåìå ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó, êàê ïðåäåë èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì. Íî ïðåæäå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ÷òî ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü ïîä äëèíîé êðèâîé.

Äëèíà êðèâîé

Èç êóðñà øêîëüíîé ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî äëèíà îêðóæíî-
ñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ïðè n→ +∞ ïåðèìåòðîâ ïðàâèëüíûõ
n�óãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü, èëè ÷òî òî æå ñàìîå, äëèí
n�çâåííûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ ñ ðàâíûìè çâåíüÿìè, âïèñàííûõ
â îêðóæíîñòü. Íà ýòîé æå èäåå îñíîâûâàåòñÿ îïðåäåëåíèå äëèíû
êðèâîé â îáùåì ñëó÷àå. Ðàäè óïðîùåíèÿ çàïèñè îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì êðèâûõ â R2.

Ïóñòü äàíà êðèâàÿ Γ = {r̄(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b]}. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T [a, b] = {tj}mj=0 è îáîçíà÷èì ÷åðåçMj òî÷-
êè êðèâîé Γ ñ êîîðäèíàòàìè (x(tj), y(tj)). Ëîìàíàÿ ΓT ñ âåðøèíàìè
â òî÷êàõ Mj íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â êðèâóþ Γ. Äëèíà l(ΓT ) ëîìà-
íîé ðàâíà ñóììå äëèí åå çâåíüåâ

l(ΓT ) =

m∑
j=1

√
(x(tj)− x(tj−1))2 + (y(tj)− y(tj−1))2.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëèíîé l(Γ) êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
limλ(T )→0 l(ΓT ), åñëè îí ñóùåñòâóåò.

108



Îïðåäåëåíèå 7. Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
limλ(T )→0 l(ΓT ), íàçûâàþòñÿ ñïðÿìëÿåìûìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàâåíñòâî l(Γ) = limλ(T )→0 l(ΓT ) îçíà÷àåò, ÷òî
∀ε > 0 ∃δ > 0, ò.÷. ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ: |l(Γ)− l(ΓT )| < ε.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè supT l(ΓT ) < +∞, òî

∃ limλ(T )→0 l(ΓT ) = supT l(ΓT ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Γ = {(x(t), y(t)), t ∈ [a, b]} íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

l(Γ) =

∫ b

a

√
x′2(t) + y′2(t) dt.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ îäíî ýëåìåíòàðíîå íåðàâåí-
ñòâî.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë u, v è w
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|
√
u2 + v2 −

√
u2 + w2| ≤ |v − w|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè u2 + v2 ̸= 0 èìååì

|
√
u2 + v2 −

√
u2 + w2| =

∣∣∣∣ u2 + v2 − u2 − w2

√
u2 + v2 +

√
u2 + w2

∣∣∣∣ ≤
(
√
u2 + v2 ≥ |v|,

√
u2 + w2 ≥ |w|)

|v − w||v + w|
|v|+ |w|

≤ |v − w|(|v|+ |w|)
|v|+ |w|

= |v − w|.

Ïðè u = v = 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.
Çàìå÷àíèå. Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî èìååò ïðîñòîé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ìîäóëü ðàçíîñòè äëèí äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà

íå ïðåâîñõîäèò äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Ïóñòü T � ïðîèç-
âîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ l(ΓT )
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëàãðàíæà

l(ΓT ) =

m∑
j=1

√
(x(tj)− x(tj−1))2 + (y(tj)− y(tj−1))2 =
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m∑
j=1

√
x′2(cj)(∆tj)2 + y′2(dj)(∆tj)2 =

m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(dj)∆tj

(cj , dj ∈ [tj−1, tj ]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S(
√
x′2 + y′2, (T, c̄)) =

m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(cj)∆tj

èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà ôóíêöèè
√
x′2 + y′2, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ðàçáèåíèþ T è ðàçìåòêå c̄ = (c1, . . . , cm). Ïîñêîëüêó√
x′2 + y′2 ∈ C[a, b], òî

√
x′2 + y′2 ∈ R[a, b] è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
λ(T )→0

S(
√
x′2 + y′2, (T, c̄)) =

∫ b

a

√
x′2(t) + y′2(t) dt.

Ïîýòîìó òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî

lim
λ(T )→0

 m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(cj)∆tj −

m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(dj)∆tj

 = 0.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1 èìååì∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(cj)∆tj −

m∑
j=1

√
x′2(cj) + y′2(dj)∆tj

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
j=1

∣∣∣∣√x′2(cj) + y′2(cj)−
√
x′2(cj) + y′2(dj)

∣∣∣∣∆tj ≤
m∑
j=1

|y′(dj)− y′(cj)|∆tj ≤
m∑
j=1

ω(y′,∆j)∆tj .

Ïîñêîëüêó y′ ∈ R[a, b], òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äàðáó èíòåãðèðóåìî-
ñòè (òåîðåìà 1 ëåêöèè 1.25) ∀ε > 0 ∃δ > 0, ò.÷. ∀T [a, b] ñ λ(T ) < δ:∑m
j=1 ω(y

′,∆j)∆tj < ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåïåðü ââåäåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà ôóíêöèè Φ ñ ïî-
ìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ïóñòü Γ = {r̄(t); t ∈ [a, b]} � íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå Γ
òî÷êàìè Mj , j = 0, . . . , k, ãäå OM j = r̄(tj), a = t0 < t1 < . . . <
tk = b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆sj äëèíó ó÷àñòêà êðèâîé Γ, çàêëþ÷åí-
íîãî ìåæäó òî÷êàìè Mj−1 è Mj . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïî îäíîé
òî÷êå Pj íà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè Mj−1 è Mj (èç îïðåäåëåíèÿ
êðèâîé ñëåäóåò, ÷òî OP j = r̄(τj), ãäå τj ∈ [tj−1, tj ]) è ñîñòàâèì èí-
òåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà

σ(Φ, (T, P̄ ))
.
=

k∑
j=1

Φ(Pj)∆sj , P̄ = (P1, . . . , Pk).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ∫
Γ

Φ(x, y, z) ds
.
= lim
λ(T )→0

σ(Φ, (T, P̄ )),

åñëè ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåïðå-
ðûâíîé íà Γ ôóíêöèè Φ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
λ(T )→0

σ(Φ, (T, P̄ )) =

∫ b

a

Φ(r̄(t))|r̄′(t)| dt.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I ðîäà. Åñëè
Φ(x, y, z) � ïëîòíîñòü òî÷åê êðèâîé Γ, òî ìàññà mj ó÷àñòêà êðèâîé
ìåæäó òî÷êàìè Mj−1 è Mj ïðè äîñòàòî÷íî ìåëêîì ðàçáèåíèè êðè-
âîé Γ ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ Φ(Pj)∆sj .

Òîãäà ìàññà âñåé êðèâîé m ≈
∑k
j=1 Φ(Pj)∆sj . Ïîýòîìó ïðåäåë ïðè

λ(T ) → 0 ñóìì
∑k
j=1 Φ(Pj)∆sj , ò.å. èíòåãðàë

∫
Γ
Φ(x, y, z) ds åñòå-

ñòâåííî íàçâàòü ìàññîé êðèâîé Γ.
Äàäèì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå êðèâûõ, íà êîòîðîå ðàñïðîñòðà-

íèì êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû I ðîäà.
Îïðåäåëåíèå 8. Îòîáðàæåíèå r̄(t): [a, b] → R3 êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, åñëè
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1) r̄ ∈ C[a, b];
2) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T [a, b] = {tj}j=mj=0 òàêîå, ÷òî r̄ ∈

C1[tj−1, tj ] (ïîä ïðîèçâîäíûìè â òî÷êàõ tj ïîíèìàþòñÿ îäíîñòî-
ðîííèå ïðîèçâîäíûå).

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâî γ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé â R3, åñëè ñóùåñòâóþò îòðåçîê [a, b]
è êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà íåì âåêòîð�ôóíêöèÿ
r̄(t) òàêèå, ÷òî

1) r̄[a, b] = γ;
2) îòîáðàæåíèå r̄ : [a, b] → γ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

ìûé êîíòóð.
Îïðåäåëèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà ïî êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé.
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà ïî êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîé êðèâîé γ îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì
êóñêàì γj = {r̄(t), t ∈ [tj−1, tj ]}:∫

γ

F (x, y, z) ds =

k∑
j=1

∫
γj

F (x, y, z) ds.
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ËÅÊÖÈß 17
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà. Ñâÿçü êðèâîëèíåéíûõ

èíòåãðàëîâ I è II ðîäà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà. Ôîðìóëà Ãðèíà.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà

Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ Γ = {r̄(t) =
(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]} è âåêòîð�ôóíêöèèÿ F̄ (x, y, z) ∈ R3 (F̄ =
(P,Q,R)), íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå Γ (òîãäà ôóíêöèÿ F̄ (r̄(t)) ∈
C[a, b] êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 1. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì II ðîäà âåêòîð�
ôóíêöèè F̄ ïî êðèâîé Γ, îáîçíà÷àåìûì ñèìâîëîì

∫
Γ
F̄ dr̄, íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ∫ b

a

F̄ (r̄(t))r̄′(t) dt

(ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).
Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ∫

Γ

F̄ dr̄ =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))r̄′(t) dt,

ò.å. ñèìâîë
∫
Γ
F̄ dr̄ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

èíòåãðàëà Ðèìàíà.
Èìååì ∫

Γ

F̄ dr̄ =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))r̄′(t) dt =∫ b

a

(P (r̄(t))x′(t) +Q(r̄(t))y′(t) +R(r̄(t))z′(t)) dt =∫ b

a

P (r̄(t)) dx(t) +Q(r̄(t)) dy(t) +R(r̄(t)) dz(t).

Ïîýòîìó äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà òàêæå óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz,

113



ãäå ïîä ýòèì ñèìâîëîì ïîíèìàåòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà∫ b

a

(P (r̄(t))x′(t) +Q(r̄(t))y′(t) +R(r̄(t))z′(t)) dt

ïðè äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé Γ.
Åñëè F̄ = (P, 0, 0), òî∫

Γ

P dx =

∫ b

a

P (r̄(t))x′(t) dt,

åñëè F̄ = (0, Q, 0), òî∫
Γ

Qdy =

∫ b

a

Q(r̄(t))y′(t) dt,

åñëè F̄ = (0, 0, R), òî∫
Γ

Rdz =

∫ b

a

R(r̄(t))z′(t) dt.

Òåîðåìà 1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà ìåíÿåò çíàê ïðè
èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé, ò.å.∫

Γ−
F̄ dr̄ = −

∫
Γ+

F̄ dr̄

è íåèçìåíåí, åñëè ïàðàìåòðèçàöèè çàäàþò îäíó è òó æå îðèåí-
òàöèþ êðèâîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Γ+ = {r̄1(t); t ∈ [a, b]} � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé ïîðîæäà-
åòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé, à r̄2(τ), τ ∈ [α, β] � íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, çàäàþùàÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ êðèâîé Γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìåíà ïàðà-
ìåòðà µ(τ) ∈ C1[α, β], µ(τ) ↓↓, µ′(τ) ̸= 0 è µ(α) = b, µ(β) = a, ò.÷.
r̄1(µ(τ)) = r̄2(τ). Èìååì∫

Γ+

F̄ dr̄ =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))r̄1
′(t) dt =
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(äåëàåì ïîäñòàíîâêó t = µ(τ))∫ α

β

F̄ (r̄1(µ(τ))r̄1
′(µ(τ))µ′(τ) dτ =

=

∫ α

β

F̄ (r̄2(τ))(r̄1(µ(τ)))
′ dτ =

∫ α

β

F̄ (r̄2(τ))r̄2
′(τ) dτ =

−
∫ β

α

F̄ (r̄2(τ))r̄2
′(τ) dτ = −

∫
Γ−

F̄ dr̄.

Ñëó÷àé çàìåíû ïàðàìåòðà, ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ êðèâîé,
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
êðèâûõ γ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
èíòåãðàëîâ ïî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì êóñêàì γj :∫

γ

F̄ dr̄ =

k∑
j=1

∫
γj

F̄ dr̄,

ïðè÷åì îðèåíòàöèè γj âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé γ.
Ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè I è II ðî-

äîâ. Ïóñòü Γ = {r̄(t), t ∈ [a, b]} � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
êðèâàÿ, ò.÷. |r̄′(t)| ≠ 0 ∀t ∈ [a, b] (òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ãëàäêè-
ìè). Åñëè Γ ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì, òî â îïðåäåëåíèè ãëàäêîñòè íàäî

äîáàâèòü åùå îäíî óñëîâèå:
r̄′(a)

|r̄′(a)|
=

r̄′(b)

|r̄′(b)|
, ÷òîáû èçáåæàòü óãëî-

âûõ òî÷åê. Òîãäà∫
Γ

F̄ dr̄ =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))r̄′(t) dt =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))
r̄′(t)

|r̄′(t)|
|r̄′(t)| dt =

∫ b

a

F̄ (r̄(t))ξ̄(t)|r̄′(t)| dt =
∫
Γ

F̄ ξ̄ ds,

ξ̄ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê Γ, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå
îáõîäà, ïîðîæäåííîå ïàðàìåòðèçàöèåé r̄(t).
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Â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ èíòåãðàëû âèäà
∫
γ
Ēn̄ ds, âçÿòûå

ïî îðèåíòèðîâàííîìó ãëàäêîìó êîíòóðó γ, ãäå n̄ âíåøíÿÿ íîðìàëü
ê ýòîìó êîíòóðó. Âûðàçèì òàêîé èíòåãðàë ÷åðåç êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë II ðîäà. Ïóñòü r̄(t), t ∈ [a, b] � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
êîíòóðà γ, çàäàþùàÿ îáõîä êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èç
ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëû äëÿ F̄ = (P, 0) è F̄ = (0, Q) ñîîòâåò-
ñòâåííî èìååì∫

γ

P dx =

∫ b

a

P (r̄(t)) cosα(t)|r̄′(t)| dt =
∫
γ

P cosαds,

∫
γ

Qdy =

∫ b

a

Q(r̄(t)) cosβ(t)|r̄′(t)| dt =
∫
γ

Q cosβ ds,

ãäå cosα(t) è cosβ(t) � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû åäèíè÷íîãî êà-
ñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ̄(t), ò.å. ξ̄(t) = (cosα(t), cosβ(t)). Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ôîðìàëüíî íàïèñàòü, ÷òî dx = cosαds, à dy = cosβ ds. Òå-
ïåðü çàìåòèì, ÷òî âíåøíèì âåêòîðîì íîðìàëè áóäåò âåêòîð n̄ =
(cosβ,− cosα). Òîãäà äëÿ Ē = (R, T ) ïîëó÷èì, ÷òî∫

γ

Ēn̄ ds =

∫
γ

(R cosβ − T cosα) ds =

∫
γ

−T dx+Rdy.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàäêîé. Òàê êðèâàÿ Γ = {(t3, t2), t ∈ [−1, 1]} íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé,
õîòÿ îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ãëàäêîñòü íàðóøàåòñÿ â òî÷êå

t = 0.

Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà.
Ïóñòü êàæäîé òî÷êå M(x, y, z) íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊂ R3 ñîïî-

ñòàâëåí âåêòîð F̄ (M) = (P (M), Q(M), R(M)) ∈ R3. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå F̄ (M). Êîðî÷å,
âåêòîðíûì ïîëåì â G íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ,
çàäàííàÿ â îáëàñòè G, ñî çíà÷åíèÿìè â R3.

Ïóñòü Γ = {r̄(t); t ∈ [a, b]} � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
êðèâàÿ (r̄(t) = (x(t), y(t), z(t))), ëåæàùàÿ â G, è F̄ � íåïðåðûâíîå
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âåêòîðíîå ïîëå â G. Íàéäåì ðàáîòó âåêòîðíîãî ïîëÿ F̄ ïî ïåðåìå-
ùåíèþ åäèíè÷íîé ïðîáíîé ÷àñòèöû âäîëü êðèâîé Γ â íàïðàâëåíèè
âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ïîëå F̄ ïîñòîÿííî, òî ïðè ïåðåìåùåíèè ÷à-
ñòèöû íà âåêòîð d̄ ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà A = F̄ d̄.

Âîçüìåì ∀T [a, b] = {tj}mj=0. Ñìåùåíèå ÷àñòèöû çà âðåìÿ ∆tj =
tj − tj−1 èç òî÷êè ñ ðàäèóñ�âåêòîðîì r̄(tj−1) â òî÷êó ñ ðàäèóñ�
âåêòîðîì r̄(tj) âäîëü êðèâîé Γ ïðîèñõîäèò íà âåêòîð

∆r̄(tj−1)
.
= r̄(tj)− r̄(tj−1) = (∆x(tj−1),∆y(tj−1),∆z(tj−1)) =

(x′(c1)∆tj , y
′(c2)∆tj , z

′(c3)∆tj) =

(x′(c1), y
′(c2), z

′(c3))∆tj ≈ r̄′(tj−1)∆tj ,

ò.å. ñìåùåíèå ïðîèñõîäèò íà âåêòîð, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè-
áëèæåííî ðàâíûì âåêòîðó d̄j = r̄′(tj−1)∆tj , è êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êà-
ñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êðèâîé Γ â òî÷êå ñ ðàäèóñ�âåêòîðîì r̄(tj−1).
Ââèäó íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ F̄ åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ëî-
êàëüíî ïîñòîÿííûì íà ðàññìàòðèâàåìîì ó÷àñòêå êðèâîé è ðàâíûì
F̄ (r̄(tj−1)). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòó íà ýòîì ó÷àñòêå êðèâîé ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ðàâíîé

Aj = F̄ (r̄(tj−1))d̄j = F̄ (r̄(tj−1))r̄
′(tj−1)∆tj .

Òîãäà ðàáîòà âäîëü âñåé êðèâîé

A =

m∑
j=1

Aj =

m∑
j=1

F̄ (r̄(tj−1))r̄
′(tj−1)∆tj ,

÷òî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
[a, b] ôóíêöèè F̄ (r̄(t))r̄′(t). Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èíòå-
ãðèðóåìà, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè λ(T ) → 0 ýòîé èíòåãðàëüíîé

ñóììû è îí ðàâåí
∫ b
a
F̄ (r̄(t))r̄′(t) dt =

∫
Γ
F̄ dr̄. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî

îïðåäåëèòü ðàáîòó âåêòîðíîãî ïîëÿ F̄ âäîëü êðèâîé Γ êàê êðèâî-
ëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
Γ
F̄ dr̄.
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Ôîðìóëà Ãðèíà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2 çàôèêñèðîâàíà ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò è äàí êîíòóð Γ. Íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå � îòðè-
öàòåëüíûì. Äëÿ ãëàäêîãî êîíòóðà Γ = {r̄(t), t ∈ [a, b]} ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r̄(t) çàäàåò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, åñëè
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðîâ (n̄, ξ̄), ãäå n̄ è ξ̄ = r̄′(t)/|r̄′(t)| � ñî-
îòâåòñòâåííî âíåøíÿÿ (ïî îòíîøåíèþ ê êîíå÷íîé îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé êîíòóðîì Γ) åäèíè÷íàÿ íîðìàëü è åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê Γ, èìååò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è ïàðà åäèíè÷íûõ îðòîâ
ī è j̄.

Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð Γ îáîçíà÷àåòñÿ Γ+, à
îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé � ÷åðåç Γ−.

×åðåç ∂G+ è ∂G− îáîçíà÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ è ñîîòâåòñòâåí-
íî îòðèöàòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû êîíå÷íîé îáëàñòè G â ñëó-
÷àå, åñëè åå ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü D íàçûâà-
åòñÿ ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy, åñëè

D = {(x, y)| x ∈ [a, b], φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}, φ, ψ ∈ C[a, b]},

φ(x) < ψ(x), x ∈ (a, b).
Îïðåäåëåíèå 3. Îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü G íàçûâà-

åòñÿ ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, åñëè

G = {(x, y)| y ∈ [c, d], α(y) ≤ x ≤ β(y)}, α, β ∈ C[c, d]},

α(y) < β(y), y ∈ (c, d).
Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà ∂Ē çàìêíóòîé îáëàñòè Ē,

ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ êîí-
òóðîì.

Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòü, ýëåìåíòàðíàÿ îòíîñèòåëüíî îáåèõ
îñåé êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

Ýëåìåíòàðíûìè îáëàñòÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëü-
íèê, òðåóãîëüíèê, êðóã.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè èçìåðèìû ïî Æîðäàíó.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � ýëåìåíòàðíàÿ îáëàñòü

ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé,
P (x, y), Q(x, y), P ′

y(x, y), Q
′
x(x, y) ∈ C(D). Òîãäà∫ ∫

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy =

∫
∂D

+
P dx+Qdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì òî÷êè A(a, φ(a)), B(b, φ(b)),
A1(a, ψ(a)), B1(b, ψ(b)) (òî÷êè A è A1, B è B1 ìîãóò ñîâïàäàòü).
×åðåç ĂB è ˘A1B1 îáîçíà÷èì îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå y = φ(x)
è y = ψ(x) (îðèåíòàöèè ïîðîæäåíû èõ ïàðàìåòðèçàöèåé) ñîîòâåò-
ñòâåííî, óêàçàâ èõ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì,
ĂB = {(x, φ(x)), x ∈ [a, b]}, ˘A1B1 = {(x, ψ(x)), x ∈ [a, b]}.

Ðàññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë
∫ ∫

D̄
P ′
y dxdy. Ïîñêîëüêó çàìêíó-

òàÿ îáëàñòü D ýëåìåíòàðíà îòíîñèòåëüíî îñè Oy, òî (ñì. ëåêöèþ
13) ∫ ∫

D

P ′
y dxdy =

∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

φ(x)

P ′
y dy =

(ïðèìåíÿåì ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà)∫ b

a

(P (x, ψ(x))−P (x, φ(x)) dx =

∫ b

a

P (x, ψ(x)) dx−
∫ b

a

P (x, φ(x)) dx =∫
˘A1B1

P dx−
∫
ĂB

P dx = −
∫

˘B1A1

P dx−
∫
ĂB

P dx,

(èáî ĂB = {(x, φ(x)), x ∈ [a, b]}, ˘A1B1 = {(x, ψ(x)), x ∈ [a, b]}).
Èíòåãðàëû ∫

˘BB1

P dx,

∫
˘A1A

P dx

ïî âåðòèêàëüíûì îòðåçêàì BB1 è A1A ðàâíû íóëþ (ýòî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà, ò.ê. ˘BB1 = {(b, t), t ∈
[φ(b), ψ(b)]}, ˘AA1 = {(a, t), t ∈ [φ(a), ψ(a)]}). Ïîýòîìó

−
∫

˘B1A1

P dx−
∫
ĂB

P dx = −
∫
∂D

+
P dx
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫ ∫
D

P ′
y dxdy = −

∫
∂D

+
P dx.

Ïîñêîëüêó D ýëåìåíòàðíà è îòíîñèòåëüíî Ox, òî àíàëîãè÷íûìè
ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî∫ ∫

D̄

Q′
x dxdy =

∫
∂D̄+

Qdy.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàñïðîñòðàíèì ýòó ôîðìëó íà íåñêîëüêî áîëåå îáùèå îáëàñòè.
Åñëè çàìêíóòàÿ îáëàñòü D ⊂ R2 òàêîâà, ÷òî
1) D =

⋃k
j=1Dj , Dj � ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè,

2)Dj ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ðàçâå ÷òî ïî ÷àñòÿì ñâîèõ ãðàíèö, ïðè-
÷åì ýòè ÷àñòè ãðàíèö ïðèíàäëåæàò íå áîëåå ÷åì äâóì îáëàñòÿì,
òî ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü D ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëå-
ìåíòàðíûõ îáëàñòåé.

Ãðàíèöà òàêîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê îáúåäè-
íåíèå êðèâûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòêàìè ãðàíèö çàìêíóòûõ îáëàñòåé
Dj , j = 1, 2, . . . , k, ïðèíàäëåæàùèõ òîëüêî îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ
îáëàñòåé.

Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìåðû Æîðäàíà, îáëàñòü D, êîòîðóþ
ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé, èçìå-
ðèìà ïî Æîðäàíó.

Ïðèìåð. Êîëüöî K = {(x, y)| r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2} ìîæíî "ðàçðåçàòü"
îòðåçêàìè ïðÿìûõ x = 0 è y = 0 íà 4 ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè. Ïðè ýòîì

ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíèö ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé ïîðîæäàåò

îáõîä ãðàíèöû êîëüöà K. À èìåííî, îáõîä âíåøíåé îêðóæíîñòè áóäåò

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à âíóòðåííåé îêðóæíîñòè � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Òàêóþ îðèåíòàöèþ ãðàíèöû êîëüöà íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíîé. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû êîëüöà ýòî ñîâîêóïíîñòü

îðèåíòàöèé îêðóæíîñòåé òàêàÿ, ÷òî ïðè èõ îáõîäå â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-

áðàííûìè îðèåíòàöèÿìè êîëüöî îñòàåòñÿ ñëåâà.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü D � çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,
êîòîðóþ ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îá-
ëàñòåé ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ãðàíèöàìè,
P, Q, P ′

y, Q
′
x ∈ C(D). Òîãäà∫ ∫

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy =

∫
∂D

+
P dx+Qdy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà Ðèìàíà
è òåîðåìû 2∫ ∫

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy =

k∑
j=1

∫ ∫
Dj

(Q′
x − P ′

y) dxdy =

k∑
j=1

∫
∂D

+
j

P dx+Qdy =

∫
∂D

+
P dx+Qdy,

èáî èíòåãðàëû ïî îáùèì ó÷àñòêàì ãðàíèö îáëàñòåéDj âñòðåòÿòñÿ â
ñóììå äâàæäû è ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé è, ñëåäîâàòåëüíî,
âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ∂D ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ïàð ôóíêöèé P = 0, Q = x
è P = −y, Q = 0. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ Q′

x−P ′
y = 1, èìååì

µD =

∫ ∫
D

dxdy =

∫
∂D

+
xdy = −

∫
∂D

+
y dx.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè
îáëàñòè:

µD =
1

2

∫
∂D

+
x dy − y dx.

Ôîðìóëà Ãðèíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ çàìêíóòûõ îáëà-
ñòåé, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ çàìêíóòûõ
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êðèâûõ (ýòî óòâåðæäåíèå îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà). Çäåñü òðå-
áóåòñÿ ïîÿñíèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëü-
íîé) îðèåíòàöèåé ãðàíèöû òàêèõ îáëàñòåé. Ïóñòü ãðàíèöà ∂D îãðà-
íè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòóðîâ. Ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé ∂D
(â ïðàâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ îðè-
åíòàöèé ýòèõ êîíòóðîâ, ÷òî ïðè îáõîäå êîíòóðîâ â ñîîòâåòñòâèè
ñ èõ îðèåíòàöèåé ìíîæåñòâî D îñòàåòñÿ ñëåâà. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ
îðèåíòàöèÿ íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèåé ∂D.
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ËÅÊÖÈß 18
Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Êðèòåðèè

ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïóñòü â îáëàñòè E ⊂ R3(R2) çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ā(x, y, z) =
(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) (ā(x, y) = (P (x, y), Q(x, y))).

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíîå ïîëå ā íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëü-
íûì â îáëàñòè E, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
u: E → R òàêàÿ, ÷òî ā = gradu, ò.å. ā = (u′x, u

′
y, u

′
z) (ñîîò-

âåòñòâåííî ā = (u′x, u
′
y)). Ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì

âåêòîðíîãî ïîëÿ ā.
Ïîòåíöèàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ā = (P,Q,R) îçíà÷àåò, ÷òî

âûðàæåíèå P dx+Qdy+Rdz = u′x dx+u′y dy+u′z dz = du ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ā = (P,Q,R)
ïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè E è u(x, y, z) åãî ïîòåíöèàë, à A è B �
ïðîèçâîëüíûå òî÷êè E. Òîãäà äëÿ ëþáîé êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé Γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è
êîíöîì â òî÷êå B, ëåæàùåé â îáëàñòè E,∫

ĂB

P dx+Qdy +Rdz = u(B)− u(A).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ĂB = {r̄(t) = (x(t), y(t), z(t)); t ∈
[a, b]} � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ îðèåíòèðî-
âàííàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B, ñîäåðæà-
ùàÿñÿ â E. Òîãäà ∫

ĂB

P dx+Qdy +Rdz =

∫ b

a

(P (r̄(t))x′(t) +Q(r̄(t))y′(t) +R(r̄(t))z′(t)) dt =∫ b

a

(u′x(r̄(t))x
′(t) + u′y(r̄(t))y

′(t) + u′z(r̄(t))z
′(t)) dt =

∫ b

a

(u(r̄(t)))′t dt =
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(ïðèìåíÿåì ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà)

u(r̄(b))− u(r̄(a)) = u(B)− u(A).

Åñëè ĂB êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç ˘Aj−1Aj , j = 1 . . . , k, A0 = A, . . . , Ak = B åå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå îðèåíòèðîâàííûå êóñêè. Â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé êðèâîé è ïîëó÷åííîãî âûøå ðàâåíñòâà∫

ĂB

ā dr̄ =

k∑
j=1

∫
˘Aj−1Aj

ā dr̄ =

k∑
j=1

(u(r̄(Aj))− u(r̄(Aj−1))) =

u(r̄(b))− u(r̄(a)) = u(B)− u(A).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ôîð-

ìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà íà èíòåãðàëû ïî êðèâûì. Äåéñòâèòåëüíî, óñëî-
âèå ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âûðàæåíèå Pdx+Qdy+
Rdz = du. Òîãäà ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê∫

ĂB

P dx+Qdy +Rdz =

∫
ĂB

du = u(B)− u(A).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû
∫
ĂB

ā dr̄ = u(B)− u(A) � ðàáîòà ïîòåí-

öèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ā âäîëü êðèâîé ĂB ðàâíà ðàçíîñòè ïîòåíöè-

àëîâ â êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷êàõ êðèâîé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ā =
(P,Q,R) áûëî ïîòåíöèàëüíûì â îáëàñòè E íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òî÷åê A,B ∈ E èíòåãðàë I =

∫
ĂB

P dx+
Qdy + Rdz íå çàâèñåë îò êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
êðèâîé ĂB ⊂ E ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B, à çàâèñåë
ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíöåâîé òî÷åê ýòîé êðèâîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó æå ñëåäóåò èç
òåîðåìû 1.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Çàôèêñèðóåì òî÷êó M0 ∈ E. Èç óñëîâèé òåîðå-
ìû ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

u(M)
.
=

∫
˘M0M

ā dr̄,

ãäå ˘M0M � ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â E è ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè
M0 è M , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå E. Ïîêà-
æåì, ÷òî u(M) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ā. Äëÿ ýòîãî
íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M îáëàñòè
E.

Ïîñêîëüêó E îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(M, δ) ⊂ E.
Ïóñòü M = M(x, y, z), Mh = Mh(x + h, y, z), |h| < δ. ×åðåç ˘M0Mh

îáîçíà÷èì êðèâóþ, ñîñòàâëåííàÿ èç êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé ˘M0M , ëåæàùåé â E, è îòðåç-
êà ˘MMh, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè M è Mh (÷òî òàêóþ êðèâóþ âñåãäà
ìîæíî ïðåäúÿâèòü îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà). Òîãäà

u(Mh)− u(M) =

∫
˘M0Mh

ā dr̄ −
∫

˘M0M

ā dr̄ =∫
˘M0M

⋃ ˘MMh

ā dr̄ −
∫

˘M0M

ā dr̄ =∫
˘M0M

ā dr̄ +

∫
˘MMh

ā dr̄ −
∫

˘MM0

ā dr̄ =

∫
˘MMh

ā dr̄.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ îòðåçêà ˘MMh èìååò âèä x = x + t, y = y, z =
z, t ∈ [0, h], åñëè h > 0 è t ∈ [h, 0], åñëè h < 0. Ïîýòîìó (ñ÷èòàåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî h > 0)

u(Mh)− u(M) =

∫ h

0

P (x+ t, y, z) dt = P (x+ θh, y, z)h, 0 < θ < 1

(ïðèìåíèëè òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
h→0

u(Mh)− u(M)

h
= P (x, y, z),
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ò.å. u′x = P . Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî u′y = Q, u′z = R. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèÿ.

1) Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà
∫
ĂB

ā dr̄ îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èíòåãðàë ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èíòå-
ãðàë ïî ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ðàññìîòðèì äâà èí-
òåãðàëà

∫
˘AmB

ā dr̄ è
∫

˘AnB
ā dr̄ ïî êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè A è B. Ïî-

êàæåì, ÷òî ýòè èíòåãðàëû ðàâíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó êðèâûõ ˘AmB
è ˘AnB íåò îáùèõ òî÷åê, êðîìå A è B. Â ýòîì ñëó÷àå Γ

.
= ˘AmBnA áóäåò

êîíòóðîì. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû
∫
Γ
ā dr̄ = 0 êàê èíòåãðàë ïî êîíòóðó,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû
∫
Γ
=
∫

˘AmB
+
∫

˘BnA
=
∫

˘AmB
−
∫

˘AnB
. Ñëåäîâàòåëüíî,

èíòåãðàëû ïî êðèâûì ˘AmB è ˘AnB ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àå êðèâûå
˘AmB è ˘AnB ìîãóò èìåòü îáùèå ó÷àñòêè (íà íèõ èíòåãðàëû ñîâïàäàþò)

è ïåðåñåêàòüñÿ, îáðàçîâûâàÿ ïåòëè. Òàê êàê ïåòëè ÿâëÿþòñÿ êîíòóðàìè,
òî è ïî ýòèì ó÷àñòêàì êðèâûõ èíòåãðàëû áóäóò ðàâíû.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è 1, ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå

∫
ĂB

P dx + Qdy + Rdz = u(B) − u(A) = 0, ò.ê. äëÿ çàìêíóòîé
êðèâîé A = B.

2) Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî ëþáûå äâå

òî÷êè îáëàñòè ìîæíî ñîåäèíèòü êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìîé êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî, âî âòîðîì ñåìåñòðå îòìå÷àëîñü (ñì. ëåêöèþ

1.36), ÷òî äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îáëàñòè ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé ñ

êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ. Ïðè ýòîì ëîìàíóþ âñåãäà ìîæíî âçÿòü áåç

òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, à òàêàÿ ëîìàíàÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé.

Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùååñÿ â òåî-
ðåìå, òðóäíîïðîâåðÿåìî. Íà ïðàêòèêå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-
ìîé, ïðèâîäèìîé íèæå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå â
øàðå B âåêòîðíîå ïîëå ā = (P,Q,R) áûëî ïîòåíöèàëüíûì íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â øàðå B âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà:

P ′
y = Q′

x, Q
′
z = R′

y, R
′
x = P ′

z.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëå ā ïîòåí-
öèàëüíî â B, ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ D(B), ò.÷. u′x = P, u′y =
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Q, u′z = R â B. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∃P ′
y, Q

′
x ∈ C(B). Íî P ′

y = u′′xy,
à Q′

x = u′′yx. Ñëåäîâàòåëüíî, u
′′
xy, u

′′
yx ∈ C(B). Òîãäà ïî òåîðåìå î

ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ u′′xy = u′′yx â B, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P ′

y = Q′
x. Îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿ-

þòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äëÿ íåáîëüøîãî ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì

äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü òî÷êà M0(x0, y0) ∈ B ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì øàðà, à òî÷êà M(x, y) ∈ B � ïðîèçâîëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
˘M0M ëîìàíóþ èç 2-õ çâåíüåâ ˘M0M1 è ˘M1M , ãäå M1(x, y0), ïàðàë-

ëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, y) =

∫
˘M0M

P dx+Qdy =

∫
˘M0M1

P dx+Qdy+

∫
˘M1M

P dx+Qdy

ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ā = (P,Q).
Ïîñêîëüêó ˘M0M1 = {(t, y0), t ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöàìè

â òî÷êàõ x0 è x}, à ˘M1M = {(x, s), s ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöà-
ìè â òî÷êàõ y0 è y}, òî ïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî x > x0 è
y > y0, èìååì:

u(x, y) =

∫ x

x0

P (t, y0) dt+

∫ y

y0

Q(x, s) ds

Íàéäåì u′x. Ôèêñèðóåì y: ôóíêöèÿ u(x, y) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íîé x ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì
è èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà x. Íà îñíîâàíèè ïðàâèë äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëîâ òàêîãî âèäà (òåîðåìà 2 ëåêöèè 1.26 è
òåîðåìà 1 ëåêöèè 7)

u′x(x, y) = P (x, y0) +

∫ y

y0

Q′
x(x, s) ds =

(ïî óñëîâèþ Q′
x = P ′

y)

= P (x, y0) +

∫ y

y0

P ′
y(x, s) ds = P (x, y0) + P (x, y)− P (x, y0) = P (x, y)
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(âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Íüþòîíà�Ëåéáíèöà).
Òåïåðü íàéäåì u′y. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì x. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîñòîÿííîé è
èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ïîýòîìó

u′y(x, y) = Q(x, y).

Íàêîíåö, èç äîêàçàííûõ ðàâåíñòâ è óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u íåïðåðûâíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ u ∈ D(B). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè íèãäå íå èñïîëüçîâà-
ëîñü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå çàäàíî â øàðå, ò.å. íåîáõîäèìîñòü ñïðàâåäëèâà
äëÿ ëþáûõ îáëàñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâà

P ′
y = Q′

x, Q
′
z = R′

y, R
′
x = P ′

z

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ëþáîé îáëàñòè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ çàïèøåòñÿ êàê
P ′
y = Q′

x.

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû 2 è 3 äàþò êðèòåðèè òîãî, ÷òî âûðàæåíèå

P dx+Qdy +Rdz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì.
Ïðèìåð. Ïóñòü ā=grad(arctg(x/y)). Âû÷èñëèì

∫
Γρ
ā dr̄ ïî îêðóæíî-

ñòè Γρ ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðîáåãàåìîé ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Èìååì

P = (arctg(x/y))′x =
1

1 + (x/y)2
1

y2
=

y

x2 + y2
,

Q = (arctg(x/y))′y =
1

1 + (x/y)2
(− x

y2
) = − x

x2 + y2
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî P ′
y = Q′

x â R2 \ {(0, 0)}. Íî èíòåãðàë ïî ëþáîé
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò îòëè÷åí îò íóëÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü Γρ = {(ρ cos t, ρ sin t), t ∈ [0, 2π]} ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-
âàííàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ. Òîãäà∫

Γρ

P dx+Qdy =

∫
Γρ

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy =
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=

∫ 2π

0

(sin t(− sin t)− cos t cos t) dt = −2π ̸= 0.

Ñòàëî áûòü, âåêòîðíîå ïîëå ā = (P,Q), îïðåäåëåííîå è áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìîå â R2 \ {(0, 0)}, íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â
ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ u=arctg(x/y) íå ìîæåò áûòü ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ā â
R2 \ {(0, 0)}, èáî ôóíêöèÿ arctg(x/y) íå îïðåäåëåíà â òî÷êàõ âèäà (x, 0),
x ∈ R.
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ËÅÊÖÈß 19
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë I ðîäà.
Îðèåíòàöèÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòíûé

èíòåãðàë II ðîäà

Ïóñòü äàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S = {r̄(u, v); (u, v) ∈ D}, ãäå
D ⊂ R2 � çàìêíóòàÿ è èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü. Âîçü-
ìåì ðàçáèåíèå D, îáðàçîâàííîå ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì Ou
è Ov, è ðàññìîòðèì áðóñû ðàçáèåíèÿ, öåëèêîì ëåæàùèå â D (òà-
êèå áðóñû âñåãäà ñóùåñòâóþò, åñëè äèàìåòð ðàçáèåíèÿ äîñòàòî÷íî
ìàë). Ïóñòü Pij îäèí èç òàêèõ áðóñîâ è äëèíû åãî ñòîðîí ðàâíû
∆ui è ∆vj ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îòîáðàæåíèè r̄(u, v) ýòîò ïðÿìî-
óãîëüíèê îòîáðàçèòñÿ â êðèâîëèíåéíûé "÷åòûðåõóãîëüíèê" r̄(Pij)
íà ïîâåðõíîñòè S, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâþùèõ êî-
îðäèíàòíûõ ëèíèé. ÏóñòüMij(ui, vj) � ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà Pij .
Ââèäó äèôôåðåíöèðóåìîñòè r̄(u, v):

r̄(ui +∆ui, vj)− r̄(ui, vj) = r̄′u(Mij)∆ui + o(∆ui), ∆ui → 0,

r̄(ui, vj +∆vj)− r̄(ui, vj) = r̄′v(Mij)∆vj + o(∆vj),∆vj → 0. (10)

Èç (10) ñëåäóåò ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû
r̄′u(Mij)∆ui è r̄

′
v(Mij)∆vj , ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò êðèâîëèíåéíîãî "÷å-

òûðåõóãîëüíèêà" r̄(Pij). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σij ïëîùàäü ýòîãî ïàðàë-
ëåëîãðàììà. Òîãäà

σij = |r̄′u(Mij)∆ui × r̄′v(Mij)∆vj | = |r̄′u(Mij)× r̄′v(Mij)|∆ui∆vj =

|r̄′u × r̄′v|(Mij)µPij .

Îïðåäåëèì ïëîùàäü (ìåðó) µS ïîâåðõíîñòè S êàê

µS
.
= lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

|r̄′u × r̄′v|(Mij)µPij = lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

σij .

Ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ïðåäåëà ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé
äëÿ ôóíêöèè |r̄′u× r̄′v|0 � ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè |r̄′u× r̄′v| íóëåì ñ D.
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Ïîñêîëüêó D èçìåðèìà ïî Æîðäàíó, òî ôóíêöèÿ |r̄′u × r̄′v| ∈ R(D)
êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó íàïèñàííûé ïðåäåë ñóùåñòâó-
åò è ðàâåí

∫ ∫
D̄
|r̄′u × r̄′v| dudv.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïëîùàäüþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S =
{r̄(u, v); (u, v) ∈ D}, ãäå çàìêíóòàÿ îáëàñòü D èçìåðèìà ïî Æîð-
äàíó, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

µS =

∫ ∫
D̄

|r̄′u × r̄′v| dudv.

Òàê êàê |r̄′u× r̄′v| =
√
EG− F 2, ãäå E = r̄′ur̄

′
u, G = r̄′v r̄

′
v, F = r̄′ur̄

′
v

(ñì. ëåêöèþ 16), òî

µS =

∫ ∫
D̄

√
EG− F 2 dudv.

Âûðàæåíèå |r̄′u × r̄′v| dudv =
√
EG− F 2 dudv íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëîì ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ dS.
Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà â âèäå z = f(x, y), (x, y) ∈ G (çàìêíó-

òàÿ îáëàñòü G èçìåðèìà ïî Æîðäàíó), òî (ñì. ëåêöèþ 16)

µS =

∫ ∫
G

√
1 + (f ′x)

2 + (f ′y)
2 dxdy.

×òîáû îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè áûëî êîððåêòíûì, íà-
äî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíî-
ñòè. Ïóñòü S = {r̄(u, v), (u, v) ∈ D} � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è çàìêíóòàÿ èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü
D ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì çàìêíóòîé èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó îáëàñòè
D′ (D è D′ � çàìûêàíèÿ îáëàñòåé D è D′) ïðè íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè λ̄(s, t) = (α(s, t), β(s, t)). Ïóñòü ïðè
ýòîì λ̄ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî çàìêíóòóþ îáëàñòü D′ íà

çàìêíóòóþ îáëàñòü D ñ ÿêîáèàíîì
D(α, β)

D(s, t)
, îòëè÷íûì îò íóëÿ â

D′. Âåêòîð�ôóíêöèè r̄(u, v) è ρ̄(s, t)
.
= r̄(α(s, t), β(s, t)) íàçûâàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõíîñòè S, à λ̄(s, t) �
ãëàäêîé çàìåíîé ïàðàìåòðà.
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Ëåììà. Åñëè âåêòîð�ôóíêöèè r̄(u, v) è ρ̄(s, t) ÿâëÿþòñÿ ýêâè-
âàëåíòíûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõíîñòè S, òî

ρ̄′s × ρ̄′t = r̄′u × r̄′v
D(α, β)

D(s, t)
(11)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ρ̄′s è ρ̄
′
t âçÿòû â òî÷êå (s, t), à r̄′u è r̄′v �

â òî÷êå (α(s, t), β(s, t)).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó öåïíîãî ïðàâèëà

ρ̄′s(s, t) = (r̄(α(s, t), β(s, t))
′
s = r̄′u · α′

s + r̄′v · β′
s,

ρ̄′t(s, t) = r̄′u · α′
t + r̄′v · β′

t.

Îòñþäà

ρ̄′s × ρ̄′t = (r̄′u · α′
s + r̄′v · β′

s)× (r̄′u · α′
t + r̄′v · β′

t) =

r̄′u × r̄′uα
′
sα

′
t + r̄′u × r̄′vα

′
sβ

′
t + r̄′v × r̄′uβ

′
sα

′
t + r̄′v × r̄′vβ

′
sβ

′
t =

r̄′u × r̄′vα
′
sβ

′
t − r̄′u × r̄′vβ

′
sα

′
t =

r̄′u × r̄′v

∣∣∣∣ α′
s α′

t

β′
s β′

t

∣∣∣∣ = r̄′u × r̄′v
D(α, β)

D(s, t)
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èíâàðèàíòíîñòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ãëàäêîé

çàìåíû ïàðàìåòðà ñðàçó ñëåäóåò èç äîêàçàííîé ëåììû è òåîðåìû
î çàìåíå ïåðåìåííîé â êðàòíîì èíòåãðàëå.

Èç ôîðìóëû (11) òàêæå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü îò çàìåíû ïàðà-
ìåòðà îïðåäåëåíèé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè.

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë I ðîäà

Ïóñòü S = {r̄(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)); (u, v) ∈ D} � ãëàä-
êàÿ ïîâåðõíîñòü, çàìêíóòàÿ îáëàñòü D ⊂ R2 èçìåðèìà ïî Æîð-
äàíó, F (x, y, z) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà S (òîãäà F (r̄(u, v)) =
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F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ C(D̄) êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì I ðîäà ôóíêöèè
F ïî ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà∫ ∫

S

F (x, y, z) dS
.
=

∫ ∫
D

F (r̄(u, v))
√
EG− F 2 dudv.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë I ðîäà íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ãëàäêèõ çàìåíàõ ïàðàìåòðà.

Åñëè F = 1 íà S, òî
∫ ∫

S
dS =

∫ ∫
D

√
EG− F 2 dudv = µS.

Äëÿ ïîâåðõíîñòè S, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f(x, y), f ∈ C1(D)∫ ∫
S

F (x, y, z) dS =

∫ ∫
D

F (x, y, f(x, y))
√

1 + (f ′x)
2 + (f ′y)

2 dxdy.

Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë I ðîäà ìîæíî ââå-
ñòè êàê èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó S ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì
Ðèìàíà (äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé,
÷òî áûëî ñäåëàíî). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ðàíåå ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå. Ê
ïîÿâëåíèþ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ I ðîäà ïðèâîäèò çàäà÷à âû-
÷èëåíèÿ ìàññû ïîâåðõíîñòè ñ äàííîé ïëîòíîñòüþ.

Îðèåíòàöèÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S = {r̄(u, v) =
(x(u, v), y(u, v), z(u, v)); (u, v) ∈ D}, D � çàìêíóòàÿ îáëàñòü
â R2. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå (ñì. ëåêöèþ 16), â êàæäîé
òî÷êå ïîâåðõíîñòè S èìåþòñÿ ðîâíî äâå åäèíè÷íûå íîðìàëè
n̄ = (r̄′u × r̄′v)/|r̄′u × r̄′v| è ν̄ = −(r̄′u × r̄′v)/|r̄′u × r̄′v|, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ u è v. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî óêàçàííûå íîðìàëè íåïðåðûâíû íà ïîâåðõíîñòè S.

Îïðåäåëåíèå 3. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íîðìàëü íà ãëàäêîé ïî-
âåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ åå îðèåíòàöèåé.
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò äâå îðèåíòà-
öèè. Ïîâåðõíîñòè, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ äâó-
ñòîðîííèìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé âûáðàíà îðèåíòà-
öèÿ, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîâåðõíîñòü,
íà êîòîðîé ìîæíî âûáðàòü îðèåíòàöèþ, íàçûâàåòñÿ îðèåíòè-
ðóåìîé.

Êàê è â ñëó÷àå êðèâûõ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äàííàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ r̄(u, v) ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåò åå îðèåíòàöèþ, à èìåííî,
÷òî îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n̄. Òàê îðèåíòèðî-
âàííóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S = {r̄(u, v); (u, v) ∈ D} áóäåì îáî-
çíà÷àòü S+. Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé âûáðàíà åäèíè÷íàÿ íîðìàëü
ν̄, îáîçíà÷àåòñÿ S−.

Ïóñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z = f(x, y),
f ∈ C1(G). Òîãäà åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n̄ ê S äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè
r̄(u, v) = (x, y, f(x, y)) áóäåò âåêòîð (ñì. ëåêöèþ 16)

n̄ =

− f ′x√
1 + (f ′x)

2 + (f ′y)
2
,−

f ′y√
1 + (f ′x)

2 + (f ′y)
2
,

1√
1 + (f ′x)

2 + (f ′y)
2

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, cos (̂n̄, k̄) =
1√

1 + (f ′x)
2 + (f ′y)

2
> 0, ò.å. åäèíè÷íàÿ

íîðìàëü n̄ îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî
äëÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f(x, y), íîðìàëü n̄ îïðå-
äåëÿåò âåðõíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëü ν̄
çàäàåò íèæíþþ ñòîðîíó äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ïîâåðõíîñòè S1 è S2 çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâ-
íåíèÿìè x = g(y, z) è y = h(x, z) (ôóíêöèè g è h íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû â íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ). Ïîñìîòðèì, êàêèå îðèåíòà-
öèè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé çàäàþò ïàðàìåòðèçàöèè r̄1(x, y) = (g(y, z), y, z) è
r̄2(x, z) = (x, h(x, z), z). Èìååì

(r̄1)
′
y = (g′y, 1, 0), (r̄1)

′
z = (g′z, 0, 1) ⇒ N̄1 = (r̄1)

′
y × (r̄1)

′
z = (1,−g′y,−g′z)

(r̄2)
′
x = (1, h′

x, 0), (r̄2)
′
z = (0, h′

z, 1) ⇒ N̄2 = (r̄2)
′
x × (r̄2)

′
z = (h′

x,−1, h′
z).
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Ïîñêîëüêó ó âåêòîðà N̄1 ïîëîæèòåëüíà ïåðâàÿ êîîðäèíàòà, à ó âåêòîðà
N̄2 îòðèöàòåëüíà âòîðàÿ êîîðäèíàòà, òî åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n̄1 = N̄1/|N̄1|
îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Ox, à åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n̄2 = N̄2/|N̄2|,
îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ Oy.

×òîáû è óðàâíåíèå y = h(x, z) òàêæå îïðåäåëÿëî ïàðàìåòðèçàöèþ,

äëÿ êîòîðîé åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n̄2 îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oy, íà-

äî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âçÿòü óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (z, x), à íå (x, z):

ρ̄2(z, x) = (x, h(x, z), z). Â ýòîì ñëó÷àå (ρ̄)′z × (ρ̄)′x = (−h′
x, 1,−h′

z) è, ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè åäèíè÷íàÿ íîðìàëü îáðàçóåò îñò-

ðûé óãîë ñ îñüþ Oy.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïëîñêîñòè −x+ y +

z − 1 = 0, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì x ≤ 0, y ≥ 0, z ≥ 0. Ýòó

ïîâåðõíîñòü ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè z = x−y+1 è x = y+z−1. Òîãäà

ïàðàìåòðèçàöèè r̄(x, y) = (x, y, x−y+1) è r̄1(y, z) = (y+z−1, y, z) çàäàþò

ðàçíûå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè S, èáî N̄ = (−1, 1, 1), à N̄1 = (1,−1,−1).

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà

Ïóñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S+ = {r̄(u, v) =
(x(u, v), y(u, v), z(u, v)); (u, v) ∈ D}, ãäå D çàìêíóòàÿ èç-
ìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü, îðèåíòèðîâàíà ñ ïîìîùüþ
íîðìàëè n̄ = (r̄′u × r̄′v)/|r̄′u × r̄′v|. Ïóñòü åùå äàíû ôóíê-
öèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) ∈ C(S) (òîãäà ôóíêöèè
P (r̄(u, v)), Q(r̄(u, v)), R(r̄(u, v)) ∈ C(D) êàê êîìïîçèöèè íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè II ðîäà ïî
îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S+ íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû∫ ∫

S+

P (x, y, z) dydz
.
=

∫ ∫
S

P (x, y, z) cos (̂n̄, ī) dS,

∫ ∫
S+

Q(x, y, z) dzdx
.
=

∫ ∫
S

Q(x, y, z) cos (̂n̄, j̄) dS,∫ ∫
S+

R(x, y, z) dxdy
.
=

∫ ∫
S

R(x, y, z) cos (̂n̄, k̄) dS.
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Åñëè ïîâåðõíîñòü S îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, òî â îïðå-
äåëåíèè èíòåãðàëîâ âìåñòî íîðìàëè n̄ íàäî âçÿòü íîðìàëü ν̄ =

−n̄. Ïîñêîëüêó cos (̂−n̄, ī) = − cos (̂n̄, ī), cos ̂(−n̄, j̄) = − cos (̂n̄, j̄),

cos ̂(−n̄, k̄) = − cos (̂n̄, k̄), òî
∫ ∫

S− = −
∫ ∫

S+ , ò.å ïðè èçìåíåíèè
îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè èíòåãðàë II ðîäà ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé.

Òåïåðü âûÿñíèì, êàê âëèÿåò íà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà
çàìåíà ïàðàìåòðà. Ëåììà èç íà÷àëà ëåêöèè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-
ìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 6. Çàìåíà ïàðàìåòðà ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, åñëè ÿêîáèàí çàìåíû ïîëîæèòåëåí; çàìåíà
ïàðàìåòðà ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, åñëè ÿêîáè-
àí çàìåíû îòðèöàòåëåí.

Ìîæíî ïîêàçàòü (íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ), ÷òî ïðè
çàìåíå ïàðàìåòðà, ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà íå ìåíÿåòñÿ; ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà, ìå-
íÿþùåé îðèåíòàöèþ, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà ìåíÿåò çíàê
íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
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ËÅÊÖÈß 20
Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèé ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ II
ðîäà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà II

ðîäà. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Äèâåðãåíöèÿ è åå
ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Âñïîìíèì, ÷òî

n̄ =
r̄′u × r̄′v
|r̄′u × r̄′v|

=
1

|r̄′u × r̄′v|

(
D(y, z)

D(u, v)
,
D(z, x)

D(u, v)
,
D(x, y)

D(u, v)

)
.

Ïîýòîìó∫ ∫
S+

P (x, y, z) dydz =

∫ ∫
S

P (x, y, z) cos (̂n̄, ī) dS =

∫ ∫
D

P (r̄(u, v))
1

|r̄′u × r̄′v|
D(y, z)

D(u, v)
|r̄′u × r̄′v| dudv =∫ ∫

D

P (r̄(u, v))
D(y, z)

D(u, v)
dudv.

Àíàëîãè÷íî∫ ∫
S+

Q(x, y, z) dzdx =

∫ ∫
D

Q(r̄(u, v))
D(z, x)

D(u, v)
dudv,

∫ ∫
S+

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
D

R(r̄(u, v))
D(x, y)

D(u, v)
dudv.

Íàïðèìåð, åñëè ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y),
ò.å. r̄(u, v) = (u, v, f(u, v)) (ïîëîæèëè x = u è y = v), òî

n̄ =
1

|r̄′u × r̄′v|
(−f ′u,−f ′v, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∫
S+

P (x, y, z) dydz = −
∫ ∫

D

P (u, v, f(u, v))f ′u(u, v) dudv,
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∫ ∫
S+

Q(x, y, z) dzdx = −
∫ ∫

D

Q(u, v, f(u, v))f ′v(u, v) dudv,∫ ∫
S+

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
D

R(u, v, f(u, v)) dudv.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà II ðîäà

Ïóñòü çàäàíî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå v̄. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
v̄ � ýòî ïîëå ñêîðîñòåé óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè (èëè
ãàçà). Âû÷èñëèì îáúåì æèäêîñòè, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç äàííóþ ñòî-
ðîíó ïëîùàäêè S â åäèíèöó âðåìåíè. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ïî-
òîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç S.

Ïóñòü ïëîùàäêà S ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, íàòÿíóòûì íà
âåêòîðû r̄1 è r̄2, à ñòîðîíà ïëîùàäêè îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íîé íîð-
ìàëüþ n̄. Îáúåì æèäêîñòè, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç S çà åäèíèöó âðå-
ìåíè, ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû r̄1, r̄2
è v̄, à ïîòîê Π æèäêîñòè â ñòîðîíó íîðìàëè n̄ ðàâåí îðèåíòèðî-
âàííîìó îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà ýòè âåêòîðû, ò.å.
ïîòîê

Π = |r̄1 × r̄2|h = |r̄1 × r̄2||v̄| cos (̂v̄, n̄) =

|r̄1 × r̄2||v̄|
v̄n̄

|v̄||n̄|
= |r̄1 × r̄2|v̄n̄.

Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè V ⊂ R3 çàäàíû íåïðåðûâíîå âåêòîð-
íîå ïîëå ā = (P,Q,R) è ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü
S+ = {r̄(u, v); (u, v) ∈ D}, D � çàìêíóòàÿ èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó
îáëàñòü âR2. Âîçüìåì ðàçáèåíèåD, îáðàçîâàííîå ïðÿìûìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè îñÿì Ou è Ov, è ðàññìîòðèì áðóñû ðàçáèåíèÿ öåëèêîì
ëåæàùèå â D (òàêèå áðóñû âñåãäà ñóùåñòâóþò, åñëè äèàìåòð ðàçáè-
åíèÿ äîñòàòî÷íî ìàë). Ïóñòü Pij îäèí èç òàêèõ áðóñîâ è äëèíû åãî
ñòîðîí ðàâíû ∆ui è ∆vj ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îòîáðàæåíèè r̄(u, v)
ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê îòîáðàçèòñÿ â êðèâîëèíåéíûé "÷åòûðåõóãîëü-
íèê" Sij = r̄(Pij) íà ïîâåðõíîñòè S, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì
ñîîòâåòñòâþùèõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Ïóñòü Mij(ui, vj) � ëåâàÿ
íèæíÿÿ âåðøèíà Pij .
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Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå ā è åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n̄ íåïðåðûâ-
íû íà S, òî èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè íà r̄(Pij) è
ðàâíûìè ā(r̄(Mij)) è n̄(r̄(Mij)) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîòîê Πij ÷åðåç Sij
ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì ïîòîêó ÷åðåç ïàðàëëåëîãðàìì, íàòÿíóòûé
íà âåêòîðû r̄′u(Mij)∆ui è r̄

′
v(Mij)∆vj :

Πij = |r̄′u(Mij)× r̄′v(Mij)|ā(r̄(Mij))n̄(r̄(Mij))∆ui∆vj

Ïîýòîìó âåñü ïîòîê

Π =
∑
i

∑
j

ā(r̄(Mij))n̄(r̄(Mij))|r̄′u × r̄′v|(Mij)∆ui∆vj .

Ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà äëÿ ïðîäîëæå-
íèÿ ôóíêöèè ān̄|r̄′u× r̄′v| íóëåì ñ D. Ïîñêîëüêó ān̄|r̄′u× r̄′v| èíòåãðè-
ðóåìà íà D êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò

lim
λ(T )→0

∑
i

∑
j

ā(r̄(Mij))n̄(r̄(Mij))|r̄′u × r̄′v|(Mij)∆ui∆vj =

∫ ∫
D

ā(r̄(u, v))n̄(r̄(u, v))|r̄′u × r̄′v| dudv =

∫ ∫
S

ān̄ dS.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîòîêîì íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ā =
(P,Q,R) ÷åðåç ñòîðîíó ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S, îïðåäåëÿåìóþ åäè-
íè÷íîé íîðìàëüþ n̄, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Π =

∫ ∫
S

ān̄ dS =

∫ ∫
S

(P cos (̂n̄, ī) +Q cos (̂n̄, j̄) +R cos (̂n̄, k̄)) dS,

ãäå n̄ = (cos (̂n̄, ī), cos (̂n̄, j̄), cos (̂n̄, k̄)).

Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

Ïóñòü V � çàìêíóòàÿ îáëàñòü â R3, D ⊂ R2 � çàìêíóòàÿ èç-
ìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂D, ÿâëÿþùåéñÿ ãëàäêîé
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êðèâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ∂V îáëàñòè V ñîñòîèò èç 2-õ
ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé S1 è S2, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè

z = φ(x, y), z = ψ(x, y), φ, ψ ∈ C1(D)

è, áûòü ìîæåò, ïîâåðõíîñòè

S0 = {(x, y, z)| (x, y) ∈ ∂D, φ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}

(S0 ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé ∂D è
îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz). Òàêèå îáëàñòè V íàçûâà-
þòñÿ ýëåìåíòàðíûìè îòíîñèòåëüíî îñè Oz.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ∂V ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oz
îáëàñòè V ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ S0

⋃
S1

⋃
S2 òðåõ ãëàä-

êèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïî ∂V íàçîâåì ñóì-
ìó ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî S0, S1 è S2 (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îðèåíòàöèÿìè ñì. òåîðåìó íèæå).

Îïðåäåëåíèå 2. Îáëàñòü, ýëåìåíòàðíàÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ
îñåé, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

Òåîðåìà 1(ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî). Ïóñòü
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), P ′

x, Q
′
y, R

′
z ∈ C(V ), ãäå V ⊂ R3

� çàìêíóòàÿ ýëåìåíòàðíàÿ îáëàñòü. Òîãäà∫ ∫
∂V

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫ ∫ ∫
V

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz,

ãäå íà ïîâåðõíîñòè ∂V âûáðàíà âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü (òî÷-
íåå, íà ïîâåðõíîñòÿõ S0, S1 è S2 âûáðàíû âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ
ê îáëàñòè V åäèíè÷íûå íîðìàëè).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì
∫ ∫

∂V
R(x, y, z) dxdy. Â

ñèëó ýëåìåíòàðíîñòè îáëàñòè V îòíîñèòåëüíî îñè Oz èìååì∫ ∫
∂V

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
S1

⋃
S2

⋃
S0

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
S0

+

∫ ∫
S1

+

∫ ∫
S2

.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà II ðîäà∫ ∫
S0

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
S0

R(x, y, z) cos (̂n̄, k̄) dS = 0,

èáî n̄⊥k̄. Äàëåå èñïîëüçóÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ïîâåðõíîñòíûå
èíòåãðàëû ÷åðåç èíòåãðàëû Ðèìàíà, èìååì∫ ∫

S1

R(x, y, z) dxdy = −
∫ ∫

D

R(x, y, φ(x, y)) dxdy,

ò.ê. èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî íèæíåé ñòîðîíå S1,∫ ∫
S2

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
D

R(x, y, ψ(x, y)) dxdy.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∫
∂V

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
D

(R(x, y, ψ(x, y))−R(x, y, φ(x, y))) dxdy =

∫ ∫
D

dxdy

∫ ψ(x,y)

φ(x,y)

R′
z(x, y, z) dz =

∫ ∫ ∫
V̄

R′
z(x, y, z) dxdydz

(ñíà÷àëà ïðèìåíèëè ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, à çàòåì ñâåëè
ïîâòîðíûé èíòåãðàë ê êðàòíîìó).

Ñ îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè, ñòîÿùèìè â ôîðìóëå ñëåâà, ïîñòóïàåì
àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíî íåïðåðûâíîå âåê-
òîðíîå ïîëå ā = (P,Q,R) ïðè÷åì P ′

x, Q
′
y, R

′
z ∈ C(G). Òîãäà ôóíê-

öèÿ
P ′
x +Q′

y +R′
z

íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ā è îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì divā.

Èòàê, divā = (P ′
x, Q

′
y, R

′
z). Åñëè ââåñòè ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(∇ ÷èòàåòñÿ "íàáëà"), òî divā = ∇ā, ò.å. äèâåð-

ãåíöèÿ áóäåò ðàâíà ôîðìàëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòî-
ðà íàáëà è âåêòîðíîãî ïîëÿ ā.
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Âåêòîðíûé âàðèàíò çàïèñè ôîðìóëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî
èìååò âèä ∫ ∫

S=∂V

ān̄ dS =

∫ ∫ ∫
V

divā dxdydz,

ãäå n̄ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S. Òàêèì îáðàçîì ïîòîê
âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S â ñòîðîíó âíåøíåé
íîðìàëè ê íåé ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî
îáúåìó, îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ S.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè

Ïóñòü â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ R3 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå
ā = (P,Q,R), P, Q, R, P ′

x, Q
′
y, R

′
z ∈ C(G) è òî÷êà M0 ∈ G. Òîãäà

divā(M0) = lim
r→0

1

µB(M0, r)

∫ ∫
∂B(M0,r)

ān̄ dS,

ãäå çàìêíóòûé øàð B(M0, r) ⊂ G, n̄ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñôåðå.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ê

èíòåãðàëó ïî ñôåðå, à çàòåì òåîðåìó î ñðåäíåì ê èíòåãðàëó îò äè-
âåðãåíöèè:∫ ∫

∂B(M0,r)

ān̄ dS =

∫ ∫ ∫
B(M0,r)

divā dxdydz =

divā(M(r))µB(M0, r),

ãäå M(r) ∈ B(M0, r) � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Òàê êàê divā ∈ C(G) è
limr→0M(r) =M0, òî divā(M0) = limr→0 divā(M(r)). Ïîýòîìó

lim
r→0

1

µB(M0, r)

∫ ∫
∂B(M0,r)

ān̄ dS = lim
r→0

divā(M(r)) = divā(M0).

Èç ïîëó÷åííîé äëÿ äèâåðãåíöèè ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå
äèâåðãåíöèè â òî÷êå åñòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ îáúåìà æèäêîñòè, ïðî-
òåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñôåðó ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå,
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ê îáúåìó øàðà, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé, ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ èõ
ðàäèóñîâ.

Åñëè æå divā(M0) ̸= 0, òî ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïîòîê
âåêòîðíîãî ïîëÿ ā ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå
M0 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà òàêæå îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å. îáúåì
æèäêîñòè, âòåêàþùèé â øàð, îòëè÷àåòñÿ îò îáúåìà âûòåêàþùåé
æèäêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G, â êîòîðûõ
divā ̸= 0, íàçûâàþòñÿ èñòî÷íèêàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ ā.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè divā(M0) ̸= 0, òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîð-
ìóëà äëÿ äèâåðãåíöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî divā(M0) õàðàêòåðèçóåò ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòü èñòî÷íèêà â òî÷êå M0 è íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ
èñòî÷íèêà.

Èç ýòîé æå ôîðìóëû ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü äèâåðãåíöèè îò-
íîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû
âûðàæåíà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îáúåì ìíîæåñòâà è ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.
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ËÅÊÖÈß 21
Ôîðìóëà Ñòîêñà. Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ôîðìóëà Ñòîêñà áóäåò äîêàçàíà äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, çà-
äàííîé óðàâíåíèåì, êîòîðîå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî îäíîé
èç ïåðåìåííûõ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ìîæ-
íî çàäàòü óðàâíåíèåì z = f(x, y), (x, y) ∈ D. Ïîñëå ÷åãî áóäåò
ïîêàçàíî, êàê ôîðìóëó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé
êëàññ ïîâåðõíîñòåé.

Èòàê, ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì z =
f(x, y), (x, y) ∈ D, ãäå

1) f ∈ C2(D),
2) D � çàìêíóòàÿ èçìåðèìàÿ ïî æîðäàíó îáëàñòü â R2, ãðàíè-

öåé ∂D êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé
êîíòóð Γ0.

Äàëåå ïîâåðõíîñòü S áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ ãëàäêîé ïàðàìåò-
ðèçàöèåé r̄(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u = x, v = y). Îáîçíà÷èì îá-
ðàç ìíîæåñòâà Γ0 ïðè îòîáðàæåíèè r̄(u, v) = (u, v, f(u, v)) � ÷åðåç
Γ. Î÷åâèäíî, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì (ïîäðîáíîñòè íèæå). Ýòîò
êîíòóð íàçûâàåòñÿ êðàåì ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ ∂S. Ãåî-
ìåòðè÷åñêè Γ0 ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ∂S íà ïëîñêîñòü
xOy.

Ïóñòü
Γ+
0 = {(x(t), y(t)), t ∈ [a, b]}

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé íà ïëîñêîñòè xOy êîíòóð Γ0. Òî-
ãäà âåêòîð�ôóíêöèÿ

ρ̄(t) = {(u(t), v(t), f(u(t), v(t))), t ∈ [a, b]}

ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé ∂S è, ñëåäîâàòåëüíî, ∂S ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé. Ïîëîæè-
òåëüíîé îðèåíòàöèåé êðàÿ ïîâåðõíîñòè S íàçîâåì îáõîä ∂S, ïîðîæ-
äåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé ρ̄(t) = (u(t), v(t), f(u(t), v(t))), t ∈ [a, b],
ò.å. ∂S+ .

= {(x(t), y(t), f(x(t), y(t)), t ∈ [a, b]}.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàþò, ÷òî óêàçàííàÿ îðèåíòàöèÿ êðàÿ çàäà-
åò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè S ñ ïîìîùüþ íîðìàëè n̄, ò.å. îïðåäåëÿ-
åò S+, à ïðîòèâîïîëîæíàÿ îðèåíòàöèÿ êðàÿ çàäàåò S−. È îáðàòíî,
ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ) îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè S çàäàåò
ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) îðèåíòàöèþ ∂S.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîé íîðìàëè ê S è íàïðàâ-
ëåíèå îáõîäà ∂S ñîãëàñîâàíû ïî "ïðàâèëó áóðàâ÷èêà".

Òåîðåìà 1(ôîðìóëà Ñòîêñà). Ïóñòü â îáëàñòè G ⊂ R3

çàäàíû ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) ∈ C1(G) è ïîâåðõ-
íîñòü S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì. Åñëè ïî-
âåðõíîñòü S îðèåíòèðîâàíà ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîé íîðìàëè m̄ =
(cosα, cosβ, cos γ), òî

∫
∂S

P dx+Qdy +Rdz =

∫ ∫
S

∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣ dS =

∫ ∫
S

(R′
y −Q′

z) dydz + (P ′
z −R′

x) dzdx+ (Q′
x − P ′

y) dxdy,

ãäå îðèåíòàöèÿ ∂S ñîãëàñîâàíà ñ âûáîðîì íîðìàëè m̄.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

êðàé ∂S ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
â êà÷åñòâå åäèíè÷íîé íîðìàëè m̄ ê ïîâåðõíîñòè S âçÿò âåêòîð n̄
(ñì. ëåêöèþ 19). Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

âèäå ñëåäóþùèõ ïåðåõîäîâ
∫
∂S+ →

∫ b
a
→
∫
Γ0

→
∫ ∫

D
→
∫ ∫

S+ .
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫

∂S+

P (x, y, z) dx =

∫ b

a

P (u(t), v(t), f(u(t), v(t))u′(t) dt =

∫
∂D

+
P (x, y, f(x, y)) dx,

ò.ê. ∂D
+
= Γ+

0 = {(u(t), v(t)), t ∈ [a, b]}. Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëè-
íåéíûé èíòåãðàë ïî ∂S+ îò P (x, y, z) ðàâåí êðèâîëèíåéíîìó èí-
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òåãðàëó ïî ∂D
+
, íî îò ôóíêöèè P (x, y, f(x, y)). Ê ïîëó÷åííîìó èí-

òåãðàëó ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà∫
∂D

+
P (x, y, f(x, y)) dx = −

∫ ∫
D

(P (x, y, f(x, y)))′y dxdy =

−
∫ ∫

D

(P ′
y(x, y, f(x, y)) + P ′

z(x, y, f(x, y))f
′
y(x, y)) dxdy =

−
∫ ∫

D

P ′
y dxdy −

∫ ∫
D

P ′
zf

′
y dxdy.

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì íàïèñàííûå äâîéíûå èíòåãðàëû êàê ïî-
âåðõíîñòíûå èíòåãðàëû. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëàì äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ II ðîäà. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

−
∫ ∫

D

P ′
y(x, y, f(x, y)) dxdy = −

∫ ∫
S+

P ′
y dxdy,

à

−
∫ ∫

D

P ′
z(x, y, f(x, y))f

′
y(x, y) dxdy =

∫ ∫
S+

P ′
z dzdx.

Òàêèì îáðàçîì,∫
∂S+

P dx = −
∫ ∫

S+

P ′
y dxdy +

∫ ∫
S+

P ′
z dzdx.

Àíàëîãè÷íî∫
∂S+

Qdy =

∫ ∫
S+

Q′
x dxdy −

∫ ∫
S+

Q′
z dydz.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òðåòüåãî êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà∫
∂S+ Rdz. Äëÿ íåãî âûêëàäêè áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.∫
∂S+

R(x, y, z) dz =

∫ b

a

R(u(t), v(t), f(u(t), v(t))(f ′xu
′(t)+f ′yv

′(t)) dt =
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∫ b

a

(R(u(t), v(t), f(u(t), v(t))f ′xu
′(t)+R(u(t), v(t), f(u(t), v(t))f ′yv

′(t)) dt =∫
∂D

+
R(x, y, f(x, y))f ′x dx+R(x, y, f(x, y))f ′y dy.

Ê ïîëó÷åííîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà∫
∂D

+
R(x, y, f(x, y))f ′x dx+R(x, y, f(x, y))f ′y dy =

∫ ∫
D

(
∂

∂x
(R(x, y, f(x, y))f ′y)−

∂

∂y
(R(x, y, f(x, y))f ′x)

)
dxdy =

(ó÷èòûâàåì, ÷òî f ′′xy = f ′′yx)∫ ∫
D

(f ′y
∂

∂x
(R(x, y, f(x, y)))− f ′x

∂

∂y
(R(x, y, f(x, y)))) dxdy =

∫ ∫
D

(f ′yR
′
x(x, y, f(x, y))− f ′xR

′
y(x, y, f(x, y))) dxdy

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áûëî ïîëó÷åíî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíûõ ôóíêöèé è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ).

Òåïåðü ïðîèíòåðïðåòèðóåì äâîéíûå èíòåãðàëû∫ ∫
D
f ′yR

′
x(x, y, f(x, y)) dxdy è

∫ ∫
D
f ′xR

′
y(x, y, f(x, y)) dxdy êàê

ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû II ðîäà. Èç ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ II ðîäà èìååì∫ ∫

D

R′
x(x, y, f(x, y))f

′
y dxdy = −

∫ ∫
S+

R′
x dzdx,∫ ∫

D

R′
y(x, y, f(x, y))f

′
x dxdy = −

∫ ∫
S+

R′
y dydz.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ðàâåí-
ñòâà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà Ñòîêñà âåðíà â ñëó÷àå,

åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
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Ïóñòü â îáëàñòè G ⊂ R3 çàäàíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå
ïîëå ā = (P,Q,R).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðîòîðîì, èëè âèõðåì, âåêòîðíîãî ïîëÿ ā íà-
çûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

rotā
.
= ∇× ā ≡

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ ≡ (R′
y −Q′

z, P
′
z −R′

x, Q
′
x − P ′

y).

Èñïîëüçóÿ ðîòîð, ôîðìóëó Ñòîêñà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîð-
íîì âèäå ∫

∂S

ā dr̄ =

∫ ∫
S

rotān̄ dS,

(âûáîð íîðìàëè n̄ è îðèåíòàöèÿ ∂S ñîãëàñîâàíû ïî "ïðàâèëó áó-
ðàâ÷èêà"). Ñòîÿùèé ñëåâà èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ā ïî êîíòóðó ∂S. Ïîýòîìó ôîðìóëà Ñòîêñà îçíà÷àåò,
÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êðàþ ïîâåðõíîñòè ðàâíà ïî-
òîêó ðîòîðà ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ
îðèåíòàöèé êðàÿ è ïîâåðõíîñòè.

Ñ ïîìîùüþ ðîòîðà ïðîñòî çàïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé ïîòåíöèàëü-
íîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ā â øàðå: rotā = 0̄. Â ÷àñòíîñòè, rot(gradu) =
0̄ (ôóíêöèÿ u ïðåäïîëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìîé). Îòìåòèì åùå îäíó ôîðìóëó div(rotā) = 0, óñòàíàâëèâàåìóþ
íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ðàñïðîñòðàíèì ôîðìóëó Ñòîêñà íà êóñî÷íî ãëàäêèå ïîâåðõíî-
ñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî ñôîðìóëèðîâàòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä òàêèìè
ïîâåðõíîñòÿìè è îïðåäåëèòü èõ îðèåíòàöèþ (ïðåæíåå îïðåäåëåíèå
îðèåíòàöèè ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé
îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè

1) îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ îðèåòè-
ðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé Sj , j = 1, . . . , k,

2) Sj, j = 1, . . . , k, ïåðåñåêàþòñÿ ðàçâå ÷òî ïî êðàÿì, ïðè÷åì
îáùèå ó÷àñòêè, ÿâëÿþùèåñÿ êðèâûìè, ïðèíàäëåæàò íå áîëåå ÷åì
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äâóì ïîâåðõíîñòÿì, è ïðîáåãàþòñÿ ýòè ó÷àñòêè â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî "ñêëåéêà" ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæåò ïðèâåñòè
ê íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ëåíòà Ìåáèóñà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ∂V â ôîðìóëå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî îêàçûâàåòñÿ

êóñî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, òî âûáîð âíåøíåé íîðìàëè ïðèâîäèò ê

âûáîðó îðèåíòàöèè ∂V â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë
∫ ∫

S
ïî êóñî÷íî ãëàäêîé îðèåíòèðî-

âàííîé ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ãëàä-
êèì êóñêàì Sj ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îðèåíòàöèÿìè:∫ ∫

S

.
=

k∑
j=1

∫ ∫
Sj

Òåîðåìà 3. Åñëè S � êóñî÷íî ãëàäêàÿ îðèåòèðîâàííàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, ïîëó÷åííàÿ "ñêëåéêîé" ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà Ñòîêñà, òî ýòà ôîðìóëà èìååò ìåñòî è äëÿ âñåé
ïîâåðõíîñòè S.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îáùèå
ó÷àñòêè ãðàíèö ïîâåðõíîñòåé Sj âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû è ñ ïðîòèâî-
ïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, òî

k∑
j=1

∫
∂Sj

=

∫
∂S

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà ïî êóñî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

k∑
j=1

∫
∂Sj

=

k∑
j=1

∫ ∫
Sj

=

∫ ∫
S

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫
∂S

=
∫ ∫

S
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

×òîáû îõâàòèòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîâåðõíîñòåé, âêëþ÷àþ-
ùèé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ÷àñòè, íàäî íåñêîëüêî èç-
ìåíèòü óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè ïîâåðõíîñòè èç ëåêöèè 14. Ïðåæäå
÷åì ñäåëàòü ýòî, ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð.

149



Ïðèìåð. Ïóñòü S � ÷àñòü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = 1,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 0 ≤ z ≤ H. Ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì êî-

îðäèíàòàì, ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå öèëèíäðà â ÖÑÊ ïðèìåò âèä r = 1,

0 ≤ z ≤ H. Âåêòîð�ôóíêöèÿ ρ̄(φ, z) = (cosφ, sinφ, z) îòîáðàæàåò çà-

ìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê D = [0, 2π]× [0, H] íà S. Íî ýòî îòîáðàæåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé: òî÷êè âèäà (cos 0, sin 0, z) è (cos 2π, sin 2π, z), z ∈ [0, H]

îòîáðàæàþòñÿ â îäèí è òîò æå îòðåçîê {(1, 0, z), z ∈ [0, H]}, ëåæàùèé íà
öèëèíäðå S. Ïðè ýòîì ρ̄(φ, z) îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî îáëàñòü

D = (0, 2π)× (0, H) íà S \ ρ̄(∂D).

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü
D ⊂ R2 è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r̄(u, v): D → S òàêîå, ÷òî

1) r̄(D) = S è
2) r̄: D → S \ r̄(∂D) � áèåêöèÿ
Åñëè îòîáðàæåíèå r̄(u, v) íåïðåðûâíî äèôåðåíöèðóåìî íà D, òî

ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Ãëàäêîé
áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü òà-
êóþ, ÷òî ∀(u, v) ∈ D âåêòîðû r̄′u(u, v) è r̄

′
v(u, v) ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû.
Òåïåðü â îïðåäåëåíèè ïîâåðõíîñòè íåò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû îòîá-

ðàæåíèå r̄(u, v) ÿâëÿëîñü áèåêöèåé D íà S. Òî÷êàM ïîâåðõíîñòè S
íàçûâàåòñÿ êðàòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçëè÷-
íûå òî÷êè (u1, v1) è (u2, v2) ∈ D, ò.÷. r̄(u1, v1) = r̄(u2, v2) = OM . Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.

Ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè r̄(u, v) ïîâåðõíîñòè S êàæäóþ
åå òî÷êó M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
(M,u, v) ≡ M(u, v), ãäå r̄(u, v) = OM . Òîãäà êðàòíûå òî÷êè ïî-
âåðõíîñòè S ìîæíî áóäåò ðàçëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ò.ê. îíè áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü íåñîâïàäàþùèì ïàðàì ïàðàìåòðîâ (u, v).

Ïóñòü S = {r̄(u, v), (u, v) ∈ D} � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ïîâåðõíîñòü è çàìêíóòàÿ èçìåðèìàÿ ïî Æîðäàíó îáëàñòü D
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì çàìêíóòîé èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó îáëàñòè D′

(D è D′ � çàìûêàíèÿ îáëàñòåé D è D′) ïðè íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè λ̄(s, t) = (α(s, t), β(s, t)). Ïóñòü ïðè ýòîì
λ̄ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî îáëàñòü D′ íà îáëàñòü D ñ ÿêîáè-
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àíîì
D(α, β)

D(s, t)
, îòëè÷íûì îò íóëÿ â D′. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð�

ôóíêöèè r̄(u, v) è ρ̄(s, t)
.
= r̄(α(s, t), β(s, t)) îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå

ïîâåðõíîñòü S (ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõ-
íîñòè S), à λ̄(s, t) � äîïóñòèìîé çàìåíîé ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå λ̄ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2 èç ëåêöèè 13 î
çàìåíå ïåðåìåííîé â êðàòíîì èíòåãðàëå Ðèìàíà.

Äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë I ðîäà îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è ïðåæäå. ×òî êàñàåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòíûõ èíòåãðàëîâ II ðîäà, òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ðà-
âåíñòâ (ñì. ëåêöèþ 19):∫ ∫

S+

P (x, y, z) dydz =

∫ ∫
D

P (r̄(u, v))
D(y, z)

D(u, v)
dudv,

∫ ∫
S+

Q(x, y, z) dzdx =

∫ ∫
D

Q(r̄(u, v))
D(z, x)

D(u, v)
dudv,∫ ∫

S+

R(x, y, z) dxdy =

∫ ∫
D

R(r̄(u, v))
D(x, y)

D(u, v)
dudv.
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ËÅÊÖÈß 22
Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ðèìàíà è åå

ñëåäñòâèå.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ âèäà

a0 +

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ãäå a0, ak, bk ∈ R(C), k = 1, 2, . . ., íàçûâàåìûõòðèãîíîìåòðè÷åñêè-
ìè ðÿäàìè. ×èñëà a0, ak, bk (k ∈ N) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

×ëåíàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cos kx, sin kx, . . .}, óìíîæåííûå íà
êîýôôèöèåíòû ak è bk.

Ïðè êàæäîì n ÷àñòè÷íûå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Sn(x)
.
= a0 +

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ÿâëÿþòñÿ 2π�ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó åñëè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0, òî îí ñõîäèòñÿ ê
òîìó æå çíà÷åíèþ è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x0 + 2πl, l ∈ Z.

Ëåììà 1. Ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:∫ π

−π
cos kx cosmxdx =

∫ π

−π
sin kx sinmxdx = 0 k ̸= m, k,m = 0, 1, 2, . . . ,

∫ π

−π
cos kx sinmxdx = 0 k,m = 0, 1, 2, . . . ,
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∫ π

−π
cos2 kx dx =

∫ π

−π
sin2 kx dx = π, k = 1, 2, . . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòè ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî. Íàïðèìåð, ïðè k ̸= m∫ π

−π
cos kx cosmxdx =

1

2

∫ π

−π
(cos(k +m)x+ cos(k −m)x) dx = 0,

òàê êàê ∫ π

−π
cos lx dx =

1

l
sin lx|π−π = 0, l = 1, 2, . . . .

Äàëåå,∫ π

−π
cos2 kx dx =

1

2

∫ π

−π
(1 + cos 2kx) dx = π, k = 1, 2 . . . .

Äðóãèå òîæäåñòâà ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Â ýòîé ëåììå âìåñòî èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó [−π, π] ìîæíî áðàòü

èíòåãðàëû ïî ëþáûì îòðåçêàì [a, a+2π] äëèíû 2π. Ýòî ñëåäóåò èç
ïðèâîäèìîãî íèæå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Åñëè T�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà
íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, a + T ] äëèíû T , òî îíà èíòåãðèðóåìà
è íà ëþáîì äðóãîì îòðåçêå òîé æå äëèíû è èíòåãðàëû ïî ýòèì
îòðåçêàì ðàâíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì
îòðåçêå. Ïîñëåäíåå áóäåò ñëåäîâàòü èç òîãî, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà
ëþáûõ îòðåçêàõ âèäà [a+mT, a+ kT ], ãäå m, k ∈ Z, m < k.

×òîáû äîêàçàòü èíòåãðèðóåìîñòü f íà óêàçàííûõ îòðåçêàõ, â
ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ k =
±1,±2, . . . ôóíêöèÿ f ∈ R[a + kT, a + (k + 1)T ]. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x ∈ [a + kT, a + (k + 1)T ], òî x = u + kT , ãäå u ∈ [a, a + T ].
Ïîñêîëüêó f ïåðèîäè÷íà, òî f(u) = f(u + kT ) = f(x). Ïîýòîìó
ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ðàçìå÷åííûõ ðàçáèåíèé
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èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà ôóíêöèè f äëÿ îòðåçêîâ [a, a + T ] è
[a+ kT, a+ (k + 1)T ] ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ a+(k+1)T

a+kT

f(x) dx =

∫ a+T

a

f(x) dx.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî îòðåçêà ìîæíî óêàçàòü îòðåçîê [a +
mT, a + kT ], ñîäåðæàùèé åãî, òî èíòåãðèðóåìîñòü íà íåì ñëåäó-
åò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà (èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïîäîòðåçêàì
ñì. ëåêöèþ 1.25).

Òàê êàê ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå è ïåðèîäè÷-
íà, òî, êàê è âûøå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [c, d]∫ d

c

f(x) dx =

∫ d+T

c+T

f(x) dx.

Ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ R∫ b+T

b

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ðèìàíà è
ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, èìååì∫ b+T

b

f(x) dx =

∫ T

b

f(x) dx+

∫ b+T

0+T

f(x) dx =

∫ T

b

f(x) dx+

∫ b

0

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ èçâåñòíî, êàê âûðàæàþòñÿ èõ êîýôôè-

öèåíòû ÷åðåç ñóììû ðÿäîâ. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà R ê ôóíêöèè f(x), òî

a0 =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dx, ak =

1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx,
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bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx, k = 1, 2, . . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ÷ëåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè è ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà R, òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî îòðåçêó
[−π, π](òåîðåìà 9 ëåêöèè 2):∫ π

−π
f(x) dx =

∫ π

−π
a0 dx+

∞∑
k=1

(
ak

∫ π

−π
cos kx dx+ bk

∫ π

−π
sin kx dx

)
=

a02π.

Çíà÷èò, a0 =
1

2π

∫ π
−π f(x) dx.

Òåïåðü óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

f(x) = a0 +

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

íà cosmx:

f(x) cosmx = a0 cosmx+

∞∑
k=1

ak cos kx cosmx+ bk sin kx cosmx.

Òàê êàê ôóíêöèÿ cosmx îãðàíè÷åíà íà R, òî ïîëó÷åííûé ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x) cosmx (ëåììà 1 ëåêöèè 2). Ïîñêîëüêó
÷ëåíû íîâîãî ðÿäà íåïðåðûâíû, òî åãî ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ïî [−π, π]. Ñ ó÷åòîì ëåììû 1 èìååì:∫ π

−π
f(x) cosmxdx = a0

∫ π

−π
cosmxdx+

+∞∑
k=1

(
ak

∫ π

−π
cos kx cosmxdx+ bk

∫ π

−π
sin kx cosmxdx

)
=

am

∫ π

−π
cos2mxdx = amπ, ò.å. am =

1

π

∫ π

−π
f(x) cosmxdx.
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Åñëè äîìíîæèòü èñõîäíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íà sinmx è
ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî ïîëó÷èì, ÷òî∫ π

−π
f(x) sinmxdx = bmπ, ò.å. am =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinmxdx.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî âìåñòî êîýôôèöèåíòà a0 â çàïèñè òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîãî ðÿäà ïèøóò
a0
2
. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ a0 íàäî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ îáùåé ôîðìóëîé, ïîëîæèâ â íåé k = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè a0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå, òî

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(0x) dx =

1

π

∫ π

−π
f(x) dx.

Òîãäà
a0
2

=
1

2π

∫ π

−π
f(x) dx

ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ íóëåâîãî êîýôôèöèåíòà ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùåãîñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

×åðåç QL1(−π, π) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé f , èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê íà
(−π, π), èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà ëþáûõ îòðåçêàõ, ïðèíàäëå-
æàùèõ (−π, π) è íå ñîäåðæàùèõ îñîáûõ òî÷åê (äàííîé ôóíêöèè), è
òàêèõ, ÷òî ÍÈ

∫ π
−π |f(x)| dx ñõîäèòñÿ. Ôóíêöèè èç QL1(−π, π) íàçû-

âàþòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûìè íà èíòåðâàëå (−π, π). Ïîñêîëü-
êó ∀k ∈ N: |f(x) cos kx|, |f(x) sin kx| ≤ |f(x)|, òî èíòåãðàëû∫ π

−π
f(x) cos kx dx è

∫ π

−π
f(x) sin kx dx

ñõîäÿòñÿ êàê àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ QL1(−π, π) îïðåäåëåíû âåëè÷èíû
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ak
.
=

1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, bk

.
=

1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx, k = 0, 1, 2 . . . ,

(12)
íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f ïî òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé.

Ñîâîêóïíîñòü íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè íàçûûâàåòñÿ åå ñïåêòðîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàäàíû ôîðìóëàìè (12), íàçûâàåòñÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Åñëè f � 2π�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî â ôîðìóëàõ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå èíòåãðàë ìîæíî áðàòü ïî ëþáîìó îòðåçêó äëèíû
2π (ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2).

Çàìå÷àíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå

(a, a + 2π) äëèíû 2π. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ äëÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìå-

æóòîê.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé î÷åíü ïðîñòî îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç
åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. ×òîáû èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ äåòàëåé
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ∈ R[−π, π].

Åñëè f � íå÷åòíàÿ, ò.å. ∀x ∈ (−π, π): f(−x) = −f(x), òî

ak = 0, k = 0, 1, . . . , bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx.

Äåéñòâèòåëüíî,

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx =

1

π

(∫ 0

−π
f(x) cos kx dx+

∫ π

0

f(x) cos kx dx

)
.
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Â ïåðâîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó x = −t (îòìåòèì, ÷òî çàêîí-
íîñòü òàêîé ïîäñòàíîâêè íå âûòåêàåò èç äîêàçàííîé âî âòîðîì ñå-
ìåñòðå òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé; äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò
ñðàâíèòü èíòåãðàëüíûå ñóììû ôóíêöèé f(x) è g(x)

.
= f(−x)):∫ 0

−π
f(x) cos kx dx = −

∫ 0

π

f(−t) cos kt dt =

∫ π

0

f(−t) cos kt dt = −
∫ π

0

f(t) cos kt dt ⇒ ak = 0 ∀k.

Äàëåå,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx =

1

π

(∫ 0

−π
f(x) sin kx dx+

∫ π

0

f(x) sin kx dx

)
.

Ñíîâà â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñäåëàåì çàìåíó x = −t. Òàê êàê ïðîèç-
âåäåíèå f(x) sin kx íå÷åòíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé,
òî

bk =
1

π

(
−
∫ 0

π

f(t) sin kt dt+

∫ π

0

f(x) sin kx dx

)
=

1

π

(∫ π

0

f(t) sin kt dt+

∫ π

0

f(x) sin kx dx

)
=

2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx.

Åñëè f � ÷åòíàÿ, ò.å. ∀x ∈ (−π, π): f(−x) = f(x), òî

ak =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx, à êîýôôèöèåíòû bk = 0 ∀k.

Îáîñíîâàíèå ýòîé ôîðìóëû ïðîâîäèòñÿ, êàê è â ñëó÷àå íå÷åòíûõ
ôóíêöèé.

Îäíèì èç ïðèíöèïèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (â ëèòåðàòóðå
÷àñòî íàçûâàåìàÿ ëåììîé Ðèìàíà).

Òåîðåìà(Ðèìàí). Åñëè f ∈ QL1(a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞, òî

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλx dx = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλx dx = 0.
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Ñëåäñòâèå. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé
íà (−π, π) ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüòâó òåîðåìû äâà óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 3. Ïóñòü f ∈ R[a0, b0]. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå T [a0, b0] = {ti}k0i=0 è ôóíêöèÿ g(t) =∑k0
i=1miχDi(t), (Di = [ti−1, ti)), g(b0) = mk0 òàêèå, ÷òî∫ b0

a0

|f(t)− g(t)| dt < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíî ε > 0. Â ñèëó êðèòåðèÿ
Äàðáó ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0, ò.÷. äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T [a0, b0]
ñ äèàìåòðîì λ(T ) < δ: S(f, T )− s(f, T ) < ε.

Çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå T [a0, b0] = {ti}k0i=0 òàê, ÷òîáû åãî äèà-

ìåòð λ(T ) < δ. Ïîñêîëüêó s(f, T ) ≤
∫ b0
a0
f(t) dt ≤ S(f, T ), òî∫ b0

a0

f(t) dt− s(f, T ) < ε.

Ïóñòü mi = inf∆i f(t), ∆i = [ti−1, ti], Di = [ti−1, ti) è s(f, T ) =∑k0
i=1mi∆ti. Ïîëîæèì g(t)

.
=
∑k0
i=1miχDi(t), g(b0)

.
= mk0 . Ôóíêöèè

χDi(t) êóñî÷íî íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a0, b0], i = 1, . . . , k0, ñëå-
äîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìû íà íåì (ñì. ëåêöèþ 1.26). Òîãäà â ñèëó
ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ðèìàíà (ñì. ëåêöèþ 1.24) g ∈ R[a0, b0] è∫ b0

a0

g(t) dt =

k0∑
i=1

∫ b0

a0

miχDi
(t) dt =

k0∑
i=1

mi

∫ b0

a0

χDi
(t) dt =

k0∑
i=1

mi∆ti = s(f, T ).

Ïðè ýòîì g(t) ≤ f(t) ∀t ∈ Di, i = 1, . . . , k0. Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè g(t) â òî÷êå b0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî g(t) ≤ f(t) íà
[a0, b0].
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Íàêîíåö, ∫ b0

a0

|f(t)− g(t)| dt =
∫ b0

a0

(f(t)− g(t)) dt =

∫ b0

a0

f(t) dt−
∫ b0

a0

g(t) dt =

∫ b0

a0

f(t) dt− s(f, T ) < ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ðàñïðîñòðàíèì ëåììó íà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû.
Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî îíà èíòåãðèðóåìà

ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå èç ïîëóèíòåðâàëà [a, b) ïðè÷åì ÍÈ∫ b
a
|f(x)| dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü îò-

ðåçîê [a, ηε], ãäå ηε ∈ (a, b), è åãî ðàçáèåíèå T [a, ηε] = {xi}i0i=1, ò.÷.

ôóíêöèÿ g(x)
.
=
∑i0
i=1miχEi

(x), Ei = [xi−1, xi), mi
.
= inf∆i

f(x),
∆i = [xi−1, xi] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ

ÍÈ
∫ b
a
|f(x)| dx ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ηε ∈ [a, b), ò.÷.

"õâîñò" ÍÈ
∫ b
ηε

|f(x)| dx < ε

2
. Äàëåå, ôóíêöèÿ f ∈ R[a, ηε]. Ïîýòîìó

ñîãëàñíî ëåììå 1 äëÿ äàííîãî ε ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, ηε]

òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) =
∑i0
i=1miχEi

(x), g(ηε)
.
= mi0 îáëàäàåò òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî ∫ ηε

a

|f(x)− g(x)| dx < ε

2
.

Îòìåòèì, ÷òî g(x) ≤ f(x) íà [a, ηε] è g(x) = 0 äëÿ x ∈ (ηε, b). Äàëåå,∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx =

∫ ηε

a

|f(x)− g(x)| dx+

∫ b

ηε

|f(x)− g(x)| dx <

ε

2
+

∫ b

ηε

|f(x)| dx < ε

2
+
ε

2
= ε.

160



Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ðèìàíà. Â ñèëó îïðåäå-

ëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ
ôóíêöèé f , çàäàííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b) (−∞ < a < b ≤
+∞), èíòåãðèðóåìûõ íà ëþáîì îòðåçêå èç [a, b), è òàêèõ, ÷òî ÍÈ∫ b
a
|f(x)| dx ñõîäèòñÿ.
1) Ïóñòü f(x) = c íà ïîëóèíòåðâàëå [d0, d1), ãäå a ≤ d0 < d1 < b,

è f(x) = 0 âíå [d0, d1). Òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ R[d0, d1] ïðè ëþáîì åå
äîîïðåäåëåíèè â òî÷êå d1 è∫ b

a

f(x) cosλx dx =

∫ d1

d0

c cosλx dx = c

∫ d1

d0

cosλx dx =

c

λ
(sinλd1 − sinλd0) → 0 ïðè λ→ ∞.

2) Äëÿ ôóíêöèé

f(x)
.
=

k∑
i=1

ciχ[di−1,di)(x), ãäå a ≤ d0 < d1 < . . . dk < b

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç 1) è ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà è ïðå-
äåëà.

3) Îáùèé ñëó÷àé. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî óñëîâèþ ÍÈ∫ b
a
|f(x)| dx ñõîäèòñÿ. Âûáåðåì ηε ∈ [a, b) è ôóíêöèþ g(x) òàêèìè

æå, êàê è â ëåììå 4. Òî÷íåå, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà:∫ b

ηε

|f(x)| dx < ε,

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx < ε.

Òåïåðü îöåíèì∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cosλx dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

(f(x)− g(x) + g(x)) cosλx dx

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
∫ b

a

(f(x)− g(x)) cosλx dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(x) cosλx dx

∣∣∣∣∣ = I + J.
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Èìååì (g(x) = 0 äëÿ x ∈ (ηε, b))

J =

∣∣∣∣∫ ηε

a

g(x) cosλx dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
i0∑
i=1

mi

∫ ηε

a

χEi
(x) cosλx dx

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
i0∑
i=1

mi

∫ xi

xi−1

cosλx dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1λ

i0∑
i=1

mi (sinλxi−1 − sinλxi)

∣∣∣∣∣ ≤
1

|λ|

i0∑
i=1

2|mi| =
C(ε)

|λ|
< ε äëÿ |λ| > λε

(âûáîð ôóíêöèè g çàâèñèò îò ε è ïîòîìó
∑i0
i=1 2|mi| = C(ε)). Ïå-

ðåéäåì ê îöåíêå I:

I ≤
∫ b

a

|f(x)− g(x)|| cosλx| dx ≤
∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx < ε.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cosλx dx

∣∣∣∣∣ < ε äëÿ ∀|λ| > λε.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, òî limλ→∞
∫ b
a
f(x) cosλx dx = 0. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî limλ→∞
∫ b
a
f(x) sinλx dx = 0.
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ËÅÊÖÈß 23
Ñõîäèìîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Ïðîñòðàíñòâî QL2[a, b] êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b]. Íåïðåðûâíîñòü

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ íà òî÷êè,
â êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ïðàâîé (ëåâîé) îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x. Âåëè÷èíû

f ′(x+ 0)
.
= lim
h→+0

f(x+ h)− f(x+ 0)

h
,

f ′(x− 0)
.
= lim
h→+0

f(x− h)− f(x− 0)

−h
,

åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîñòîðîííåé
è ëåâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíûìè â òî÷êå x.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x, òî ëåâî-
ñòîðîííÿÿ è ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå ñîâïàäàþò
ñ ëåâîé è ïðàâîé ïðîèçâîäíûìè.

Ïðèìåðû.

1) f(x) = x, x ∈ [0, 1), f(x) = 0, x ∈ (1, 2] è f(1) = 1/2. Ïîñêîëüêó
f(1 − 0) = 1, f(1 + 0) = 0, òî f ′(1 − 0) = limh→+0((1 − h) − 1)/(−h) = 1,
f ′(1 + 0) = 0. Ïðè ýòîì ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 1 íå
ñóùåñòâóþò.

2) Äëÿ f(x) = |x|1/2 f ′
l (0) = f ′(0− 0) = −∞, f ′

r(0) = f ′(0 + 0) = +∞.

Äàëåå ââåäåì íîâûé êëàññ ôóíêöèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëè-
ðîâàòü òåîðåìó î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿ-
äîâ Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé íà [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T [a, b] = {xi}ni=0, ò.÷.

1) f ∈ D(xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n;
2) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå f ′(xi−1 + 0), f ′(xi − 0), i = 1 . . . , n.
Ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà 1) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé,

à èç âòîðîãî � íåò.
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Êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìûìè íà íåì
(ñì. ëåêöèþ 1.26).

Òåîðåìà 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êóñî÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìîé íà [−π, π] ôóíêöèè ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x èíòåð-

âàëà (−π, π) ê f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, à â êîíöåâûõ òî÷êàõ x = ±π

îòðåçêà [−π, π] ñõîäèòñÿ ê
f(−π + 0) + f(π − 0)

2
.

Ñëåäñòâèå. Â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè êóñî÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè f , ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (−π, π), åå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ C[−π, π] è ∀x ∈ (−π, π) ñóùåñòâóþò êàê
ëåâàÿ, òàê è ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå f ′l (x) è f

′
r(x), à â êîíöåâûõ òî÷-

êàõ ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′r(−π) è f ′l (π), òî
∀x ∈ (−π, π) òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ

ê f(x), à â òî÷êàõ x = ±π ñõîäèòñÿ ê
f(−π) + f(π)

2
.

Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåîðåì.
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿ-

äà ÿâëÿþòñÿ 2π�ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä Ôóðüå êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ íå òîëüêî íà

[−π, π], íî è âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ïðèìåð. Íàéäåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) =

π − x

2
äëÿ x ∈ [0, 2π] â

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî ñîñ÷èòàåì åå êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå. Äëÿ k = 1, 2, . . . èìååì

ak =
1

π

∫ 2π

0

π − x

2
cos kx dx =

1

πk

(
π − x

2
sin kx|2π0 +

1

2

∫ 2π

0

sin kx dx

)
= 0,

bk =
1

π

∫ 2π

0

π − x

2
sin kx dx = − 1

πk

(
π − x

2
cos kx|2π0 +

1

2

∫ 2π

0

cos kx dx

)
=

− 1

πk

(
−π
2
− π

2

)
=

1

k
.

Äàëåå,

a0 =
1

π

∫ 2π

0

π − x

2
dx = − (π − x)2

4
|2π0 = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

π − x

2

(0,2π)
=

+∞∑
k=1

sin kx

k
.

(â òî÷êàõ x = 0 è x = 2π ðÿä ñõîäèòñÿ ê íóëþ).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ
ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà ïðîìåæóòêàõ âèäà (−l, l)
(èëè ëþáûõ äðóãèõ ïðîìåæóòêîâ (a, a+2l) äëèíû 2l). Åñëè f àáñî-
ëþòíî èíòåãðèðóåìà íà (−l, l), òî åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå
èìååò âèä

a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos k
π

l
x+ bk sin k

π

l
x,

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ak =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos k

π

l
x dx, bk =

1

l

∫ l

−l
f(x) cos k

π

l
x dx.

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè,
åñëè âìåñòî îòðåçêà [−π, π] áðàòü îòðåçêè âèäà [a, a+ 2l].

Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Äîïîëíèì îïðåäåëåíèå êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè f , êîòîðîå áûëî äàíî â ëåêöèè 1.26, åùå îäíèì óñëîâèåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé
íà [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T [a, b] = {xj}nj=0, n = n(f),
ò.÷.

1) f ∈ C(xj−1, xj) (j = 1, 2, . . . , n);
2) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(xj−1 + 0),

f(xj − 0) (j = 1, 2 . . . , n);

3) f(xj) =
1

2
(f(xj − 0) + f(xj + 0)) äëÿ j = 1, . . . , n− 1 è

f(a) = f(b) =
1

2
(f(a+ 0) + f(b− 0)).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b] ôóíêöèé, êîòîðîå îáîçíà÷èì KC[a, b]. Ñëîæåíèå (ïîòî÷å÷íîå)
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òàêèõ ôóíêöèé è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëà äàþò â ðåçóëüòàòå ñíîâà
êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
KC[a, b] âñåõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ ôóíêöèé èç KC[a, b] ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èíòå-
ãðèðóåìî ïî Ðèìàíó íà [a, b] (ñì. ëåêöèþ 1.26).

Ëåììà 1. Ôîðìóëà

(f, g)
.
=

∫ b

a

f(x)g(x) dx (13)

çàäàåò â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå KC[a, b] ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ (13) âûïîë-
íÿþòñÿ àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñèììåò-
ðè÷íîñòü î÷åâèäíà, ëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà;

íåîòðèöàòåëüíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, f) =
∫ b
a
f2(x) dx ≥

0 � èç íåîòðèöàòåëüíîñòè èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè.

Íàêîíåö, åñëè 0 = (f, f) =
∫ b
a
f2(x) dx, òî èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðè-

ìàíà (ñì. òåîðåìó 1 ëåêöèè 1.26) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f2(x) = 0
âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè, à ïîýòîìó è f(x) = 0 âî
âñåõ òî÷êàõ ñâîåé íåïðåðûâíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = 0 äëÿ
∀x ∈ (xj−1, xj), j = 1, . . . , n. Íî òîãäà â ñèëó ïóíêòà 3 îïðåäåëåíèÿ
êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(xj) = 0 è f(a) = f(b) = 0, ò.ê.
f(xj−1 + 0) = f(xj − 0) = 0, è f(a + 0) + f(b − 0) = 0. Çíà÷èò, èç
óñëîâèÿ (f, f) = 0 ñëåäóåò, ÷òî f(x) = 0 íà [a, b], ò.å. f ÿâëÿåòñÿ
íóëåâûì ýëåìåíòîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà KC[a, b].

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî KC[a, b], â êîòîðîì
ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (13), áóäåì îáîçíà÷àòü QL2[a, b].

Åñëè ôóíêöèÿ g çàäàíà íà îòðåçêå [a, b] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ 2, òî åå î÷åâèäíî ìîæíî èçìåíèòü íå áîëåå
÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê òàê, ÷òîáû âèäîèçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæàëà ïðîñòðàíñòâó QL2[a, b]. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþ-
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áîé òàêîé ôóíêöèè g ìîæíî óêàçàòü ôóíêöèþ g∗ ∈ QL2[a, b], îòëè-
÷àþùóÿñÿ îò g íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà äëÿ ââåäåííîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
(∫ b

a

f2(x) dx

) 1
2
(∫ b

a

g2(x) dx

) 1
2

(ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà äëÿ èíòåãðàëîâ).
Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

ìîæíî ââåñòè íîðìó, ïîðîæäåííóþ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:
∥f∥ .

= (f, f)1/2.
Îïðåäåëåíèå 4. Âåëè÷èíà

∥f∥ .
= (f, f)

1
2 =

(∫ b

a

f2(x) dx

) 1
2

(14)

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b].
Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ∥f + g∥ ≤ ∥f∥ + ∥g∥ äëÿ íîðìû (14)

èìååò âèä(∫ b

a

(f(x) + g(x))2 dx

) 1
2

≤

(∫ b

a

f2(x) dx

) 1
2

+

(∫ b

a

g2(x) dx

) 1
2

(îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî äëÿ èí-
òåãðàëîâ).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëíîñòü ôóíêöèé (fn) ⊂ QL2[a, b]
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] â ïðîñòðàíñòâå (èëè ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà) QL2[a, b], åñëè

lim
n→+∞

∥fn − f∥ = lim
n→+∞

(∫ b

a

(fn(x)− f(x))2 dx

) 1
2

= 0.

Äëÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b] èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà-

÷åíèå fn
QL2[a,b]→ f (n→ +∞).
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Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà QL2[a, b] íàçûâàþò òàêæå
ñõîäèìîñòüþ â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî.

Ëåììà 2(åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b] åäèíñòâåí, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü fn
QL2[a,b]→ f è fn

QL2[a,b]→ g ïðè
n→ +∞. Èìååì

∥f −g∥ = ∥f −fn− (g−fn)∥ ≤ ∥f −fn∥+∥g−fn∥ → 0 ïðè n→ +∞.

Òîãäà ∥f−g∥ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f−g = 0 íà [a, b]. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî ìåòðèêå d(f, g)
.
= ∥f − g∥, èíäóöèðîâàííîé íîð-

ìîé (ýòî îòíîñèòñÿ ê ëþáûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâàì). Òàêèì îáðà-

çîì, âñÿêîå âåêòîðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé, ïîðîæäåííîé íîðìîé. Ïîýòîìó åäèí-

ñòâåííîñòü ïðåäåëà ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà â ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå (ëåêöèÿ 1.32).

Ëåììà 3(íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Åñ-

ëè fn
QL2[a,b]→ f ïðè n → +∞, fn, f ∈ QL2[a, b], òî äëÿ ∀g ∈

QL2[a, b]
(fn, g) → (f, g) ïðè n→ +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî,

|(fn, g)− (f, g)| = |(fn − f, g)| ≤ ∥fn − f∥∥g∥ → 0 ïðè n→ +∞

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
à çàòåì � íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà).

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→+∞

(fn, g) = (f, g) = ( lim
n→+∞

fn, g),

åñëè fn
QL2[a,b]→ f ïðè n→ +∞.

168



Ëåììà 4. Åñëè fn(x) ⇒ f(x) íà îòðåçêå [a, b] (fn, f ∈
QL2[a, b]), òî fn → f (n→ +∞) â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
t∈[a,b]

|fn(t)− f(t)|

è sup�êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èìååì:(∫ b

a

(fn(x)− f(x))2 dx

) 1
2

=

(∫ b

a

|fn(x)− f(x)|2 dx

) 1
2

≤

(∫ b

a

( sup
t∈[a,b]

|fn(t)− f(t)|)2 dx

) 1
2

= sup
t∈[a,b]

|fn(t)− f(t)|(b− a)
1
2 → 0

ïðè n→ +∞. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà QL2[a, b] íå ñëå-

äóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü íà [a, b]. Ïóñòü n ≥ 2. Ïîëîæèì fn(x) = 0
äëÿ x ∈ [0, 1−1/n2)

⋃
(1+1/n2, 2], fn(x) =

√
n äëÿ x ∈ (1−1/n2, 1+1/n2)

è fn(1 − 1/n2) = fn(1 + 1/n2) =
√
n/2. Òîãäà fn(x) → 0 (n → ∞) â

ïðîñòðàíñòâå QL2[0, 2], èáî

∥fn(x)− 0∥ = ∥fn(x)∥ =

(∫ 1+1/n2

1−1/n2

ndx

)1/2

=

(
2

n

)1/2

→ 0.

Íî â òî÷êå x = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))
+∞
n=1 ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðÿä
∑+∞
k=1 fk(x), ãäå fk(x), f(x) ∈ QL2(a, b)

ñõîäèòñÿ ê f(x) â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b], åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Sn(x) =

∑n
k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) â ïðîñòðàíñòâå

QL2(a, b).
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ËÅÊÖÈß 24
Îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ôóíêöèé.
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è ðÿäû Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì è

îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì ôóíêöèé. Òåîðåìà î
êîýôôèöèåíòàõ ñõîäÿùåãîñÿ îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà.

Ïîëíûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé. Ìèíèìàëüíîå
ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b].
Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè ϕ, ψ ∈ QL2[a, b] íàçûâàþòñÿ îðòî-
ãîíàëüíûìè, åñëè (ϕ, ψ) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk} = {ψ1, . . . , ψk, . . .} íà-
çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b], åñëè

1) ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò QL2[a, b];
2) èìåþò ïîëîæèòåëüíûå íîðìû;
3) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, ò.å. (ψi, ψj) = 0 ïðè i ̸= j.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2 îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ôóíêöèé íåò íóëåâûõ

ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà QL2[a, b], ò.å. ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü

íà îòðåçêå [a, b].

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷-
íàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Ñòàëî áûòü, è ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ
â QL2[a, b] ôóíêöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïðèìåðû.

1) Ñèñòåìà ôóíêöèé {1, cosx, sinx, . . . , cos kx, sin kx, . . .} îðòîãî-
íàëüíà â QL2[−π, π] (ñì. ëåììó 1 ëåêöèè 22). Åå ïîäñèñòåìû
{1, cosx, cos 2x, . . . , cos kx, . . .} è {sinx, sin 2x, . . . , sin kx, . . .} è òàêæå îð-
òîãîíàëüíû â QL2[−π, π].

2) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìû ôóíêöèé

{1, cosx, cos 2x, . . . , cos kx, . . .} è {sinx, sin 2x, . . . , sin kx, . . .} îñòàþò-

ñÿ îðòîãîíàëüíûìè òàêæå è â ïðîñòðàíñòâå QL2[0, π].

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ ϕ ∈ QL2[a, b] íàçûâàåòñÿ íîðìàëü-
íîé, åñëè ∥ϕ∥ = (ϕ, ϕ)1/2 = 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk} = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, . . .}
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé (ÎÍÑ) â QL2[a, b], åñëè
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1) ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò QL2[a, b];
2) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ϕk, ϕl) = δkl, ãäå δkl = 1, åñëè k = l

è δkl = 0, åñëè k ̸= l.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, âñÿêàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå QL2[a, b] ñèñòåìà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìîé.

Ïóñòü f ∈ QL2[a, b].

Îïðåäåëåíèå 5. ×èñëà
1

∥ψk∥2
(f, ψk) (k = 1, 2, . . .) íàçûâàþòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] ïî îðòîãîíàëüíîé
â QL2[a, b] ñèñòåìå ôóíêöèé {ψk}, à ÷èñëà (f, ϕk) (k = 1, 2, . . .) �
êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ÎÍÑ {ϕk}.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðÿä

+∞∑
k=1

1

∥ψk∥2
(f, ψk)ψk

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] ïî îðòîãîíàëüíîé
ñèñòåìå ôóíêöèé {ψk}. Ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ÎÍÑ {ϕk} íà-
çûâàåòñÿ ðÿä

+∞∑
k=1

(f, ϕk)ϕk.

Ðÿäû ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíû-
ìè.

Òåîðåìà 1(î êîýôôèöèåíòàõ ñõîäÿùåãîñÿ îðòîãîíàëü-
íîãî ðÿäà). Ïóñòü {ψk}+∞

k=1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

â QL2[a, b], f ∈ QL2[a, b]. Åñëè f
QL2[a,b]

=
∑+∞
k=1 ckψk, òî ck =

1

∥ψk∥2
(f, ψk).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî (ïîÿñíåíèÿ íèæå),

(f, ψl) =

(
+∞∑
k=1

ckψk, ψl

)
= ( lim

n→+∞

n∑
k=1

ckψk, ψl) =
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lim
n→+∞

(
n∑
k=1

ckψk, ψl

)
= lim
n→+∞

n∑
k=1

ck(ψk, ψl) = cl∥ψl∥2

(ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ è ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à çàòåì îðòîãîíàëüíîñòüþ ôóíêöèé ψk).

Òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðÿä ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â QL2[a, b], òî îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé
ñóììû.

Ñëåäñòâèå (åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ). Åñëè f
QL2[a,b]

=∑+∞
k=1 akψk è f

QL2[a,b]
=

∑+∞
k=1 bkψk, òî ak = bk äëÿ ∀k.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñðàçó ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû î òîì, ñõîäÿòñÿ ëè â êàêîì�
ëèáî ñìûñëå ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé èç QL2[a, b], à åñëè ñõîäÿòñÿ, òî
÷òî ÿâëÿåòñÿ èõ ñóììàìè. Íèæå áóäåò èäòè ðå÷ü òîëüêî î ñõîäèìî-
ñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà QL2[a, b].

Ïðèìåð. Ïóñòü µ(x) = sinx, x ∈ [−π, π]. Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíû-
óþ â QL2[−π, π] ñèñòåìó ôóíêöèé {sin 2x, sin 3x, . . . , sin kx, . . .}. Î÷åâèä-
íî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè µ(x) ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò, è ñóììà
â QL2[−π, π] åå ðÿäà Ôóðüå ðàâíà íóëåâîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè µ(x) ñõîäèòñÿ, íî íå ê ñàìîé ôóíêöèè.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ λ(x) = 0 íà [−π, π] òàêæå èìååò íóëå-
âûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Òàêèì îáðàçîì, äâå ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî äàííîé îð-

òîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì áóäåò âûäåëåíèå òàêèõ îðòîãîíàëüíûõ
ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè èç QL2[a, b] ñõî-
äèòñÿ ïî íîðìå â QL2[a, b] ê ñàìîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 7. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk} íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé â QL2[a, b], åñëè äëÿ êàæ-
äîé f ∈ QL2[a, b] åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â QL2[a, b] ê f .

Ëåììà. Ïóñòü îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk} ïîëíà
â QL2[a, b]. Òîãäà ñîâïàäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç
QL2[a, b] âëå÷åò ðàâåíñòâî ôóíêöèé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ QL2[a, b]

òàêîâû, ÷òî
1

∥ψk∥2
(f, ψk) =

1

∥ψk∥2
(g, ψk) = αk, k = 1, 2, . . .. Â ñèëó

ïîëíîòû âQL2[a, b] ñèñòåìû ôóíêöèé {ψk} ðÿä
∑+∞
k=1 αkψk ñõîäèòñÿ

â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b] êàê ê ôóíêöèè f , òàê è ê ôóíêöèè g. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà â QL2[a, b] çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèè
f è g ñîâïàäàþò. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé îáëà-
äàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà QL2[a, b]
îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ñ
ïîìîùüþ ðÿäà Ôóðüå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè
ñîäåðæèòñÿ â ñ÷åòíîì íàáîðå ÷èñåë, à èìåííî, â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Òåîðåìà 2(ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå). Åñëè {ϕk} � ïðîèçâîëüíàÿ ÎÍÑ â QL2[a, b], òî äëÿ êàæäîãî
n ∈ N è êàæäîé ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b]:

min
α1,...,αn∈R

∥f −
n∑
k=1

αkϕk∥ = ∥f −
n∑
k=1

(f, ϕk)ϕk∥,

ò.å. ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ, êîãäà αk = (f, ϕk) ÿâëÿ-
þòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì

∥f −
n∑
k=1

(f, ϕk)ϕk∥2 = ∥f∥2 −
n∑
k=1

(f, ϕk)
2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì

∥f −
n∑
k=1

αkϕk∥2 = (f −
n∑
k=1

αkϕk, f −
n∑
k=1

αkϕk) =

(èñïîëüçóåì ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

= (f, f)− 2

n∑
k=1

αk(f, ϕk) +

n∑
k=1

n∑
j=1

αkαj(ϕk, ϕj) =
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(ïî óñëîâèþ (ϕk, ϕj) = δkj)

= (f, f)− 2

n∑
k=1

αk(f, ϕk) +

n∑
k=1

α2
k =

(äîïîëíÿåì ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ äî ïîëíîãî êâàäðàòà)

= (f, f) +

n∑
k=1

(((f, ϕk)
2 − 2αk(f, ϕk) + α2

k)− (f, ϕk)
2) =

n∑
k=1

((f, ϕk)− αk)
2 + (f, f)−

n∑
k=1

(f, ϕk)
2 ≥

(îòáðàñûâàåì íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå
∑n
k=1((f, ϕk)− αk)

2)

≥ (f, f)−
n∑
k=1

(f, ϕk)
2,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αk =
(f, ϕk). Ïðè òàêîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ αk èìååì

∥f −
n∑
k=1

(f, ϕk)ϕk∥2 = ∥f∥2 −
n∑
k=1

(f, ϕk)
2

(ïîëó÷åíàÿ ôîðìóëà äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå êâàäðàòà íîðìû óêëîíå-
íèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû ïîðÿäêà n ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f îò ñàìîé
ôóíêöèè f).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3(íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Åñëè {ϕk} � ïðîèçâîëü-

íàÿ ÎÍÑ â QL2[a, b], òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] è êàæ-
äîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

(f, ϕk)
2 ≤ ∥f∥2.

174



Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n

∥f∥2 −
n∑
k=1

(f, ϕk)
2 = ∥f −

n∑
k=1

(f, ϕk)ϕk∥2.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ≥ 0, òî ∥f∥2 −
∑n
k=1(f, ϕk)

2 ≥ 0
äëÿ ∀n ∈ N, ò.å.

n∑
k=1

(f, ϕk)
2 ≤ ∥f∥2.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] ðÿä èç êâàäðà-
òîâ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ïðîèçâîëüíîé ÎÍÑ {ϕk} ñõîäèòñÿ
è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

+∞∑
k=1

(f, ϕk)
2 ≤ ∥f∥2

(òàêæå íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò

èç òåîðåìû 3 â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííîãî ðÿäà
(òåîðåìà 4 ëåêöèÿ 1.44).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] åå êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ïî ïðîèçâîëüíîé ÎÍÑ {ϕk} ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè
k → +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑+∞
k=1(f, ϕk)

2

ñëåäóåò, ÷òî limk→+∞(f, ϕk)
2 = 0. Íî òîãäà è limk→+∞(f, ϕk) = 0.

Òåîðåìà 4. Ðÿä Ôóðüå
∑+∞
k=1(f, ϕk)ϕk ôóíêöèè f ∈ QL2[a, b] ïî

ÎÍÑ {ϕk} ñõîäèòñÿ ê f â ïðîñòðàíñòâå QL2[a, b] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∥f∥2 =

+∞∑
k=1

(f, ϕk)
2,

íàçûâàåìîå ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Sn(f) =
∑n
k=1(f, ϕk)ϕk � n�ÿ

÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f . Ïî òåîðåìå 2

∥f − Sn(f)∥ = ∥f∥2 −
n∑
k=1

(f, ϕk)
2.

Ïîýòîìó limn→+∞ ∥f − Sn(f)∥ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
limn→+∞(∥f∥2 −

∑n
k=1(f, ϕk)

2) = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìå-
ñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∥f∥2 = limn→+∞

∑n
k=1(f, ϕk)

2 =∑+∞
k=1(f, ϕk)

2.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÎÍÑ {ϕk} áûëà ïîëíîé ÎÍÑ

â QL2[a, b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè f ∈ QL2[a, b] âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ∥f∥2 =∑+∞
k=1(f, ϕk)

2.
Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé

ÎÍÑ.
Âñå ñêàçàíííîå âûøå îòíîñèòñÿ è ê îðòîãîíàëüíûì â QL2[a, b]

ñèñòåìàì ôóíêöèé. Ïîñìîòðèì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü íåðàâåíñòâî
Áåññåëÿ äëÿ f ∈ QL2[a, b] ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {ψk}. Äëÿ k�ãî
êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ck ôóíêöèè f ïî ýòîé ñèñòåìå èìååì

ck =
1

∥ψk∥2
(f, ψk) =

1

∥ψk∥

(
f,

ψk
∥ψk∥

)
=

1

∥ψk∥
(f, ϕk),

ãäå ϕk =
ψk
∥ψk∥

. Ïîýòîìó

(f, ϕk) = ck∥ψk∥.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk} îðòîíîðìèðîâàíà â QL2[a, b], òî
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

+∞∑
k=1

(f, ϕk)
2 ≤ ∥f∥2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck ïî îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìå ôóíêöèé {ψk} èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

+∞∑
k=1

c2k∥ψk∥2 ≤ ∥f∥2.

Â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé ∥ sin kx∥2 =
∥ cos kx∥2 = π, ∥1∥2 = 2π. Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè f ∈ QL2[−π, π]
íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ ïðèìåò âèä

(a0
2

)2
2π +

+∞∑
k=1

(a2kπ + b2kπ) ≤ ∥f∥2,

èëè
a20
2

+

+∞∑
k=1

(a2k + b2k) ≤
1

π
∥f∥2.
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ËÅÊÖÈß 25
Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïîëíîòà
ñèñòåì èç êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.
Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà

çàïèñè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå

Ïóñòü ðÿä

a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
QL2[−π, π] è Sn(x) = Sn(x, f) =

a0
2

+
∑n
k=1 ak cos kx + bk sin kx �

åãî n�ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î
ïîëíîòå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ QL2[−π, π] åå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f â ïðîñòðàíñòâå QL2[−π, π],
ò.å. ∫ π

−π
|f(x)− Sn(x, f)|2 dx→ 0 ïðè n→ +∞.

Îòñþäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 ëåêöèè 23 çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ QL2[−π, π] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1

π
∥f∥2 =

a20
2

+

+∞∑
k=1

(a2k + b2k).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ôóíêöèé {1, cosx, . . . , cos kx, . . .}.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòà ñèñòåìà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé â QL2[0, π]. Äîêàæåì åå ïîëíîòó â QL2[0, π].

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ QL2[0, π] ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì (ïî ñèñòåìå
{cos kx}+∞

k=0), ñõîäÿùèéñÿ ê íåé â ïðîñòðàíñòâå QL2[0, π]:

f(x)
QL2[0,π]

=
a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx, ãäå ak =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó

∥ cos kx∥2 =

∫ π

0

cos2 kx dx =
1

2

∫ π

0

(1 + cos 2kx) dx =
π

2
,

∥1∥2 =

∫ π

0

dx = π,

òî

ak =
1

∥ cos kx∥2

∫ π

0

f(x) cos kx dx =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx, k = 1, 2 . . . .

Ïîëîæèì

a0
.
=

2

π

∫ π

0

f(x) dx.

Òîãäà

1

∥1∥2

∫ π

0

f(x)·1 dx =
1

π

∫ π

0

f(x) dx =
1

2

(
2

π

∫ π

0

f(x) cos(0x) dx

)
=
a0
2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f èìååò âèä

a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f∗ ÷åòíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f ñ [0, π]
[−π, 0). Î÷åâèäíî, ÷òî f∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) îïðåäåëå-
íèÿ 2 ëåêöèè 23⇒ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f∗∗ ∈ QL2[−π, π], îòëè÷àþ-
ùàÿñÿ îò f∗ íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (òàêèìè òî÷êàìè
ìîãóò áûòü òîëüêî 0 è ±π). Â ñëó÷àå f∗ ∈ QL2[−π, π] áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî f∗∗ = f∗. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî 1) ôóíêöèÿ f∗∗ ÷åòíàÿ
è 2) íà [0, π] ôóíêöèÿ f∗∗ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò f íå áîëåå ÷åì â 2-õ
òî÷êàõ � íóëå è π.

Ïóñòü a∗∗k è b∗∗k � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f∗∗. Èñïîëüçóÿ ôîðìó-
ëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÷åòíîé ôóíêöèè, èìååì

a∗∗k =
2

π

∫ π

0

f∗∗(x) cos kx dx =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx = ak,
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(íàïèñàííûå èíòåãðàëû ðàâíû, ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ìî-
ãóò íå ñîâïàäàòü ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê) è

b∗∗k = 0, k = 0, 1, . . . .

Èç ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé f è f∗∗ ñëåäó-
åò, ÷òî äëÿ ∀x ∈ [0, π] è ∀n ∈ N: Sn(x, f) = Sn(x, f

∗∗) (Sn(x, f) è
Sn(x, f

∗∗) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé f è f∗∗ ñîîòâåò-
ñòâåííî). Òîãäà ôóíêöèè f(x)−Sn(x, f) è f∗∗(x)−Sn(x, f∗∗) ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íà îòðåçêå [0, π] íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê, ÷òî âëå÷åò ñîâïàäåíèå èíòåãðàëîâ îò íèõ ïî îòðåçêó
[0, π]. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé îöåíêè
äëÿ ∥f(x)− Sn(x, f)∥2:∫ π

0

|f(x)− Sn(x, f)|2 dx =

∫ π

0

|f∗∗(x)− Sn(x, f
∗∗)|2 dx

≤
∫ π

−π
|f∗∗(x)− Sn(x, f

∗∗)|2 dx

è ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ñîãëàñíî êîòîðîé Sn(x, f
∗∗)

QL2[−π,π]→ f∗∗.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îðòîãîíàëüíîé â

QL2[0, π] ñèñòåìû ôóíêöèé {sinx, sin 2x, . . . , sin kx, . . .}.
Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ QL2[0, π] ðàñêëàäûâàåò-

ñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì (ïî ñèñòåìå
{sin kx}+∞

k=1), ñõîäÿùèéñÿ ê íåé â ïðîñòðàíñòâå QL2[0, π]:

f(x)
QL2[0,π]

=

+∞∑
k=1

bk sin kx, ãäå bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ, êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òîëüêî âìåñòî ÷åòíîãî ïðî-
äîëæåíèÿ ôóíêöèè f áåðåòñÿ íå÷åòíîå.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè îòðàæàþòñÿ â åå êîôôèöèåíòàõ Ôóðüå. Ïî-
ýòîìó õàðàêòåð ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíê-
öèè äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ ñâîéñòâàìè ýòîé ôóíêöèè. Â çàêëþ÷åíèå
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ïðèâåäåì óñëîâèÿ íà ôóíêöèè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåð-
íóþ ñõîäèìîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå (è àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäîâ èç êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå), è ïðè êîòîðûõ âîç-
ìîæíî ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
Ôóðüå.

Ëåììà 1. Ïóñòü f ∈ C1[−π, π], f(−π) = f(π), ak è bk � êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f , à a′k è b

′
k � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå åå

ïðîèçâîäíîé f ′. Òîãäà

ak = −b
′
k

k
, bk =

a′k
k
, k = 1, 2, . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì èìååì

ak =
1

π

∫ +π

−π
f(x) cos kx dx =

1

πk

(
f(x) sin kx|π−π −

∫ π

−π
f ′(x) sin kx dx

)
= −b

′
k

k
,

bk =
1

π

∫ +π

−π
f(x) sin kx dx =

− 1

πk

(
f(x) cos kx|π−π +

∫ π

−π
f ′(x) cos kx dx

)
=
a′k
k

(ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
f(−π) = f(π)).

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè äëÿ ôóíêöèÿ f âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òî a′k

è b′k ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè èç QL2[−π, π]. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè ñäåëàííûõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f ïðåäïîëîæåíèÿõ åå ïðî-
èçâîäíàÿ f ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè (ñì. ëåêöèþ 23). Òîãäà ëèáî f ′ ∈ QL2[−π, π] è, ñòàëî
áûòü, a′k è b

′
k ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè èç QL2[−π, π],

ëèáî f ′ /∈ QL2[−π, π]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå f ′ îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè èç
ïðîñòðàíñòâà QL2[−π, π] íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, à èìåí-
íî íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ ±π. Òàê êàê a′k è b

′
k îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç
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èíòåãðàëû è, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñÿò îò èçìåíåíèé ïîäûíòåãðàëüíûõ
ôóíêöèé â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî a′k è b

′
k ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåí-

òàìè Ôóðüå ôóíêöèè èç QL2[−π, π].
Òåîðåìà 4. Åñëè f ∈ C1[−π, π] è f(−π) = f(π), òî
1) ôóíêöèÿ f ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ê íåé íà

[−π, π] òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå;
2) ñõîäèòñÿ ðÿä

∑+∞
k=1(|ak| + |bk|) èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé êî-

ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 2 ëåêöèè 23 ðÿä Ôóðüå

ôóíêöèè f(x) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåé íà [−π, π], ò.å. ∀x ∈ [−π, π]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) =
a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Ïóñòü a′k è b
′
k � òàêèå æå, êàê è â ëåììå 1.

Ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî uv ≤ 1

2
(u2+v2), ïîëó÷àåì,

÷òî ∣∣∣∣a′kk
∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
a′k

2 +
1

k2

)
,

∣∣∣∣b′kk
∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
b′k

2 +
1

k2

)
(15)

Â ñèëó îöåíîê (15) èìååì

|ak cos kx+ bk sin kx| ≤ |ak|+ |bk| =
∣∣∣∣b′kk
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a′kk

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
a′k

2 + b′k
2
)
+

1

k2

(16)
Ðÿäû

+∞∑
k=1

(a′k
2 + b′k

2) è

+∞∑
k=1

1

k2

ñõîäÿòñÿ: ïåðâûé â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (çäåñü âîñïîëüçîâà-
ëèñü òåì, ÷òî a′k è b′k ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè
èç QL2[−π, π]), à âòîðîé ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè.

Ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 3 ëåêöèè 2), ïîëó-
÷àåì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå a0

2 +
∑+∞
k=1 ak cos kx +

182



bk sin kx ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ê ñâîåé ñóì-
ìå, ò.å. ê ôóíêöèè f(x).

Èç (16) ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 5 ëåêöèè 1.44) ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

+∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|),

ò.å. ðÿä èç êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ C[−π, π] è f(−π) = f(π). Åñëè, êðîìå
òîãî, ôóíêöèÿ f êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
[−π, π], òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îñòàþòñÿ â ñèëå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò,
÷òî ðÿä Ôóðüå ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−π, π] ê f(x) è ñó-
ùåñòâóåò ðàçáèåíèå T [−π, π] = {xi}mi=0, ò.÷. ñóæåíèÿ ôóíêöèè f íà
[xi−1, xi] ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
(ïîä ïðîèçâîäíûìè â êîíöåâûõ òî÷êàõ ïîíèìàþòñÿ îäíîñòîðîííèå
ïðîèçâîäíûå). Ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàë

∫ π
−π êàê ñóììó

∑m
i=1

∫ xi

xi−1
, èí-

òåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì, ÷òî ak = −b
′
k

k
,

bk =
a′k
k
.

Êàê è â çàìå÷àíèè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî a′k è b
′
k ÿâëÿþòñÿ êî-

ýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè èç QL2[−π, π] (äëÿ ýòîãî, åñëè ýòî
òðåáóåòñÿ, èñïðàâëÿåì ôóíêöèþ f ′(x) êàê â òî÷êàõ x = ±π, òàê è â
òî÷êàõ xi, i = 1, . . . ,m−1). Òîãäà, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû, èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ak, bk, a

′
k è b

′
k

ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ê f(x) è àáñîëþòíàÿ
ñõîäèìîñòü ðÿäà èç êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(x).

Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ïðè êàêèõ òðåáîâàíèÿõ âîçìîæíî ïî÷ëåí-
íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 1 ëåêöèè 3 îäíèì èç óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèì âîçìîæ-
íîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî â ñèëó ïðèçíàêà Âåé-
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åðøòðàññà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä èç ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå ïðîèçâîäíîé ñõîäèëñÿ. Ïîñëåäíåå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè f ′(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 7 (èëè åå ñëåäñòâèÿ). Ïåðåéäåì ê
òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C2[−π, π], f(−π) = f(π) è
f ′(−π) = f ′(π).

Òîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

+∞∑
k=1

(|kak|+ |kbk|) ,

ãäå ak è bk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó f ′(x) ∈ C1[−π, π] è

f ′(−π) = f ′(π), òî êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 4 áóäåò ñõîäèòüñÿ
ðÿä

∑+∞
k=1(|a′k|+ |b′k|), ãäå a′k è b′k � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè

f ′.
Òàê êàê f(−π) = f(π), òî ñîãëàñíî ëåììå 1 a′k = kbk, à b

′
k =

−kak. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑+∞
k=1 (|kak|+ |kbk|) ñõîäèòñÿ. Ëåììà äî-

êàçàíà.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C2[−π, π], f(−π) = f(π),

f ′(−π) = f ′(π). Òîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f
ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî

f ′(x) =

+∞∑
k=1

(−kak sin kx+ kbk cos kx) , x ∈ [−π, π],

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−π, π].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ òåîðåìû î ïî÷ëåí-

íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ÔÐ (òåîðåìà 1 ëåêöèè 3) ïðèìåíèòåëüíî
ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ðÿäó Ôóðüå a0

2 +
∑+∞
k=1 ak cos kx + bk sin kx

ôóíêöèè f :

1) (ak cos kx+ bk sin kx)
′ = −kak sin kx+ kbk cos kx ∈ C[−π, π].

2) Èç òåîðåìû 2 ëåêöèè 21 è óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [−π, π] ñõîäèòñÿ ê f .
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3) Ðÿä
∑+∞
k=1 −kak sin kx+kbk cos kx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îò-

ðåçêå [π, π] íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà, èáî |−kak sin kx+
kbk cos kx| ≤ |kak|+ |kbk|, à ðÿä

∑+∞
k=1 (|kak|+ |kbk|) ñõîäèòñÿ â ñèëó

ëåììû 2.
Ïîñêîëüêó âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ëåêöèè 3 âûïîëíåíû, òî òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè

Äàëåå ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Âñïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë C ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð (x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. C = R2. Ïîýòîìó âñÿêàÿ êîì-
ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g: E → C, E ⊂ R, ÿâëÿåòñÿ âåêòîð�
ôóíêöèåé:

g(t) = (u(t), v(t)) = u(t) + iv(t),

ãäå u(t) è v(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ è ñîîòâåòñòâåííî ìíèìàÿ ÷àñòè
ôóíêöèè g(t). Ïîýòîìó äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ
â ñèëå âñÿ òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíîñòü (äèôôåðåíöèðóåìîñòü) êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè (äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè) åå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

Äàëåå ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè èíòåãðàëû îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Ïóñòü g: [a, b] → C, ò.å. g(x) = u(x) + iv(x), ãäå u, v: [a, b] → R.
Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g ∈ R[a, b], åñëè åå

äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè u, v ∈ R[a, b]. Ïðè ýòîì∫ b

a

g(x) dx
.
=

∫ b

a

u(x) dx+ i

∫ b

a

v(x) dx.

Êîíå÷íî, èíòåãðàë ìîæíî áûëî ââåñòè è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì Ðèìàíà.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ââî-
äÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êàê ïàðà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè.

185



Ïåðâîîáðàçíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê-
æå, êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ Φ(t) =
λ(t) + iµ(t) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(t) = α(t) + iβ(t)
íà ïðîìåæóòêå ∆, åñëè 1) Φ(t) ∈ D(∆) è 2) Φ′(t) = f(t) íà ∆. Òàê
êàê Φ′(t) = λ′(t)+ iµ′(t), òî ðàâåíñòâî Φ′(t) = f(t) ⇔ ReΦ′(t) = α(t)
è ImΦ′(t) = β(t), ò.å. äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè Φ(t)
ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíê-
öèè f(t). Ïîýòîìó åñëè f(t) ∈ C[a, b], òî ó íåå ñóùåñòâóåò ïåðâîîá-
ðàçíàÿ Ψ(t) = η(t) + iθ(t) íà [a, b]. Òîãäà∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

α(t) dt+ i

∫ b

a

β(t) dt =

η(b)− η(b) + i(θ(b)− θ(a)) = Ψ(b)−Ψ(a),

ò.å. äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

Äëÿ èíòåãðàëîâ îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé îñòàþòñÿ â
ñèëå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è çàìåíû ïåðåìåííîé.
Ïóñòü gk(t) = αk(t) + iβk(t) ∈ C1[a, b], k = 1, 2. Òîãäà∫ b

a

g1(t)g
′
2(t) dt =

∫ b

a

(α1(t)α
′
2(t)− β1(t)β

′
2(t)) dt+ i

∫ b

a

(α1(t)β
′
2(t) + β1(t)α

′
2(t)) dt.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê ñëàãàåìûì â
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìó-
ëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé∫ b

a

g1(t)g
′
2(t) dt =

(α1(t)α2(t)− β1(t)β2(t))|ba −
∫ b

a

(α′
1(t)α2(t)− β′

1(t)β2(t)) dt+
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i(α1(t)β2(t) + β1(t)α2(t))|ba − i

∫ b

a

(α′
1(t)β2(t) + β′

1(t)α2(t)) dt =

g1(t)g2(t)|ba −
∫ b

a

g′1(t)g2(t) dt.

Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé ñëåäóåò èç åå ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ
èíòåãðàëîâ îò äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîçíà÷íîé
ôóíêöèè.

Ïðèìåðû.

1. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè eiax (a, x ∈ R), ãäå ïî îïðåäåëåíèþ
eiax

.
= cos(ax) + i sin(ax). Ïî ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíîé âåêòîð�ôóíêöèè

èìååì

(eiax)′ = (cos(ax) + i sin(ax))′ = (cos(ax))′ + i(sin(ax))′ =

−a sin(ax) + ia cos(ax) = ia(cos(ax) + ia sin(ax)) = iaeiax.

2. Ñîñ÷èòàåì
∫ b
a
eitx dx, ãäå t, x ∈ R. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó

ôóíêöèÿ eitx/(it) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè eitx. Ïîýòîìó∫ b

a

eitx dx =
eitx

it

∣∣∣∣b
a

=
eitb − eita

it
.
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Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
Ôóðüå

Ïóñòü f � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ íà
(−π, π) ôóíêöèÿ è ak è bk � åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äëÿ ïåðåõîäà ê êîìïëåêñíîé ôîðìå çàïèñè
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ýéëåðà

eix = cosx+ i sinx, x ∈ R,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
= −ie

ix − e−ix

2
.

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ïðåîáðàçóåì

ak cos kx+ bk sin kx = ak
eikx + e−ikx

2
− ibk

eikx − e−ikx

2
=

eikx
ak − ibk

2
+ e−ikx

ak + ibk
2

= cke
ikx + c−ke

−ikx (17)

ãäå

ck =
1

2
(ak − ibk), c−k =

1

2
(ak + ibk), k = 0, 1, . . .

(ïîñêîëüêó f äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ak, bk ∈ R ⇒
c−k = c̄k). Îòñþäà

ck =
1

2π

(∫ π

−π
f(t) cos kt dt− i

∫ π

−π
f(t) sin kt dt

)
=

1

2π

∫ π

−π
f(t)(cos kt− i sin kt) dt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ikt dt.

Àíàëîãè÷íî,

c−k =
1

2π

∫ π

−π
f(t)eikt dt
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îáùàÿ ôîðìóëà

ck =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ikt dt, k ∈ Z

Èç (17) ïîëó÷àåì, ÷òî

Sn(x, f) =
a0
2

+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx =

c0 +

n∑
k=1

(cke
ikx + c−ke

−ikx) =

n∑
k=−n

cke
ikx.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ðÿä
∑+∞
k=−∞ cke

ikx êàê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
(∑n

k=−n cke
ikx
)+∞
n=0

. À ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑+∞
k=−∞ cke

ikx

â òî÷êå x ïîíèìàòü, êàê ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà
limn→+∞

∑n
k=−n cke

ikx. Òàêèì îáðàçîì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè f ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

+∞∑
k=−∞

cke
ikx, ãäå ck =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikt dt.

Òåîðåìà î ïîëíîòå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé ïðè-
ìåò âèä: äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ QL2[−π, π]:

∥f −
n∑

k=−n

cke
ikx∥ → 0 ïðè n→ +∞, ò.å. f(x)

QL2[−π,π]
=

+∞∑
k=−∞

cke
ikx.
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ËÅÊÖÈß 26
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà.

Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
îñîáûõ òî÷åê íà R è èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå, íå
ñîäåðæàùåì åå îñîáûõ òî÷åê, ïðè÷åì ÍÈ

∫ +∞
−∞ |f(x)| dx ñõîäèòñÿ.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì QL1(R). Ôóíêöèè èç
QL1(R) íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûìè íà R.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ QL1(R)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂(y) = (Ff)(y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixy dx.

Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ

f̌(y) = (F−1f)(y) =

∫ +∞

−∞
f(x)eixy dx.

Ïîñêîëüêó

f̌(y) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−ix(−y) dx = 2πf̂(−y),

òî ñâîéñòâà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå àíàëîãè÷íû ñâîé-
ñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå. f̂(y) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ck ïî ñè-

ñòåìå ôóíêöèé {eikx}.
Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò êîìïëåêñíîçíà÷-

íîé ôóíêöèè

f̂(y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixy dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(x) cos(xy) dx− i

2π

∫ +∞

−∞
f(x) sin(xy) dx.

Òàê êàê f ∈ QL1(R) è

|f(x) cos(xy)| ≤ |f(x)|, |f(x) sin(xy)| ≤ |f(x)|,
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òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû∫ +∞
−∞ f(x) cos(xy) dx è

∫ +∞
−∞ f(x) sin(xy) dx ñõîäÿòñÿ (è äàæå

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
èìååò ñìûñë äëÿ ôóíêöèé èç QL1(R).

Ïîëîæèì

fc(y)
.
=

1

π

∫ +∞

−∞
f(x) cos(xy) dx è fs(y)

.
=

1

π

∫ +∞

−∞
f(x) sin(xy) dx

Òîãäà

f̂(y) =
1

2
(fc(y)− ifs(y))

(ôóíêöèè fc(y) è fs(y) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (ak) è (bk) ñîîòâåòñòâåííî).

Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ QL1(R) � ÷åòíàÿ, òî fs(y) = 0 è

fc(y) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(x) cos(xy) dx =

2

π

∫ +∞

0

f(x) cos(xy) dx.

Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ QL1(R) � íå÷åòíàÿ, òî fc(y) = 0 è

fs(y) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(x) sin(xy) dx =

2

π

∫ +∞

0

f(x) sin(xy) dx,

Äîêàçûâàþòñÿ ýòè ôîðìóëû òàê æå, êàê è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ g ∈ QL1(0,+∞) ôóíêöèè

ĝc(y)
.
=

2

π

∫ +∞

0

g(x) cos(xy) dx è ĝs(y)
.
=

2

π

∫ +∞

0

g(x) sin(xy) dx

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîñèíóñ è ñèíóñ�ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå ôóíêöèè g.
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Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ QL1(R), ψ(x, y) ∈ C(Π), ãäå Π = {(x, y)| x ∈
R, y ∈ [c, d]} è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0, ò.÷. ∀(x, y) ∈ Π:

|ψ(x, y)| ≤M . Òîãäà ôóíêöèÿ I(y)
.
=
∫ +∞
−∞ f(x)ψ(x, y) dx ∈ C[c, d].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íåñîáñòâåí-
íîãî èíòåãðàëà

∫ +∞
−∞ f(x)ψ(x, y) dx ëåììó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ∫ +∞

0
f(x)ψ(x, y) dx (èíòåãðàë

∫ 0

−∞ f(x)ψ(x, y) dx ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî).

Èç îöåíêè |f(x)ψ(x, y)| ≤M |f(x)| è óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

ÍÈ
∫ +∞
0

f(x)ψ(x, y) dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî íà îòðåçêå [c, d] (è äàæå
ðàâíîìåðíî).

Çàäàäèì ε > 0. Ïîñêîëüêó ÍÈ
∫ +∞
0

|f(x)| dx ñõîäèòñÿ, òî ∃ηε >
0, ò.÷. ∫ +∞

ηε

|f(x)| dx < ε.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé áðóñ Πε = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ ηε, y ∈ [c, d]}.
Ïî óñëîâèþ ψ ∈ C(Πε). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Êàíòîðà
ôóíêöèÿ ψ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà Πε. Çíà÷èò, ∃δ = δ(ε) > 0,
ò.÷. ∀(x, y) ∈ Πε è ∀∆y ïðè óñëîâèè, ÷òî y +∆y ∈ [c, d]:
|ψ(x, y +∆y)− ψ(x, y)| < ε. Òîãäà

|I(y +∆y)− I(y)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0

f(x)(ψ(x, y +∆y)− ψ(x, y)) dx

∣∣∣∣ ≤∫ +∞

0

|f(x)||ψ(x, y +∆y)− ψ(x, y)| dx =

∫ ηε

0

+

∫ +∞

ηε

≤∫ ηε

0

|f(x)||ψ(x, y +∆y)− ψ(x, y)| dx+ 2M

∫ +∞

ηε

|f(x)| dx <

ε

∫ ηε

0

|f(x)| dx+ 2Mε ≤ ε

∫ +∞

0

|f(x)| dx+ 2Mε =

ε

(∫ +∞

0

|f(x)| dx+ 2M

)
.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1 ëåêöèè 8 â ëåììå ïîäûíòåãðàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ f(x)ψ(x, y) íå îáÿçàíà áûòü íåïðåðûâíîé êàê ôóíêöèÿ äâóõ

ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.
i) (ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) Åñëè f , g ∈ QL1(R) è

λ ∈ R ïðîèçâîëüíû, òî

f̂ + g = f̂ + ĝ, λ̂f = λf̂ .

ii) Åñëè f ∈ QL1(R), òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(y) ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà R ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî,
limy→∞ f̂(y) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. i) Ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâ íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

ii) Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè fc(y) è fs(y) íåïðåðûâíû
íà âñÿêîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíû
íà R. Íî òîãäà â ñèëó êðèòåðèÿ íåïðåðûâíîñòè âåêòîð�ôóíêöèé è

f̂(y) =
1

2
(fc(y)− ifs(y)) ∈ C(R).

Èç îöåíîê |fc(y)|, |fs(y)| ≤
1

π

∫ +∞
−∞ |f(x)| dx, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ

ëþáûõ y ∈ R ñëåäóåò, ÷òî

|f̂(y)| = 1

2

√
f2c (y) + f2s (y) ≤

1

2
(|fc(y)|+ |fs(y)|) ≤

1

π

∫ +∞

−∞
|f(x)| dx,

ò.å. ôóíêöèÿ f̂(y) îãðàíè÷åíà íà R.
Íàêîíåö, ïî òåîðåìå Ðèìàíà (ñì. ëåêöèþ 21) fc(y) è fs(y) ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè y → ∞. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà âåêòîð�ôóíêöèè è limy→∞ f̂(y) = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Cn(R), n ≥ 1. Åñëè f, f ′, . . . , f (n) ∈
QL1(R), òî

f̂ (n)(y) = (iy)nf̂(y)
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è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(f, n) > 0, ò.÷. ïðè y ̸= 0

|f̂(y)| ≤ C

|y|n
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà ôîðìóëó äëÿ
n = 1. Ïî óñëîâèþ f ′ ∈ QL1(R)

⋂
C(R). Ïîýòîìó ∀x > 0 ñîãëàñ-

íî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà
∫ x
0
f ′(t) dt = f(x) − f(0) è òîãäà

f(x) = f(0) +
∫ x
0
f ′(t) dt→ f(0) +

∫ +∞
0

f ′(t) dt ïðè x→ +∞, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íûé limx→+∞ f(x). Ïîêàæåì, ÷òî limx→+∞ f(x) = 0.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî limx→+∞ f(x) = A ̸= 0. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè A > 0. Òîãäà ïî ëåììå î çíàêå ∃x0 > 0, ò.÷. ∀x > x0:
f(x) > A/2. À ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî "õâîñò" íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà
∫ +∞
x0+1

f(x) dx > A/2
∫ +∞
x0+1

dx = +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ +∞
−∞ f(x) dx. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

limx→−∞ f(x) = 0.
Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòû-

âàÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ ôóíêöèè f(x) íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì,
÷òî

f̂ ′(y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−ixy dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
e−ixy df(x) =

1

2π
(f(x)e−ixy|+∞

−∞ + i

∫ +∞

−∞
yf(x)e−ixy dx = iyf̂(y).

Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè

f̂ (n)(y) = ̂(f (n−1))′(y) = iyf̂ (n−1)(y) = iy(iy)n−1f̂(y) = (iy)nf̂(y).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f̂ (n)(y) îãðàíè÷åíà êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè èç QL1(R), òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(f, n), ò.÷.

|f̂ (n)(y)| ≤ C. Òîãäà èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ïðè y ̸= 0 ñëåäóåò

îöåíêà |f̂(y)| ≤ C

|iy|n
=

C

|y|n
. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó f̂ (n)(y) → 0 ïðè y → ∞, òî ynf̂(y) → 0 ïðè

y → ∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ C(R). Åñëè ôóíêöèè

f(x), xf(x), . . . , xnf(x) ∈ QL1(R), òî f̂(y) ∈ Cn(R) è

(f̂)(n)(y) = (−i)n ̂(xnf(x)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ê èíòåãðàëó f̂(y) =
1
2π

∫ +∞
−∞ f(x)e−ixy dx ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâà-

íèè ïî ïàðàìåòðó y

(f̂)′(y) = − i

2π

∫ +∞

−∞
xf(x)e−ixy dx = −i ̂(xf(x)),

÷òî äàñò óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè n = 1.

Òàê êàê (f̂)′(y) =
1

2
(f ′c(y) − if ′s(y)), òî íàäî îáîñíîâàòü çàêîí-

íîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó y ÍÈ
∫ +∞
−∞ f(x) cos(xy) dx

è
∫ +∞
−∞ f(x) sin(xy) dx. Ïðèíàäëåæíîñòü f(x) ê QL1(R) âëå÷åò ñõî-

äèìîñòü ýòèõ ÍÈ. À èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëü-
íûå ôóíêöèè è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî y íåïðåðûâíû íà R2.

Äàëåå îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
èíòåãðàëîâ îò (f(x) cos(xy))′y è (f(x) sin(xy))′y. Èç îöå-
íîê |xf(x) cos(xy)|, |xf(x) sin(xy)| ≤ |xf(x)| è òîãî, ÷òî
xf(x) ∈ QL1(R) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà çàêëþ÷àåì, ÷òî

ÍÈ
∫ +∞
−∞ xf(x) cos(xy) dx è

∫ +∞
−∞ xf(x) sin(xy) dx ñõîäÿòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà R. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 ëåêöèè 8 î
äèôôåðåíöèðîâàíèè ÍÈ ïî ïàðàìåòðó âûïîëíåíû è ïîýòîìó(
f̂
)′

(y) =
1

2π

(
−
∫ +∞

−∞
xf(x) sin(xy) dx− i

∫ +∞

−∞
xf(x) cos(xy) dx

)
=

− i

2π

∫ +∞

−∞
xf(x)e−ixy dx = −i ̂(xf(x))(y).

Çàêîííîñòü ïîñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðîâåðÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî â ñèëó íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f óñëîâèé. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.
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Ïðèìåðû.

1) Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = sgn(x), åñëè |x| < a
è f(x) = 0, åñëè |x| > a. Ýòà ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ ⇒

f̂(y) = −i 1
π

∫ +∞

0

f(x) sin(xy) dx = − i

π

∫ a

0

sin(xy) dx
y ̸=0
=

i

πy
cos(xy)|ax=0 = i

cos(ay)− 1

πy
, f̂(0) = 0.

2) Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = e−a|x|, a > 0.
Ïîñêîëüêó f � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî

f̂(y) =
1

π

∫ +∞

0

e−a|x| cos(xy) dx
y ̸=0
=

1

πy

(
e−ax sin(xy)|x=+∞

x=0 + a

∫ +∞

0

e−ax sin(xy) dx

)
=

− a√
πy2

(
e−ax cos(xy)|y=+∞

x=0 + a

∫ +∞

0

e−ax cos(xy) dx

)
=

a

πy2
− a2

πy2

∫ +∞

0

e−ax cos(xy) dx.

Òîãäà
1

π

∫ +∞

0

e−ax cos(xy) dx

(
1 +

a2

y2

)
=

a

πy2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f̂(y) =
1

π

a

a2 + y2
, åñëè y ̸= 0.

Îòäåëüíî âû÷èñëÿòü f̂(0) íåò íåîáõîäèìîñòè. Ïîñêîëüêó è f̂(y), è ôóíê-

öèÿ
1

π

a

a2 + y2
íåïðåðûâíû íà R è ðàâíû ïðè y ̸= 0, òî îíè ñîâïàäóò è â

òî÷êå y = 0 (ñì. ëåììó 3 ëåêöèè 1.11). Çíà÷èò, f̂(y) =
1

π

a

a2 + y2
äëÿ âñåõ

y ∈ R.
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