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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.

�1.1. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà îáðàçóþò ïîëå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ

+ : R× R→ R, (a, b) 7→ c
def
== a+ b

è óìíîæåíèÿ

· : R× R→ R, (a, b) 7→ c
def
== a · b

ñ âûòåêàþùèìè èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñâîéñòâàìè ýòèõ îïåðàöèé:

(1) a+ b = b+ a, a · b = b · a;

(2) (a+ b) + c = a+ (b+ c), (a · b) · c = a · (b · c);

(3) a+ 0 = a, a · 1 = a;

(4) a+ (−a) = 0, a · a−1 = 1 ïðè a 6= 0.

Ýòè îïåðàöèè ñâÿçàíû ïî äèñòðèáóòèâíîñòè: (a+ b) · c = a · c+ b · c

Ê àêñèîìàì ïîëÿ äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà, äåñÿòàÿ àêñèîìà, óíèêàëüíàÿ äëÿ R :

Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè. Ïóñòü X è Y � ïîäìíîæåñòâà R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y âåðíî, ÷òî x 6 y. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÷èñëî c òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Y èìååì x 6 c 6 y.
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1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
1.1. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè.

Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê < ñî ñâîéñòâàìè:

(1) a 6= b =⇒ a < b èëè b < a;

(2) a < b, b < c =⇒ a < c;

(3) a < b =⇒ a+ c < b+ c;

(4) a < b, c > 0 =⇒ a · c < b · c.

Ïîëå R íîðìèðîâàíî, ‖a‖ def
== |a| � ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ÷èñëà a. Óêàæåì åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà:

(1) |a+ b| 6 |a|+ |b|.
I Ïîñêîëüêó |a| = max{−a, a}, èìååì:

a+ b 6 a+ |b| 6 |a|+ |b|, −a− b 6 −a+ |b| 6 |a|+ |b|,

îòêóäà è |a+ b| 6 |a|+ |b|. J

(2) ||a| − |b|| 6 |a− b|.
I Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (1):

|a| = |(a− b) + b| 6 |a− b|+ |b| =⇒ |a| − |b| 6 |a− b|

è, àíàëîãè÷íî, |b| − |a| 6 |a− b|. Ñëåäîâàòåëüíî, ||a| − |b|| 6 |a− b|. J

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå èõ êëàññû.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî E ìíîæåñòâà R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E âûïîëíåíî x 6 C (ñîîòâåòñòâåííî, C 6 x).

Åñëè ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åííî è ñâåðõó, è ñíèçó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åííî.

Äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òî÷íîé ãðàíè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî ñâåðõó. ×èñëî M íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E
(îáîçíà÷åíèå: M = supE), åñëè âûïîëíåíû 2 óñëîâèÿ:

(1) M îãðàíè÷èâàåò E ñâåðõó, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî x ∈ E âåðíî x 6M ;

(2) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 â E ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî x > M − ε.

Àíàëîãè÷íî, åñëè E îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ÷èñëîm íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E (îáîçíà÷åíèå:m = inf E),
åñëè:

(1) m îãðàíè÷èâàåò E ñíèçó, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî x ∈ E âåðíî m 6 x;

(2) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 â E ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî m+ ε < x.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò åãî òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü.

Òåîðåìà 1.1.3. Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, à ëþáîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó
ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü.

4



1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
1.2. Ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ñëó÷àé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü E îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ E ñâåðõó, òî åñòü

B = {b | x 6 b äëÿ ëþáîãî x ∈ E} .

Çàìåòèì, ÷òî B íåïóñòî (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà) è äëÿ ëþáûõ x ∈ E è b ∈ B èìååì x 6 b.
Ïî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E è b ∈ B âûïîëíåíî x 6 M 6 b. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî M = supE. J

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèëîæåíèÿ äîêàæåì õîðîøî èçâåñòíûé íàì ôàêò.

Ëåììà 1.1.4. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

I Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó ó ìíîæåñòâà N ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü M . Ðàññìîòðèì ÷èñëî
M0 = M − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n0 ∈ N, ÷òî

M − 1 = M0 < n0.

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî M < n0 + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Çíà÷èò, N íåîãðà-
íè÷åíî ñâåðõó. J

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ëåììû ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

Ñëåäñòâèå 1.1.5. (Ïðèíöèï Àðõèìåäà). Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b òàêèõ, ÷òî a < b,
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî a ·m > b.

I Ðàññìîòðèì ÷èñëî q = b/a. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå m, ÷òî q < m (èíà÷å ÷èñëî q îãðàíè÷èâàëî áû ìíîæåñòâî N
ñâåðõó, ÷òî íåâîçìîæíî) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a ·m > b. J

�1.2. Ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [ak, bk], . . .

íåâûðîæäåííûõ (òî åñòü ak 6= bk äëÿ âñÿêîãî k) îòðåçêîâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n = n(ε) òàêîå, ÷òî bn− an < ε, òî ñèñòåìà
âëîæåííûõ îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ.

Ýïèòåò ¾ñòÿãèâàþùàÿñÿ¿ îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåíòðàëüíîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1.2.2. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [ak, bk], . . . åå ïåðåñå÷åíèå

Ω =

∞⋂
k=1

[ak, bk] íåïóñòî.

Åñëè ñèñòåìà áûëà ñòÿãèâàþùåéñÿ, òî Ω ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè c, ïðè÷åì

c = sup
n
{an} = inf

n
{bn}.
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1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
1.3. Ëåììû Ãåéíå-Áîðåëÿ î ïîêðûòèè è Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëüíîé òî÷êå.

I Îáîçíà÷èì A = {an | n ∈ N}, B = {bn | n ∈ N}. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ k è n âåðíî ak < bn.

Ïðè k = n ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè. Åñëè k > n, òî èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

ak < ak+1 < . . . < an < bn.

Àíàëîãè÷íî ïðè k < n
ak < bk < bk−1 < . . . < bn.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ak ∈ A è bn ∈ B âûïîëíåíî ak < bn, è ïî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò ÷èñëî c òàêîå,
÷òî ak 6 c 6 bn äëÿ âñåõ ak ∈ A è bn ∈ B, òî åñòü c ∈ Ω.

Òåïåðü â ïðåäïîëîæåíèè ñòÿãèâàåìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ äîêàæåì, ÷òî c � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò c′ ∈ Ω, c′ 6= c. Òîãäà â îïðåäåëåíèè ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìû âîçüìåì

ε =
|c− c′|

2

è äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ íàéäåì íîìåð n òàêîé, ÷òî bn − an < ε.

Íî c è c′ � ýëåìåíòû èç ïåðåñå÷åíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî n âåðíî |c−c′| 6 bn−an. Ñðàâíèâàÿ äâà íåðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì,
÷òî

|c− c′| 6 bn − an < ε =
|c− c′|

2
� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, c = c′.

Íàêîíåö, òàê êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíû íåðàâåíñòâà

an 6 sup
n
{an} 6 c 6 inf

n
{bn} 6 bn

è
inf
n
{bn} − sup

n
{an} 6 bn − an < ε äëÿ ëþáîãî ε > 0,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî inf
n
{bn} = sup

n
{an} = c. J

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè âìåñòî âëîæåííûõ îòðåçêîâ ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàëû èëè ïîëóèíòåðâàëû, òî òåîðåì áóäåò
íåâåðíà. Ëåãêî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 1.2.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ(
0,

1

2

)
⊃
(

0,
1

3

)
⊃ . . . ⊃

(
0,

1

k

)
⊃ . . .

Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè c ñóùåñòâóåò íîìåð n = n(c) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ k > n

c >
1

k
=⇒ c /∈

(
0,

1

k

)
,

à ñëåäîâàòåëüíî, c íå ìîæåò ëåæàòü â ïåðåñå÷åíèè.

�1.3. Ëåììû Ãåéíå-Áîðåëÿ î ïîêðûòèè è Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëüíîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà S = {Aα | α ∈ I} ìíîæåñòâ (I � íåêîòîðîå èíäåêñèðóþùåå ìíîæåñòâî)
ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî X, åñëè äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò α ∈ I òàêîå, ÷òî x ∈ Aα.

Òåîðåìà 1.3.2. (Ëåììà Ãåéíå-Áîðåëÿ). Èç ëþáîãî ñèñòåìû S èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùåé îòðåçîê [a, b] âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé, ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, åãî ïîêðûâàþùóþ.

I Ïóñòü I1 = [a, b]. Ïîñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

åñëè Ik äîïóñêàåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå èíòåðâàëàìè èç S, òî òåîðåìà äîêàçàíà;
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1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
1.4. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

èíà÷å ïîäåëèì Ik ïîïîëàì è ïðèìåì çà Ik+1 òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ íå äîïóñêàåò êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . áóäåò ñòÿãèâàþùåéñÿ, ïîñêîëüêó

|In| =
|I1|
2n

=
b− a

2n
,

è n(ε) ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì

⌊
log2

b− a
ε

⌋
+ 1. Ïî äîêàçàííîìó â ïåðåñå÷åíèè

∞⋂
k=1

Ik ëåæèò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c.

Òàê êàê òî÷êà c ëåæàëà â èñõîäíîì îòðåçêå [a, b], äëÿ íåå ñóùåñòâîâàë èíòåðâàë (α, β) ∈ S, åå ñîäåðæàùèé. Ïîëîæèì

ε = min{c− α, β − c}

è âûáåðåì îòðåçîê In òàêîé, ÷òî |In| < ε. Òîãäà â ñèëó âûáîðà ε ïîëó÷àåì, ÷òî In ⊂ (α, β) � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî In
íå äîïóñêàåò êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ. J

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Íàçîâåì òî÷êó p ïðåäåëüíîé äëÿ ïîäìíîæåñòâà E âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, åñëè â ëþáîé åå îêðåñò-

íîñòè Uδ(p)
def
== (p− δ, p+ δ) ëåæèò îòëè÷íàÿ îò p òî÷êà èç E.

Òåîðåìà 1.3.4. (Ëåììà î ïðåäåëüíîé òî÷êå). Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî E âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

I Òàê êàê E îãðàíè÷åíî, ñóùåñòâóåò îòðåçîê I, öåëèêîì ñîäåðæàùèé E. Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíà òî÷êà I ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé äëÿ E.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ I âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå δ = δ(x) > 0, òîãäà îêðåñòíîñòü Uδ(x) ñîäåðæèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç E (èëè íå ñîäåðæèò èõ âîâñå). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé ïî âñåì x ∈ I
îáðàçóåò ïîêðûòèå îòðåçêà I, è ïî ëåììå Ãåéíå-Áîðåëÿ èç íåãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå îêðåñòíîñòÿìè
Uδ1(x1), . . . , Uδn(xn).

Òàê êàê E ⊂ I, âûäåëåííîå ïîäïîêðûòèå ïîêðûâàåò è ìíîæåñòâî E. Íî â êàæäîé òàêîé îêðåñòíîñòè êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê, ïîýòîìó è â èõ îáúåäèíåíèè èõ òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî. Íî ìíîæåñòâî E áåñêîíå÷íî � ïðîòèâîðå÷èå. J

�1.4. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå f : A→ B íàçûâàåòñÿ:

(1) èíúåêòèâíûì (èíúåêöèåé), åñëè äëÿ âñÿêèõ a1, a2 ∈ A, a1 6= a2 âûïîëíåíî f(a1) 6= f(a2);

(2) ñþðúåêòèâíûì (ñþðúåêöèåé), åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ B ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî f(a) = b;

(3) áèåêòèâíûì (áèåêöèåé, âçàèìíî îäíîçíà÷íûì), åñëè f îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Åñëè ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B ìîæíî óñòàíîâèòü áèåêöèþ f , òî ãîâîðÿò, ÷òî A è B ðàâíîìîùíû.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâíîìîùíîñòü çàäàåò íà êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îïðåäåëèì êëàññû
ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ:

(1) êîíå÷íûì ìîùíîñòè n, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó Xn = {1, 2, . . . , n};

(2) ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N;
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1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
1.4. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

(3) íåñ÷åòíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ íè êîíå÷íûì, íè ñ÷åòíûì.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ è óñòàíîâèì áèåêöèè ìåæäó íèìè.

Ïðèìåð 1.4.3. Áèåêöèÿ f : N → 2N, n 7→ 2n ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî 2N ÷åòíûõ ÷èñåë ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.

Ïðèìåð 1.4.4. Èíòåðâàë U =
(
−π

2
,
π

2

)
ðàâíîìîùåí âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ýòî çàäàåòñÿ áèåêöèåé f : U → R, x 7→ tg x.

Ëåãêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ïðîìåæóòêà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (ïîä ïðîìåæóòêîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèáî èí-
òåðâàë (â òîì ÷èñëå âñÿ ïðÿìàÿ R), ëèáî ïîëóèíòåðâàë (â òîì ÷èñëå ëó÷), ëèáî îòðåçîê) ðàâíîìîùíû äðóã äðóãó. Îñòàâèì
ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 1.4.5. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

I Çàìåòèì, ÷òî îò âûêèäûâàíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü áåñêîíå÷íûì ñîõðàíÿåòñÿ. Èñïîëü-
çóÿ ýòî, ïîñòðîèì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî â E ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

E áåñêîíå÷íî =⇒ ñóùåñòâóåò x1 ∈ E;

E \ {x1} áåñêîíå÷íî =⇒ ñóùåñòâóåò x2 ∈ E \ {x1};

E \ {x1, x2} áåñêîíå÷íî =⇒ ñóùåñòâóåò x3 ∈ E \ {x1, x2};
...

E \ {x1, . . . , xk} áåñêîíå÷íî =⇒ ñóùåñòâóåò xk+1 ∈ E \ {x1, . . . , xk};
...

Ìíîæåñòâî {xi | i ∈ N} è áóäåò èñêîìûì. J

Ëåììà 1.4.6. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.

I Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé ëåììû. À èìåííî, ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà E = {xi | i ∈ N}, òîãäà ïåðå÷èñëèì åãî ýëåìåíòû ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

A ⊂ E, A 3 a1 =⇒ a1 ∈ X =⇒ a1 = xn1
;

A \ {a1} ⊂ E, A \ {a1} 3 a2 =⇒ a2 ∈ X =⇒ a2 = xn2 ;

A \ {a1, a2} ⊂ E, A \ {a1, a2} 3 a3 =⇒ a3 ∈ X =⇒ a2 = xn3
;

...

A \ {a1, . . . , ak} ⊂ E, A \ {a1, . . . , ak} 3 ak+1 =⇒ ak+1 ∈ X =⇒ ak+1 = xnk+1
;

...

Òàêèì îáðàçîì, A = {xnk | k ∈ N} è áèåêöèÿ f : A→ N, xnk 7→ k óñòàíàâëèâàåò ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà A. J

Ëåììà 1.4.7. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.1. Ïîíÿòèå ïðåäåëà.

I Ïóñòü An = {an,k |k ∈ N}, n ∈ N � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Âûïèøåì èõ ýëåìåíòû â áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó:

y

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,k · · ·
a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,k · · ·
a3,1 a3,2 a3,3 · · · a3,k · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 an,3 · · · an,k · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(â ïåðâîé ñòðîêå âûïèñàíû ýëåìåíòû A1, âî âòîðîé � ýëåìåíòû A2 è ò.ä.)

Òåïåðü âûïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïî ïîáî÷íûì äèàãîíàëÿì:

a1,1; a1,2, a2,1; a1,3, a2,2, a3,1; . . .

Ýòî óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ An è ìíîæåñòâîì N, êîòîðàÿ â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ êàê

f :
∞⋃
n=1

An → N, an,k 7→
(n+ k − 1)(n+ k − 2)

2
+ n

Ñòàëî áûòü,

∞⋃
n=1

An ñ÷åòíî. J

Èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå ìåòîä íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ äèàãî-
íàëüíûì ìåòîäîì Êàíòîðà.

Ñëåäñòâèå 1.4.8. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî.

I Â ñàìîì äåëå,

Q =

∞⋃
q=1

{
p

q

∣∣∣∣ ÍÎÄ(p, q) = 1

}
,

à êàæäîå âíóòðåííåå ìíîæåñòâî ñ÷åòíî êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N. J

Òåîðåìà 1.4.9. Âñÿêèé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê [a, b], a 6= b âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íåñ÷åòåí.

I Ïóñòü ýòî íå òàê, òî åñòü [a, b] = I1 = {xi | i ∈ N}. Ïîñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

íà k−òîì øàãå îòðåçîê Ik ðàçäåëèì íà 3 ðàâíûå ÷àñòè è ïðèìåì çà Ik+1 òó åãî òðåòü, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò xk.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . áóäåò ñòÿãèâàþùåéñÿ, ïîñêîëüêó

|In| =
|I1|
3n

=
b− a

3n
,

è n(ε) ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì

⌊
log3

b− a
ε

⌋
+ 1. Ïî äîêàçàííîìó â ïåðåñå÷åíèè

∞⋂
k=1

Ik ëåæèò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c = xn0
.

Íî ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçêîâ xn0
/∈ In0

⊂ I1 = [a, b] � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, îòðåçîê [a, b] íåñ÷åòåí. J

Ñëåäñòâèå 1.4.10. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R íåñ÷åòíà.

I Â ñàìîì äåëå, åñëè áû R áûëà ñ÷åòíà, òî ëþáîå åå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî òàêæå áûëî áû ñ÷åòíûì. Íî ìû çíàåì,
÷òî, íàïðèìåð, îòðåçêè íå ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè. Çíà÷èò, è R ñàìî íåñ÷åòíî. J
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.1. Ïîíÿòèå ïðåäåëà.

Ãëàâà 2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

�2.1. Ïîíÿòèå ïðåäåëà.

×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî {an} ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïðè n→∞

(îáîçíà÷åíèå: a = lim
n→∞

an),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |an − a| < ε.

Åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ïðåäåë, îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, èíà÷å � ðàñõîäÿùåéñÿ.

a− ε
a

a+ ε
Èíòóèòèâíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü
òàê:

äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî ìîìåíòà, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ëåæàò â
ε−òðóáêå ñ öåíòðîì â a (ñì. êàðòèíêó).

Òåîðåìà 2.1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èìååò ïðåäåë a, òî îí åäèíñòâåíåí.

I Ïóñòü a′ 6= a � åùå îäèí ïðåäåë äëÿ {an}. Çàïèøåì, ÷òî ýòî çíà÷èò:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íîìåðà n1 = n1(ε), n2 = n2(ε) òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ n > n1 âûïîëíåíî |an − a| < ε, à äëÿ âñåõ n > n2 � ñîîòâåòñòâåííî |an − a′| < ε.

Âîçüìåì ε =
|a− a′|

3
> 0, à N = N(ε) = max{n1, n2}. Òîãäà:

|a− a′| = |(a− an) + (an − a′)| 6 |an − a|+ |an − a′| < 2ε =
2|a− a′|

3
� ïðîòèâîðå÷èå.

J

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé (ñâåðõó, ñíèçó), åñëè òàêîâî ìíîæåñòâî

A = {an | n ∈ N}.

Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè óäîáíî çàïèñûâàòü òàê: äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî |an| 6 C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ëåììà 2.1.4. Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

I Ïóñòü a = lim
n→∞

an. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ε = 1 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî

|an − a| < 1 ⇐⇒ a− 1 < an < a+ 1.

Òîãäà â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíûõ îãðàíè÷èâàþùèõ êîíñòàíò âûáåðåì ÷èñëà

c = min{a− 1, a1, a2, . . . , aN} è C = max{a+ 1, a1, a2, . . . , aN},

è î÷åâèäíî, ÷òî óæå äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî c < an < C. Çíà÷èò, {an} îãðàíè÷åíà. J
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåììà 2.1.5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {|an|} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó |a|.

I Âíîâü çàïèøåì îïðåäåëåíèå:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |an − a| < ε. Íî òîãäà èç ñâîéñòâ
ìîäóëåé

||an| − |a|| 6 |an − a| < ε,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |a| = lim
n→∞

|an|. J

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ìîäóëåé ñõîäèòñÿ, òî ãàðàíòèðîâàòü
ñõîäèìîñòü èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ.

Ïðèìåð 2.1.6. Ïóñòü an = (−1)n. Òîãäà {an} � ðàñõîäÿùàÿñÿ (ïîëåçíî ïðîâåðèòü ýòî íàïðÿìóþ, ðàñïèñàâ îïðåäåëåíèå),
íî â òî æå âðåìÿ |an| ≡ 1, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ê 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé êîíòðïðèìåð òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñëåäóåò åå
ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 2.1.7. (Ëåììà î ñîõðàíåíèè çíàêà). Ïóñòü a 6= 0 � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Òîãäà ñóùåñòâóåò
íîìåð N0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0 âûïîëíåíî

an >
a

2
· sgn a.

I Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε =
|a|
2

ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî

|an − a| <
|a|
2
⇐⇒ a− |a|

2
< an < a+

|a|
2
.

Åñëè a > 0, òî èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
a

2
< an, à åñëè a < 0, òî èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî an <

a

2
ïðè âñåõ n > N = N0. Îáîáùàÿ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. J

�2.2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè îíà ñõîäèòñÿ ê 0.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü {αn} è {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå, à {cn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà áåñêîíå÷íî
ìàëûìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn ± βn}, {cn · αn} è {αn · βn}.

I Çàïèøåì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà äëÿ {αn} è {βn}:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íîìåðà Nα = Nα(ε), Nβ = Nβ(ε) òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ n > Nα âûïîëíåíî |αn − 0| = |αn| < ε, à äëÿ âñåõ n > Nβ � ñîîòâåòñòâåííî |βn| < ε.

Îáîçíà÷èâ N = N(ε) = max{Nα, Nβ}, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n > N îäíîâðåìåííî |αn| < ε è |βn| < ε. À òîãäà

|αn ± βn| 6 |αn|+ |βn| < 2ε,

îòêóäà {αn ± βn} � òîæå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Äàëåå, ïóñòü C � îãðàíè÷èâàþùàÿ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn} êîíñòàíòà, òîãäà ïðè n > Nα

|cn · αn| 6 C · |αn| < C · ε,

11



2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.3. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

îòêóäà {cn · αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} îãðàíè÷åíà, èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî
{αn · βn} � òàêæå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. J

Öåíòðàëüíîé òåîðåìîé î áåñêîíå÷íî ìàëûõ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.2.3. (Ëåììà î áåñêîíå÷íî ìàëîé). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó a, åñëè è òîëüêî åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}, ÷òî an = a+ αn.

I Ïóñòü a � ïðåäåë {an}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N
âûïîëíåíî |an−a| < ε. Îáîçíà÷èì αn = an−a, òîãäà óñëîâèå |αn| < ε ïðè n > N îçíà÷àåò, ÷òî {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Òåïåðü ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ òàêàÿ, ÷òî an = a + αn. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð
N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |αn| = |an − a| < ε, ïîýòîìó a � ïðåäåë {an}. J

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð
N = N(A) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî |an| > A.

Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî åå ïðåäåë ðàâåí ∞.

�2.3. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

bn. Òîãäà:

(1) lim
n→∞

(an ± bn) ñóùåñòâóåò è ðàâåí a± b;

(2) lim
n→∞

(an · bn) ñóùåñòâóåò è ðàâåí a · b

(3) åñëè a 6= 0 è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî an 6= 0, òî lim
n→∞

bn
an

ñóùåñòâóåò è ðàâåí
b

a
.

I Ïî ëåììå î áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîäáåðåì òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå {αn} è {βn}, ÷òî an = a+ αn è bn = b+ βn. Òîãäà:

(1) αn ± βn = (an − a)± (bn − b) = (an ± bn)− (a± b) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, ïîýòîìó a± b � ïðåäåë {an ± bn};

(2) ïî (1):

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

(a · b+ a · βn + b · αn + αn · βn) = a · b+ a · lim
n→∞

βn + b · lim
n→∞

αn + lim
n→∞

(αn · βn) = a · b,

òàê êàê {αn · βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ;

(3) Çàìåòèì, ÷òî

lim
n→∞

(
bn
an
− b

a

)
= lim

n→∞

a · b+ a · βn − a · b− b · αn
a · an

= lim
n→∞

a · βn − b · αn
a · an

= 0,

òàê êàê {a · βn − b · αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à
{

1

a · an

}
� îãðàíè÷åíà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim

n→∞

bn
an

=
b

a
.

J
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.4. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî Ýéëåðà e.

Òåîðåìà 2.3.2. (Ëåììà î çàæàòîé ïåðåìåííîé). Ïóñòü äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

an 6 bn 6 cn.

Òîãäà åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {cn} ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó d, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} òàêæå
ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ê òîìó æå ÷èñëó d.

I Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {cn} ÷èñëî d ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì, åñëè è òîëüêî åñëè:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò íîìåðà n1 = n1(ε), n2 = n2(ε) òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ n > n1 âûïîëíåíî |an − d| < ε, à äëÿ âñåõ n > n2 � ñîîòâåòñòâåííî |cn − d| < ε.

Âûáðàâ N = N(ε) = max{n1, n2}, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n > N

d− ε < an 6 bn 6 cn < d+ ε =⇒ |bn − d| < ε,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî d � ïðåäåë äëÿ {bn}. J

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

bn, ïðè÷åì äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî an 6 bn. Òîãäà a 6 b.

I Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà lim
n→∞

(an− bn) = a− b > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε =
a− b

2
ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé,

÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî

|(an − bn)− (a− b)| < a− b
2

⇐⇒ 0 <
a− b

2
< an − bn <

3(a− b)
2

.

Íî îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî an − bn > 0 ⇐⇒ an > bn � ïðîòèâîðå÷èå. J

Çàìåòèì, ÷òî äàæå åñëè äëÿ âñåõ n âåðíî an < bn, óòâåðæäàòü, ÷òî a < b, íåëüçÿ.

Ïðèìåð 2.3.4. Ïóñòü an =
1

n
, à bn =

1

n2
. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó

è òîìó æå ÷èñëó 0, íî â òî æå âðåìÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âåðíî an < bn.

�2.4. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî Ýéëåðà e.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, óáûâàþùåé, ñòðîãî óáû-
âàþùåé), åñëè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âåðíî an 6 an+1 (ñîîòâåòñòâåííî, an < an+1, an > an+1, an > an+1).

Òåîðåìà 2.4.2. (Âåéåðøòðàññà î ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ). Âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {an} èìååò ïðåäåë: êîíå÷íûé, åñëè {an} îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó), è áåñêîíå÷íûé èíà÷å.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü {an} � ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü a = sup
n
{an}, äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ:

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî an 6 a, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî aN > a− ε.

Íî â ñèëó ìîíîòîííîñòè íåðàâåíñòâî an(> aN ) > a − ε âåðíî è äëÿ âñåõ n > N . À òàê êàê ÷èñëî a + ε > a òàêæå
îãðàíè÷èâàåò {an} ñâåðõó, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî |an − a| < ε, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî a � ïðåäåë äëÿ {an}.

Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî {an} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò N = N(A) òàêîé, ÷òî aN > A.

È ñíîâà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âåðíî è äëÿ âñåõ n > N , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî {an} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ
(èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë). J
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.4. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî Ýéëåðà e.

Ñëåäñòâèå 2.4.3. Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè îíà îãðàíè÷åíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.4.4. (Òåîðåìà Áåðíóëëè). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî α > −1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + α)n > 1 + αn.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 èìååì òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò 1 + α > 1 + α.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãî N . Òîãäà:

(1 + α)N+1 = (1 + α)N (1 + α) > (1 + αN)(1 + α) = 1 + αN + α+ α2N > 1 + α(N + 1).

J

Òåîðåìà 2.4.5. Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =

(
1 +

1

n

)n
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë, ëåæàùèé íà îòðåçêå [2, 4].

Ýòîò ïðåäåë ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé e.

I Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn =

(
1 +

1

n

)n+1

è äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Áåðíóëëè

an
an−1

=

(
1 +

1

n

)n
·
(

1 +
1

n− 1

)−(n−1)

=
(n+ 1)n(n− 1)n−1

nn+n−1
=

n

n− 1

[
(n+ 1)(n− 1)

n2

]n
=

n

n− 1

(
1− 1

n2

)n
>

>
n

n− 1

(
1− n · 1

n2

)
=

n

n− 1
· n− 1

n
= 1 =⇒ äëÿ âñåõ n > 2 âûïîëíåíî an > an−1.

(2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîííî óáûâàåò.
Àíàëîãè÷íî (1),

bn−1

bn
=

(
1 +

1

n− 1

)n
·
(

1 +
1

n

)n+1

=
nn+n+1

(n+ 1)n+1(n− 1)n
=

n− 1

n

[
n2

(n+ 1)(n− 1)

]n+1

=
n− 1

n

(
1 +

1

n2 − 1

)n+1

>

>
n− 1

n

(
1 + (n+ 1) · 1

n2 − 1

)
=

n− 1

n
· n

n− 1
= 1 =⇒ äëÿ âñåõ n > 2 âûïîëíåíî bn 6 bn−1.

(3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âåðíû íåðàâåíñòâà

an > a1 = 2 è bn 6 b1 = 4.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî an < bn. Ýòî äàåò îöåíêó 2 6 an < bn 6 4, âåðíóþ ïðè âñåõ n.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë. J

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî è ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë; óñòàíîâèì, ÷åìó îí ðàâåí:
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.5. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×àñòè÷íûå ïðåäåëû.

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

[
an ·

(
1 +

1

n

)]
= lim

n→∞
an · lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
= e · 1 = e.

Òî åñòü ïðåäåëû {an} è {bn} ðàâíû. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî e ìîæíî áûëî ñòðîèòü êàê ýëåìåíò ïåðåñå÷åíèÿ
ñòÿãèâàþùåéñÿ ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ:

e =

∞⋂
k=1

[(
1 +

1

n

)n
,

(
1 +

1

n

)n+1
]
.

�2.5. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×àñòè÷íûå ïðåäåëû.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à {nk} � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank} íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â {an}.

Òåîðåìà 2.5.2. (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà, òî â íåé ìîæíî âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à åñëè íåîãðàíè÷åíà � òî áåñêîíå÷íî áîëüøóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

I Ïóñòü {an} îãðàíè÷åíà. Âûáåðåì äëÿ {an} óíèâåðñàëüíûå îãðàíè÷èâàþùèå êîíñòàíòû c1 è C1. Ïîñòðîèì ñèñòåìó
âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

íà k−òîì øàãå îòðåçîê [ck, Ck] ðàçäåëèì íà 2 ðàâíûå ÷àñòè è ïðèìåì çà [ck+1, Ck+1] òó åãî ïîëîâèíó, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ [c1, C1] ⊃ [c2, C2] ⊃ . . . áóäåò ñòÿãèâàþùåéñÿ, ïîñêîëüêó

Ck − ck =
C1 − c1

2k
→ 0 ïðè n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðåñå÷åíèè

∞⋂
k=1

[ck, Ck] ëåæèò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c = sup
k
ck = inf

k
Ck.

Âûáåðåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} òàê, ÷òî ank ∈ [ck, Ck]. Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíåíî
ck 6 ank 6 Ck è, ïîñêîëüêó lim

k→∞
ck = lim

k→∞
Ck = c, ïî òåîðåìå î çàæàòîé ôóíêöèè c � ïðåäåë è äëÿ {ank}.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî {an} íåîãðàíè÷åíà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(A) òàêîé, ÷òî
|aN | > A. Ïîñòðîèì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} òàê, ÷òî |ank | > k, òîãäà äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ank} èìååì:

äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(A) > A òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ k > N âûïîëíåíî |ank | > k > N > A.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî {ank} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. J

Îïðåäåëåíèå 2.5.3. ×èñëî a (èëè ñèìâîë ∞) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè â íåé
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, ñõîäÿùàÿñÿ ê a (ñîîòâåòñòâåííî, áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâî H({an}) âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}
íåïóñòî.

Ëåììà 2.5.4. (Êðèòåðèé ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà). ×èñëî α ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an},
åñëè è òîëüêî åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà α ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

I Ïóñòü α � ïðåäåë íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank} â {an}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð
K = K(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ k > K âûïîëíåíî

|ank − α| < ε ⇐⇒ α− ε < ank < α+ ε.
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.6. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òî åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ {ank} (à, çíà÷èò, è âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}) íå ëåæèò â âûáðàííîé
ε−îêðåñòíîñòè ÷èñëà α. Ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Òåïåðü ïóñòü ÷èñëî α òàêîâî, ÷òî â ëþáîé åãî ε−îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò èç {an}. Ïîñòðîèì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} òàê, ÷òî ïðè âñåõ k âûïîëíåíî

|ank − α| <
1

k
⇐⇒ α− 1

k
< ank < α+

1

k
.

Ïî òåîðåìå î çàæàòîé ïåðåìåííîé çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}, ðàâíûé α, òî
åñòü α � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë. J

Ëåììà 2.5.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a, åñëè è òîëüêî åñëè îíà îãðàíè÷åíà è H({an}) = {a}.

I Ïóñòü a = lim
n→∞

an. Ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó {an} îãðàíè÷åíà.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî
|an − a| < ε.

Âûáåðåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}, òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð K = K(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ k > K
âûïîëíåíî nk > nK > N . À òîãäà äëÿ âñåõ k > K èìååì |ank − a| < ε, ÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ε îçíà÷àåò
ñõîäèìîñòü ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank} ê ÷èñëó a.

Òåïåðü ïóñòü {an} îãðàíè÷åíà è èìååò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë a. Âûáåðåì óíèâåðñàëüíûå îãðàíè÷èâàþùèå
êîíñòàíòû m = inf

n
an è M = sup

n
an, òîãäà â ñèëó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà âûïîëíåíî m 6 a 6M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
n→∞

an 6= a. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε−îêðåñòíîñòü òî÷êè a, âíå êîòîðîé, òî åñòü íà ìíîæåñòâå

[m, a− ε] ∪ [a+ ε,M ],

ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ýòî îòðåçîê [a+ ε,M ].

Òîãäà â {an} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, öåëèêîì ëåæàùóþ íà îòðåçêå [a + ε,M ], è ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà óæå èç íåå ìîæíî âûäåëèòü íîâóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ÷èñëó b ∈ [a + ε,M ], î÷åâèäíî,
íå ðàâíîìó a � ïðîòèâîðå÷èå. J

Îïðåäåëåíèå 2.5.6. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà H({an}) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}

(îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

an èëè lim sup
n→∞

an),

à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü � ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì ïðåäåëîì

(îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

an èëè lim inf
n→∞

an),

Òåîðåìà 2.5.7. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ÿâëÿþòñÿ åå ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âåðõíåãî ïðåäåëà.

×èñëî α ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû 2 óñëîâèÿ:

äëÿ âñåõ p ∈ H({an}) âûïîëíåíî p 6 α è äëÿ ëþáîãî α′ < α ñóùåñòâóåò p′ = p′(α′) ∈ H({an}) òàêîå, ÷òî p′ > α′.

Çàôèêñèðóåì ε > 0, ïîëîæèì α′ = α− ε è âûáåðåì p′ ∈ H({an}), p′ ∈ (α′, α).

Ïîäáåðåì òàêîå δ, ÷òî Uδ(p
′) ⊂ (α′, α). Ïî êðèòåðèþ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà â Uδ(p

′) ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò èñõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ è â (α′, α).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ε ïî òîìó æå êðèòåðèþ çàêëþ÷àåì, ÷òî α � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë äëÿ {an}. J
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2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.7. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ.

�2.6. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð
N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > m > N âûïîëíåíî |an − am| < ε.

Òåîðåìà 2.6.2. (Êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èìååò ïðåäåë, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

I Ïóñòü a = lim
n→∞

an. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî:

äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíåíî |an − a| < ε è äëÿ ëþáîãî m > N âûïîëíåíî |am − a| < ε

(çäåñü 2 ðàçà çàïèñàíî îäíî è òî æå óñëîâèå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî âûáðàòü n > m, òîãäà ïðè âñåõ n > m > N
èìååì

|am − an| 6 |am − a|+ |an − a| < 2ε,

÷òî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü {an}.

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäàìåíòàëüíà. Äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) {an} îãðàíè÷åíà.
Âîçüìåì ε = 1 è íàéäåì òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > m > N âûïîëíåíî |an − am| < 1. Çàôèêñèðóåì m = N + 1,
òîãäà äëÿ âñåõ n > N èìååì

|an − aN+1| < 1 ⇐⇒ aN+1 − 1 < an < aN+1 + 1

Òîãäà â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíûõ îãðàíè÷èâàþùèõ êîíñòàíò âûáåðåì ÷èñëà

c = min{aN+1 − 1, a1, a2, . . . , aN} è C = max{aN+1 + 1, a1, a2, . . . , aN},

è î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî c < an < C.

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a.

(2) {an} ñàìà ñõîäèòñÿ ê a.
Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank}:
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð K = K(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ k > K âûïîëíåíî |ank − a| < ε.

Äàëåå, â îïðåäåëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîñòè {an} îáîçíà÷èì m = nk è âûáåðåì N0 = N0(ε) = max{N,K}. Òîãäà
äëÿ âñåõ n > N0 èìååì

|an − a| 6 |an − ank |+ |ank − a| < 2ε,

îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü {an} ê ÷èñëó a.

J

�2.7. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.7.1. ×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé(
{ak}, {Sk := a1 + . . .+ ak}

)
,

ãäå ýëåìåíòû {ak} íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ÷èñëîâîãî ðÿäà, à ýëåìåíòû {Sk} � ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Èíòóèòèâíî ïîä ÷èñëîâûì ðÿäîì ïîíèìàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ çàïèñü

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ ak + . . .

Îïðåäåëåíèå 2.7.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ ê ñóììå S, åñëè S � êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì. Èíà÷å ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.7.3. (Êðèòåðèé Êîøè). Ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð

N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > N è p > 0 âûïîëíåíî

|Sn+p − Sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

I Òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì. J

Òåîðåìà 2.7.4. (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü A =

∞∑
k=1

ak è B =

∞∑
k=1

bk � äâà ðÿäà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî k âûïîëíåíî

0 6 ak 6 Cbk.

Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà B ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà A, à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà A � ðàñõîäèìîñòü ðÿäà B.

I Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ; âòîðàÿ äîêçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè ê ñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó B:

ïî ε > 0 íàéäåì íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ n > N è p > 0 âûïîëíåíî

n+p∑
k=n

bk < ε.

Íî ïî óñëîâèþ ak 6 Cbk, ïîýòîìó
n+p∑
k=n

ak 6 C

n+p∑
k=n

bk < Cε,

ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. J

Ñëåäñòâèå 2.7.5. Åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1, C2 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíåíî

C1ak 6 bk 6 C2ak,

òî ðÿäû

∞∑
k=1

ak è

∞∑
k=1

bk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

I Â ñàìîì äåëå, ýòî ñëåäóåò èç îöåíîê

ak 6 C2bk è bk 6
1

C1
ak

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ. J
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé. Áåñê. ìàëûå è áåñê. áîëüøèå ôóíêöèè.

Ãëàâà 3. Ïðåäåë ôóíêöèè.

�3.1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0 â ñìûñëå Êîøè, åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x èç ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

Ůδ(x0)
def
== (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)

çíà÷åíèå f(x) ëåæèò â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůε(a).

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0 â ñìûñëå Ãåéíå, åñëè

äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ D(f) \ {x0} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê a.

Òåîðåìà 3.1.3. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû.

I Ïóñòü a � ïðåäåë ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0 â ñìûñëå Êîøè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èç
îïðåäåëåíèÿ Ãåéíå è ïîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
f(xn) = a.

Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} â ñëåäóþùåì âèäå:

äëÿ âñÿêîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(δ) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî xn ∈ Ůδ(x0).

Èç îïðåäåëåíèÿ Êîøè òîãäà äëÿ âñåõ n > N èìååì f(xn) ∈ Ůε(a), îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî a � ïðåäåë äëÿ {f(xn)}.

Òåïåðü ïóñòü a � ïðåäåë f â òî÷êå x0 â ñìûñëå Ãåéíå, íî íå â ñìûñëå Êîøè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò x = x(δ) ∈ Ůδ(x0) òàêîé, ÷òî f(x) /∈ Ůε(a).

Âîçüìåì δ =
1

n
, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò xn ∈ Ů1/n(x0) òàêîé, ÷òî f(xn) /∈ Ůε(a). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê x0, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} íå ñõîäèòñÿ ê a � ïðîòèâîðå÷èå. J

Îáîçíà÷åíèå: a = lim
x→x0

f(x).

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f = f(x) íà ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòè

(îáîçíà÷åíèå: a = lim
x→+∞

f(x)),

åñëè:

(1) ñóùåñòâóåò A > 0 òàêîå, ÷òî (A,+∞) ⊂ D(f);

(2a) (Êîøè) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò B = B(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x > B âûïîëíåíî f(x) ∈ Ůε(a);

(2b) (Ãåéíå) äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ñõîäÿùåéñÿ ê +∞, {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê a.

�3.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé. Áåñê. ìàëûå è áåñê. áîëüøèå ôóíêöèè.

Ëåììà 3.2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò ïðåäåë a (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) â òî÷êå x0, òî îí åäèíñòâåíåí.

I Ïóñòü a′ 6= a � åùå îäèí ïðåäåë f â òî÷êå x0.
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé. Áåñê. ìàëûå è áåñê. áîëüøèå ôóíêöèè.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå {xn}, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ a è a′ � ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{f(xn)}. Íî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåíåí � ïðîòèâîðå÷èå. J

Ëåììà 3.2.2. Åñëè ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë a â òî÷êå x0, òî îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a.

I Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïî Êîøè, äëÿ ε = 1 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî |f(x)− a| < 1.
Íî òîãäà

|f(x)| 6 |f(x)− a|+ |a| < 1 + |a|,

òî åñòü f îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè Ůε(a). J

Ëåììà 3.2.3. Åñëè a = lim
x→x0

f(x), òî ïðåäåë |f | â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí |a|.

I Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãåéíå {xn}, äëÿ êîòîðîé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíî a = lim
n→∞

f(xn).

Èç òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå |a| = lim
n→∞

|f(xn)|, îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñõîäè-
ìîñòü |f | ê |a| â òî÷êå x0 â ñìûñëå Ãåéíå. J

Òåîðåìà 3.2.4. (Ëåììà î ñîõðàíåíèè çíàêà). Ïóñòü a 6= 0 � ïðåäåë ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî

f(x) >
a

2
· sgn a.

I Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε =
|a|
2

ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî

|f(x)− a| < |a|
2
⇐⇒ a− |a|

2
< f(x) < a+

|a|
2
.

Åñëè a > 0, òî èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
a

2
< f(x), à åñëè a < 0, òî èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî f(x) <

a

2
ïðè âñåõ x ∈ Ůδ(x0). Îáîáùàÿ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. J

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Ôóíêöèÿ f = f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0, åñëè åå ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ðàâåí 0.

Òåîðåìà 3.2.6. Ïóñòü ôóíêöèè α = α(x) è β = β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ c = c(x) � îãðàíè÷åíà
â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůγ(x0) äëÿ íåêîòîðîãî γ. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
α± β, c · α è α · β.

I Çàïèøåì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà â òî÷êå x0 äëÿ ôóíêöèé α è β:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δα = δα(ε) < γ, δβ = δβ(ε) < γ òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ x ∈ Ůδα(x0) âûïîëíåíî |α(x)− 0| = |α(x)| < ε, à äëÿ âñåõ x ∈ Ůδβ (x0) � ñîîòâåòñòâåííî |β(x)| < ε.

Îáîçíà÷èâ δ = δ(ε) = min{δα, δβ}, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) îäíîâðåìåííî |α(x)| < ε è |β(x)| < ε. À òîãäà

|α(x)± β(x)| 6 |α(x)|+ |β(x)| < 2ε,

îòêóäà α± β � òîæå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Äàëåå, ïóñòü C � îãðàíè÷èâàþùàÿ ïî ìîäóëþ â îêðåñòíîñòè x0 ôóíêöèþ c êîíñòàíòà, òîãäà ïðè x ∈ Ůδα(x0)

|c(x) · α(x)| 6 C · |α(x)| < C · ε,
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.3. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ. Ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè.

îòêóäà c · α � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó èìåþùàÿ â òî÷êå x0 ïðåäåë ôóíêöèÿ α îãðàíè÷åíà, èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî
α · β � òàêæå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. J

Öåíòðàëüíîé òåîðåìîé î áåñêîíå÷íî ìàëûõ, êàê è â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.2.7. (Ëåììà î áåñêîíå÷íî ìàëîé). Ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë a, åñëè è òîëüêî åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå γ > 0 è òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ α = α(x), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůγ(x0) èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = α(x) + a.

I Ïóñòü a � ïðåäåë f â òî÷êå x0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0)
âûïîëíåíî |f(x) − a| < ε. Îáîçíà÷èì α(x) = f(x) − a, òîãäà óñëîâèå |α(x)| < ε ïðè x ∈ Ůδ(x0) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
α = α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0. Âûáðàâ

γ = inf
ε
δ(ε),

ïîëó÷èì, ÷òî â Ůγ(x0) èìååò ìåñòî èñêîìîå ðàçëîæåíèå.

Òåïåðü ïóñòü â Ůγ(x0) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå f = α+a, ãäå ôóíêöèÿ α � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0. Ïî îïðåäåëåíèþ

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) < γ òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî |α(x)| = |f(x)− a| < ε, ïîýòîìó a
� ïðåäåë f â òî÷êå x0. J

Îïðåäåëåíèå 3.2.8. Ôóíêöèÿ f = f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò
δ = δ(A) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî |f(x)| > A.

Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî åå ïðåäåë ðàâåí ∞.

�3.3. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ. Ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü a = lim
x→x0

f(x), b = lim
x→x0

g(x). Òîãäà:

(1) lim
x→x0

(f(x)± g(x)) ñóùåñòâóåò è ðàâåí a± b;

(2) lim
x→x0

(f(x) · g(x)) ñóùåñòâóåò è ðàâåí a · b

(3) åñëè a 6= 0 è äëÿ íåêîòîðîãî γ äëÿ âñåõ x ∈ Ůγ(x0) âûïîëíåíî f(x) 6= 0, òî lim
n→∞

g(x)

f(x)
ñóùåñòâóåò è ðàâåí

b

a
.

I Ïî ëåììå î áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîäáåðåì γ0 < γ è áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè α = α(x) è β = β(x), ÷òî â
Ůγ0

(x0) èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ f = α+ a è g = β + b. Òîãäà:

(1) α± β = (f − a)± (g− b) = (f ± g)− (a± b) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0, ïîýòîìó a± b � ïðåäåë f ± g â òî÷êå x0;

(2) ïî (1):

lim
x→x0

(f(x)·g(x)) = lim
x→x0

(a·b+a·β(x)+b·α(x)+α(x)·β(x)) = a·b+a· lim
x→x0

β(x)+b· lim
x→x0

α(x)+ lim
x→x0

(α(x)·β(x)) = a·b,

òàê êàê α · β � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0;
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.4. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

(3) Çàìåòèì, ÷òî

lim
x→x0

(
g(x)

f(x)
− b

a

)
= lim

x→x0

a · b+ a · β(x)− a · b− b · α(x)

a · f(x)
= lim

x→x0

a · β(x)− b · α(x)

a · f(x)
= 0,

òàê êàê a · β − b · α � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0, à
1

a · f
� îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïîäîêðåñòíîñòè Ůγ0

(x0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→x0

g(x)

f(x)
=

b

a
.

J

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü ôóíêöèè
f : X → Y è g : Y → Z

òàêîâû, ÷òî lim
x→x0

f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí y0, lim
y→y0

g(y) ñóùåñòâóåò è ðàâåí z0 è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůγ(x0) âûïîëíåíî f(x) 6= y0. Òîãäà lim
x→x0

(g ◦ f)(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí z0.

I Çàïèøåì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà äëÿ ôóíêöèè g â òî÷êå y0:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ Ůδ(y0) âûïîëíåíî |g(y)− z0| < ε;

Òåïåðü äëÿ âûáðàííîãî δ > 0 âûáåðåì òàêîå σ < γ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůσ(x0) âûïîëíåíî

|f(x)− y0| < δ ⇐⇒ f(x) ∈ Ůδ(y0).

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůσ(x0)
âûïîëíåíî f(x) ∈ Ůδ(y0), ïîýòîìó |g(f(x))− z0| < ε. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë g ◦ f â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí z0. J

Îòìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè g â òî÷êå y0 íå ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå g(y0) îïðåäåëåíî, à åñëè è òàê,
òî íèêàêèõ óñëîâèé íà íåãî íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ïîýòîìó óñëîâèå f(x) 6= y0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 ñóùåñòâåííî. Îäíàêî
îò íåãî ìîæíî îòêàçàòüñÿ, åñëè ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà â òî÷êå y0 è lim

y→y0

g(y) = g(y0).

�3.4. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

Òåîðåìà 3.4.1. (Ëåììà î çàæàòîé ôóíêöèè). Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé f = f(x), g = g(x) è h = h(x) ñóùåñòâóåò
γ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůγ(x0) âûïîëíåíî

f(x) 6 h(x) 6 g(x).

Òîãäà åñëè ôóíêöèè f è g èìåþò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé a, òî ôóíêöèÿ h òàêæå èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé
a.

I Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ Ůγ(x0), ñõîäÿùåéñÿ ê x0, âûïîëíåíî

f(xn) 6 h(xn) 6 g(xn) è lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = a.

Òîãäà ïî ëåììå î çàæàòîé ïåðåìåííîé ïðåäåë lim
n→∞

h(xn) ñóùåñòâóåò è ðàâåí a, è â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè xn çàêëþ÷àåì, ÷òî a = lim
x→x0

h(x). J

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü a = lim
x→x0

f(x), b = lim
x→x0

g(x) è ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůγ(x0) âûïîëíåíî

f(x) 6 g(x). Òîãäà a 6 b.
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.6. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

I Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ Ůγ(x0), ñõîäÿùåéñÿ ê x0, âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

f(xn) 6 g(xn) , lim
n→∞

f(xn) = a è lim
n→∞

g(xn) = b.

Ñòàëî áûòü, ïî àíàëîãè÷íîé òåîðåìå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðíî íåðàâåíñòâî a 6 b. J

�3.5. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.5.1. (Êðèòåðèé Êîøè). Ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íûé ïðåäåë a, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ x′, x′′ ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî |f(x′)− f(x′′)| < ε.

I Ïóñòü a = lim
x→x0

f(x). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0) âûïîëíåíî

|f(x)− a| < ε

2
.

Òîãäà åñëè x′, x′′ ∈ Ůδ(x0), òî
|f(x′)− f(x′′)| 6 |f(x′)− a|+ |f(x′′)− a| < ε.

Òåïåðü ïóñòü âûïîëíåíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èç îïðåäåëåíèÿ
Ãåéíå. Óñëîâèå x0 = lim

n→∞
xn îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(δ) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ

n > N âûïîëíåíî |xn − x0| < δ. À òîãäà äëÿ ëþáûõ n > m > N èìååì:

xn, xm ∈ Ůδ(x0) =⇒ |f(xn)− f(xm)| < ε,

îòêóäà ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
÷èñëó a. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå a íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì Ãåéíå, òàêîâà, ÷òî lim
n→∞

f(yn) = b. Ïîñòðîèì íîâóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ïî ïðàâèëó
z2k = yk, z2k−1 = xk, k ∈ N.

Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì Ãåéíå, ñïðàâåäëèâû ðàññóæäåíèÿ âûøå, ñîãëàñíî
êîòîðûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(zn)} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Íî ÷èñëà a è b � åå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû. Çíà÷èò, a = b, è
ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé a. J

�3.6. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

Îïðåäåëåíèå 3.6.1. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì) îäíîñòîðîííèì ïðåäåëîì ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0

(îáîçíà÷åíèå: a = lim
x→x0+0

f(x) äëÿ ïðàâîãî ïðåäåëà è a = lim
x→x0−0

f(x) äëÿ ëåâîãî ïðåäåëà),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî f(x) ∈ Ůε(a) äëÿ âñåõ x ∈ (x0, x0 + δ) (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ
x ∈ (x0 − δ, x0)).

Òåîðåìà 3.6.2. Ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðåäåë, ðàâíûé a, åñëè è òîëüêî åñëè ó íåå ñóùåñòâóþò îáà
îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â òî÷êå x0, ðàâíûõ a.

I Ïóñòü a = lim
x→x0

f(x). Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ Ůδ(x0) = (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.7. Ïðåäåë ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

âûïîëíåíî f(x) ∈ Ůε(a), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî a îáîèõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.

Òåïåðü ïóñòü a = lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δ1 = δ1(ε), δ2 = δ2(ε) òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ x ∈ (x0, x0 + δ1) è äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δ2, x0) âûïîëíåíî f(x) ∈ Ůε(a).

Îáîçíà÷èì δ = δ(ε) = min{δ1, δ2}, òîãäà f(x) ∈ Ůε(a) äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(x0), îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåë ôóíêöèè f â
òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí a. J

�3.7. Ïðåäåë ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.7.1. Ôóíêöèÿ f = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå E, íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî âîçðàñòà-
þùåé, óáûâàþùåé, ñòðîãî óáûâàþùåé) íà íåì, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E òàêèõ, ÷òî x1 < x2, âåðíî f(x1) 6 f(x2)
(ñîîòâåòñòâåííî, f(x1) < f(x2), f(x1) > f(x2), f(x1) > f(x2)).

Òåîðåìà 3.7.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå (a, b) (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì). Òîãäà äëÿ ëþáîé
âíóòðåííåé òî÷êè c ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, ïðè÷åì êîíå÷íûõ, à â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ a è b �
ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû (óæå íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûå).

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü f âîçðàñòàåò íà (a, b).

Äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, c) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(c), ïîýòîìó ó ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå (a, c)
åñòü êîíå÷íàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî

M = sup
x∈(a,c)

f(x) ∈ [f(a+ δ1), f(c)].

Íî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà M äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà xε ∈ (a, c) òàêàÿ, ÷òî f(xε) ∈ (M − ε,M ], è â ñèëó
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f äëÿ ëþáîãî x ∈ (xε, c) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

M − ε < f(xε) 6 f(x) 6 f(c),

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ëåâûé ïðåäåëà

lim
x→c−0

f(x) = M ∈ [f(a+ δ), f(c)].

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâûé ïðåäåë

lim
x→c+0

f(x) = inf
x∈(c,b)

f(x) ∈ [f(c), f(b− δ2)], δ2 > 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â êîíöàõ èíòåðâàëà (a, b). Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òî÷êè b, äëÿ òî÷êè a
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Åñëè
sup

x∈(a,b)

f(x) = B <∞,

òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ëåâûé ïðåäåë
lim

x→b−0
f(x) = B.

Åñëè æå sup
x∈(a,b)

f(x) = +∞, òî äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà xA ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(xA) > A, è â ñèëó ìîíîòîííîñòè

ôóíêöèè f äëÿ âñåõ x ∈ (xA, b) èìååì
A < f(xA) 6 f(x),

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ëåâûé ïðåäåë f â òî÷êå b ðàâåí +∞. J
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.8. Ïåðâûé è âòîðîé çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

Ñëåäñòâèå 3.7.3. Ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f = f(x) îãðàíè÷åíà íà íåì, åñëè è òîëüêî åñëè åå îäíî-
ñòîðîííèå ïðåäåëû â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà êîíå÷íû.

I Ñíîâà îãðàíè÷èìñÿ ëèøü âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè. Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå:

lim
x→b−0

f(x) = sup
x∈(a,b)

f(x) è lim
x→a+0

f(x) = inf
x∈(a,b)

f(x),

ïîýòîìó óñëîâèå êîíå÷íîñòè îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f â òî÷êàõ a è b ðàâíîñèëüíî êîíå÷íîñòè òî÷íîé âåðõíåé è òî÷íîé
íèæíåé ãðàíåé ìíîæåñòâà çíà÷åíèé f íà (a, b), ÷òî, î÷åâèäíî, â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî åå îãðàíè÷åííîñòè íà ýòîì
èíòåðâàëå. J

�3.8. Ïåðâûé è âòîðîé çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

Òåîðåìà 3.8.1. (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→0

sinx

x
= 1.

I Ïðåäëîæèì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

x

O A

B
C

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ëó÷ OA è áóäåì îòêëàäûâàòü îò íåãî ëó÷ OB

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; îáîçíà÷èì çà x ∈
(

0,
π

2

)
óãîë ìåæäó OB è OA.

Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè â òî÷êå A è îáî-
çíà÷èì çà C òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëó÷îì OB.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç S ïëîùàäü ñåêòîðà AOB, òî î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà

S(4AOB) < S < S(4AOC) ⇐⇒ 1

2
· sinx < 1

2
· x < 1

2
· tg x ⇐⇒ 1 <

x

sinx
<

1

cosx
⇐⇒ cosx <

sinx

x
< 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ x ∈
(

0,
π

2

)
, îäíàêî â ñèëó ÷åòíîñòè âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ôóíêöèé îíî îêàçûâàåòñÿ âåðíûì

è äëÿ x ∈
(
−π

2
, 0
)
. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůπ/2(0), èìååì:

1 = lim
x→0

cosx 6 lim
x→0

sinx

x
6 1 =⇒ lim

x→0

sinx

x
= 1.

J

Òåîðåìà 3.8.2. (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→0

(1 + x)
1/x = e.

I Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî x > 0.

(1) Ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó:

(1 + x)
1/x =

(
1 +

1
1/x

)1/x

6

(
1 +

1

b1/xc

)b1/xc+1

=

(
1 +

1

b1/xc

)b1/xc(
1 +

1

b1/xc

)
.
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.9. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

⌊
1

x

⌋
çà n, òîãäà ïðè x→ 0 n→∞ è

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
= e · 1 = e.

(2) Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó:

(1 + x)
1/x =

(
1 +

1
1/x

)1/x

>

(
1 +

1
1/x

)b1/xc
=

(
1 +

1

b1/xc+ 1

)b1/xc+1(
1 +

1

b1/xc+ 1

)−1

.

Îáîçíà÷èì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

⌊
1

x

⌋
+ 1 çà n, òîãäà ïðè x→ 0 n→∞ è

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)−1

= e · 1 = e.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â òî÷êå 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
x→0+

(1 + x)
1/x = e.

Òåïåðü ïóñòü x < 0. Â ýòîì ñëó÷àå

(1 + x)
1/x = (1− |x|)−1/|x| =

(
1

1− |x|

)1/|x|

=

(
1 +

|x|
1− |x|

)1/|x|

=

(
1 +

|x|
1− |x|

) 1−|x|
|x|

(
1 +

|x|
1− |x|

)
.

Îáîçíà÷èì
|x|

1− |x|
= y. ßñíî, ÷òî y > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x è ïðè x → 0 y → 0, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü óæå

äîêàçàííîå:
lim
x→0−

(1 + x)
1/x = lim

y→0+
(1 + y)

1/y
(1 + y) = e · 1 = e.

Èòàê, îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â òî÷êå 0 ñóùåñòâóþò è ðàâíû e, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→0

(1 + x)
1/x = e.

J

�3.9. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.9.1. Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x), g = g(x) è h = h(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è
ñâÿçàíû â íåé ñîîòíîøåíèåì

f = g · h

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0:

(1) f åñòü o-ìàëîå îò g

(îáîçíà÷åíèå: f = o(g) (x→ x0) èëè ïðîñòî f = o(g), åñëè çíà÷åíèå x0 ïîíÿòíî èç êîíòåêñòà),

åñëè h áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0;

(2) f åñòü O-áîëüøîå îò g
(îáîçíà÷åíèå: f = O(g) (x→ x0) èëè ïðîñòî f = O(g)),

åñëè h îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè x0;
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3. Ïðåäåë ôóíêöèè.
3.9. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé.

(1) f (àñèìïòîòè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíà g

(îáîçíà÷åíèå: f ∼ g (x→ x0) èëè ïðîñòî f ∼ o(g)),

åñëè lim
x→x0

h(x) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî o(g) è O(g) � íå ôóíêöèè, à êëàññû ôóíêöèé, ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè çíàêè ðàâåíñòâà â âûðàæåíèÿõ
f = o(g) è f = O(g) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïðèíàäëåæíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, áåññìûñëåííû âûðàæåíèÿ âèäà o(g) = f èëè
O(g) = f .

Òàêæå íåêîððåêòíî ãîâîðèòü î ëþáûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèè f , çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, ÷òî óêàçàíû â îïðåäåëåíèè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî êëàññà èëè íàïðÿìóþ èç íèõ ñëåäóþò. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî o(x) = O(x) (ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî âñÿêàÿ
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà), íî íåâåðíî O(x) = o(x) (ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûìè).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äðóãèå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà O-ñèìâîëèêè.

(1) o(g) + o(g) = o(g), O(g) + o(g) = O(g) +O(g) = O(g);

(2) o(f) · o(g) = o(f) · O(g) = o(f · g), O(f) · O(g) = O(f · g);

(3) o(o(g)) = o(O(g)) = O(o(g)) = o(g), O(O(g)) = O(g);

(4) f ∼ g ⇐⇒ f = g + o(g).

Îñòàâèì èõ äîêàçàòåëüñòâî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü âàæíåéøèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè x→ 0, êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

(1) sinx ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

sinx

x
= 1;

(2) arcsinx ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

arcsinx

x
= lim

(arcsin x)→0

arcsinx

sin(arcsinx)
= lim

u→0

u

sinu
= 1 (çàìåíà u = arcsinx);

(3) tg x ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

(
sinx

x
· 1

cosx

)
= 1;

(4) arctg x ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

arctg x

x
= lim

(arctg x)→0

arctg x

tg(arctg x)
= lim

u→0

u

tg u
= 1 (çàìåíà u = arctg x);

(5) 1− cosx ∼ x2

2
⇐⇒ lim

x→0

2(1− cosx)

x2
= 2 lim

x→0

(1− cosx)(1 + cosx)

x2(1 + cosx)
= 2 lim

x→0

(
sin2 x

x2
· 1

1 + cosx

)
= 2 · 1

2
= 1;

(6) ln(1 + x) ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1/x = ln
(

lim
x→0

(1 + x)
1/x
)

= ln e = 1;

(7) ex − 1 ∼ x ⇐⇒ lim
x→0

ex − 1

x
= lim

(ex−1)→0

ex − 1

ln(1 + (ex − 1))
= lim

u→0

u

ln(1 + u)
= 1 (çàìåíà u = ex − 1).

Òåîðåìà 3.9.2. Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x), f1 = f1(x), g = g(x) è g1 = g1(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 è ïðè x→ x0 èçâåñòíî, ÷òî f ∼ f1 è g ∼ g1. Òîãäà ïðåäåëû

lim
x→x0

f(x)

g(x)
è lim

x→x0

f1(x)

g1(x)

ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îíè ñîâïàäàþò.
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè. Òî÷êè ðàçðûâà è èõ êëàññèôèêàöèÿ.

I Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè a = a(x) è b = b(x), ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîëíåíî

f = a · f1 è g = b · g1

è, êðîìå òîãî, lim
x→x0

a(x) = lim
x→x0

b(x) = 1.

Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå, ñêàæåì, âòîðîãî ïðåäåëà, äëÿ âñåõ x èç òàêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, â
êîòîðîé b(x) 6= 0, èìååì:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

a(x)f1(x)

b(x)g1(x)
= lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
,

è, àíàëîãè÷íî, â îáðàòíóþ ñòîðîíó. J

Ãëàâà 4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.

�4.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè. Òî÷êè ðàçðûâà è èõ êëàññèôèêàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ D(f), åñëè â ýòîé òî÷êå ó f ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà íåïðåðûâíûìè â ýòîé òî÷êå

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f ± g, f · g, à åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â 0, òî è
f

g
.

I Íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ôóíêöèé è îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå. J

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå x0 ∈ D(f), åñëè â ýòîé òî÷êå ó f ñóùåñòâóåò
ïðàâûé (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé) ïðåäåë, ðàâíûé f(x0).

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b) ⊂ D(f), åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé åãî òî÷êå.

Ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] ⊂ D(f), åñëè îíà íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b), íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå a è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå b.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Äëÿ ôóíêöèè f = f(x) òî÷êà x0 ∈ D(f) íàçûâàåòñÿ:

(1) òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè â íåé ó f ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, îäíàêî

lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) 6= f(x0);

(2) òî÷êîé íåóñòðàíèìîãî ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè â íåé ó f ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, îäíàêî

lim
x→x0+0

f(x) 6= lim
x→x0−0

f(x);

(3) òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, åñëè â íåé ó f íå ñóùåñòâóåò îäèí èç äâóõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ èëè îí ïðèíèìàåò
áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà íà ýòîì èíòåðâàëå:

(1) ôóíêöèÿ f íå ìîæåò èìåòü òî÷åê ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà;

(2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà f íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f âîçðàñòàåò íà (a, b).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà (a, b), òî â êàæäîé òî÷êå c ∈ (a, b) ó íåå ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà,
ïîýòîìó òî÷åê ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ó f áûòü íå ìîæåò.

×òîáû äîêàçàòü âòîðîé ïóíêò, óñòàíîâèì áèåêöèþ èç ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà f â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Q ïî ïðàâèëó:

òî÷êà ðàçðûâà c ∈ (a, b) 7→ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q ∈
(

lim
x→c−0

f(x), lim
x→c+0

f(x)

)
Ïîñêîëüêó âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Q íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, èç ñîîáðàæåíèÿ ìîùíîñòåé òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà
òî÷åê ðàçðûâà f . J

�4.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.

Òåîðåìà 4.2.1. (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f = f(x) îãðàíè÷åíà
íà íåì.

I Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà xn ∈ [a, b], ÷òî |f(xn)| > n. Â ÷àñòíîñòè,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xnk}, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a, b]. Ïåðåéäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {xn}
ñàìà ñõîäèòñÿ ê x0.

Íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

f(xn) = f(x0),

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} îãðàíè÷åíà (ïîñêîëüêó ñõîäèòñÿ) � ïðîòèâîðå÷èå. J

Òåîðåìà 4.2.2. (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f = f(x) äîñòèãàåò
íà íåì ñâîåé òî÷íîé âåðõíåé è òî÷íîé íèæíåé ãðàíåé, òî åñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè xm, xM òàêèå, ÷òî

f(xm) = inf
x∈[a,b]

f(x) è f(xM ) = sup
x∈[a,b]

f(x)

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.

×èñëî M ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] âåðíî
f(x) 6M è äëÿ δ > 0 ñóùåñòâóåò xδ ∈ [a, b] òàêîé, ÷òî f(xδ) ∈ (M − δ,M).

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêóþ, ÷òî f(xn) ∈
(
M − 1

n
,M

)
. Ñíîâà, ññûëàÿñü íà òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà

è ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {xn} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå xM ∈ [a, b]. Òîãäà â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

f(xn) = f(xM )

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âåðíî M − 1

n
6 f(xn) 6M , ïî òåîðåìå î çàæàòîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî f(xM ) = M .

J

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàìåíèòü â ôîðìóëèðîâêàõ îáåèõ òåîðåì Âåéåðøòðàññà îòðåçîê íà èíòåðâàë íåëüçÿ. Â êà÷åñòâå
êîíòðïðèìåðà äëÿ ïåðâîé òåîðåìû ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

f(x) =
1

x
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.

íà èíòåðâàëå (0, 1), à äëÿ âòîðîé �
f(x) = x− bxc

íà òîì æå èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 4.2.3. (Áîëüöàíî-Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è â åãî êîíöàõ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Òîãäà íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóåò òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî f(c) = 0.

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f(a) < 0 < f(b). Îáîçíà÷èì I1 = [a, b] è ïîñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

åñëè â îäíîì èç êîíöîâ Ik = [ak, bk] ôóíêöèÿ f ðàâíà 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà;

èíà÷å ïîäåëèì Ik ïîïîëàì è ïðèìåì çà Ik+1 = [ak+1, bk+1] òó ïîëîâèíó, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ f â åå êîíöàõ ðàçíûõ çíàêîâ.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . áóäåò ñòÿãèâàþùåéñÿ, ïîñêîëüêó

|In| =
|I1|
2n

=
b− a

2n
,

ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðåñå÷åíèè

∞⋂
k=1

Ik ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c.

Ïðî òî÷êó c èçâåñòíî, ÷òî c = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn, à òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

f(bn) = f(c).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî n áûëî âåðíî íåðàâåíñòâî

f(an) · f(bn) < 0,

ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî f(c) · f(c) 6 0, îòêóäà f(c) = 0. J

Ñëåäñòâèå 4.2.4. (Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è
âûïîëíåíî óñëîâèå

f(a) = A < B = f(b).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî C ∈ (A,B) ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(c) = C.

I Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) = f(x)−C. Î÷åâèäíî, ÷òî F òàêæå íåïðåðûâíà íà [a, b] è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè:

F (a) = A− C < 0 è F (b) = B − C > 0,

ïîñêîëüêó âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà A < C < B. Ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóåò êîðåíü ôóíêöèè F , òî åñòü
òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî

F (c) = f(c)− C = 0 ⇐⇒ f(c) = C.

J

Ñëåäñòâèå 4.2.5. Íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà [a, b] ïðè îòîáðàæåíèè f = f(x) åñòü

f ([a, b]) =

[
inf

x∈[a,b]
f(x), sup

x∈[a,b]

f(x)

]
.

Òåîðåìà 4.2.6. (Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f = f(x)
íåïðåðûâíà íà íåì, åñëè è òîëüêî åñëè

f([a, b]) = [min{f(a), f(b)},max{f(a), f(b)}] .
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.3. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f âîçðàñòàåò íà [a, b].

Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ïîñêîëüêó â ñèëó ìîíîòîííîñòè

f(a) = inf
x∈[a,b]

f(x) è f(b) = sup
x∈[a,b]

f(x).

Òåïåðü, ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî ñëåäñòâèÿ, äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b]. Ïóñòü ýòî
íå òàê, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàçðûâà c ∈ [a, b]. Òàê êàê f ìîíîòîííà íà [a, b], åå ðàçðûâ â òî÷êå c äîëæåí áûòü ïåðâîãî
ðîäà. Èíûìè ñëîâàìè, â òî÷êå c ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

d− = lim
x→c−0

è d+ = lim
x→c+0

.

Òîãäà, ïðîåöèðóÿ íà îñü îðäèíàò, èìååì:

[f(a), f(b)] = f([a, b]) ⊂ [f(a), d−] ∪ {f(c)} ∪ [d+, f(b)],

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî d− = d+ = f(c), òî åñòü f íà ñàìîì äåëå íåïðåðûâíà â òî÷êå c. J

�4.3. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå D è f(D) = E. Òîãäà îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ

f−1 : E → D,

ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàåò) íà E.

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà D.

Ïóñòü y1, y2 ∈ E. Âûáåðåì òî÷êè x1, x2 ∈ D òàêèå, ÷òî f(x1) = y1 è f(x2) = y2. Òîãäà

(f−1 ◦ f)(x1) = f−1(y1) = x1 è (f−1 ◦ f)(x2) = f−1(y2) = x2.

Åñëè y1 < y2 è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f
−1 ñòðîãî óáûâàåò íà E, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

x2 = f−1(y2) < f−1(y1) = x1,

îòêóäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî x1 < x2 � ïðîòèâîðå÷èå. J

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ f−1 = f−1(y) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå f([a, b]), ñîâïàäàþùèì, ïî óæå äîêàçàííîìó, ñ îòðåçêîì [f(a), f(b)]
(ñîîòâåòñòâåííî, ñ îòðåçêîì [f(b), f(a)]).

I Âíîâü ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.

Ïî äîêàçàííîé ëåììå ôóíêöèÿ f−1 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [f(a), f(b)] è îòîáðàæàåò åãî â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè c ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òî÷êà C ∈ [f(a), f(b)] òàêàÿ, ÷òî

f−1(C) = c ⇐⇒ f(c) = C,

÷òî, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. J

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè íåïðåðûâíîñòè óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ôóíêöèé. Íà÷íåì
ñ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ:
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.3. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

(1) f(x) ≡ const, f(x) = x íåïðåðûâíû íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

(2) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) = xn, ãäå n ∈ N, à âìåñòå ñ íåé è ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Pn(x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n

íåïðåðûâíû íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

(3) Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
, ãäå Pn = Pn(x) è Qm = Qm(x) � ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíà íà

ìíîæåñòâå
R \ {α1, . . . , αs},

ãäå {α1, . . . , αs} � âñå âåùåñòâåííûå êîðíè Qm.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê ñîäåðæàòåëüíûì ïðèìåðàì.

Ëåììà 4.3.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: sinx, cosx, tg x, ctg x è îáðàòíûå ê íèì íåïðåðûâíû íà îáëàñòè èõ îïðå-
äåëåíèÿ.

I Íåïðåðûâíîñòü ñèíóñà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a ïîêàæåì ïî îïðåäåëåíèþ:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âçÿòü δ = ε, òàê ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (a− ε, a+ ε) âûïîëíåíî

| sinx− sin a| = 2

∣∣∣∣sin x− a2
cos

x+ a

2

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣sin x− a2

∣∣∣∣ 6 2 · |x− a|
2

= |x− a| < ε

(çäåñü ìû îöåíèëè êîñèíóñ ïî ìîäóëþ åäèíèöåé è âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì | sinx| 6 |x|).

Íåïðåðûâíîñòü êîñèíóñà â òî÷êå a ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

lim
x→a

cosx = lim
x→a

sin
(π

2
− x
)

= sin
(π

2
− a
)

= cos a

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü äîêàçàííîé íåïðåðûâíîñòüþ ñèíóñà â òî÷êå a).

Íåïðåðûâíîñòü òàíãåíñà è êîòàíãåíñà ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà è àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.
Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè. J

Òåîðåìà 4.3.4. (Ïîñòðîåíèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà.). Ïóñòü a > 0, x ∈ R, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {rn} ñõîäèòñÿ ê x. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f = f(x) = ax
def
== lim

n→∞
arn .

Òîãäà f ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, íåîáõîäèìî ïîíÿòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, à èìåííî:

(1) ïî÷åìó òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò

(2) è ïî÷åìó îí íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1) ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {arn} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òîãäà ïî êðèòåðèþ Êîøè îíà
áóäåò ñõîäÿùåéñÿ.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(k) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > m > N âûïîëíåíî

|rn − rm| <
1

k
. Ìîæíî äëÿ óäîáñòâà âìåñòî óñëîâèÿ n > m ñ÷èòàòü, ÷òî rn > rm, òîãäà ìîäóëü ìîæíî ñíÿòü. Â òàêîì

ñëó÷àå

|arn − arm | = arm
∣∣arn−rm − 1

∣∣ < arm
∣∣∣a1/k − 1

∣∣∣→ 0 ïðè k →∞,
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4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé.
4.4. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå.

ïîñêîëüêó lim
k→∞

a
1/k = 1 (óïðàæíåíèå). Ñòàëî áûòü, {arn} äåéñòâèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå f íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü {rn} è {qn} �
äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê x, òîãäà ïîñòðîèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} ïî ïðàâèëó

s2k = rk, s2k−1 = qk, k ∈ N.

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî {sn} òàêæå ñõîäèòñÿ ê x, à ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {asn} ïî óæå äîêàçàííîìó ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ. Íî {arn} è {aqn} � åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè; ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f êîððåêòíî, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î åå ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâàõ.

I Ïóñòü x1 < x2, à ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà rn < qn òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

x1 < rn < qn < x2 è rn > rn+1, qn < qn+1.

Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ lim
n→∞

rn = x1 è lim
n→∞

qn = x2.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè ðàöèîíàëüíîãî àðãóìåíòà, èìååì:

ax1 = lim
n→∞

arn 6 arn < aqn 6 lim
n→∞

aqn = ax2 ,

ïîýòîìó f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà R.

×òîáû äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå α, âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì:

lim
x→α

ax = lim
(x−α)→0

a(x−α)+α = lim
t→0

at+α = aα lim
t→0

at = aα lim
t→0

(1 + tα) = aα

(çäåñü ìû óñòðîèëè çàìåíó t = x− α è âîñïîëüçîâàëèñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ at ∼ 1 + tα ïðè t→ 0). J

Ñëåäñòâèå 4.3.5. Ôóíêöèè lnx è xα ïðè âåùåñòâåííîì α íåïðåðûâíû íà ïîëóîñè (0,+∞)

I Ëîãàðèôì íåïðåðûâåí êàê îáðàòíàÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèÿ.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ xα íåïðåðûâíà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a > 0, èáî

lim
x→a

xα = lim
x→a

eα ln x = exp
(
α lim
x→a

lnx
)

= eα ln a = ax.

J

�4.4. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ôóíêöèÿ f = f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E ⊂ D(f), åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî åñëè òî÷êè x′, x′′ ∈ E òàêîâû, ÷òî |x′ − x′′| < δ, òî âûïîëíåíî |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Òåîðåìà 4.4.2. (Êàíòîðà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f = f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì.

I Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò

òî÷êè x′n, x
′′
n ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî |x′n − x′′n| <

1

n
, äëÿ êîòîðûõ |f(x′n)− f(x′′n)| > ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n} îãðàíè÷åíà êàê ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [a, b], ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç
íèõ ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó x′. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n} óæå ñõîäèòñÿ ê x′.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà, èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ

|x′n − x′′n| <
1

n
⇐⇒ x′n −

1

n
< x′′n < x′n +

1

n

è òåîðåìû î çàæàòîé ïåðåìåííîé çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′′n} òàêæå ñõîäèòñÿ ê x′.

Íî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], ïîýòîìó

lim
n→∞

f(x′n) = lim
n→∞

f(x′′n) = f(x′).

À â òàêîì ñëó÷àå èç ïðåäïîëîæåíèÿ
|f(x′n)− f(x′′n)| > ε

â ïðåäåëå ñëåäóåò |f(x′)− f(x′)| = 0 > ε � ïðîòèâîðå÷èå. J

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ èíûõ ïðîìåæóòêîâ (èíòåðâàëîâ èëè ïîëóèíòåðâàëîâ, â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷-
íûõ) íåâåðíî.

Ïðèìåð 4.4.3. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ôóíêöèþ f(x) = sin(x2). Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ëó÷å (0,+∞).

Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ε = 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x′n =

√
π

2
+ 2πn, x′′n =

√
−π

2
+ 2πn.

Òîãäà èìååì:

|x′′n − x′n| =

√
π

2
+ 2πn−

√
−π

2
+ 2πn =

π/2 + 2πn− (−π/2 + 2πn)√
π/2 + 2πn−

√
−π/2 + 2πn

=
π√

π/2 + 2πn−
√
−π/2 + 2πn

→ 0 ïðè n→∞,

íî, î÷åâèäíî, |f(x′n)− f(x′′n)| =
∣∣∣sin(π

2
+ 2πn

)
− sin

(
−π

2
+ 2πn

)∣∣∣ = 2 > 1 = ε.

Ãëàâà 5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

�5.1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà, èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0. Âûáåðåì ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x > 0 òàê,
÷òî x0 + ∆x ∈ U è ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆fx0
(∆x) = f(x0 + ∆x)− f(x0).

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, åñëè ïðè ∆x→ 0 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

∆fx0(∆x) = A∆x+ o(∆x), ãäå A ∈ R.

Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

dfx0
= dfx0

(∆x)
def
== A∆x

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Ïðèìåð 5.1.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = x. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ R ϕ äèôôåðåíöèðóåìà â
x0, è íàéäåì åå äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå.

Ïî îïðåäåëåíèþ
∆ϕx0(∆x) = (x0 + ∆x)− x0 = ∆x � èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà, èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ äèôôåðåíöèðóåìà â x0 è dϕx0
(∆x) = ∆x.

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕ òàêæå íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x è îáîçíà÷àþò ÷åðåç

dx = dx(∆x),

÷òî òàêæå ïîä÷åðêèâàåò åãî íåçàâèñèìîñòü îò òî÷êè x0. Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ðàâåí
åå ìàëîìó ïðèðàùåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

lim
∆x→0

∆fx0(∆x)

∆x
= f ′(x0).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, åñëè f
′(x0) <∞.

Òåîðåìà 5.1.4. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 äëÿ ôóíêöèè f = f(x) ðàâíîñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé
òî÷êå.

I Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Fx0
(∆x) =

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà lim
∆x→0

Fx0
(∆x) = f ′(x0) ñëåäóåò, ÷òî

Fx0
(∆x) = f ′(x0) + α(∆x),

ãäå α(∆x) = α(x− x0) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0. À òîãäà ïðè ∆x→ 0

∆fx0(∆x) = Fx0(∆x)∆x = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x = f ′(x0)∆x+ o(∆x),

òî åñòü f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Îáðàòíî, ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî åñòü ïðè ∆x→ 0 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

∆fx0
(∆x) = A∆x+ o(∆x),

òîãäà

lim
∆x→0

∆fx0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

(
A+

o(∆x)

∆x

)
= A,

ïîñêîëüêó
o(∆x)

∆x
=

o(x− x0)

x− x0
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ f

′ â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò è

ðàâíà A. J

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dfx0
(∆x) = f ′(x0)∆x.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ∆x = dx(∆x) � äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, çàêëþ÷àåì, ÷òî

dfx0
= f ′(x0) dx.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îáîçíà÷åíèå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâîäíîé

f ′(x0) =
df

dx
(x0)

Òåîðåìà 5.1.5. Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.2. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

I Â ñàìîì äåëå,
lim

∆x→0
∆fx0

(∆x) = lim
∆x→0

(f ′(x0)∆x+ o(∆x)) = 0,

ïîýòîìóf(x)→ f(x0) ïðè x→ x0, ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü. J

Íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ïðèìåð 5.1.6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = |x|, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíóþ â òî÷êå x0 = 0. Ïîêàæåì, ÷òî f íå èìååò â
íóëå ïðîèçâîäíîé. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ∆fx0

(∆x) = |∆x|, èìååì:

lim
∆x→0+

∆fx0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0+

|∆x|
∆x

= 1 è lim
∆x→0−

∆fx0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0−

|∆x|
∆x

= −1,

ïîýòîìó ïðåäåëà lim
∆x→0

∆fx0
(∆x)

∆x
íåò.

�5.2. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) èìåþò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå èìåþò
ïðîèçâîäíóþ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(1) u± v, ïðè ýòîì (u± v)′ = u′ + v′;

(2) C · u, ãäå C � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, ïðè ýòîì (C · u)′ = C · u′;

(3) u · v, ïðè ýòîì (u · v)′ = u′ · v + u · v′;

(4)
u

v
(ïðè óñëîâèè, ÷òî v(x) 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0), ïðè ýòîì

(u
v

)′
=

u′ · v − u · v′

v2
.

I Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé:

(1) (u± v)′(x0) = lim
∆x→0

∆(u± v)x0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

[u(x0 + ∆x)± v(x0 + ∆x)]− [u(x0)± v(x0)]

∆x
=

= lim
∆x→0

[u(x0 + ∆x)− u(x0)]± [v(x0 + ∆x)− v(x0)]

∆x
=

= lim
∆x→0

u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆x
± lim

∆x→0

v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆ux0
(∆x)

∆x
± lim

∆x→0

∆ux0
(∆x)

∆x
=

= u′(x0) +±v′(x0);

(2) (C · u)′(x0) = lim
∆x→0

∆(C · u)x0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

C · u(x0 + ∆x)− C · u(x0)

∆x
=

= lim
∆x→0

C [u(x0 + ∆x)− u(x0)]

∆x
= C lim

∆x→0

u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆x
=

= C lim
∆x→0

∆ux0
(∆x)

∆x
= C · u′(x0);

(3) (u · v)′(x0) = lim
∆x→0

∆(u · v)x0
(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

u(x0 + ∆x) · v(x0 + ∆x)− u(x0) · v(x0)

∆x
=

= lim
∆x→0

v(x0) [u(x0 + ∆x)− u(x0)] + u(x0 + ∆x) [v(x0 + ∆x)− v(x0)]

∆x
=

= v(x0) lim
∆x→0

u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆x
+ lim

∆x→0

(
u(x0 + ∆x) · v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆x

)
=

= v(x0) lim
∆x→0

∆ux0(∆x)

∆x
+ u(x0) lim

∆x→0

∆ux0
(∆x)

∆x
= v(x0) · u′(x0) + u(x0) · v′(x0);
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.3. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

(4)
(u
v

)′
(x0) = lim

∆x→0

∆
(
u
v

)
x0

(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

1

∆x

(
u(x0 + ∆x)

v(x0 + ∆x)
− u(x0)

v(x0)

)
=

= lim
∆x→0

(
1

∆x
· u(x0 + ∆x) · v(x0)− v(x0 + ∆x) · u(x0)

v(x0 + ∆x) · v(x0)

)
=

= lim
∆x→0

(
1

∆x
· [u(x0 + ∆x)− u(x0)] v(x0)− [v(x0 + ∆x)− v(x0)]u(x0)

v(x0 + ∆x) · v(x0)

)
=

= lim
∆x→0

1

v(x0 + ∆x) · v(x0)

(
v(x0) · u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆x
− u(x0) · v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆x

)
=

=
1

v2(x0)

(
v(x0) lim

∆x→0

∆ux0
(∆x)

∆x
− u(x0) lim

∆x→0

∆vx0
(∆x)

∆x

)
=

v(x0) · u′(x0)− u(x0) · v′(x0)

v2(x0)
.

J

Òåîðåìà 5.2.2. Ïóñòü ïðî ôóíêöèè
f : X → Y è g : Y → Z

èçâåñòíî, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0). Òîãäà ôóíêöèÿ g ◦ f äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

I Ïî îïðåäåëåíèþ ïðè ∆x→ 0 âåðíû ðàçëîæåíèÿ

∆fx0(∆x) = ∆x (f ′(x0) + α(∆x)) ïðè ∆x→ 0

è
∆gf(x0)(∆fx0

) = ∆fx0
(g′(f(x0)) + β(∆fx0

)) ïðè ∆fx0
= ∆fx0

(∆x)→ 0,

ãäå α = α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0, à β = β(y) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå y0 = f(x0). Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå
ðàâåíñòâî âî âòîðîå, ïîëó÷àåì:

∆gf(x0)(∆fx0
(∆x)) = ∆x (f ′(x0) + α(∆x)) (g′(f(x0)) + β(∆fx0

(∆x))) .

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, ïðè ∆x → 0 òàêæå è ∆fx0
(∆x) → 0,

ïîýòîìó:

∆gf(x0)(∆fx0(∆x)) = g′(f(x0))f ′(x0)∆x+ g′(f(x0))α(∆x)∆x+ f ′(x0)β(∆fx0(∆x))∆x+ α(∆x)β(∆fx0(∆x))∆x =

= g′(f(x0))f ′(x0)∆x+ g′(f(x0))o(∆x) + f ′(x0)o(∆x) + o(∆x) = g′(f(x0))f ′(x0)∆x+ o(∆x).

Ñòàëî áûòü, g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è (g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0). J

�5.3. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

Òåîðåìà 5.3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà èíòåðâàëå (a, b). Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ (a, b) ôóíêöèÿ f èìååò îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 = f−1(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ
â òî÷êå y0 = f(x0), ïðè÷åì

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

I Ïîñêîëüêó èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü f−1, ïðè ∆x→ 0 òàêæå è ∆f−1
x0

(∆x)→ 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé:

lim
∆x→0

∆f−1
y0

(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

∆f−1
y0

(∆x)

∆fx0
(∆f−1

y0 (∆x))
= lim

∆f−1
y0
→0

∆f−1
y0

∆fx0
(∆f−1

y0 )
=

[
lim

∆f−1
y0
→0

∆fx0
(∆f−1

y0
)

∆f−1
y0

]−1

=
1

f ′(x0)
.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.4. Ïðîèçâîäíûå è äèôô-àëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôô-àëà.

J

Òåîðåìà 5.3.2. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàíû ôóíêöèè x = x(t) è y = y(t), ïðè÷åì ê ïåðâîé èç íèõ ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = t(x). Òîãäà åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ (a, b) ôóíêöèè x è y èìåþò ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì
x′(t0) 6= 0, òî ôóíêöèÿ y = y(x) = y(t(x)), çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 = x(t0), ïðè÷åì

y′(x0) =
y′(t0)

x′(t0)
.

I Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåì î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíêöèè. Â ñàìîì äåëå, âñå

óñëîâèÿ îáåèõ òåîðåì âûïîëíåíû, ïîýòîìó ôóíêöèÿ t = t(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ
1

x′(t0)
, à, ñ äðóãîé

ñòîðîíû,

y′(x0) = (y ◦ t)′(x0) = y′(t(x0)) · t′(x0) =
y′(t0)

x′(t0)
.

J

�5.4. Ïðîèçâîäíûå è äèôô-àëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôô-àëà.

Îïðåäåëåíèå 5.4.1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ n−òîãî ïîðÿäêà

f (n) = f (n)(x)

ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0 ïî èíäóêöèè:

(1) n = 0 : f (0)(x0)
def
== f(x0);

(2) n > 1 : åñëè ôóíêöèÿ f (n−1) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ, òî f
(n)(x0)

def
==

(
f (n−1)

)′
(x0).

Îïðåäåëåíèå 5.4.2. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë n−òîãî ïîðÿäêà

dnfx0
= dnfx0

(∆x)

ôóíêöèè f = f(x) â òî÷êå x0 ïî èíäóêöèè:

(1) n = 1 : d1fx0

def
== dfx0

;

(2) n > 2 : åñëè ôóíêöèÿ dn−1fx0
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî dnfx0

def
== d

(
dn−1fx0

)
x0
.

Äèôôåðåíöèðóÿ, íåñëîæíî ïî èíäóêöèè ïîêàçàòü, ÷òî n−òûé äèôôåðåíöèàë ñâÿçàí ñ n−òîé ïðîèçâîäíîé çíàêîìîé
ôîðìóëîé

dnfx0 = f (n)(x0) dxn

(âàæíî ïîìíèòü, ÷òî dx íå çàâèñèò îò x0, ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè åãî ñëåäóåò ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé).

Òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå n−òîãî äèôôåðåíöèàëà è n−òîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè f = f(x)
ðàâíîñèëüíû.

Îïðåäåëåíèå 5.4.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f = f(x) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, åñëè ó íåå ñóùåñòâóþò âñå
ïðîèçâîäíûå (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âñå äèôôåðåíöèàëû) âïëîòü äî n−òîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ èìåþò ìåñòî àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà, ñõîæèå ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ; òàê, î÷åâèäíî, n−òàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå n−òûõ ïðîèçâîäíûõ ñëàãàåìûõ. Îäíàêî óæå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ
ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ êóäà áîëåå ãðîìîçäêîé.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.5. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 5.4.4. (Ôîðìóëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0. Òîãäà
ôóíêöèÿ u · v òàêæå n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ïðè÷åì

(u · v)(n) =

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k).

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, ïðè n = 1 óæå äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü n > 2, òîãäà

(u · v)(n) =
(

(u · v)(n−1)
)′ ïðåäï.èíä.

=========

(
n−1∑
k=0

Ckn−1u
(n−1−k)v(k)

)′
=

n−1∑
k=0

Ckn−1

(
u(n−1−k)v(k)

)′
=

=

n−1∑
k=0

Ckn−1

((
u(n−1−k)

)′
v(k) +

(
v(k)

)′
u(n−1−k)

)
=

n−1∑
k=0

Ckn−1

(
u(n−k)v(k) + v(k+1)u(n−1−k)

)
=

=

n−1∑
k=0

Ckn−1u
(n−k)v(k) +

n∑
k=1

Ck−1
n−1u

(n−k)v(k) =

= C0
n−1u

(n)v(0) +

n−1∑
k=1

(
Ckn−1 + Ck−1

n−1

)
u(n−k)v(k) + Cn−1

n−1u
(0)v(n) =

= u(n) +

n−1∑
k=1

Cknu
(n−k)v(k) + v(n) =

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k).

J

Ïîñòàâèì òåïåðü òàêîé âîïðîñ: êàê èçìåíèòñÿ âèä äèôôåðåíöèàëà

dnfx0
= f (n)(x0) dxn,

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî x � íå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à ôóíêöèÿ íåêîòîðîé äðóãîé (óæå íåçàâèñèìîé) ïåðåìåííîé t. Ïðèí-
öèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ.

(1) n = 1, òî åñòü dfx0
= f ′(x0) dx.

Åñëè x = x(t), ïðè÷åì x0 = x(t0), òî ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè

dfx0
= dfx(t0) = d(f ◦ x)t0 = f ′(x(t0)) · x′(t0) dt = f ′(x0) dxt0 � âûðàæåíèå òîãî æå âèäà,

ïîýòîìó âèä ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè
ôóíêöèåé íåêîòîðîãî àðãóìåíòà t.

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

(2) n > 2. Ïîêàæåì, ÷òî óæå ïðè n = 2 èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà íàðóøàåòñÿ.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì:

d2fx0 = d ( dfx0)x0
= d (f ′(x0) dxt0)x(t0) = d (f ′)x0

dxt0 + f ′(x0) d ( dxt0) = f ′′(x0) dx2
t0 + f ′(x0) dx2

t0

â òî âðåìÿ êàê åñëè x ñ÷èòàòü íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ôîðìóëà èìåëà áû âèä d2fx0 = f ′′(x0) dx2. Îíî è ïîíÿòíî:
äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âòîðîé äèôôåðåíöèàë ðàâåí 0, ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå îáùåé ôîðìóëû ïðîïàäàåò.

�5.5. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (äëÿ íåêîòîðûõ � âñåõ ïîðÿäêîâ)
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x èõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ.
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5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.
5.5. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 5.5.1. f(x) = sinx.

f ′(x) = lim
∆x→0

sin(x+ ∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0

2 cos
(
x+ ∆x

2

)
sin ∆x

2

∆x
= lim

∆x→0
cos

(
x+

∆x

2

)
· lim

∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

= cosx · 1 = cosx.

f ′′(x) = (cos(x))
′

= lim
∆x→0

cos(x+ ∆x)− cosx

∆x
= lim

∆x→0

−2 sin
(
x+ ∆x

2

)
sin ∆x

2

∆x
= − lim

∆x→0
sin

(
x+

∆x

2

)
· lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

= − sinx.

Àíàëîãè÷íî, ðàññóæäàÿ äàëåå, ïîëó÷àåì, ÷òî f ′′′(x) = − cosx è f IV(x) = sinx = f(x); î÷åâèäíî, äàëåå âñå çàöèêëèòñÿ.
Âîîáùå, ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

(sinx)(n) = sin
(
x+

πn

2

)
è (cosx)(n) = cos

(
x+

πn

2

)
,

êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ âûøåèçëîæåííûå âûêëàäêè.

Ïðèìåð 5.5.2. tg x è ctg x.

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

sin2 x
=

1

cos2 x
;

(ctg x)′ =
(cosx

sinx

)′
=

(cosx)′ sinx− (sinx)′ cosx

sin2 x
=
− sin2 x− cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

Ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò, îäíàêî â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè ìû íå áóäåì èõ âûâîäèòü. Íà
ïðàêòèêå èõ çíàíèå òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Ïðèìåð 5.5.3. Ïðîèçâîäíûå îáðàòíûõ òðèãîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé: arcsinx, arccosx, arctg x è arcctg x � ñ÷èòàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè. Òàê,

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1

cos (arcsinx)
=

1√
1− x2

(çäåñü y = arcsinx � îáðàç òî÷êè, â êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, (arctg x)′ =
1

1 + x2
, (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.

Ïðèìåð 5.5.4. f(x) = ex.

f ′(x) = lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x
= ex lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
= ex lim

∆x→0

∆x

∆x
= ex.

Èíûìè ñëîâàìè, f ′(x) = f(x). Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíòû: âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ñâîåé ïðîèçâîäíîé,
îòëè÷àåòñÿ îò ex ðàçâå ÷òî óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî (ex)
(n)

= ex.

Ïðèìåð 5.5.5. f(x) = lnx. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî îïðåäåëåíèþ, õîòÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è òåîðåìîé î ïðîèç-
âîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè:

f ′(x) = lim
∆x→0

ln(x+ ∆x)− ln(x)

∆x
=

1

x
lim

∆x→0

[
x

∆x
ln

(
1 +

∆x

x

)]
=

1

x
lim

∆x→0
ln

(
1 +

∆x

x

)x/∆x
=

1

x
· ln e =

1

x
.

Âûñøèå ïðîèçâîäíûå ëîãàðèôìà áóäóò âû÷èñëåíû â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 5.5.6. f(x) = xα, ãäå α ∈ R.

f ′(x) =
(
eα ln x

)′
= αeα ln x · (lnx)

′
= αxα−1.

f ′′(x) = α
(
xα−1

)′
= α(α− 1)xα−2.
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.2. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé. Òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà è Êîøè.

Âîîáùå, ïî èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(xα)
(n)

= α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)xα−n.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 1 ïîëó÷àåì (
1

x

)(n)

=
(−1)(−2) · · · (−n)

x1+n
=

(−1)nn!

x1+n
,

îòêóäà

(lnx)
(n)

=
(−1)n−1(n− 1)!

xn
.

Ãëàâà 6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

�6.1. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ôóíêöèÿ f = f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü
Ů(x0) ⊂ D(f), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ů(x0) âûïîëíåíî

sgn(x− x0) = sgn(f(x)− f(x0))

(ñîîòâåòñòâåííî, sgn(x− x0) = − sgn(f(x)− f(x0))).

Òåîðåìà 6.1.2. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçð./óáûâ. â òî÷êå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0 ôóíê-
öèÿ f = f(x) âîçðàñòàëà (óáûâàëà) â ýòîé òî÷êå, äîñòàòî÷íî f ′(x0) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, f ′(x0) < 0).

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f ′(x0) > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, äëÿ êîòîðîé lim

x→x0

F (x) = f ′(x0),

òîãäà èç ëåììû î ñîõðàíåíèè çíàêà ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(x0) âûïîëíåíî

F (x) >
f ′(x0)

2
> 0 =⇒ sgn(f(x)− f(x0)) = sgn(x− x0),

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò âîçðàñòàíèå f â òî÷êå x0. J

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = x3 âîçðàñòàåò â íóëå, îäíàêî
f ′(0) = 0.

�6.2. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé. Òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà è Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Äëÿ ôóíêöèè f = f(x) òî÷êà x0 ∈ D(f) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) ⊂ D(f), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U(x0) âûïîëíåíî

f(x) 6 f(x0) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) > f(x0)).

Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà âìåñòå íàçûâàþò òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 6.2.2. (Ôåðìà). Åñëè x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 ôóíêöèè f = f(x), òî
íåîáõîäèìî f ′(x0) = 0.
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.2. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé. Òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà è Êîøè.

I Â ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êà x0 � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì f , òî â íåé ôóíêöèÿ f íå ìîæåò íè âîçðàñòàòü, íè óáûâàòü. Ïî
äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ (òî÷íåå, ïî åãî îòðèöàíèþ) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f ′(x0) 6 0 è f ′(x0) > 0. Çíà÷èò, f ′(x0) = 0. J

È âíîâü, ïðèâåäåííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òî ñíîâà âèäíî íà ïðèìåðå ôóíêöèè f(x) = x3 â òî÷êå 0.

Òåîðåìà 6.2.3. (Ðîëëÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
Òîãäà åñëè f(a) = f(b), òî íà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0.

I Ïî âòîðîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íà îòðåçêå [a, b] ñóùåñòâóþò òî÷êè xm è xM òàêèå, ÷òî

f(xm) = m = inf
x∈[a,b]

f(x) è f(xM ) = M = sup
x∈[a,b]

f(x).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(1) m = M. Òîãäà f ïîñòîÿííà íà [a, b], ïîýòîìó åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0 âñþäó íà (a, b).

(2) m < M. Òîãäà, ïîñêîëüêó f(a) = f(b), îäíî èç çíà÷åíèé m è M ïðèíèìàåòñÿ íå â ãðàíè÷íîé òî÷êå [a, b], à â
íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå c ∈ [a, b]. Òîãäà c � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà f , è ïî òåîðåìå Ôåðìà f ′(c) = 0.

J

Ñëåäñòâèå 6.2.4. Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x), f ′, f ′′, . . . , f (n) íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè U(x0) ⊂ D(f), â êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò (n+ 1)−ÿ ïðîèçâîäíàÿ f . Òîãäà åñëè f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ U(x0) è

f ′(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0,

òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ U(x0), íå ðàâíîãî x0, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [x0, x] òàêàÿ, ÷òî f (n+1)(ξ) = 0.

I Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé x ∈ U(x0), x 6= x0 Äëÿ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [x0, x] âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà c1 ∈ [x0, x] òàêàÿ, ÷òî f ′(c1) = 0.

Äëÿ ôóíêöèè f ′ íà îòðåçêå [x0, c1] òàêæå âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà c2 ∈ [x0, c1]
òàêàÿ, ÷òî f ′′(c2) = 0.

Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ïîñòðîèì íàáîð òî÷åê cn < cn−1 < . . . < c1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî f
(k)(ck) = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ, íàêîíåö, ôóíêöèþ f (n) íà îòðåçêå [x0, cn]. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà

ξ ∈ [x0, cn] ⊂ [x0, cn−1] ⊂ . . . ⊂ [x0, c1] ⊂ [x0, x]

òàêàÿ, ÷òî f (n+1)(ξ) = 0. J

Òåîðåìà 6.2.5. (Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

I Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F = F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Òîãäà F íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), ïîñêîëüêó òàêîâà ôóíêöèÿ f ; êðîìå òîãî, F (a) = F (b) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0 ⇐⇒ f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

J
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.3. Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 6.2.6. (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà
èíòåðâàëå (a, b); êðîìå òîãî, g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

I Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à èìåííî, ïîêæåì, ÷òî g(a) 6= g(b). Â ñàìîì äåëå, èíà÷å
ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóåò íóëü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè g, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F = F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

Òîãäà F íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), ïîñêîëüêó òàêîâà ôóíêöèÿ f ; êðîìå òîãî, F (a) = F (b) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0 ⇐⇒ f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

J

�6.3. Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ëåììà 6.3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è íà èíòåðâàëå (a, b) èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ
íóëþ. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà íà [a, b].

I Ïóñòü a′ < b′ � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îòðåçêà [a, b]. Ñóçèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f íà ïîäîòðåçîê [a′, b′] ⊂ [a, b].
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a′, b′) òàêàÿ, ÷òî

f(b′)− f(a′) = f ′(c)(b′ − a′).

Íî ïî óñëîâèþ f ′(c) = 0, ïîýòîìó f(b′) = f(a′). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà a′ è b′ çàêëþ÷àåì, ÷òî f ïîñòîÿííà íà
[a, b]. J

Ëåììà 6.3.2. Ïóñòü:

(1) ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) íåïðåðûâíû íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b) (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîì) è äèôôåðåíöèðóåìû íà
èíòåðâàëå (a, b);

(2) f(a) 6 g(a);

(3) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) âûïîëíåíî f ′(x) < g′(x).

Òîãäà f(x) < g(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b).

I Ïóñòü x ∈ (a, b). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè g − f , îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a, x] ⊂ [a, b), íàéäåì òî÷êó
c ∈ [a, x] òàêóþ, ÷òî

[g(x)− f(x)] = [g(a)− f(a)] + [g′(c)− f ′(c)](x− a).

Ïî óñëîâèþ g(a)− f(a) > 0 è g′(c)− f ′(c) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó è x− a > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî è g(x)− f(x) > 0. J

Òåîðåìà 6.3.3. (Êðèòåðèé ìîíîòîííîñòè íà èíòåðâàëå). Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f = f(x)
âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà íåì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) âûïîëíåíî f ′(x) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, f ′(x) 6 0).
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.4. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âîçðàñòàþùèõ íà (a, b) ôóíêöèé.

Ïóñòü f âîçðàñòàåò íà (a, b), òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) è ëþáîãî ∆x > 0 âûïîëíåíî

f(x+ ∆x) > f(x) =⇒ f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
> 0,

îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′(x) > 0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) âûïîëíåíî f ′(x) > 0. Âûáåðåì òî÷êè x1 è x2 òàê, ÷òî a < x1 < x2 < b, òîãäà f
äèôôåðåíöèðóåìà íà (x1, x2) è íåïðåðûâíà íà x1, x2. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (x1, x2) òàêàÿ,
÷òî

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) > 0,

îòêóäà f(x2) > f(x1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x1 è x2 ïîëó÷àåì, ÷òî f âîçðàñòàåò íà (a, b). J

Òåîðåìà 6.3.4. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè íà èíòåðâàëå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) äèôôåðåí-
öèðóåìà íà (a, b) è äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) âûïîëíåíî f ′(x) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, f ′(x) < 0). Òîãäà f ñòðîãî âîçðàñòàåò
(óáûâàåò) íà (a, b).

I Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, f ′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). Âûáåðåì òî÷êè x1 è x2 òàê, ÷òî a < x1 < x2 < b. Òîãäà f
äèôôåðåíöèðóåìà íà (x1, x2) è íåïðåðûâíà íà x1, x2. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (x1, x2) òàêàÿ,
÷òî

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) > 0,

îòêóäà f(x2) > f(x1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x1 è x2 ïîëó÷àåì, ÷òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b). J

È âíîâü êîíòðïðèìåð f(x) = x3 â òî÷êå 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâåäåííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Òåîðåìà 6.3.5. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè U(x0) ⊂ D(f), ïðè÷åì f ′(x0) = 0. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñè-
ìóìà), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′ âîçðàñòàëà (ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàëà) â òî÷êå x0.

I Âûáåðåì òî÷êó c ∈ U(x0), c 6= x0, òîãäà ïîñêîëüêó f äèôôåðåíöèðóåìà íà (x0, c) è íåïðåðûâíà íà [x0, c], ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (x0, c) òàêàÿ, ÷òî

f(c)− f(x0) = f ′(ξ)(c− x0).

Ïóñòü f ′ âîçðàñòàåò â òî÷êå x0, òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ sgn f ′(ξ) = sgn(ξ−x0). Ñòàëî áûòü, ïîñêîëüêó sgn(c−x0) = sgn(ξ−
x0), ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó è f(c) > f(x0). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà c ïîëó÷àåì, ÷òî x0 �
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. J

Ñëåäñòâèå 6.3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) ⊂ D(f), ïðè÷åì
f ′(x0) = 0. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà), äîñòàòî÷íî f ′′(x0) > 0
(ñîîòâåòñòâåííî, f ′′(x0) < 0).

I Â ñàìîì äåëå, ïî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ âîçðàñòàíèÿ/óáûâàíèÿ â òî÷êå èç f ′′(x0) > 0 ñëåäóåò âîçðàñòàíèå f ′ â òî÷êå
x0, à èç f

′′(x0) < 0 � óáûâàíèå f ′ â òî÷êå x0. J

�6.4. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

Ëåììà 6.4.1. Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé
òî÷êå, ïðè÷åì g′(x0) 6= 0. Òîãäà åñëè f(x0) = g(x0) = 0, òî ïðåäåë

lim
x→x0

f(x)

g(x)
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.4. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé.

ñóùåñòâóåò è ðàâåí
f ′(x0)

g′(x0)
.

I Â ñàìîì äåëå,

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
= lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

g(x)−g(x0)
x−x0

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
·
[

lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0

]−1

=
f ′(x0)

g′(x0)
.

J

Òåîðåìà 6.4.2. (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0/0). Ïóñòü:

(1) ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b);

(2) g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b);

(3) f è g èìåþò â òî÷êå a ïðåäåëû, ðàâíûå 0;

(4) ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= K.

Òîãäà ïðåäåë lim
x→a

f(x)

g(x)
ñóùåñòâóåò è ðàâåí K.

I Äîîïðåäåëèì f è g íóëåì â òî÷êå a. Òîãäà íîâûå ôóíêöèè f∗ è g∗ áóäóò íåïðåðûâíû íà ëþáîì îòðåçêå [a, x] ⊂ [a, b), è
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà Êîøè, ñîãëàñíî êîòîðîé íà [a, x] ñóùåñòâóåò òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

Åñëè x→ a, î÷åâèäíî, è c→ a, ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

c→a

f ′(c)

g′(c)
= K.

J

Òåîðåìà 6.4.3. (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞/∞). Ïóñòü:

(1) ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b);

(2) g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b);

(3) f è g èìåþò â òî÷êå a ïðåäåëû, ðàâíûå +∞;

(4) ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= K.

Òîãäà ïðåäåë lim
x→a

f(x)

g(x)
ñóùåñòâóåò è ðàâåí K.
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.5. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

I Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî K <∞. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 íàéäåì δ = δ(ε), ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ (a, a+ δ) âûïîëíåíî ∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
−K

∣∣∣∣ < ε

|f(x0)−Kg(x0)|+ 1
.

(âûáîð êîíñòàíòû áóäåò ÿñåí â äàëüíåéøåì). Äàëåå, ïîñêîëüêó g(x) → +∞ ïðè x → a, òî
1

g(x)
→ 0, è ñóùåñòâóåò òàêîå

η < δ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (a, η) ñïðàâåäëèâî ∣∣∣∣ 1

g(x)

∣∣∣∣ < ε.

Îáîçíà÷èì x0 = a +
δ

2
, òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, x0) íà îòðåçêå [x, x0] ê ôóíêöèÿì f è g ïðèìåíèìà òåîðåìà Êîøè,

ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (x, x0) òàêàÿ, ÷òî

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=

f ′(c)

g′(c)
,

ïîýòîìó, â ñèëó âûáîðà x0, ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−K

∣∣∣∣ < ε

|f(x0)−Kg(x0)|+ 1
.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x)

g(x)
−K =

f(x0)−Kg(x0)

g(x)
+

(
1− g(x0)

g(x)

)(
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−K

)
,

îòêóäà ∣∣∣∣f(x)

g(x)
−K

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣f(x0)−Kg(x0)

g(x)

∣∣∣∣+

(
1 +

∣∣∣∣g(x0)

g(x)

∣∣∣∣) ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
−K

∣∣∣∣ <
< |f(x0)−Kg(x0)|ε+ (1 + |g(x0)|ε) ε

|f(x0)−Kg(x0)|+ 1
= |g(x0)|ε2 + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ε îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→a

f(x)

g(x)
= K.

Åñëè æå K =∞, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé f ′(x) 6= 0. Òîãäà, ìåíÿÿ ìåñòàìè f è g, èç óñëîâèÿ

lim
x→a

g′(x)

f ′(x)
= 0

ïî äîêàçàííîìó ñëåäóåò, ÷òî lim
x→a

g(x)

f(x)
= 0, îòêóäà lim

x→a

f(x)

g(x)
= ∞. J

�6.5. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

Òåîðåìà 6.5.1. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñò. ÷ëåíîì â ô.Ïåàíî). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ n−òîãî
ïîðÿäêà â òî÷êå x0. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) ⊂ D(f) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n).

I Ñóùåñòâîâàíèå n−òîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî f îïðåäåëåíà è n − 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà îêðåñòíîñòü ñîâïàäàåò ñ U(x0)) è
èìååò n−òóþ ïðîèçâîäíóþ â ñàìîé òî÷êå x0.
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.5. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

Îáîçíà÷èì

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

(çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0! = 1). Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðåäåë

lim
x→x0

f(x)− Pn(x)

(x− x0)n
,

ìîæíî n − 1 ðàç ïîäðÿä âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåîïðåäåëåííîñòè 0/0 (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî ïåðâûå n− 1 ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f îïðåäåëåíû èìåííî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, à íå òîëüêî â ñàìîé òî÷êå):

lim
x→x0

f(x)− Pn(x)

(x− x0)n
= lim
x→x0

f ′(x)− P ′n(x)

n(x− x0)n−1
= lim

x→x0

f ′′(x)− P ′′n (x)

n(n− 1)(x− x0)n−2
= . . . = lim

x→x0

f (n−1)(x)− P (n−1)
n (x)

n!(x− x0)
=

=
1

n!
lim
x→x0

f (n−1)(x)−
[
f (n−1)(x0) + f (n)(x0)(x− x0)

]
x− x0

=
1

n!
lim
x→x0

(
f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

x− x0
− f (n)(x0)

)
.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé

lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

x− x0
= f (n)(x0),

ïîýòîìó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, à ñòàëî áûòü, è çíà÷åíèå èñõîäíîãî ïðåäåëà, ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− Pn(x) = o((x− x0)n) â U(x0).

J

Òåîðåìà 6.5.2. (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ n−òîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0 è â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

f(x) =

n∑
k=0

ak(x− x0)k + o((x− x0)n) è f(x) =

n∑
k=0

bk(x− x0)k + o((x− x0)n)

Òîãäà íåîáõîäèìî ak = bk äëÿ âñåõ k 6 n.

I Ïóñòü ýòî íå òàê. Îáîçíà÷èì mk = ak − bk è âûáåðåì íîìåð s òàêîé, ÷òî

m0 = m1 = . . . = ms−1 = 0 6= ms.

Âû÷òåì îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f èç äðóãîãî, ñ ó÷åòîì âûáîðà s ïîëó÷àåì:

0 =

n∑
k=s

mk(x−x0)k+o((x−x0)n) ⇐⇒ ms(x−x0)s = (x−x0)s+1(ms+1+ms+2(x−x0)+. . .+mn(x−x0)n−s−1)+o((x−x0)n).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè îáà ñëàãàåìûõ ñóòü o((x−x0)s), ïîýòîìó òàêîâà è èõ ñóììà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåâàÿ ÷àñòü
íå ÿâëÿåòñÿ o((x− x0)s), ïîñêîëüêó

lim
x→x0

ms(x− x0)s

(x− x0)s
= ms 6= 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

J

Ìíîãî÷ëåí

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ñòåïåíè n ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ýòî åäèíñòâåííûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðèáëèæàþùèé â òî÷êå x0 ôóíêöèþ f ñ ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè o((x− x0)n).

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà (íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëå-
íèè ïðåäåëîâ èëè ñðàâíåíèè ïîðÿäêîâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ëè òî÷êà x0 ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè f .
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.5. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

Òåîðåìà 6.5.3. (Êðèòåðèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò n−òóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå
x0, ïðè÷åì

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0 6= f (n)(x0).

Òîãäà:

(1) åñëè n íå÷åòíî, òî x0 � íå òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ;

(2) åñëè n ÷åòíî è f (n)(x0) > 0 (f (n)(x0) < 0), òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìóìà).

I Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè U(x0) ⊂ D(f) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
íà ïðîèçâîäíûå ïðèíèìàåò âèä

f(x) = f(x0) +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n) =⇒ f(x)− f(x0) = (x− x0)n

(
f (n)(x0)

n!
+ α(x)

)
,

ãäå α = α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.

(1) Ïóñòü n ÷åòíî. Òîãäà (x − x0)n > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ U(x0). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé f (n)(x0) > 0; ñëó÷àé f (n)(x0) < 0
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîñêîëüêó

lim
x→x0

(
f (n)(x0)

n!
+ α(x)

)
=

f (n)(x0)

n!
> 0,

ïî ëåììå î ñîõðàíåíèè çíàêà ñóùåñòâóåò ïîäîêðåñòíîñòü V (x0) ⊂ U(x0), â êîòîðîé âûïîëíåíî

f (n)(x0)

n!
+ α(x) >

1

2
· f

(n)(x0)

n!
> 0,

ïîýòîìó èç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà f(x) − f(x0) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V (x0). Òî åñòü x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè f .

(2) Ïóñòü n íå÷åòíî. Òîãäà ïî ëåììå î ñîõðàíåíèè çíàêà ñóùåñòâóåò ïîäîêðåñòíîñòü W (x0) ⊂ U(x0), â êîòîðîé

sgn

(
f (n)(x0)

n!
+ α(x)

)
= sgn f (n)(x0) = const .

Íî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 çíàê (x−x0)n ïðè íå÷åòíîì n ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê ðàçíîñòè
f(x)− f(x0). Ïîýòîìó x0 íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

J

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè åå ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x èç
îêðåñòíîñòè x0 èëè îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pn(x)} ïðè n → ∞ çíàíèÿ àñèìïòîòèêè îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà íåäîñòàòî÷íî, ïîýòîìó èñïîëüçóþò ÿâíûå ôîðìóëû, ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôîðìà
Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 6.5.4. (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñò. ÷ëåíîì â ô.Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè U(x0) ⊂ D(f) èìååò ïðîèçâîäíóþ (n + 1)−ãî ïîðÿäêà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ U(x0) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (x0, x)
òàêàÿ, ÷òî

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

I Îïÿòü æå, óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ (n+ 1)−é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f îçíà÷àåò äîïîëíèòåëüíî è íåïðåðûâíîñòü ïåðâûõ
n ïðîèçâîäíûõ â U(x0).
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.6. Ôîðìóëû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F = F (y) = f(y)−
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(y − x0)k −A(y − x0)n+1.

Ïîñêîëüêó ñàì ìíîãî÷ëåí è âñå åãî ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà âñåé ïðÿìîé (è, â ÷àñòíîñòè, â U(x0)), ôóíêöèÿ F
íàñëåäóåò âñå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f , òî åñòü ôóíêöèè F , F ′, . . . , F (n) íåïðåðûâíû â
U(x0), à F (n+1) îïðåäåëåíà â U(x0).

Âûáåðåì çíà÷åíèå A òàê, ÷òîáû F (x) = 0. Ýòî âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå y = x â ôîðìóëó äëÿ F óðàâíåíèå
F (x) = 0 ëèíåéíî ïî A ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè A, ðàâíûì (x− x0)n+1 6= 0.

Âû÷èñëèì âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F âïëîòü äî n−òîãî ïîðÿäêà è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0:

F ′(y) = f ′(y)−

[
f ′(x0) + (y − x0)

n∑
k=2

f (k)(x0)

(k − 1)!
(y − x0)k−2

]
−A(n+ 1)(y − x0)n =⇒ F ′(x0) = 0;

F ′′(y) = f ′′(y)−

[
f ′′(x0) + (y − x0)

n∑
k=3

f (k)(x0)

(k − 2)!
(y − x0)k−3

]
−A(n+ 1)n(y − x0)n−1 =⇒ F ′′(x0) = 0;

...

F (j)(y) = f (j)(y)−

f (j)(x0) + (y − x0)

n∑
k=j+1

f (k)(x0)

(k − j)!
(y − x0)k−j−1

−A (n+ 1)!

(n+ 1− j)!
(y − x0)n+1−j =⇒ F (j)(x0) = 0;

...

F (n−1)(y) = f (n−1)(y)−
[
f (n−1)(x0) + f (n−1)(x0)(y − x0)

]
−A (n+ 1)!

2
(y − x0)2 =⇒ F (n−1)(x0) = 0;

F (n)(y) = f (n)(y)− f (n)(x0)−A(n+ 1)!(y − x0) =⇒ F (n)(x0) = 0.

Èòàê, âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ âûïîëíåíû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [x0, x] òàêàÿ, ÷òî

F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−A(n+ 1)! = 0 ⇐⇒ A =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

J

�6.6. Ôîðìóëû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ôîðìóëó Òåéëîðà, çàïèñàííàÿ â òî÷êå x0 = 0, èíîãäà íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà èëè ïðîñòî Ìàêëîðåíà.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà ôóíêöèé sinx, cosx, ex è ln 1 + x � òî åñòü òåõ ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ ìû ïîëó÷èëè îáùèå ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ âñåõ ïîðÿäêîâ.

Ïðèìåð 6.6.1. f(x) = ex. f(x) = f ′(x) = . . . = f (n)(x) = ex =⇒ f(0) = f ′(0) = . . . = f (n)(0) = 1.

Ôîðìóëà Òåéëîðà ôóíêöèè ex ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+

eθx

(n+ 1)!
xn+1, ãäå θ ∈ (0, 1).

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ∣∣∣∣ eθx

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ 6 |x|n+1e|x|

(n+ 1)!
→ 0 ïðè n→∞,

ïîñêîëüêó äëÿ a > 0 ñïðàâåäëèâî lim
n→∞

an

n!
= 0 (óïðàæíåíèå).
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.6. Ôîðìóëû Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Íåîæèäàííûì òåîðåòèêî-÷èñëîâûì ñëåäñòâèåì ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 6.6.2. ×èñëî e èððàöèîíàëüíî.

I Ïóñòü e =
m

n
, ãäå m ∈ Z è n ∈ N. Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ex çíà÷åíèå x = 1, ïîëó÷àåì:

e =

n∑
k=0

1

k!
+

eθ

(n+ 1)!
=⇒ 0 < e−

n∑
k=0

1

k!
<

eθ

(n+ 1)!
<

e

(n+ 1)!
,

ïîñêîëüêó eθ < e ïðè θ ∈ (0, 1). Äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâà íà n!, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè n > 2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0 < n!e−
n∑
k=0

n!

k!
<

e

n+ 1
<

3

n+ 1
< 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàç e =
m

n
, òî

n!e−
n∑
k=0

n!

k!
= (n− 1)!m−

n∑
k=0

n!

k!
∈ Z.

Íî ìåæäó 0 è 1 íåò öåëûõ ÷èñåë � ïðîòèâîðå÷èå. J

Ïðèìåð 6.6.3. f(x) = sinx. f (k)(x) = sin

(
x+

πk

2

)
=⇒ f (k)(0) = sin

πk

2
.

Äëÿ ÷åòíûõ k sin
πk

2
= 0, äëÿ íå÷åòíûõ k sin

πk

2
= (−1)

(k−1)/2. Ñòàëî áûòü, ôîðìóëà Òåéëîðà ôóíêöèè sinx ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

sinx =

n∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+ (−1)n sin

(
θ +

π(2n+ 1)

2

)
x2n+1

(2n+ 1)!
, ãäå θ ∈ (0, 1).

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ∣∣∣∣sin(θ +
π(2n+ 1)

2

)
x2n+1

(2n+ 1)!

∣∣∣∣ 6 |x|2n+1

(2n+ 1)!
→ 0 ïðè n→∞.

Ïðèìåð 6.6.4. f(x) = cosx. f (k)(x) = cos

(
x+

πk

2

)
=⇒ f (k)(0) = cos

πk

2
.

Äëÿ íå÷åòíûõ k cos
πk

2
= 0, äëÿ ÷åòíûõ k cos

πk

2
= (−1)

k/2. Ñòàëî áûòü, ôîðìóëà Òåéëîðà ôóíêöèè cosx ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

cosx =

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ (−1)n+1 cos (θ + π(n+ 1))

x2n+2

(2n+ 2)!
, ãäå θ ∈ (0, 1).

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ∣∣∣∣cos (θ + π(n+ 1))
x2n+2

(2n+ 2)!

∣∣∣∣ 6 |x|2n+2

(2n+ 2)!
→ 0 ïðè n→∞.

Çàìåòèì, ÷òî ñèíóñ ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî íå÷åòíûì ñòåïåíÿì x, à êîñèíóñ � ïî ÷åòíûì, è åñëè ñëîæèòü ôîðìóëû Òåéëîðà
äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà, î÷åíü ïîõîæàÿ íà ôîðìóëó Òåéëîðà ýêñïîíåíòû. È ýòî íå ñëó÷àéíî. À
èìåííî, ïîñêîëüêó îñòàòî÷íûå ÷ëåíû âñåõ çàïèñàííûõ íàìè ôîðìóë ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè n→∞, îáðåòàþò ñìûñë ôîðìàëüíî
çàïèñàííûå ÷èñëîâûå ðÿäû

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
, sinx =

∞∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
è cosx =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
.
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6. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
6.7. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà.

Îñîáîå çíà÷åíèå ýòè ðÿäû èìåþò, åñëè x ñ÷èòàòü íå âåùåñòâåííûì, à êîìïëåêñíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèíÿòü ýòè
ðÿäû çà îïðåäåëåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (ïîäðîáíåå îá ýòîì ïîéäåò ðå÷ü äàëåå, ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Ìû íå áóäåì ãëóáîêî âäàâàòüñÿ â ýòó òåîðèþ, à ëèøü äîêàæåì îäèí
èçâåñòíûé ôàêò, ñâÿçûâàþùèé êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 6.6.5. (Ôîðìóëà Ýéëåðà). Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ñïðàâåäëèâî

eix = cosx+ i sinx.

I Ïî îïðåäåëåíèþ

eix =

∞∑
k=0

(ix)k

k!
.

Äàëåå âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî îáîñíîâûâàòü, ïî÷åìó
ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñëàãàåìûå â ýòîì ðÿäå, îäíàêî ìû ïðèìåì ýòîò ôàêò íà âåðó. (Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå áóäåò ïðèâåäåíî
ïðè áîëåå ïîäðîáíîì èçó÷åíèè âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ).

Re eix = 1 +
i2x2

2!
+
i4x4

4!
+ . . .+

i2kx2k

(2k)!
+ . . . =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= cosx;

Im eix = x+
i2x3

3!
+ . . .+

i2k−2x2k−1

(2k − 1)!
+ . . . =

∞∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
= sinx.

Òàêèì îáðàçîì, eix = cosx+ i sinx. J

Ïðèìåð 6.6.6. f(x) = ln(1 + x). f (k) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
=⇒ f (k)(0) = (−1)k−1(k − 1)!.

Ôîðìóëà Òåéëîðà ôóíêöèè ln(1 + x) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+

(−1)n

n+ 1

(
x

1 + θx

)n+1

, ãäå θ ∈ (0, 1).

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

(
x

1 + θx

)n+1
∣∣∣∣∣ 6 |x|n+1

n+ 1
→ 0 ïðè n→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíûé ðÿä äëÿ ln(1 + x) òàêæå èìååò ñìûñë. Îäíàêî îáîáùèòü åãî äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíîãî
x ïðîñòî òàê íå ïîëó÷èòñÿ. Â ñàìîì äåëå, èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà 2π−ïåðèîäè÷íà,
ïîýòîìó îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå, èáî îí íå åñòü
ïðåäìåò íàøåãî êóðñà.

�6.7. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà.

Îïðåäåëåíèå 6.7.1. Ôóíêöèÿ f = f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (ââåðõ) íà ìíîæåñòâå E ⊂ D(f), åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x1, x2 èç E è ëþáûõ ÷èñåë q1, q2 òàêèõ, ÷òî
1

q1
+

1

q2
= 1, âûïîëíåíî

f(q1x1 + q2x2) 6 q1f(x1) + q2f(x2)

(ñîîòâåòñòâåííî, f(q1x1 + q2x2) > q1f(x1) + q2f(x2)).

Òåîðåìà 6.7.2. (Êðèòåðèé âûïóêëîñòè íà èíòåðâàëå). Äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ
f = f(x) âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà íåì, åñëè è òîëüêî åñëè f ′′(x) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, f ′′(x) 6 0) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b).
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6.7. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé. Ïóñòü f âûïóêëà âíèç íà (a, b). Âûáåðåì òî÷êè x, x1, x2 èíòåð-
âàëà (a, b) òàêèå, ÷òî x1 < x < x2. Ïîñêîëüêó

x2 − x
x2 − x1

+
x− x1

x2 − x1
= 1 è

x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1

x2 − x1
x2 = x,

èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíåíî

f(x) 6
x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1
f(x2) =⇒ f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
=

f(x)− f(x2)

x− x2
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëàì ïðè x→ x1 è x→ x2, ïîëó÷àåì:

f ′(x1) 6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
è

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6 f ′(x2),

ïîýòîìó f ′(x1) 6 f ′(x2). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x1 è x2 çàêëþ÷àåì, ÷òî f ′ âîçðàñòàåò íà (a, b), ÷òî ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ f ′′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). J

Òåîðåìà 6.7.3. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âûïóêëîñòè). Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f = f(x)
âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà íåì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0 è x èíòåðâàëà (a, b) âûïîëíåíî

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

(ñîîòâåòñòâåííî, f(x) 6 f(x0) + f ′(x0)(x− x0)).

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàåò (êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ) óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â
òî÷êå x0, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ (a, b) âñå òî÷êè ãðàôèêà f ñ àáñöèññàìè èç (a, b) ëåæàò
íå íèæå (íå âûøå) êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0.

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé.

Ïóñòü f âûïóêëà âíèç íà (a, b). Âûáåðåì òî÷êè x0, x1, x2 èíòåðâàëà (a, b) òàêèå, ÷òî x1 < x0 < x2, òîãäà, ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ âûïóêëîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
6
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
.

Ïåðåéäåì òåïåðü â íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëàì ïðè x1 → x0 è x2 → x0:

f ′(x0) 6
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
è

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
6 f ′(x0),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà x1 è x2, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0 è x èç (a, b)

f ′(x0) 6
f(x)− f(x0)

x− x0
ïðè x < x0 è f ′(x0) >

f(x)− f(x0)

x− x0
ïðè x > x0.

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî
f(x)− f(x0) > f ′(x0)(x− x0).

Òåïåðü ïóñòü äëÿ ëþáûõ x è x0 èç (a, b) âûïîëíåíî

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì

f ′(x0) 6
f(x)− f(x0)

x− x0
ïðè x < x0 è f ′(x0) >

f(x)− f(x0)

x− x0
ïðè x > x0.

Âûáåðåì òî÷êè x1 è x2 èíòåðâàëà (a, b) òàêèå, ÷òî x1 < x0 < x2, òîãäà

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
6
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî f âûïóêëà âíèç íà (a, b). J
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Îïðåäåëåíèå 6.7.4. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f = f(x), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ D(f)

òàêàÿ, ÷òî:

ëèáî f âûïóêëà âíèç íà (x0 − δ, x0) è âûïóêëà ââåðõ íà (x0, x0 + δ)

ëèáî f âûïóêëà ââåðõ íà (x0 − δ, x0) è âûïóêëà âíèç íà (x0, x0 + δ).

Òåîðåìà 6.7.5. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà). Åñëè x0 � òî÷êà ïåðåãèáà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â
ýòîé òî÷êå ôóíêöèè f = f(x), òî íåîáõîäèìî f ′′(x0) = 0.

I Âûïèøåì ïåðâûå 3 ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè U(x0) ⊂ D(f):

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + o((x− x0)2).

Îáîçíà÷èì l(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) (ýòî â òî÷íîñòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0), òîãäà

f(x)− l(x) =
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + o((x− x0)2) = (x− x0)2

(
f ′′(x0)

2
+ α(x)

)
,

ãäå α = α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.

Ïóñòü f ′′(x0) 6= 0, òîãäà ïî ëåììå î ñîõðàíåíèè çíàêà ñóùåñòâóåò ïîäîêðåñòíîñòü V (x0) ⊂ U(x0), â êîòîðîé

sgn(f(x)− l(x)) = sgn f ′′(x0) = const .

Òî åñòü ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ôóíêöèÿ f íå ìåíÿåò âûïóêëîñòü � ïðîòèâîðå÷èå. J

Òåîðåìà 6.7.6. Ïóñòü äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè f = f(x) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ D(f)

òàêàÿ, ÷òî çíàê f ′′ íà èíòåðâàëàõ (x0 − δ, x0) è (x0, x0 + δ) ðàçëè÷åí. Òîãäà x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

I Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûáåðåì ïîäîêðåñòíîñòü W (x0) ⊂ U(x0), â êîòîðîé

sgn(f(x)− l(x)) = sgn f ′′(x0).

Òîãäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 çíàê f
′′, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçíîñòè f(x)− l(x) ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó x0 � òî÷êà ïåðåãèáà f . J

Òåîðåìà 6.7.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) èìååò â òî÷êå x0 òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì

f ′′(x0) = 0 6= f ′′′(x0).

Òîãäà x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

I Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû,

f(x)− l(x) =
1

6
f ′′′(x0) + o((x− x0)3) = (x− x0)3

(
f ′′′(x0)

6
+ α(x)

)
,

ãäå α = α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.

Ïåðâûé ìíîæèòåëü ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0, âòîðîé íå ìåíÿåò çíàê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïî ëåììå
î ñîõðàíåíèè çíàêà. Çíà÷èò, f(x)− l(x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0, òî åñòü x0 � òî÷êà ïåðåãèáà f . J
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�6.8. Êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 6.8.1. Äëÿ ëþáîãî x > 0 ñïðàâåäëèâî

xα − αx 6 1− α ïðè α ∈ (0, 1) è xα − αx > 1− α ïðè α > 1.

I Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f(x) = xα − αx− 1 + α.

Åå ïðîèçâîäíàÿ: f ′(x) = αxα−1 − α = α
(
xα−1 − 1

)
.

Åñëè α ∈ (0, 1), òî
sgn f ′(x) = sgn(1− x),

ïîýòîìó x = 1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f . Ñòàëî áûòü, f(x) 6 f(1) = 0 äëÿ ëþáîãî x > 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî
èñõîäíîìó íåðàâåíñòâó.

Ñëó÷àé α > 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. J

Òåîðåìà 6.8.2. (Íåðàâåíñòâî Þíãà). Ïóñòü a, b, p, q � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì
1

p
+

1

q
= 1. Òîãäà

a
1/pb

1/q 6
a

p
+
b

q
.

I Ïîëîæèì x =
a

b
> 0, α =

1

p
∈ (0, 1). Òîãäà ïî ëåììå

(a
b

)1/p

− 1

p

(a
b

)
6 1− 1

p
=

1

q
.

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà b, ïîëó÷èì:

a
1/pb

1/q = a
1/pb1−

1/p 6
a

p
+
b

q
.

J

Òåîðåìà 6.8.3. (Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ ñóìì). Ïóñòü a1, . . . , an, b1, . . . , bn, p, q � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì
1

p
+

1

q
= 1. Òîãäà

n∑
k=1

akbk 6

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q

.

I Îáîçíà÷èì

X =

n∑
k=1

apk, Y =

n∑
k=1

bqk, Ak =
apk
X
, Bk =

bqk
Y
.

Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Þíãà:

A
1/p
k B

1/q
k 6

Ak
p

+
Bk
q
⇐⇒ ak

X1/p
· bk
Y 1/q

6
1

p
·
apk
X

+
1

q
·
bqk
Y
.

Ñóììèðóÿ ïî k, çàêëþ÷àåì, ÷òî
n∑
k=1

(
ak
X1/p

· bk
Y 1/q

)
6

1

p

n∑
k=1

apk
X

+
1

q

n∑
k=1

bqk
Y
.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë X è Y îáå ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû 1. Çíà÷èò, ñïðàâà ñòîèò ñóììà frac1p+
1

q
= 1,

ïîýòîìó
n∑
k=1

akbk 6 X
1/pY

1/q,
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÷òî ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó íåðàâåíñòâó. J

Òåîðåìà 6.8.4. (Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ ñóìì). Ïóñòü a1, . . . , an, b1, . . . , bn, � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, m > 1.
Òîãäà (

n∑
k=1

(ak + bk)m

)1/m

6

(
n∑
k=1

amk

)1/m

+

(
n∑
k=1

bmk

)1/m

.

I Â ñàìîì äåëå, ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà äëÿ p = m, q =
m

m− 1
èìååì

n∑
k=1

(ak + bk)m =

n∑
k=1

(ak + bk)(ak + bk)m−1 =

n∑
k=1

ak(ak + bk)m−1 +

n∑
k=1

bk(ak + bk)m−1 6

6

(
n∑
k=1

amk

)1/m( n∑
k=1

[
(ak + bk)m−1

] m
m−1

)m−1
m

+

(
n∑
k=1

bmk

)1/m( n∑
k=1

[
(ak + bk)m−1

] m
m−1

)m−1
m

=

=

(
n∑
k=1

(ak + bk)m

)m−1
m

( n∑
k=1

amk

)1/m

+

(
n∑
k=1

bmk

)1/m
 .

Ñîêðàùàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà ïåðâûé ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì(
n∑
k=1

(ak + bk)m

)1/m

=

(
n∑
k=1

(ak + bk)m

)1−m−1
m

6

(
n∑
k=1

amk

)1/m

+

(
n∑
k=1

bmk

)1/m

.

J

Òåîðåìà 6.8.5. (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x) âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà ìíîæåñòâå E ⊂ D(f), à
÷èñëà q1, . . . , qn òàêîâû, ÷òî q1 + . . .+ qn = 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, . . . , xn èç E ñïðàâåäëèâî

f(q1x1 + . . .+ qnxn) 6 q1f(x1) + . . .+ qnf(xn).

(ñîîòâåòñòâåííî, f(q1x1 + . . .+ qnxn) > q1f(x1) + . . .+ qnf(xn)).

I Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé èíäóêöèåé ïî n.

Ïðè n = 1 èç óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî q1 = 1 è f(x1) 6 f(x1) � òðèâèàëüíî. Ïðè n = 2 èìååì îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãî N . Òîãäà:

f(q1x1 + . . .+ qNxN + qN+1xN+1) = f

(
q1x1 + . . .+ (qN + qN+1)

(
qN

qN + qN+1
xN +

qN+1

qN + qN+1
xN+1

))
ïðåäï.èíä.

6

6 q1f(x1) + . . .+ (qN + qN+1)f

(
qN

qN + qN+1
xN +

qN+1

qN + qN+1
xN+1

)
áàçà èíä.

6

6 q1f(x1) + . . .+ (qN + qN+1)
qN

qN + qN+1
f(xN ) + (qN + qN+1)

qN+1

qN + qN+1
f(xN+1) =

= q1f(x1) + . . .+ qNf(xN ) + qN+1f(xN+1).

J
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