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Аннотация
Мы напомним полезный расчёт, связанный с броуновским движе-
нием, а также напомним об истоках большой области современной
математики, называемой «Случайные процессы».

1. Исходные допущения. Рассматриваем движение броуновской
частицы в жидкости.

Опыт и теория показывают, что если частица движется в жидкости
со скоростью v, то на неё действует сила сопротивления F , пропорци-
ональная скорости, если скорость v не слишком велика. Коэффициент
пропорциональности B в формуле v = BF называется подвижностью
частицы.

Подвижность частицы можно измерить, например, по скорости уста-
новившегося её движения под действием разности силы тяжести и архи-
медовой подъёмной силы, действующей на частицу.

В случае, когда частица имеет форму шарика радиуса a, Стокс теоре-
тически нашёл, что B = 1

6πηa
, где η — коэффициент внутреннего трения,

называемый коэффициентом вязкости или просто вязкостью жидкости.
Пусть m — масса частицы.
2. Уравнение движения. Уравнение движения броуновской ча-

стицы в направлении оси x имеет вид

mẍ = −B−1ẋ+X , (1)

где −B−1ẋ — регулярная сила сопротивления, а слагаемое X должно
учитывать беспорядочные толчки, которые частица испытывает под дей-
ствием молекул жидкости. Среднее значение силы X равно нулю.

Умножим уравнение (1) на x и, воспользовавшись тождествами d
dt
x2 =

2xẋ и d2

dt2
x2 = 2ẋ2 + 2xẍ, приведём уравнение (1) к виду

m
d2

dt2
x2 +B−1 d

dt
x2 − 2mẋ2 = 2Xx . (2)
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Усредняя уравнение (2) по всем таким броуновским частицам, и, учиты-
вая, что ⟨Xx⟩ = 0 (поскольку ⟨X⟩ = 0) и то, что из термодинамических
соображений ⟨mẋ2⟩ = kT , получаем

m
d2

dt2
⟨x2⟩+B−1 d

dt
⟨x2⟩ − 2kT = 0 . (3)

3. Исследование движения. Сделаем несколько простых, но важ-
ных, общих замечаний, касающихся движения броуновской частицы.

Величина смещения частицы за промежуток времени [t1, t2] от момен-
та t1 до момента t2 является случайной величиной, которая, очевидно,
зависит только от разности τ = t2 − t1. Обозначим эту случайную вели-
чину символом xτ .

Далее, xt+τ = xt + xτ . В силу независимости xt, xτ , имеем ⟨xtxτ ⟩ = 0,
поэтому ⟨x2

t+τ ⟩ = ⟨x2
t ⟩+ ⟨x2

τ ⟩.
Итак, функция f(t) = ⟨x2

t ⟩, которая уже не случайная величина, удо-
влетворят уравнению f(t+ τ) = f(t) + f(τ). Это означает, что величина
⟨x2

t ⟩ является линейной однородной функцией At времени t, причём это
справедливо для любых броуновских частиц.

Коэффициент A теперь легко находится. Подставляя ⟨x2
t ⟩ = At в

уравнение (3), находим, что

⟨x2
t ⟩ = 2kTBt .

Это знаменитая формула Эйнштейна.
В этой формуле x — это проекция вектора r смещения частицы на

направление одной оси x. Учитывая равноправность осей и то, что r2 =
x2 + y2 + z2, получаем

⟨r2⟩ = 6kTBt .

Для шарообразных частиц с учётом формулы Стокса B = 1
6πηa

, имеем

⟨r2⟩ = kT t

πηa
.

4. Дискретный вариант. В дискретном случае можно было бы
рассуждать так.

Пусть rn — вектор смещения броуновской частицы от точки выхода за
n шагов, и пусть ∆n — вектор смещения на n-м шаге. Будем считать, что
на каждом шаге все направления смещения в пространстве равноправны,
а величина |∆n| = ∆ шага постоянна.
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Тогда rn = rn−1 +∆n и r2n = r2n−1 + 2rn−1∆n +∆2
n. Векторы rn−1,∆n

независимы и ⟨∆n⟩ = 0, поэтому осреднение по многим наблюдениям
процесса за n шагов позволяет заключить, что в среднем

⟨r2n⟩ = ⟨r2n−1⟩+∆2.

Тогда по индукции ⟨r2n⟩ = n∆2 и

|rn| = ∆
√
n.

Здесь rn, разумеется, мог быть вектором в пространстве Rd произвольной
размерности d. Проекция prξ rn такого вектора на любое направление
ξ (в силу теоремы Пифагора) испытывала бы одномерное броуновское
движение ⟨(prξ rn)2⟩ = nd−1∆2.

5. Историческая справка.
Идея атомного строения вещества, как и идея гелеоцентричности на-

шей планетной системы, древняя, но облик эффективной теории (а не
философской идеи) приобрела относительно недавно. Как ни странно,
первым экспериментальным подтверждением атомизма и молекулярного
строения вещества считается броуновское движение, открытое англий-
ским ботаником Робертом Броуном (Броун, Браун, Brown) всего-то в
1827 или 1828 году.

Броун наблюдал в микроскоп хаотичное движение цветочной пыль-
цы. Как отмечает Фейнман [1] (и это впечатляет), Броун был достаточно
сведущ, чтобы понять, что перед ним не живые существа. Чтобы дока-
зать это, «Броун разыскал обломок кварца, в котором была заполненная
водой полость. Вода попала туда много миллионов лет тому назад, но и
в такой воде соринки продолжали свою пляску».

С присущей Фейнману образностью изложения любого научного сю-
жета он, перенося нас в привычные масштабы, предлагает представить
себе, что мы очень издалека наблюдаем игру в пушбол. Вы знаете, что
под большим мячом много людей и каждый толкает мяч, куда хочет.
Игроков не видно, но видно беспорядочное движение мяча.

Математические основы теории броуновского движения с важными
для физики выводами были заложены Эйнштейном в знаменитом 1905
году его интеллектуального взрыва работой [2] и последовавшей за ней
работой [3], которая уже так и называлась «К теории броуновского дви-
жения». Во многих отношениях интересны и очень показательны следу-
ющие вводные строки работы [2].
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«В этой работе будет показано, что согласно молекулярно-кинети-
ческой теории теплоты взвешенные в жидкости тела микроскопических
размеров вследствие молекулярного теплового движения должны совер-
шать движения такой величины, что легко могут быть обнаружены под
микроскопом. Возможно, что рассматриваемые движения тождественны
с так называемым броуновским движением; однако доступные мне дан-
ные относительно последнего настолько неточны, что я не мог составить
об этом определенного мнения.

Если рассматриваемое движение вместе с ожидаемыми закономерно-
стями действительно будет наблюдаться, то классическая термодинами-
ка не может считаться вполне справедливой уже для микроскопически
различимых областей, и тогда возможно точное определение истинных
атомных размеров. Если же, наоборот, предсказание этого движения
не оправдается, то это будет веским аргументом против молекулярно-
кинетического представления о теплоте».

Статьи Эйнштейна получили многоплановые математические и фи-
зические развития (в исследованиях Смолуховского, Ланжевена, Перре-
на1 ... ). В математическом аспекте эти работы стали истоком большой
области современной математики, называемой «Случайные процессы».

А почти за полвека до этого прозорливый гений Максвелл, понимая
проблемы, к которым приводит классическая статистическая термоди-
намика, видимо, предчувствуя квантовую революцию, прямо утверждал,
что «Истинная логика нашего мира — это подсчёт вероятностей» [4].
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