ПРИЛОЖЕНИЕ
1. Спецкурс программы специалитета, годовой: Теория ортогональных рядов и ее обобщения.

2. Преподаватель: проф. Т.П. Лукашенко.
3. Аннотация курса:  ортогональные системы и их свойства, фреймы, фреймы Парсеваля или ортоподобные системы и их свойства, орторекурсивные разложения и их свойства, система Хаара и ее свойства, орторекурсивные разложения по последовательности характеристических функций двоичных интервалов и их свойства, связь с системой Хаара, система Уолша и ее связь с системой Хаара. базисы, разложения по базисам, их свойства, сходимость и расходимость, базисы сдвигов, система Фабера – Шаудера и система Франклина, системы Рисса и базисы Рисса, свойства коэффициентов и теоремы о свойствах разложений в зависимости от свойств коэффициентов, обобщения некоторых классических теорем теории ортогональных рядов, методы суммирования расходящихся рядов и их применение.
4.   Тематическое содержание курса:

	Тема 1
	Пространства со скалярным произведением, их свойства, неравенство Коши—Буняковского, норма и метрика. Гильбертово пространство. Примеры гильбертовых пространств.

	Тема 2
	Ортогональные системы и их свойства. Коэффициенты Фурье и ряды Фурье. Экстремальное свойство коэффициентов Фурье.  Тождество Бесселя и неравенство Бесселя. Замкнутость, полнота, равенство Парсеваля и связь со сходимостью рядов Фурье. 

	Тема 3
	Фреймы, жесткие фреймы и фреймы Парсеваля или ортоподобные системы. Примеры фреймов. Системы Бесселя и ряды по ним.

	Тема 4
	Свойства фреймов Парсеваля. Аналог тождества Бесселя. Экстремальное свойство коэффициентов разложения. 

	Тема 5
	Ортогональные проекции на подпространства. Ортогональные проекции фреймов – фреймы. Фреймы Парсеваля как ортогональные проекции ортонормированных систем.

	Тема 6
	Орторекурсивные разложения по последовательности элементов и их свойства. Аналоги тождества Бесселя и неравенства Бесселя. Равенство Парсеваля.  Понятие о “жадных” алгоритмах.  Пример расходящегося орторекурсивного разложения.

	Тема 7
	Орторекурсивные разложения по последовательности подпространств и их свойства. Аналоги тождества Бесселя и неравенства Бесселя. Равенство Парсеваля. Понятие об ортогональных “жадных” алгоритмах.  

	Тема 8
	Ортогональная система Хаара и ее простейшие свойства. Замкнутость и полнота в пространствах Лебега. Ряды Фурье по системе Хаара.   

	Тема 9
	Вид частичных сумм рядов Фурье по системе Хаара.  Равномерная сходимость рядов Фурье — Хаара непрерывных функций. Сходимость рядов Фурье — Хаара суммируемых функций почти всюду. 

	Тема 10
	Сходимость рядов Фурье по системе Хаара в пространствах Лебега.  О единственности рядов по системе Хаара.

	Тема 11
	Орторекурсивные разложения функций по системе характеристических функций двоичных промежутков. Вид  частичных сумм орторекурсивных рядов Фурье по системе характеристических функций двоичных промежутков.   

	Тема 12
	Связь орторекурсивных разложений по системе характеристических функций двоичных промежутков и разложений в ряды Фурье по системе Хаара. Равномерная сходимость орторекурсивных разложений непрерывных функций.

	Тема 13
	Сходимость орторекурсивных разложений суммируемых функций по системе характеристических функций двоичных промежутков почти всюду. Сходимость в пространствах Лебега.

	Тема 14
	Фрейм Парсеваля связанный с орторекурсивными разложениями по системе характеристических функций двоичных промежутков и его связь с системой Хаара.

	Тема 15
	Ортогональная система Уолша и ее связь с системой Хаара. 

	Тема 16
	Система Уолша на произведении двоичных групп.

	Тема 17
	Базисы в банаховых пространствах, их свойства. Ортогональные системы как базисы. Примеры неортогональных базисов.

	Тема 18
	Ортогональные базисы сдвигов в пространстве тригонометрических многочленов.

	Тема 19
	Фреймы Парсеваля из сдвигов в пространстве тригонометрических многочленов. 

	Тема 20
	Система Фабера – Шаудера как базис в пространстве непрерывных функций и ее свойства. 
	

	Тема 21
	Система Франклина как ортогональный базис в пространстве непрерывных функций.
	

	Тема 22
	Система Франклина — ортогональный базис в пространствах Лебега.

	Тема 23
	Системы Рисса и базисы Рисса. Базисы Рисса как фреймы. 

	Тема 24
	Теорема Меньшова—Радемахера о сходимости ортогональных рядов почти всюду и ее обобщение.

	Тема 25
	Теоремы о расходимости орторекурсивных разложений.

	Тема 26
	Теоремы об условиях сходимости орторекурсивных разложений почти всюду.

	Тема 27
	Теоремы об условиях сходимости почти всюду сходящихся по норме орторекурсивных разложениях.

	Тема 28
	Ядра Лебега. Теорема Колмогорова—Селиверстова—Плеснера в теории тригонометрических рядов, ее обобщение для ортогональных рядов.

	Тема 29
	Аналог теоремы Колмогорова—Селиверстова—Плеснера в теории функциональных рядов. 

	Тема 30
	Методы суммирования расходящихся рядов. Теорема Тёплица.

	Тема 31
	Методы суммирования Чезаро и Абеля.

	Тема 32
	Теоремы об условиях суммируемости почти всюду функциональных рядов.


5. Типовые контрольные задания или иные материалы, необходимые для оценки результатов обучения, характеризующих этапы формирования компетенций.
Вопросы к экзамену.

1. Пространства со скалярным произведением. Гильбертовы пространства.

2. Ортогональные системы и их свойства. Ряды Фурье и их свойства.

3. Фреймы, жесткие фреймы и фреймы Парсеваля. Их свойства.

4. Системы Бесселя и ряды по ним.

5. Ортогональные проекции фреймов и ортонормированных систем.

6. Орторекурсивные разложения по последовательности элементов и их свойства.

7. Орторекурсивные разложения по последовательности подпространств и их свойства.

8. Ортогональная система Хаара и ее простейшие свойства. Ряды Фурье–Хаара.

9. Частичные суммы рядов Фурье по системе Хаара.

10. Равномерная сходимость рядов Фурье–Хаара и сходимость почти всюду.

11. Сходимость рядов Фурье–Хаара в пространствах Лебега.

12. Орторекурсивные разложения функций по системе характеристических функций двоичных промежутков. 

13. Вид  частичных сумм орторекурсивных рядов Фурье по системе характеристических функций двоичных промежутков.   

14. Равномерная сходимость орторекурсивных разложений и сходимость почти всюду.

15. Сходимость в пространствах Лебега.

16. Фрейм Парсеваля связанный с орторекурсивными разложениями по системе характеристических функций двоичных промежутков.

17. Ортогональная система Уолша и ее свойства.

18. Базисы в банаховых пространствах, их свойства.

19. Ортогональные системы как базисы. Примеры неортогональных базисов.

20. Ортогональные базисы из сдвигов одного многочлена в пространствах тригонометрических многочленов.

21. Ортогональные базисы из сдвигов двух многочленов в некоторых пространствах тригонометрических многочленов.

22. Фреймы Парсеваля из сдвигов в пространстве тригонометрических многочленов.

23. Система Фабера–Шаудера и ее свойства.

24. Система Франклина как ортогональный базис в пространстве непрерывных функций.

25. Система Франклина — ортогональный базис в пространствах Лебега.

26. Системы Рисса и базисы Рисса. Их свойства.

27. Теорема Меньшова–Радемахера о сходимости ортогональных рядов почти всюду и ее обобщение.

28. Теоремы о расходимости орторекурсивных разложений.

29. Теоремы об условиях сходимости орторекурсивных разложений почти всюду.

30. Теоремы об условиях сходимости почти всюду сходящихся по норме орторекурсивных разложениях.

31. Ядра Лебега. Теорема Колмогорова–Селиверстова–Плеснера.

32. Аналог теоремы Колмогорова–Селиверстова–Плеснера в теории функциональных рядов.

33. Методы суммирования расходящихся рядов. Теорема Тёплица.

34. Теоремы об условиях суммируемости почти всюду функциональных рядов.

Примеры задач для самостоятельного решения. 

1. Показать, что если фрейм Парсеваля — нормированная система, то это ортонормированная система. 

2. Показать, что орторекурсивное разложение по ортонормированной системе совпадает с рядом Фурье по этой системе.

3. Является ли ортогональной система характеристических функций двоичных промежутков? Замкнутой? Полной? 

4. Сохраняются ли последние свойства при удалении конечного числа характеристических функций?

5. При удалении до 10 функций из каждой пачки?

6. Является ли фрейм Парсеваля базисом?

7. Определить размерность пространства тригонометрических многочленов степени не выше n. Привести пример ортогонального базиса в нем из сдвигов одной функции. 

8. Указать пространство тригонометрических многочленов, где нет ортогонального базиса из сдвигов одного многочлена.

9. Привести пример пространства тригонометрических многочленов, где нет ортогонального базиса из сдвигов одного многочлена, но есть ортогональный базис из сдвигов двух многочленов.

10. Является ли система Хаара базисом в пространстве непрерывных функций?

11. Что такое ‘метод ортогонализации Шмидта’?

12. Будет ли полная система Рисса базисом?

13. Пример сходящегося в пространстве Лебега функционального ряда, который расходится почти всюду.

14. Пример расходящегося в пространстве Лебега функционального ряда, который сходится почти всюду.

15. Метод суммирования средних арифметических (Чезаро) и его свойства.

Текущий контроль проводится три раза: в середине осеннего семестра — часовая контрольная работа, в конце осеннего семестра — коллоквиум, в середине весеннего семестра  —  часовая контрольная работа. 

Контрольные работы проводятся по списку задач для самостоятельного решения.

Коллоквиум проходит по прочитанному материалу и состоит из вопросов 1–17:

Вопросы к коллоквиуму.

1. Пространства со скалярным произведением. Гильбертовы пространства.

2. Ортогональные системы и их свойства. Ряды Фурье и их свойства.

3. Фреймы, жесткие фреймы и фреймы Парсеваля. Их свойства.

4. Системы Бесселя и ряды по ним.

5. Ортогональные проекции фреймов и ортонормированных систем.

6. Орторекурсивные разложения по последовательности элементов и их свойства.

7. Орторекурсивные разложения по последовательности подпространств и их свойства.

8. Ортогональная система Хаара и ее простейшие свойства. Ряды Фурье–Хаара.

9. Частичные суммы рядов Фурье по системе Хаара.

10. Равномерная сходимость рядов Фурье–Хаара и сходимость почти всюду.

11. Сходимость рядов Фурье–Хаара в пространствах Лебега.

12. Орторекурсивные разложения функций по системе характеристических функций двоичных промежутков. 

13. Вид  частичных сумм орторекурсивных рядов Фурье по системе характеристических функций двоичных промежутков.

14. Равномерная сходимость орторекурсивных разложений и сходимость почти всюду.

15. Сходимость в пространствах Лебега.

16. Фрейм Парсеваля связанный с орторекурсивными разложениями по системе характеристических функций двоичных промежутков.

17. Ортогональная система Уолша и ее свойства.
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7. Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети «Интернет»: www.mathnet.ru, http://lib.mexmat.ru.
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