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�ëàâà 13

×èñëîâûå ðÿäû è

íåñîáñòâåííûå

èíòåãðàëû

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 1

(04.09.68)

�ÿäû è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû � îñíîâíîé àïïàðàò äëÿ èçîáðà-

æåíèÿ è èçó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé. Áóäåì

ïàðàëëåëüíî èçó÷àòü è ðÿäû è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, ÷òîáû

ÿñíåå óâèäåòü, â ÷åì îíè ñõîæè è â ÷åì èõ ðàçëè÷èå.

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà: [27℄ ò. 2 ãë. 15, 17.

� 59. Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

è íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

59.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} , an ∈ R èëè

an ∈ C , ãäå R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à C � ìíî-

æåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîíÿòèå ðÿäà åñòü ðàñïðîñòðàíåíèå
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ïîíÿòèÿ ñóììû íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ (÷ëåíîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè): a1+a2+ ...+an+ ... . Íàäî ïðèäàòü ýòîé ñóììå ÷èñ-
ëîâîé ñìûñë. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ðÿäà

sn = a1 + ...+ an (n = 1, 2, ...) .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

{sn} ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

sn = A , òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä

a1 + a2 + ...+ an + ... ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A è A åñòü åãî ñóììà:

a1 + a2 + ...+ an + ... = A .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} ðàñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷àìè ïðè èçó÷åíèè ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ

1. Èçó÷åíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

2. Íàõîæäåíèå ñóììû â êîíå÷íîì âèäå.

Íàïðèìåð, 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + ... = ln 2 (áóäåò äîêàçàíî íèæå â � 60

íà ñ. 345). Êîãäà ìû íå ìîæåì íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ñóììû, òî

ïî ε > 0 èùåì Ã òàêîå, ÷òî

∣∣∣A− Ã
∣∣∣ < ε .

3. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðÿäîâ.

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå ñóììû ñ êîíå÷íîãî íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãà-

åìûõ ìû òåðÿåì êàêèå-òî ñâîéñòâà, ïðèñóùèå êîíå÷íûì ñóììàì.

Íàïðèìåð, ïåðåìíîæàÿ äâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäà

(a1 + ...+ an + ...)(b1 + ...+ bn + ...) = a1b1 + ...

ïîëó÷èì ðÿä, êîòîðûé ïðè íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïîïàðíûõ ïðîèç-

âåäåíèé íå ñõîäèòñÿ, òåì ñàìûì íàðóøàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü.

Áóäåì ñîêðàùåííî çàïèñûâàòü a1 + a2 + ...+ an+ ... =
∞∑
n=1

an ;

sn=a1+...+an=
n∑
k=1

ak . Ýëåìåíòû an � ÷ëåíû ðÿäà, rn=
∞∑

k=n+1

ak

� îñòàòêè ðÿäà � íîâûå ðÿäû, äëÿ íèõ âñå òå æå çàäà÷è îñòàþòñÿ.

Ñóììà

N∑
k=n

ak � êóñîê ðÿäà. (Çàìåòèì, ÷òî ïðè µ > ν êóñîê ðÿäà

ν∑
k=µ

ak � ïóñòàÿ ñóììà, êîòîðóþ ïîëàãàþò ðàâíîé 0.)

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [ 0,∞) è äëÿ

ëþáîãî X > 0 f(x) ∈ R [ 0,X ] , ò. å.
X́

0

f(x) dx ñóùåñòâóåò äëÿ âñÿ-
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êîãî X > 0 . �àñïðîñòðàíåíèå èíòåãðàëà �èìàíà íà áåñêîíå÷íûé
ïðîìåæóòîê íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷à-

åòñÿ

∞́

0

f(x) dx .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F (X ) =
X́

0

f(x) dx è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë lim
X→∞

F (X ) = A . Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞́

0

f(x) dx

ñõîäèòñÿ è èìååò çíà÷åíèå A . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåñîáñòâåí-

íûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà èìååò-

ñÿ äâà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäà (îäèí â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà �è-

ìàíà è äðóãîé ïðè ïåðåõîäå ê áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó).

Àíàëîãè÷íî îñòàòêó ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ r(X ) =
∞́

X
f(x) dx �

îñòàòîê íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì.

59.2. Êðèòåðèé Êîøè

Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. �ÿä

∞∑
n=1

an ÿâëÿåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃ N ∀n ≥ m ≥ N∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣ < ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç êðèòåðèÿ

ñõîäèìîñòè Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {sn} ñõîäèòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃N ∀n > m ≥ N |sn − sm| < ε .

Íî sn − sm =
n∑

k=m+1

ak . ◮

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèòñÿ ðÿä òàêîé, ÷òî âñå êóñêè ðÿäà "ìà-

ëåíüêèå åñëè íèæíèé ïðåäåë äîñòàòî÷íî âåëèê.

Ýòèì êðèòåðèåì ïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñõîäèìî-

ñòè ðÿäîâ.

Ïðè n = m èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè

÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî an → 0 ( n→ ∞ ).

Ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà íà ñõîäèìîñòü "ïðåæäå âñåãî íàäî

ïðîâåðÿòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, à
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íå ñòðåëÿòü èç ïóøåê ïî âîðîáüÿì" (Ñ.Á.Ñ.).

Óñëîâèå an → 0 ( n → ∞ ) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äî-

ñòàòî÷íûì äëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä 1+ 1
2 +

1
3 + ...+

1
n + ...

ðàñõîäèòñÿ. Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ýòîãî ðÿäà íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê

êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èìååì

2n∑
k=n+1

1
k ≥ 1

2n · n = 1
2 .

Çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

∞́

0

f(u) du ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃ X ≥ 0

∀x, x′ ≥ X

∣∣∣∣∣
x′
´

x

f(u) du

∣∣∣∣∣ < ε .

Îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî f(u) → 0 ïðè u → ∞ , òàê êàê ñóùå-

ñòâóþò ñõîäÿùèåñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f(u) 9 0 ïðè u→ ∞ .

�èñ. 13.1.

Ïðèìåð. f(x) = 1 ïðè x ∈
(
n− 1

2n−1 , n
)

∀n = 1, 2, ... è

f(x) = 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà ( 0 ≤ x <∞ ) (ñì.

ðèñ. 13.1 à). Ôóíêöèÿ F (x) =
x́

0

f(u) du ↑ (âîçðàñòàåò) è îãðàíè-

÷åíà, òàê êàê y = f(x) ≥ 0 è

ń

0

f(u) du = 1+ 1
2+

1
22 + ...+

1
2n−1 < 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé �óíêöèè (ñì.

ï. 11.3 ñ. 48

1)
èëè [27℄ ò. 1 ñ. 133) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞́

0

f(u) du ñõîäèòñÿ è lim
x→∞

F (x) = 2 , õîòÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-

öèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè u→ ∞ .

1)
Ññûëêè íà ðàçäåëû ïåðâîãî òîìà íàñòîÿùèõ ëåêöèé äàþòñÿ áåç óêàçàíèÿ

òîìà è áåç ññûëêè íà ñïèñîê ëèòåðàòóðû. (�åä.)
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} . Ïîñòðîèì
�óíêöèþ a(x) = an ïðè n−1 ≤ x < n (ñì. ðèñ. 13.1 á). Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an è èíòåãðàë

∞́

0

a(x) dx ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåí-

íî è çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà è èíòåãðàëà ðàâíû, åñëè ýòè çíà÷åíèÿ

êîíå÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,

ń

0

a(x) dx = sn = F (n) . Ïîýòîìó, åñëè

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A , ò. å. ñóùåñòâóåò lim
x→∞

F (x) = A ,

òî è lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

sn = A è, çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ ê ñóì-

ìå A . Îáðàòíî, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ ïðåäûäóùåå

ðàâåíñòâî, ïðè÷åì lim
n→∞

an = 0 . Ïðè n − 1 ≤ x < n èìååì

|F (n)− F (x)| = (n − x) |an| ≤ |an| → 0 ïðè n → ∞ , ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
x→∞

F (x) = lim
n→∞

F (n) = A , ò. å.

∞́

0

a(x) dx = A .

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íåñîáñòâåííîãî èí-

òåãðàëà, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïî-

ñòîÿííîé �óíêöèåé ñî ñêà÷êàìè â öåëûõ òî÷êàõ.

Ïðèìåð.

∞́

0

sinx2 dx ñõîäèòñÿ.

2)

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 2

(06.09.68)

59.3. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Ïóñòü

∞∑
n=1

an �ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, an≥0 (∀n). Äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè ÷ëåíàìè ïîëüçóþòñÿ ñèìâîëàìè

∞∑
n=1

an<∞ è

∞∑
n=1

an=∞ , ñî-

2)
Ýòî èíòåãðàë Ôðåíåëÿ, åãî ñõîäèìîñòü ê

√
π

2
√

2
äîêàçûâàåòñÿ â [28℄ ò. 2

ñ. 721�722. Ñàì �àêò ñõîäèìîñòè ìîæíî óñòàíîâèòü, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåí-

íûõ u = x2
è îöåíèâ êóñîê èíòåãðàëà

∞́

0

sinudu
2
√

u
. Äàëåå â ïóíêòå 59.6 ñ. 327

áóäåò äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äèðèõëå ñõîäèìîñòü ïîäîáíîãî èíòåãðà-

ëà

∞́

0

sinu du
u

. (�åä.)
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îòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ãîâîðÿò, ÷òî åãî ñóì-

ìà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.

Åñëè an≥0 (∀n), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-

äà sn =
n∑
k=1

ak ≥ 0 ( ∀n ) è âîçðàñòàåò. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn ≥ 0 ( ∀n ) è âîçðàñòàåò, òî an ≥ 0 ( ∀n ).
Îòñþäà è èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-

ëó÷àåì

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíà-

ìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõî-

äèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî

÷àñòè÷íûõ ñóìì áûëà îãðàíè÷åíà, ò.å. ÷òîáû ∃C ≥ 0 ∀n
sn ≤ C .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ðàñ-

õîäèòñÿ, òî åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn → ∞
(n → ∞) . Â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè èññëåäóþò ñ êàêîé ñêîðîñòüþ

ðÿä, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà, ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. �ÿä 1+ 1
2 +

1
3 + ...+ 1

n + ... ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
sn = 1+ 1

2+
1
3 + ...+

1
n → ∞ (n→ ∞) . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ? (Îòâåò

íà ýòîò âîïðîñ ìû ïîëó÷èì íèæå íà ñ. 322.)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëü-

íîé �óíêöèè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

x́

0

f(u) du < ∞ , åñëè èí-

òåãðàë ñõîäèòñÿ, è

x́

0

f(u) du = ∞ , åñëè îí ðàñõîäèòñÿ. Åñëè

f(x) ≥ 0 è f ∈ R [0, x] ∀x ≥ 0 , òî F (x) =
x́

0

f(u) du ≥ 0 è

F (x) ↑ , è ìû ïîëó÷àåì

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîò-

ðèöàòåëüíîé �óíêöèè. Ïóñòü f(x) ≥ 0 ∀x ≥ 0 . Äëÿ òîãî,

÷òîáû èíòåãðàë

∞́

0

f(x) dx ñõîäèëñÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ∃C ≥ 0 ∀x ≥ 0 F (x) =
x́

0

f(u) du ≤ C .

Òåîðåìà Êîøè îá îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü èìå-

åòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

an (I) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè è an ↓ , ò.å.

a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an ≥ an+1 ≥ ... . Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an è ðÿä
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∞∑
k=0

2ka2k (II) ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè íàäî

äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (I)

îãðàíè÷åíà, òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (II) òîæå îãðàíè÷åíû è

íàîáîðîò. Îáîçíà÷èì sn =
n∑
ν=1

aν , tk =
k∑

µ=0
2µa2µ . Ïóñòü ðÿä (I)

ñõîäèòñÿ. Âîçüìåì s2n =
2n∑
ν=1

aν . Òîãäà

s2n =a1+a2+(a3+a4)+(a5+...+a8)+...+(a2n−1+1+...+a2n)≥

≥ 1

2
a1+a2+2a4+...+2n−1a2n =

1

2
{a1+2a2+...+2na2n}=

1

2
tn .

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} îãðàíè÷åíà è ðÿä (II) ñõîäèòñÿ.

Òåïåðü â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Åñëè ðÿä (II) ñõîäèòñÿ, òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {tn} îãðàíè÷åíà è

s2n−1=a1 + (a2+a3) + (a4+...+a7) + ...+ (a2n−1+...+a2n−1) ≤
≤ a1 + 2a2 + ...+ 2n−1a2n−1 = tn−1 ≤ C .

Òîãäà {s2n} îãðàíè÷åíà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} òîæå îãðàíè-

÷åíà è ðÿä (I) ñõîäèòñÿ. ◮

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû Êîøè îá îäíîâðåìåííîé

ñõîäèìîñòè íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìîíîòîííî-

ñòè ÷ëåíîâ ðÿäà.

Ïðèìåðû. 1. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

n−s
, ãäå s > 0 . Òîãäà ðÿä

∞∑
k=0

2ka2k =
∞∑
k=1

2k(1−s) � ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî

çíàìåíàòåëåì q = 21−s , ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

0 < s ≤ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êîøè îá îäíîâðåìåííîé

ñõîäèìîñòè è ðÿä

∞∑
n=1

n−s
ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

0 < s ≤ 1 .

2.Ïî òåîðåìå Êîøè îá îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäû

∞∑
n=2

1
n(lnn)s

è

∞∑
k=1

2k ·2−kCk−s =
∞∑
k=1

Ck−s ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåí-

íî. Çíà÷èò, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ðÿä ñõîäèòñÿ
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ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè 0 ≤ s ≤ 1 (ïðè s = 0 èñõîäíûé ðÿä

� ãàðìîíè÷åñêèé).

3. �àññìîòðèì ðÿä

∞∑
n≥n0

1

n·lnn·ln lnn·...·(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
k ðàç

n)s
. Ïî èíäóêöèè ïî-

ëó÷èì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè 0 ≤ s ≤ 1 .

Ïóñòü an ≥ 0 . Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè �óíêöèþ a(x) = an

ïðè n− 1 ≤ x < n , äëÿ êîòîðîé ðÿä
∞∑
n=1

an è èíòåãðàë

∞́

0

a(x) dx

ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî è çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà è

èíòåãðàëà ðàâíû, åñëè ýòè çíà÷åíèÿ êîíå÷íû. Òåïåðü ïóñòü çàäà-

íà �óíêöèÿ f(x) ≥ 0 äëÿ x ≥ 0 . Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an = f(n) è íàðÿäó ñ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì

∞́

0

f(x) dx ðàñ-

ñìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

an . Èññëåäóåì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èõ

ñõîäèìîñòè.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè äëÿ ðÿäîâ.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, íåîòðèöàòåëü-

íàÿ íà [ 0,∞) è an = f(n) . Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an è èíòåãðàë

∞́

0

f(x) dx ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f(x) ≥ 0 è f(x) ↓ , òî ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë lim

x→∞
f(x) = α ≥ 0 . Åñëè α > 0 , òî f(x) ≥ α > 0 ,

F (x) =
x́

0

f(u) du ≥ xα è èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Íî è ðÿä

∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê îáùèé ÷ëåí ðÿäà an 9 0 ( n → ∞ ). Åñëè

α = 0 , òî f(x) ↓ 0 ( x→ ∞ ). Èìååì

F (n) =
ń

0

f(u) du =
n∑
k=1

ḱ

k−1

f(u) du ≥
n∑
k=1

f(k) = sn .

Çíà÷èò, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî sn ≤ F (n) ≤
∞́

0

f(u) du. Òà-

êèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

è

∞∑
n=1

an ≤
∞́

0

f(x) dx .

Îáðàòíî. Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ è

∞∑
n=1

an=A. Èìååì a1≥
2́

1

f(u)du,
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... , ak≥
k+1
´

k

f(u)du. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì sn≥
n+1
´

1

f(u)du.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sn ≤ A , è ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðà-

âåíñòâà

1́

0

f(u) du , ïîëó÷èì

A+
1́

0

f(u) du ≥ sn +
1́

0

f(u) du ≥
n+1
´

0

f(u) du = F (n+ 1) .

Çíà÷èò, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, òî �óíêöèÿ F (x) îãðàíè÷åíà è ïî

êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëü-

íîé �óíêöèè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. ◮

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

F (n)−C0 ≤ F (n+1)−
1́

0

f(u) du ≤ sn ≤ F (n) , èç êîòîðîé ñëåäóåò,

÷òî sn = F (n) + O(1) , ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû sn ðàñòåò

êàê F (n) .

Ïðèìåð. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

∞∑
n=1

1
n ðàññìîòðèì

∞́

1

dx
x îò

�óíêöèè f(x) = 1
x . Òàê êàê F (x) =

x́

1

du
u = lnx → ∞ ïðè

x→ ∞ , òî

∞́

1

dx
x ðàñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó

Êîøè, ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì sn ðàñòåò

êàê F (n) , ò. å. êàê lnn : 1 + 1
2 + ...+ 1

n = lnn+O(1) .
Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî "íå ñóùåñòâóåò ãðàíèöû ìåæäó ñõî-

äèìîñòüþ è ðàñõîäèìîñòüþ ðÿäîâ à èìåííî, èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑
n=1

an = ∞ ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, an ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), ñóùåñòâóåò ðàñ-

õîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

bn = ∞ , bn ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), òàêîé, ÷òî

bn = o(an) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî a1 > 0 . Òàê êàê

∞∑
n=1

an = ∞ è an ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), òî

sn =
n∑
k=1

ak > 0 è sn ↑ ∞ ( n → ∞ ). Ïóñòü tn =
√
sn . Òîãäà
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tn ↑ ∞ ( n→ ∞ ). Ïîëîæèì bn = tn− tn−1 ( n = 2, 3, ... ), b1 = t1 .

Òîãäà bn ≥ 0 ( ∀n ∈ N ) è

n∑
k=1

bk = tn → ∞ ( n → ∞ ). Âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ f(s) =
√
s íà îòðåçêå

[sn−1, sn] ïðè n ≥ 2 ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî s ∈ [sn−1, sn]
òàêîå, ÷òî

bn =
√
sn −√

sn−1 = an
2 · 1√

s
≤ 1

2
an√
sn−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, bn = o(an) ïðè n→ ∞ . ◮

Òåîðåìà.Äëÿ ëþáîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑
n=1

un <∞ ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ÷ëåíàìè, un ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ

ðÿä

∞∑
n=1

vn <∞ , vn ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), òàêîé, ÷òî un = o(vn) .

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, òîëüêî ñîîò-

âåòñòâóþùèé ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îñòàòêîâ rn ðÿäà.

59.4. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå. �ÿä

∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ, åñ-

ëè signan · signan+1 = −1 ( ∀n ∈ N ).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíàêî÷åðåäóþ-

ùèéñÿ ðÿä çàïèñàí êàê

∞∑
n=1

(−1)n−1un , ãäå un ≥ 0 .

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿ-

äîâ. Ïóñòü un ≥ 0 è un ↓ 0 . Òîãäà çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1un ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

s2m = (u1 − u2) + ...+ (u2m−1 − u2m) ↑, s2m ≤ u1 ,

s2m+1 = u1 − (u2 − u3)− ...− (u2m − u2m+1) ↓ ,
s2m+1 ≥ s2m, s2m+1 − s2m = u2m+1 → 0 (m→ ∞) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s2m è s2m+1 � îãðàíè÷åííûå ìîíîòîííûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èìåþò îáùèé ïðåäåë: s2m → s , s2m+1 → s
(m→ ∞ ) è, çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ.
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�èñ. 13.2. ×àñòè÷-

íûå ñóììû çíàêî÷å-

ðåäóþùåãîñÿ ðÿäà.

Îòìåòèì, ÷òî s2m ≤ s ≤ s2m+1 (ñì.

ðèñ. 13.2), ò. å. ñóììà ðÿäà çàêëþ÷åíà ìåæ-

äó ÷åòíîé è íå÷åòíîé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè è

ìîæíî ñóäèòü î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè çíàêî÷å-

ðåäóþùåãîñÿ ðÿäà. ◮

Ïðèìåð. �ÿä 1− 1
2+

1
3− 1

4+...+(−1)n−1 1
n+...

ñõîäèòñÿ (è åãî ñóììà ðàâíà ln 2 , êàê áóäåò ïîêàçàíî â � 60 ñ. 345).

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 3

(18.09.68)

59.5. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Îïðåäåëåíèå. �ÿä

∞∑
n=1

un íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,

åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

|un| <∞ .

Îïðåäåëåíèå. Ñõîäÿùèéñÿ, íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ, ðÿä

íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà Êîøè. Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

∣∣∣∣
m∑
k=n

uk

∣∣∣∣ ≤
m∑
k=n

|uk| è ðÿä

∞∑
n=1

|un| <∞ , òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∞∑
n=1

un òîæå ñõîäèòñÿ. ◮

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ëèáî àáñîëþòíî, ëè-

áî óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

un àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî

sn =
n∑
k=1

uk è σn =
n∑
k=1

|uk| èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû. Åñëè

ðÿä

∞∑
n=1

un óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî sn èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, à

σn → ∞ ( n→ ∞ ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: a+ = max {0, a} , a− = min {0, a} . Î÷å-
âèäíî, ÷òî a = a+ + a− è |a| = a+ − a− . Òîãäà a+ = 1

2 (a+ |a|) ,
a− = 1

2 (a− |a|) . Òåïåðü, íàðÿäó ñ ðÿäîì
∞∑
n=1

un , ðàññìîòðèì åùå

äâà ðÿäà

∞∑
n=1

u+n è

∞∑
n=1

u−n . Ïóñòü sn , s
+
n , s

−
n � ñîîòâåòñòâó-

þùèå ÷àñòè÷íûå ñóììû äëÿ ýòèõ ðÿäîâ. Òîãäà sn = s+n + s−n ,
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σn = s+n − s−n , s
+
n = 1

2 (sn + σn) , s
−
n = 1

2 (sn − σn) . Îòñþäà ïî-

ëó÷àåì, ÷òî åñëè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóþò êîíå÷-

íûå ïðåäåëû lim
n→∞

s+n è lim
n→∞

s−n . Åñëè ðÿä óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî

s+n → +∞ , s−n → −∞ ( n→ ∞ ). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä

∞∑
n=1

un ÿâ-

ëÿåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, à ðÿäû

∞∑
n=1

u+n è

∞∑
n=1

u−n ðàñõîäÿòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ê +∞ è ê −∞ ).

�àññìîòðèì àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòå-

ãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ a≤x è

äëÿ ëþáîãî bR , b > a , f(x) ∈ R [a, b] . Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë

∞́

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ

∞́

a

|f(x)| dx .
Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõî-

äèòñÿ, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó äîêàçàòåëü-

ñòâó äëÿ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàë

∞́

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, à èíòåãðàë

∞́

a

|f(x)| dx ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íî ðÿäàì, åñëè èíòåãðàë

∞́

a

f(x) dx ñõîäèòñÿ óñëîâíî,

òî

∞́

a

f+(x) dx = +∞ , à

∞́

a

f−(x) dx = −∞ .

59.6. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè Àáåëÿ è Äèðèõëå

Ïðèçíàê Àáåëÿ. Ïóñòü ÷èñëà un ∈ C , ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ è

{αn} � ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

αnun òîæå ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü sn =
n∑
k=1

uk è çíà÷èò,

un = sn − sn−1 ( n = 1, 2, ..., s0 = 0 ). Òîãäà
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tn =
n∑
k=1

αkuk =
n∑
k=1

αk(sk−sk−1) = s1(α1−α2)+s2(α2−α3)+...+

+sn−1(αn−1 − αn) + αnsn =
n−1∑
k=1

sk (αk − αk+1) + αnsn .

Ïðåîáðàçîâàíèå

n∑
k=1

αkuk =
n−1∑
k=1

sk (αk − αk+1) + αnsn íàçûâàåò-

ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ (äëÿ ñóììèðîâàíèÿ îíî èãðàåò ðîëü,

àíàëîãè÷íóþ èíòåãðèðîâàíèþ ïî ÷àñòÿì äëÿ èíòåãðàëîâ). Äîêà-

æåì, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

sn(αn−αn+1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Òàê êàê ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ, òî |sn| ≤ c ( n = 1, 2, ..., ) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòî-

ÿííîé c . Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑
n=1

|sn(αn−αn+1)|≤c
∞∑
n=1

|αn−αn+1|=c
∣∣∣∣
∞∑
n=1

(αn−αn+1)
∣∣∣∣=c |α1−α| ,

ãäå α = lim
n→∞

αn . Çíà÷èò, tn ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè

n→ ∞ è ðÿä

∞∑
n=1

αnun ñõîäèòñÿ. ◮

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ñõîäèìîñòü ÷ëåíà αnsn ÿñíà, òî ïîñëå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

αnun ñâåëàñü ê èçó÷å-

íèþ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

sn(αn−αn+1) . Åñëè â ðåçóëüòàòå íåêî-

òîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî

ðÿäà åñòü àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü, òî îòñþäà íå ñëåäóåò, âîîáùå

ãîâîðÿ, àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïåðâîíà÷àëüíîãî ðÿäà.

Çàìå÷àíèå. Ïðèçíàê Àáåëÿ îáîáùàåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{αn} ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, ò. å. òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, äëÿ êîòîðûõ

∞∑
n=1

|αn − αn+1| <∞ .

Ïðèçíàê Äèðèõëå. Ïóñòü un ∈ C ,

∞∑
n=1

un � òàêîé ðÿä, ÷òî

sn =
n∑
k=1

uk = O(1) , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} ( αn ∈ R ) ìî-

íîòîííà è αn → 0 ïðè n→ ∞ . Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

αnun ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðîâîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä
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∞∑
n=1

sn(αn−αn+1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
∞∑
n=1

αnun=
∞∑
n=1

sn(αn−αn+1) ,

òàê êàê snαn → 0 ( n→ ∞ ). ◮

Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå èìåþò àíàëîãè äëÿ íåñîáñòâåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïðèìåíèòü ìåòîä èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

�óíêöèè f è ïðîèçâîäíîé α′(x) íà ñàìîì äåëå èçëèøíè.

3)

Ïðèçíàê Àáåëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,∞), íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë

∞́

a

f(x) dx ñõîäèòñÿ, �óíêöèÿ α(x) ìîíîòîííà, îãðàíè-

÷åíà è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a,∞) . Òîãäà íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë

∞́

a

α(x)f(x) dx ñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-

ëîâ. Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a,∞) , �óíêöèÿ

Φ(x) =
x́

a

f(u) du îãðàíè÷åíà íà [ a,∞) , �óíêöèÿ α(x) ìîíîòîí-

íà, èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [ a,∞) è α(x)→ 0 ïðè

x→∞. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞́

a

α(x)f(x) dx ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð.

∞́

0

sin x
x dx =

1́

0

sin x
x dx +

∞́

1

sin x
x dx . Ïåðâûé èíòåãðàë �

ñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà, òàê êàê

∣∣ sin x
x

∣∣ ≤ C íà [ 0, 1] ,
à âòîðîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå ( α(x) = 1

x ).

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

∞́

0

sin x
x dx ñõîäèòñÿ, íî îí íå ÿâëÿåòñÿ

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

3)
Îáîáùåííàÿ �îðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è îáîáùåííàÿ òåîðåìà î

ñðåäíåì, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â ï. 74.1, ïîçâîëÿò äîêàçàòü òåîðåìû Àáåëÿ

è Äèðèõëå äëÿ èíòåãðàëîâ áåç ýòèõ óñëîâèé â áîëåå îáùåé �îðìóëèðîâêå

(ñì., íàïðèìåð, [28℄ ò. 2 ñ. 564.) (�åä.)
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59.7. Ñïåöèàëüíûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà

∞∑
n=1

an (I), an ≥ 0

( ∀n ∈ N ), è

∞∑
n=1

bn (II), bn ≥ 0 ( ∀n ∈ N ).

1) Ïóñòü ∃K > 0 ∃N ∀n ≥ N an ≤ Kbn . Òîãäà, åñëè ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ, òî è ðÿä

∞∑
n=1

bn ðàñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü

4) an
an+1

≥ bn
bn+1

( ∀n ≥ N ). Òîãäà åñëè ðÿä

∞∑
n=1

bn

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

an . Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ,

òî è ðÿä

∞∑
n=1

bn ðàñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 1). Òàê êàê ïðè n ≥ N ÷àñòè÷íàÿ

ñóììà ðÿäà (I)

n∑
k=1

ak ≤
N−1∑
k=1

ak + K
n∑

k=N

bk , òî â ñèëó êðèòåðèÿ

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, èç ñõîäèìîñòè

ðÿäà (II) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (I), à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (I)

ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (II).

2) Èç íåðàâåíñòâà

an
an+1

≥ bn
bn+1

ñëåäóåò

an
bn

≥ an+1

bn+1
, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
an
bn

}
óáûâàþùàÿ è

an
bn

≤ a1
b1
. Ïîëà-

ãàÿ

a1
b1

=K , ïîëó÷èì an ≤ a1
b1
bn =Kbn , n > N . Îòñþäà è èç 1)

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 2). ◮

Ýòà òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèçíàêîâ Êî-

øè è Äàëàìáåðà. Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

an äîêàçûâàåòñÿ

ñðàâíåíèåì ñ ðÿäîì

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

qn , ãäå q < 1 . �àñõîäèìîñòü æå

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

an íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåîá-

õîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Ïðèçíàê Êîøè. Åñëè äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

an ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

4)
Êîíå÷íî, an è bn ïðåäïîëàãàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ. (�åä.)
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÷ëåíàìè

n
√
an ≤ q < 1 ( ∀n ≥ N ), òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè

n
√
an ≥ 1 ( ∀n ≥ N ), òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Åñëè äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

an ñ íåîòðèöàòåëü-

íûìè ÷ëåíàìè

an
an+1

≥ γ > 1 ( ∀n ≥ N ), òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè

an
an+1

≤ 1 ( ∀n ≥ N ), òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê �àóññà. Ïóñòü an>0 ( ∀n≥N ) è

an
an+1

=α+β
n+O

(
1
n2

)
.

Òîãäà åñëè α > 1 èëè α = 1 è β > 1 , òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. α > 1 . �ÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

Äàëàìáåðà.

2. 0 ≤ α < 1 . �ÿä ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà.

3. α = 1 , β > 1 . �àññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

bn , ãäå bn = 1
ns , ñõîäÿ-

ùèéñÿ ïðè s > 1 . Òîãäà bn
bn+1

=
(
1 + 1

n

)s
= 1 + s

n + O
(

1
n2

)
. Åñëè

β > 1 , òî íàéäåòñÿ s òàêîå, ÷òî β > s > 1 è

an
an+1

áîëüøå

bn
bn+1

ïðè n ≥ n0 . Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

4. α = 1 , β ≤ 1 . Âîçüìåì bn = 1
n ln(n−1) ( n ≥ 3 ). Ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=3

1
n ln(n−1) ðàñõîäèòñÿ (íàïðèìåð, ïî èíòåãðàëü-

íîìó ïðèçíàêó Êîøè; èëè ñì. íà ñ. 320 ïðèìåð 2 ê òåîðåìå Êîøè

îá îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè).

bn
bn+1

= (n+1) lnn
n ln(n−1) =

(
1 + 1

n

) (
1 + lnn−ln(n−1)

ln(n−1)

)
=

= 1 + 1
n +

(
1 + 1

n

) lnn−ln(n−1)
ln(n−1) ≥ 1 + 1

n + 1
n lnn ,

òàê êàê ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà lnn − ln(n − 1) = 1
n−1+θ , ãäå

0 < θ < 1 . Òàêæå èìååì
an
an+1

= 1 + β
n +O

(
1
n2

)
= 1 + β

n + o
(

1
n lnn

)
,

1 + 1
n + 1

n lnn ≥ 1 + β
n + o

(
1

n lnn

)

ïðè n ≥ n0 ( n→ ∞ ). Äåéñòâèòåëüíî , ïðè β < 1 ýòî ÿñíî, à ïðè

β = 1 ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ òðåòüèõ ÷ëåíîâ:

1
n lnn > o

(
1

n lnn

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

an
an+1

≤ bn
bn+1

ïðè n ≥ n0 . Òàê êàê

∞∑
n=1

bn ðàñõî-

äèòñÿ, òî è

∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. ◮
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3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 4

(20.09.68)

Â ÷àñòíîñòè â ïóíêòå 4 ïðåäûäóùåé òåîðåìû äîêàçàí

Ïðèçíàê �ààáå (îáîáùåííîå ïðàâèëî �ààáå). Ïóñòü an>0,

β ≤ 1 è

an
an+1

= 1 + β
n + o

(
1

n lnn

)
( n → ∞ ). Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïóñòü

�óíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà ïîëóïðÿìîé ( a ≤ x < ∞ ),

f(x) ≥ 0 , g(x) ≥ 0 ( ∀x ≥ a ) è ∀ b > a f(x), g(x) ∈ R [a, b] .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ∀x ≥ a f(x) ≤ Cg(x) .
Òîãäà

åñëè

∞́

a

g(x) dx <∞ , òî

∞́

a

f(x) dx <∞ ;

åñëè

∞́

a

f(x) dx = ∞ , òî

∞́

a

g(x) dx = ∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ñðàâíåíèÿ

äëÿ ðÿäîâ.

Ïðèìåð. Èíòåãðàë

∞́

a

ϕ(x)
xα dx ( a > 0 , 0 < m ≤ ϕ(x) ≤ M ) ñõî-

äèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1 . Äåéñòâèòåëüíî,
∞́

a

1
xα dx

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1 . Òîãäà ïî òåîðåìå

ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

∞́

a

ϕ(x)
xα dx ñõîäèòñÿ ïðè

α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1 .

Ïðèìåð.

∞́

a

dx
x(ln x)β

( a > 0 ) ñõîäèòñÿ ïðè β > 1 è ðàñõîäèòñÿ

ïðè β ≤ 1 .

59.8. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

1) Ñõîäèìîñòü ðÿäà íå çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ ðÿäîâ

∞∑
n=1

un è

∞∑
n=1

vn ∃n0 ∀n ≥ n0

un = vn . Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî sn , tn ÷àñòè÷íûå ñóììû

ýòèõ ðÿäîâ. Òîãäà sn−tn=A ïðè n≥n0 è îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷àñòè÷íûõ ñóìì èìåþò èëè íå èìåþò ïðåäåë îäíîâðåìåííî. ◮
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2) Òðàíñëÿòèâíîñòü. Îò âû÷åðêèâàíèÿ èëè ïîäñòàíîâêè êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà åãî ñõîäèìîñòü íå èçìåíèòñÿ.

Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì èñõîäíîãî ðÿäà è ïîëó÷èâøåãîñÿ íîâîãî ðÿ-

äà ðàçíîñòü sn−tm=A ïðè n−m=p äëÿ íåêîòîðîãî p. Òîãäà îáå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. ◮

3) Ïóñòü a 6= 0 . Òîãäà ðÿäû
∞∑
n=1

un è

∞∑
n=1

aun îäíîâðåìåííî

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ.

×àñòè÷íûå ñóììû ýòèõ ðÿäîâ sn è asn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî. ◮

Çàìå÷àíèå.×òî áóäåò, åñëè ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà áóäåì óìíî-

æàòü íå íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî a , à êàæäîå un óìíîæèì íà

ñâîé ìíîæèòåëü αn , ò. å. ÷ëåíû ðÿäà

∞∑
n=1

un óìíîæèì íà ÷ëå-

íû ðÿäà

∞∑
n=1

αn è ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

αnun ? Â ñèëó çàìå÷à-

íèÿ ê ïðèçíàêó Àáåëÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, ò. å. ñõîäèò-

ñÿ ðÿä

∞∑
n=1

|αn − αn−1| < ∞ , òî ðÿä

∞∑
n=1

αnun ñõîäèòñÿ. Åñ-

ëè αn íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ îãðàíè÷åííûì èç-

ìåíåíèåì, òî ðÿä

∞∑
n=1

αnun ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð, ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1 1√
n
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

{
αn = (−1)n−1 1√

n

}
íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ

îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì è ðÿä

∞∑
n=1

αnαn =
∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

un ñëåäîâàëà ñõî-

äèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

αnun , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑
n=1

|αn − αn−1| <∞ . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn íå ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, òî íàéäåò-

ñÿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

un , ïåðåõîäÿùèé â ðàñõîäÿùèéñÿ (ò.å.
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òàêîé, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

αnun ðàñõîäèòñÿ).

4) Ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü äðóã ñ äðó-

ãîì.

Ïóñòü ðÿäû

∞∑
n=1

un è

∞∑
n=1

vn ñõîäÿòñÿ è sun =
n∑
k=1

uk , s
v
n =

n∑
k=1

uk

� èõ ÷àñòè÷íûå ñóììû. Òîãäà ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëîâ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé lim
n→∞

(sun + svn) = lim
n→∞

sun+ lim
n→∞

svn è ðÿä

∞∑
n=1

(un + vn)

ñõîäèòñÿ è

∞∑
n=1

(un + vn) =
∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn . ◮

5) Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì

vk =
nk∑

n=nk−1+1
un, 0 = n0 < n1 < ... < nk < ... .

�àññìîòðèì íîâûé ðÿä

∞∑
k=1

vk ñ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè

tk =
k∑
l=1

vl =
k∑
l=1

nl∑
n=nl−1+1

un = snk
.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

un îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

sn = s ,

òîãäà ñóùåñòâóåò è lim
k→∞

tk = lim
k→∞

snk
= s . Òàêèì îáðàçîì,

∞∑
n=1

un = (u1 + ...+ un1) + (un1+1 + ...+ un2)+

+...+
(
unk−1+1 + ...+ unk

)
+ ... =

∞∑
k=1

vk .

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ:

Âî âñÿêîì ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå ìîæíî ðàññòàâëÿòü ñêîáêè, ïðè

ýòîì ñóììà ðÿäà íå èçìåíèòñÿ.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ïðèìåð. �ÿä (1− 1) + (1− 1) + ...+ (1− 1) + ... ñõîäèòñÿ, à ïðè
ðàñêðûòèè ñêîáîê ðàñõîäèòñÿ.

◮

6) Êîììóòàòèâíîñòü.

Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ, {pk} � ïåðåñòàíîâêà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(
1 2 3 ... n ...
p1 p2 p3 ... pn ...

)
, ò. å. òà-

êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà-
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òóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ÷èñëî pk = m .

�àññìîòðèì ïåðåñòàâëåííûé ðÿä

∞∑
k=1

upk . Ïîä êîììóòàòèâíîé

ñõîäèìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà, ÷òî âñÿêèé ïå-

ðåñòàâëåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñóììå, ÷òî è ñàì ðÿä.

Âîîáùå ãîâîðÿ, êîììóòàòèâíîñòü íå èìååò ìåñòà è íîâûé ïå-

ðåñòàâëåííûé ðÿä ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå. �ÿä íàçûâàåòñÿ áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè äëÿ

ëþáîé ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ îí îñòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû áûâàþò áåçóñëîâíî è íåáåçóñëîâíî ñõîäÿ-

ùèìèñÿ.

Òåîðåìà Äèðèõëå � �èìàíà î áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä áåçóñëîâíî ñõîäèëñÿ íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû îí àáñîëþòíî ñõîäèëñÿ (ïðè ýòîì åãî ñóììà íå

çàâèñèò îò ïîðÿäêà ÷ëåíîâ ðÿäà).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êëàññ áåçóñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ

÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-

äîâ, à êëàññ íåáåçóñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ � ñ êëàññîì óñëîâíî ñõî-

äÿùèõñÿ ðÿäîâ. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ïîõîæè ïî ñâîèì

ñâîéñòâàì íà êîíå÷íûå ñóììû. Äîêàçàòåëüñòâî è óòî÷íåíèå òåî-

ðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà Äèðèõëå. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ,

ò. å.

∞∑
n=1

|un| < ∞ . Òîãäà îí êîììóòàòèâíî, ò. å. áåçóñëîâíî,

ñõîäèòñÿ ê ñâîåé ñóììå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {pk} � ïðîèçâîëüíàÿ ïå-

ðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �àññìîòðèì ïåðåñòàâëåííûé ðÿä

∞∑
k=1

upk . Îáîçíà÷èì sn � ÷àñòè÷íûå ñóììû èñõîäíîãî ðÿäà, à

tk = up1 + up2 + ... + upk � ÷àñòè÷íûå ñóììû ïåðåñòàâëåííîãî

ðÿäà. Ïóñòü Qk = max {p1, ..., pk} è τk � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑
k=1

|upk | . Òîãäà τk = |up1 |+ |up2 |+ ...+ |upk | ≤
Qk∑
n=1

|un| = σQk
≤ C

( ∀ k ∈ N ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñòàâëåííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõî-

äèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè {pk} íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë

∞∑
n=1

un =
∞∑
k=1

upk . Ïóñòü N � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
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ëî. �àññìîòðèì pk = m (m = 1, 2, ..., N ), ãäå k = km . Ïóñòü

LN = max {k1, k2, ..., kN} . �ÿä
∞∑
k=1

upk ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñóì-

ìå t, ò. å. åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû tk → t ( k → ∞ ). Èìååì

tLN
=

LN∑
k=1

upk =
N∑
n=1

un +
∑
n>N

′ un = sN + ρN ,

ãäå ρN ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñ íîìåðàìè áîëüøè-

ìè N . Ïî êðèòåðèþ Êîøè |ρN | ≤
M∑

n=N+1

|un|< ε äëÿ N ≥N0(ε) .

Òîãäà |tLN
−sN | < ε (N ≥ N0(ε) ) è, ñëåäîâàòåëüíî, tLN

→ s è

tk→ t= s ( k→∞ ), ãäå s � ñóììà ðÿäà

∞∑
n=1

un . Òàêèì îáðàçîì,

âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä êîììóòàòèâíî, ò. å. áåçóñëîâ-

íî, ñõîäèòñÿ ê ñâîåé ñóììå. ◮

Òåîðåìà �èìàíà. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un , un ∈ R , óñëîâíî ñõîäèò-

ñÿ. Òîãäà

∞∑
n=1

un íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ. Èìåííî,

äîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà {pk} òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

upk = ∞ ;

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà {p′k} òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

up′
k
= −∞ ;

äëÿ ëþáîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà {pk} òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

upk = s .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. Äîêàæåì ïîñëåäíåå, ò. å. ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ R íàéäåòñÿ

ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {pk} òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

upk = s .

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 5

(25.09.68)

�àññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû èñõîäíîãî ðÿäà un ≥ 0 è

ñîñòàâèì èç íèõ íîâûé ðÿä (çàïèøåì ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà ïîäðÿä)

a1 + a2 + ...+ ak + ... =
∞∑
k=1

ak = +∞

è ÷ëåíû èñõîäíîãî ðÿäà un < 0 è ñîñòàâèì èç íèõ ðÿä
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b1 + b2 + ...+ bl + ... =
∞∑
l=1

bl = −∞ .

Òàê êàê un → 0 ( n → ∞ ), òî ak → 0 ( k → ∞ ) è bl → 0

( l → ∞ ). Îáîçíà÷èì sk =
k∑
κ=1

aκ è tl =
l∑

λ=1

bλ . Òîãäà sk → +∞
( k → ∞ ), tl → −∞ ( l → ∞ ). Èç ýòèõ äâóõ ðÿäîâ, ïîìåñòèâ

÷ëåíû â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå äðóã çà äðóãîì, ïîñòðîèì ðÿä,

ñõîäÿùèéñÿ ê s .
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s > 0 (åñëè

s ≤ 0 , òî êîíñòðóêöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ {bλ} ).
Çàìåòèì, ÷òî sk+1 ≥ sk , tl+1 < tl . Íàéäåì k1 = min {k : sk ≥ s} .

Òîãäà sk1 ≥ s > sk1−1 . Òåïåðü ê

k1∑
κ=1

aκ áóäåì äîáàâëÿòü ÷ëåíû

{bλ} äî òàêîãî ìèíèìàëüíîãî íîìåðà l1 :
k1∑
κ=1

aκ +
l1∑
λ=1

bλ , ÷òîáû

sk1+tl1 < s ≤ sk1+tl1−1 . Ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ÷ëåí ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {bλ} áóäåò âçÿò. Çàòåì áóäåì äîáàâëÿòü ÷ëåíû

{aκ} è ñíîâà {bλ} :
k1∑
κ=1

aκ +
l1∑
λ=1

bλ +
k2∑

κ=k1+1

aκ +
l2∑

λ=l1+1

bλ

òàê, ÷òîáû sk2 + tl1 ≥ s > sk2−1 + tl1 , sk2 + tl2 < s ≤ sk2 + tl2−1 è

òàê äàëåå:

k1∑
κ=1

aκ +
l1∑
λ=1

bλ + ...+
kq+1∑

κ=kq+1

aκ +
lq+1∑

λ=lq+1

bλ + ... ,

kq, lq ↑↑ ( q → ∞ ). Ïîëó÷èì ðÿä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâ-

êîé èñõîäíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un . Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä ñõî-

äèòñÿ è èìååò ñóììîé s . Îáîçíà÷èì σn ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîëó-

÷åííîãî ðÿäà. Èìååì

σkq+1+lq ≥ s > σkq+1+lq−1 , σkq+1+lq+1 < s ≤ σkq+1+lq+1−1 ,

îòêóäà∣∣σkq+1+lq − s
∣∣ ≤ akq+1 ,

∣∣σkq+1+lq+1 − s
∣∣ ≤

∣∣blq+1

∣∣
.

Ñëåäîâàòåëüíî, σkq+1+lq → s ( q → ∞ ), σkq+1+lq+1 → s ( q → ∞ ).

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ

ê s . Òàê êàê

σkq+lq ≤ σn ≤ σkq+1+lq (kq + lq ≤ n ≤ kq+1 + lq) ,
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σkq+1+lq ≥ σn ≥ σkq+1+lq+1 (kq+1 + lq ≤ n ≤ kq+1 + lq+1) ,

òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn} çàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòÿìè

{
σkq+lq

}
è

{
σkq+1+lq

}
, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê s ,

çíà÷èò è {σn} ñõîäèòñÿ ê s .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �èìàíà îñóùåñòâëÿåò ñëåäóþùóþ

ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ (ñì. ðèñ. 13.3): íàáèðàåì ñíà÷àëà ïîëîæè-

òåëüíûå ÷ëåíû, ÷òîáû ñóììà ñòàëà áîëüøå s , ïîòîì íàáèðàåì

îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû, ïîêà ñóììà íå ñòàíåò ìåíüøå s . ◮

�èñ. 13.3.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî un ∈ C ,

òî òåîðåìà �îðìóëèðóåò-

ñÿ èíà÷å.

Òåîðåìà. Óñëîâíî ñõîäÿ-

ùèéñÿ ðÿä ñ êîìïëåêñíû-

ìè ÷ëåíàìè íå ÿâëÿåòñÿ

áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un ( un = αn+ iβn ) ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Òîãäà

∞∑
n=1

|un| = ∞ è

ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ðÿäîâ

∞∑
n=1

|αn| èëè

∞∑
n=1

|βn| ðàñõîäèò-

ñÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàñõîäèòñÿ

∞∑
n=1

|αn| . Òîãäà íàéäåì
òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ðÿäà èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷òî îí íå áó-

äåò ñõîäèòüñÿ (ýòî òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà, äëÿ êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ

äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ðÿäà, ïîâåäåíèå ìíèìîé ÷àñòè ïðè ýòîì íå

èãðàåò ðîëè). Íî â îáùåì ñëó÷àå ïåðåñòàâëåííûé ðÿä íå ìîæåò

ñõîäèòüñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó s . ◮

7)Ïåðåìíîæåíèå ðÿäîâ. Ïóñòü ðÿäû U =
∞∑
n=1

un è V =
∞∑
n=1

vn

ñõîäÿòñÿ. Îáîçíà÷èì

( ∞∑
n=1

un

)( ∞∑
m=1

vm

)
=

∞∑
k=1

wk
?

=UV , ãäå

wk = unvm è k ↔ (n,m) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ïàðà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è òàêàÿ ðàñ-

ñòàíîâêà èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä-

ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàñõîäèòüñÿ.

Ïðèìåð. un = vn = (−1)n−1

√
n

, ðàññòàâèì ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ïî êîíå÷íûì äèàãîíàëÿì (ñì. ðèñ. 13.4)
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∞∑
k=1

wk = u1v1 + u1v2 + u2v1 + u1v3 + u2v2 + u3v1 + ... .

Òîãäà

1√
1
√
1
− 1√

1
√
2
− 1√

2
√
1
+ 1√

1
√
3
+ 1√

2
√
2
+ 1√

3
√
1
−... . �àññìîòðèì

ñóììó òàêèõ ÷ëåíîâ ðÿäà-ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî ñóììà n + m = k :

(−1)k
{

1√
1
√
k−1

+ 1√
2
√
k−2

+...+ 1√
k−1

√
1

}
. Äëÿ ìîäóëÿ ñóììû ýòèõ

÷ëåíîâ èìååì

k−1∑
κ=1

1√
κ
√
k−κ≥(k − 1) · 1√

(k−1)(k−1)
=1, è ìû íàøëè

�èñ. 13.4. Ñõåìà ïåðå-

ìíîæåíèÿ ðÿäîâ ïî êî-

íå÷íûì äèàãîíàëÿì.

êóñîê ðÿäà-ïðîèçâåäåíèÿ, ñêîëü óãîäíî äà-

ëåêèé, òàêîé, ÷òî îí ïî ìîäóëþ áîëüøå

1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êîãäà ðÿä-ïðîèçâå-

äåíèå áóäåò ñõîäèòüñÿ áåçóñëîâíî? À ïðè

óñëîâíîé ñõîäèìîñòè íàéòè òàêîå óïîðÿäî-

÷åíèå ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ÷ëåíîâ èñ-

õîäíûõ ðÿäîâ, ÷òîáû ñóììà áûëà ðàâíà

UV .

Òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ïóñòü

∞∑
n=1

un=U ,

∞∑
n=1

|un|<∞ ,

∞∑
n=1

vn=V ,

∞∑
n=1

|vn| < ∞ . Òîãäà

ðÿä-ïðîèçâåäåíèå

( ∞∑
n=1

un

)( ∞∑
m=1

vm

)
=

∞∑
k=1

wk ïðè ïðîèçâîëüíîì

ïîðÿäêå åãî ÷ëåíîâ unvn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è

∞∑
n=1

wn=UV .

Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïåðåìíî-

æàòü ïî÷ëåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî ðÿä-ïðîèçâåäåíèå àáñî-

ëþòíî ñõîäèòñÿ. Èìååì

k∑
κ=1

|wκ| =
k∑
κ=1

|unκ
vnκ

| ≤
Nk∑
n=1

Mk∑
m=1

|unvm| ≤

≤
Nk∑
n=1

|un| ·
Mk∑
m=1

|vm| ≤
∞∑
n=1

|un| ·
∞∑
m=1

|vm| = C < +∞ ,

ãäå Nk = max
κ=1,...,k

nκ , Mk = max
κ=1,...,k

mκ . Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷-

íûå ñóììû ðÿäà

∞∑
n=1

|wn| îãðàíè÷åíû, ðÿä
∞∑
n=1

|wn| <∞ ,

∞∑
n=1

wn

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, çíà÷èò, îí ñõîäèòñÿ è áåçóñëîâíî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÷ëåíû wk = unvm ðÿäà

∞∑
n=1

wn ìîæåì ïîñòàâèòü â
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�èñ. 13.5. Ñõåìà ïåðå-

ìíîæåíèÿ ðÿäîâ ïî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàì.

óäîáíîì äëÿ íàñ ïîðÿäêå. Çàíóìåðóåì

÷ëåíû ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû ïîïàðíûõ

ïðîèçâåäåíèé ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì (ñì.

ðèñ. 13.5). Òîãäà, ðàññòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèì îáðàçîì ñêîáêè, ïîëó÷èì ðÿä, èìå-

þùèé òó æå ñóììó

∞∑
k=1

wk=u1v1+(u1v2+u2v2+u2v1)+(...)+... .

×àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ñ ðàññòàâ-

ëåííûìè ñêîáêàìè èìåþò âèä

N∑
n=1

N∑
m=1

unvm =
N∑
n=1

un
N∑
m=1

vm = UNVN → UV (N → ∞)

( UN è VN � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ

∞∑
n=1

un è

∞∑
n=1

vn ). Â ñèëó

áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

wn ïðè ëþáîì ïîðÿäêå ÷ëåíîâ

∞∑
n=1

wn = UV . ◮

Òåîðåìà Ìåðòåíñà. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ:

∞∑
n=1

un = U ,

∞∑
n=1

|un| < ∞ , è ðÿä

∞∑
n=1

vn ñõîäèòñÿ:

∞∑
n=1

vn = V .

Òîãäà ðÿä

∞∑
k=2

Wk , ãäå Wk =
k−1∑
κ
uk−κvκ =

∑
n+m=k

unvm (ñóììè-

ðîâàíèå ïî êîíå÷íûì äèàãîíàëÿì) ñõîäèòñÿ è

∞∑
k=2

Wk = U · V .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì sn =
n∑
ν=1

uν , tm =
m∑
µ=1

vµ ,

σk =
k∑
κ=2

Wκ . Òîãäà

σk =
k∑
κ=2

Wκ = u1 (v1 + v2 + ...+ vk−1)+

+u2 (v1 + v2 + ...+ vk−2) + ...+ uk−1v1 ,

σn+1 = u1tn+u2tn−1+ ...+unt1 , sntn = u1tn+u2tn+ ...+untn .

Ñëåäîâàòåëüíî,

σn+1 − sntn = −u2 (tn − tn−1)− u3 (tn − tn−2)− ...− un (tn − t1)

è

338



|σn+1 − sntn| ≤ |u2| |tn − tn−1|+ |u3| |tn − tn−2|+ ...+

+ |um| |tn − tn−m+1|+ |um+1| |tn − tn−m|+ ...+ |un| |tn − t1| .

Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=1

vn è

∞∑
n=1

|un| äëÿ âñÿêîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ε íàéäåòñÿ íîìåð N0(ε) òàêîé, ÷òî ïðè n, k ≥ N0(ε)

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |tn − tk| ≤ ε ,
n∑
ν=k

|uν | ≤ ε . Òîãäà ïðè

n ≥ 2N0(ε) ,
n
2 ≤ m ≤ n

2 + 1

|u2| |tn − tn−1|+|u3| |tn − tn−2|+...+|um| |tn − tn−m+1| ≤ ε
m∑
ν=2

|uν|

è, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tν} ,

|um+1| |tn − tn−m|+ ...+ |un| |tn − t1| ≤ C
n∑

k=m+1

|uk| ≤ Cε .

Ñëåäîâàòåëüíî, |σn+1 − sntn| ≤ Kε ïðè n ≥ n0(ε) = 2N0(ε) . ◮

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 6

(27.09.68)

Åñëè ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ (�îð-

ìóëîé)

∞∑
n=1

un
∞∑
m=1

vm =
∞∑
k=1

Wk , ãäå

Wk =
k∑
κ=1

uκvk+1−κ =
∑

n+m=k+1

unvm ,

òî òàêîå ïåðåìíîæåíèå íàçûâàåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì ïî ïðàâèëó

Êîøè. Ïðàâèëî Êîøè ïîçâîëÿåò ïðè ïåðåìíîæåíèè ñòåïåííûõ

ðÿäîâ ïîëó÷èòü ñíîâà ñòåïåííîé ðÿä:

∞∑
n=0

unx
n

∞∑
m=0

vmx
m =

∞∑
k=0

Wkx
k , x ∈ R .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïðàâèëàõ óìíîæåíèÿ íå òîëüêî

ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, à åùå è ñêîáêè â ðÿäå ñòà-

âÿòñÿ.

Ïðè ïåðåìíîæåíèè ðÿäîâ Äèðèõëå, ò. å. ðÿäîâ âèäà

∞∑
n=1

un

nα ,

÷òîáû ïîëó÷èòü ðÿä òàêîãî æå âèäà, èñïîëüçóþò ïðàâèëî Äèðè-

õëå: ∞∑
n=1

un

nα

∞∑
m=1

vm
mα =

∑
n,m

unvm
(n·m)α =

∞∑
k=1

Dk

kα ,
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ãäå k = n ·m è Dk =
∑

k=n·m
unvm .

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé êëàññ ðÿäîâ â êàæäîé äàííîé

çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ, åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü ñâîå ïðàâèëî ïå-

ðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ.

59.9. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà

∞́

a

f(x) dx .

�àññìîòðèì òåïåðü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîãðàíè÷åííûõ

�óíêöèé.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b] è

∀ ε > 0 f(x) ∈ R [a+ ε, b] , à íà èíòåðâàëå (a, a + ε) �óíêöèÿ

íåîãðàíè÷åíà (ñì. ðèñ. 13.6 à).

�èñ. 13.6.

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà

b́

a

f(x) dx îò

íåîãðàíè÷åííîé �óíêöèè åñòü ïðåäåë

b́

a+ε

f(x) dx ïðè ε → +0 :

b́

a

f(x) dx = lim
ε→+0

b́

a+ε

f(x) dx .

Âñå, ÷òî áûëî ñêàçàíî äëÿ èíòåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäå-

ëîì

∞́

a

f(x) dx , ïåðåíîñèòñÿ íà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðà-

íè÷åííîé �óíêöèè. Ïîëîæèì x = a+ 1
y â èíòåãðàëå

b́

a+ε

f(x) dx .
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Òîãäà

b́

a+ε

f(x) dx =

1
έ

1
b−a

f
(
a+ 1

y

)
dy
y2 →

∞́

1
b−a

f
(
a+ 1

y

)
dy
y2 ( ε→ 0 ).

Èòàê, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b́

a

f(x) dx îò íåîãðàíè÷åííîé

�óíêöèè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì

∞́

1
b−a

f
(
a+ 1

y

)
dy
y2 è

b́

a

f(x) dx =
∞́

1
b−a

f
(
a+ 1

y

)
dy
y2 .

Óïðàæíåíèÿ. 1) Ñ�îðìóëèðîâàòü ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè äëÿ íå-

ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîãðàíè÷åííûõ �óíêöèé.

2) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α èíòåãðàë

1́

0

dx
xα dx ñõîäèòñÿ?

Ïóñòü òåïåðü �óíêöèÿ f(x) (ñì. ðèñ. 13.6 á) îïðåäåëåíà íà

÷èñëîâîé ïðÿìîé (−∞,+∞) è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáåííî-

ñòåé � òî÷åê a1, a2, ..., an ( a1 < a2 < ... < an ), â îêðåñòíîñòè

êîòîðûõ �óíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà, è òàêèõ, ÷òî f(x) ∈ R [α, β] ,
åñëè ai /∈ [α, β] ( i = 1, 2, ...n ). Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

b 0, b1, ..., bn òàê, ÷òî b 0 < a1 < b1 < ... < an < bn .

Îïðåäåëåíèå.

+∞́

−∞
f(x)dx=

b0́

−∞
f(x)dx+

a1
´

b0

f(x)dx+
b1́

a1

f(x)dx+...+
bń

an

f(x)dx+
∞́

bn

f(x)dx ,

ïðè÷åì èíòåãðàë ñëåâà ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõî-

äèòñÿ êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

Ñâîéñòâî 1.

∞́

a

f(x) dx è

∞́

b

f(x) dx , ãäå b > a , ñõîäÿòñÿ è ðàñ-

õîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì

∞́

a

f(x) dx =
b́

a

f(x) dx +
∞́

b

f(x) dx .

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè èíòåãðàë

∞́

a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ, òî

∞́

b

f(x) dx → 0 ( b → ∞ ) � àíàëîã ñâîéñòâà rn → 0

( n→ ∞ ) äëÿ ðÿäîâ, ãäå rn � îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

Ñâîéñòâà 2, 3, 4 òå æå, ÷òî ó ðÿäîâ.

Ñâîéñòâî 5. Çàìåíà ïåðåìåííîé. Ñâîéñòâó ðÿäîâ
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∞∑
n=1

un =
∞∑
k=1

nk∑
n=nk−1+1

un

(ìîæíî ðàññòàâëÿòü ñêîáêè) ñîîòâåòñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííîé â

èíòåãðàëå.

Äëÿ çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå

∞́

a

f(x) dx ïðàâèëà çàìå-

íû ïåðåìåííîé ïðèìåíèì ê èíòåãðàëó

b́

a

f(x) dx è çàòåì b óñòðå-

ìèì ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü

b́

a

f(x) dx =
β́

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt , ãäå ϕ(t)

ñòðîãî ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ñ�îð-

ìóëèðîâàííûì â òåîðåìå î çàìåíå ïåðåìåííûõ äëÿ ñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ. Åñëè ϕ(β) → ∞ ïðè β → β0 , ïðè÷åì β0 ìîæåò

áûòü è áåñêîíå÷íîñòüþ, òî ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå äëÿ ñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ ê ïðåäåëó ïðè b→ ∞ , β → β0 , ïîëó÷èì
∞́

a

f(x) dx =
β0
´

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ (îò íåîãðàíè÷åííûõ �óíêöèé èëè ñ äâóìÿ áåñêîíå÷-

íûìè ïðåäåëàìè). Îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-

âðåìåííî.

Ñâîéñòâî 6. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî b �óíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò íà [a, b] óñëîâè-

ÿì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Òîãäà

b́

a

u dv = uv|ba −
b́

a

v du . Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè b→ ∞ . Ïîëó÷èì

∞́

a

u dv = uv|∞a −
∞́

a

v du ,

ïðè ýòîì, åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû äëÿ äâóõ ÷ëåíîâ ïîñëåäíå-

ãî âûðàæåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë òðåòüåãî ÷ëåíà è �îðìóëà

âåðíà.

� 60. �àçëîæåíèå �óíêöèé

â ðÿäû Òåéëîðà

�ÿäû Òåéëîðà � îñíîâíîå ïðèëîæåíèå òåîðèè ðÿäîâ.
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Åñëè f(x) =
∞∑
n=0

anx
n
, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. �àçëîæåíèå â ñòåïåííûå ðÿäû � îäèí

èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé. Ñòåïåííûìè ðÿäàìè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü óçêèé êëàññ �óíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àíàëèòè-

÷åñêèìè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü �óíêöèþ

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî íà êîìïëåêñíóþ îáëàñòü. Åñëè ïðè

x = α + iβ ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèå

ñóììû ðÿäà çíà÷åíèåì �óíêöèè ïðè âçÿòîì êîìïëåêñíîì çíà÷å-

íèè x .

Ïóñòü ïî �îðìóëå Òåéëîðà

f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x+ ...+ f(n)(0)

n! xn + rn(x) .

Åñëè ó �óíêöèè, îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (−a, a) ñóùåñòâóþò

âñå ïðîèçâîäíûå f (n)(0) ( ∀n ∈ N ), òî ìîæåì �îðìàëüíî íàïè-

ñàòü åå ðÿä Òåéëîðà

∞∑
n=0

f (n)(0)x
n

n! ∼ f(x) .

�ÿä Òåéëîðà �îðìàëüíî ìîæåì ñîïîñòàâèòü êàæäîé �óíêöèè,

áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå 0. Ïðè ýòîì ìîæåò îêà-

çàòüñÿ, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

0; ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ âåçäå, êðîìå òî÷êè 0; ðÿä

ìîæåò ñõîäèòüñÿ, íî ê äðóãîé �óíêöèè.

Ïðèìåð. Äëÿ �óíêöèè f(x) = e−
1
x2

ïðè x 6= 0 è f(0) = 0

âñå f (n)(0) = 0 ( n = 0, 1, 2, ... ). �ÿä Òåéëîðà

∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn ≡ 0 è

ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåäñòàâëÿåò �óíêöèþ.

Îñíîâíîé âîïðîñ â òîì, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn = f(x) ,

ò. å. êîãäà rn(x) → 0 ( n→ ∞ ).

�àçëîæåíèå �óíêöèé ex , sinx , cosx â ðÿäû Òåéëîðà. �àñ-

ñìîòðèì �óíêöèþ f(x) = ex . Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

ex = 1 + x
1! + ...+ xn

n! + rn(x) ,

ãäå rn(x) = xn+1

(n+1)!e
θx

( 0 < θ < 1 ). Òàê êàê

∣∣eθx
∣∣ ≤ e|x| è

�àêòîðèàë (n + 1)! ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì |x|n+1
, òî rn(x) → 0

( n → ∞ ) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x . Òàêèì îáðàçîì, ñïðà-

âåäëèâà �îðìóëà
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ex =
∞∑
n=0

xn

n! (∀x ∈ R) .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

sinx = x− x3

3! +
x5

5! − ... , cosx = 1− x2

2! +
x4

4! − ... .

Åñëè z = x + iy , òî îïðåäåëèì ez =
∞∑
n=0

zn

n! . Äîêàæåì, ÷òî îñ-

íîâíîå ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè ex1 · ex2 = ex1+x2
ïðè

ëþáûõ x1, x2 ∈ R âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ò. å.

ez1 · ez2 = ez1+z2 äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C .

�ÿä

∞∑
n=0

zn

n! àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè

àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìîæíî ïåðåìíîæèòü ðÿäû äëÿ ez1 è
äëÿ ez2 ïî ëþáîìó ïðàâèëó. Ïåðåìíîæèì èõ ïî ïðàâèëó Êîøè:

ez1 · ez2 =

( ∞∑
n=0

zn1
n!

)( ∞∑
m=0

zm2
m!

)
=

∞∑
k=0

k∑
l=0

zl1z
k−l
2

l!(k−l)! =

=
∞∑
k=0

1
k!

k∑
l=0

k!zl1z
k−l
2

l!(k−l)! =
∞∑
k=0

(z1 + z2)
k · 1

k! = ez1+z2

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà).

Åñëè z = ix , òî â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

eix =
∞∑
n=0

(ix)n

n! =

=
(
1− x2

2! +
x4

4! − ...
)
+i
(
x− x3

3! +
x5

5! − ...
)
= cosx+i sinx .

Ôîðìóëà

eix = cosx+ i sinx

íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé �îðìóëû ñëå-

äóåò, ÷òî

∣∣eix
∣∣ = 1 .

Óïðàæíåíèå. Ñðàâíèòü sin ix è cos ix ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè

�óíêöèÿìè.

Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó 0, �óíêöèÿ

èìååò âñå ïðîèçâîäíûå. Ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì â �îðìå Ëàãðàíæà (ï. 27.4) rn(x) = xn+1

(n+1)!f
(n+1)(θx) , ãäå

0 < θ < 1 . Åñëè äëÿ âñÿêîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|rn(x)| ≤ |x|n+1

(n+1)!M(x) äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè M(x) , òî rn(x) → 0

ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ýòà �îðìóëà.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) =
∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn , è ìû èìååì äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
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ëè ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû â îáëàñòè â ñîâîêóïíîñòè, òî M(x)
òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííàÿ è �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â îáëàñòè

â ðÿä Òåéëîðà.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 7

(02.10.68)

�àçëîæåíèå �óíêöèè ln(1+x) â ðÿä Òåéëîðà. Äëÿ �óíêöèè
ln(1 + x) èìååò ìåñòî �îðìóëà

ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 − ...+ (−1)n−1 xn

n + rn(x) ,

ãäå rn(x) =
xn+1

(n+1)! ·
(−1)nn!

(1+θx)n+1 = (−1)n

n+1

(
x

1+θx

)n+1

. Åñëè 0 ≤ x ≤ 1 ,

òî rn(x) → 0 ïðè n → ∞ . Çíà÷èò, äëÿ 0 ≤ x ≤ 1 �óíêöèÿ

ln(1+x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëå-

äóåò, ÷òî ln 2 = 1− 1
2 +

1
3 − 1

4+ ... . Äîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ïðèíàäëåæèò (−1, 1] .
Ïóñòü −1 < x ≤ 0 . Âîçüìåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà

â �îðìå Êîøè (ï. 27.7)

rn(x) =
xn+1

(n)! (1 − θ)nf (n+1)(θx) =

= (−1)nxn+1 (1−θ)n
(1+θx)n+1 = (−1)nxn+1 1

1+θx

(
1−θ
1+θx

)n
,

ãäå 0<θ<1 . Òîãäà |rn(x)|≤ |x|n+1 1
1−|x|

(
1−θ
1+θx

)n
. Íî

∣∣∣ 1−θ
1+θx

∣∣∣<1 ,

åñëè −1 < x ≤ 0 . Çíà÷èò, rn(x) → 0 ( n → ∞ ). Ìû äîêàçàëè,

÷òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n äëÿ âñåõ x ,

äëÿ êîòîðûõ ðÿä ñõîäèòñÿ, ò. å. äëÿ −1 < x ≤ 1 .

Çàìå÷àíèå. Êàê âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà? Äëÿ ýòîãî

íàäî ïîñòàðàòüñÿ ïîäîáðàòü �óíêöèþ òàêóþ, ÷òî ýòîò ðÿä áûë

áû äëÿ íåå ðÿäîì Òåéëîðà.

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòü ñóììó ðÿäà 1 − 1
3 + 1

5 − ... . �àññìîòðèì

ðÿä x − x3

3 + x5

5 − ... . Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ýòîò ðÿä ïî÷ëåííî

(äàëåå ìû óçíàåì, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåííî äè��å-

ðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü), ïîëó÷èì ðÿä 1 − x2 + x4 − ... ,
ñõîäÿùèéñÿ ê

1
1+x2 = arctg′ x . Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðîèíòå-

ãðèðîâàâ ïî÷ëåííî ïîñëåäíèé ðÿä, ìû ïîëó÷èì ðÿä Òåéëîðà äëÿ
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arctgx =
x́

0

du
1+u2 = x− x3

3 + x5

5 − ... . Òîãäà ñóììà ïåðâîíà÷àëüíîãî

ðÿäà åñòü arctg 1 . Çíà÷èò, ïîëó÷èì π
4 = 1− 1

3 + 1
5 − ... . ◮

Áèíîìèàëüíûé ðÿä

(1 + x)α = 1 + α
1!x+ α(α−1)

2! x2 + ...+ α(α−1)...(α−n+1)
n! xn + ... =

=
∞∑
k=0

α(α−1)...(α−k+1)
k! xk .

Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà áèíîìèàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1 .
Ïðè íàòóðàëüíîì α = N ðÿä îáðûâàåòñÿ (êîý��èöèåíòû îáðà-

ùàþòñÿ â 0 ïðè n > N ), à ñàì ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ

ñóììó � áèíîì Íüþòîíà. Â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ

âñÿêîãî x .
Åñëè α íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, òî ïðè |x| > 1 áè-

íîìèàëüíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Íåèññëåäîâàííûìè îñòàþòñÿ òî÷êè

x = ±1 . Òî÷êó x = −1 èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ

α > 0 . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ α �îðìóëà ñïðàâåäëèâà è

äëÿ |x| = 1 . 5) Íàïðèìåð, ïðè α = 1
2 ñóììà áèíîìèàëüíîãî ðÿäà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðè�ìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå �óíêöèè

√
1 + x

äëÿ −1 ≤ x ≤ 1 .
Äîêàæåì, ÷òî �îðìóëà âåðíà äëÿ |x| < 1 äëÿ âñÿêîãî α ∈ R .

Ïî �îðìóëå Òåéëîðà (1 + x)α =
n∑
k=0

α(α−1)...(α−k+1)
k! xk + rn(x) .

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Êîøè

rn(x) =
xn+1

(n)! (1 − θ)nf (n+1)(θx) =

= α(α−1)...(α−n)
n! xn+1(1 − θ)n(1 + θx)α−n−1 =

= (α−1)...(α−n)
n! xnαx(1 + θx)α−1

(
1−θ
1+θx

)n
→ 0 (n→ ∞) ,

åñëè |x| < 1 , òàê êàê (α−1)...(α−n)
n! xn → 0 , êàê ÷ëåí ðÿäà Òåéëîðà

äëÿ (1+x)α−1
, à âåëè÷èíû αx(1+θx)α−1

è

(
1−θ
1+θx

)n
îãðàíè÷åíû.

� 61. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

Êàê ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí

p(x) = a0 + a1x + ... + anx
n
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàñ-

5)
Ñì., íàïðèìåð, çàäà÷ó 26 â [8℄ ò. 1 � 37 ñ. 648 è [28℄ ò. 2 ãë. 11 ï. 407 ñ. 373.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî α ñóììà áèíîìèàëüíîãî

ðÿäà äàåò âñåãäà àðè�ìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàäèêàëà. (�åä.)
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êëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè p(x) = an(x − α1)...(x − αn) , ãäå αi
( i = 1, ..., n ) � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàïèøåì ýòî ðàçëîæå-

íèå â íåñêîëüêî èíîé �îðìå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç λ êðàòíîñòü íóëÿ,

åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ( λ = 0 , åñëè 0 íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîðíåì): p(x) = Cxλ
(
1− x

αλ+1

)
...
(
1− x

αn

)
. Åñëè àíàëè-

òè÷åñêàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �óíêöèÿ èìååò íóëè

αi ( i = 1, ..., n, ... ), òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíà èìååò àíàëî-

ãè÷íîå ðàçëîæåíèå, íî óæå íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîìíîæèòåëåé

f(x) = Cxλ
(
1− x

αλ+1

)
...
(
1− x

αn

)
... . Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè

f(x) = sinx , èìåþùåé íóëè â òî÷êàõ x = πk , k ∈ Z , ñïðàâåäëè-

âî ðàçëîæåíèå

6)

sinx=x
(
1− x

π

) (
1+ x

π

)
...
(
1− x

πk

) (
1+ x

πk

)
...=x ·

∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
.

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âûðà-

æåíèå

∞∏
k=1

pk ( pk 6= 0 ). Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ

ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïðåäåë lim
n→∞

n∏
k=1

pk ñóùåñòâóåò è íå ðàâåí 0. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñõîäÿùåìñÿ áåñêîíå÷íîì ïðî-

èçâåäåíèè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k 0 ñîìíîæèòåëè áóäóò

ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê èíà÷å ÷àñòè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

n∏
k=1

pk ìå-

íÿëè áû çíàê è íå ñõîäèëèñü áû ê ÷èñëó, íå ðàâíîìó íóëþ. Áåñ-

êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
k=1

pk è

∞∏
k=k0

pk ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿò-

ñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîëîæèì pk = exp ln pk ïðè k ≥ k 0 . Òîãäà
n∏

k=k0

pk = exp
n∑

k=k0

ln pk . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèç-

âåäåíèå

∞∏
k=1

pk ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
k=k0

ln pk

ñõîäèòñÿ è ìû ïîëó÷àåì

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Áåñêî-

íå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=k0

ln pk (ãäå k 0 � íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

6)
Ñì. [13℄ ñ. 251. (�åä.)
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pk ïîëîæèòåëüíû).

Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=k0

ln pk =
∞∑

k=k0

ln(1 + αk) íåîáõîäèìî

αk → 0 ( k → ∞ ), îòêóäà ñëåäóåò, pk → 1 ( k → ∞ ). Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâ

Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ. Åñëè áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk ñõîäèòñÿ, òî

pk → 1 ( k → ∞ ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ αk→0 (k→∞) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ln(1+αk)
αk

→1 (k→∞).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè pk = 1+αk > 1 , ò. å. αk > 0 , òî ïî òåîðåìå

ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
k=1

ln(1+αk) ñõîäèòñÿ è ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî

ñ ðÿäîì

∞∑
k=1

αk . Îòñþäà ñëåäóåò

Óñëîâèå ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè

pk>1 . Äëÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
k=1

pk (pk =

=1+αk>1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä

∞∑
k=1

αk ñõîäèëñÿ.

Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ áåçóñëîâíî ñõîäÿùèì-

ñÿ, åñëè åãî ñõîäèìîñòü íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Óñëîâèå áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷ëåíàìè pk = 1 + αk > 0 áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ðÿä

∞∑
k=1

αk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå áû-

ëî áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä

∞∑
k=1

ln(1 + αk) áûë áåçóñëîâíî, à çíà÷èò, àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,

äëÿ ÷åãî, â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿä

∞∑
k=1

αk ñõîäèëñÿ àáñîëþòíî. ◮
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�ëàâà 14

Ôóíêöèîíàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

è ðÿäû

� 62. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�óíêöèé

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèîíàëüíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {fn(x)} è ðÿäû

∞∑
n=1

un(x) , îïðåäåëåííûå íà ìíî-

æåñòâå X . Ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

ðÿäîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîòî÷å÷íóþ è â ñìûñëå íåêîòîðûõ

ìåòðèê.

62.1. Ïîòî÷å÷íàÿ (ïðîñòàÿ) ñõîäèìîñòü

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé{fn(x)}
ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå M ⊂ X ê �óíêöèè f(x) ,
îáîçíà÷àåòñÿ fn(x) → f(x) ( n → ∞ ), åñëè äëÿ ëþáîãî x0 ∈ M
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x0) ñõîäèòñÿ ê f(x0) .

Ïðèìåð. Íà ìíîæåñòâå X = [ 0, 1] çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) (ñì. ðèñ. 14.1 à) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ
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�óíêöèÿ f(x) =

{
0, x = 0,
1, 0 < x ≤ 1,

ðàçðûâíà, èíòåãðèðóåìà ïî

�èìàíó íà [ 0, 1] è lim
n→∞

1́

0

fn(x) dx =
1́

0

f(x) dx . Íî, âîîáùå ãîâî-

ðÿ,

1) lim
n→∞

b́

a

fn(x) dx 6=
b́

a

f(x) dx .

�èñ. 14.1.

Ïðèìåð. Íà ðèñóíêå 14.1 á) èçîáðàæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé fn(x) , çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå X = [ 0, 1] , ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ê f(x) ≡ 0 íà [ 0, 1] . Ïëîùàäè ïîä ãðà�èêàìè �óíêöèé fn(x)

ñîõðàíÿþòñÿ,

1́

0

fn(x) dx = 1
2 , lim

n→∞

1́

0

fn(x) dx = 1
2 6=

1́

0

f(x) dx = 0 .

62.2. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì

Ïóñòü fn(x), f(x) ∈ R [a, b] .
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {fn(x)} ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì

ê f(x) , åñëè
b́

a

|f(x)− fn(x)| dx→ 0 ( n→ ∞ ).

Îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü äàíî äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëà, íå òîëü-

êî äëÿ èíòåãðàëà �èìàíà. ßñíî, ÷òî lim
n→∞

b́

a

fn(x) dx =
b́

a

f(x) dx .

1)
Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ïî �èìàíó �óíêöèé ìîæåò áûòü è íåèíòåãðè-

ðóåìîé. Ïóñòü rn � ïåðåíóìåðîâàííûå âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç îòðåçêà

[0, 1] . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn(x) =

{

1, x = ri (i = 1, ..., n),
0, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ,

õîäèòñÿ ê �óíêöèè Äèðèõëå D(x) , íåèíòåãðèðóåìîé íà [0, 1] (ñì. � 39).

(�åä.)
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62.3. Ñõîäèìîñòü â ñìûñëå

ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ê f(x) â

ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî, åñëè

b́

a

{f(x)− fn(x)}2 dx → 0

( n→ ∞ ).

Åñëè b − a < ∞ , òî ïî íåðàâåíñòâó Áóíÿêîâñêîãî (îäèí ñî-

ìíîæèòåëü ðàâåí 1) (ñì. � 47)

b́

a

|f(x)− fn(x)| dx ≤
√
(b − a)

b́

a

|f(x)− fn(x)|2 dx ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â ñìûñëå

ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî, òî îíà ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 8

(04.10.68)

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü fn ∈ C[a, b] ∀n è fn → f(x) ( n→ ∞ ). Êàê

ìû óæå âèäåëè, ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàç-

ðûâíîé. Èçó÷åíèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

ïðèâîäèò ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó �óíêöèé. Ôóíêöèè, ÿâëÿþùè-

åñÿ ïîòî÷å÷íûìè ïðåäåëàìè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, íàçûâàþòñÿ

�óíêöèÿìè ïåðâîãî êëàññà Áýðà. Êëàññ ýòèõ �óíêöèé îáîçíà÷à-

åòñÿ B1 , à êëàññ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå B0 .

Àíàëîãè÷íî, ïîòî÷å÷íûå ïðåäåëû �óíêöèé èç n -ãî êëàññà Áýðà
îáðàçóþò êëàññ Bn+1 .

2)
Ïîëó÷àåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ �óíêöèé

Áýðà:

B0 ⊂ B1 ⊂ ... ⊂ Bn ⊂ ... ⊂ Bω ⊂ ... .

Ïóñòü f(x) =
∞∑
n=1

un(x) , x ∈ [a, b] . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíê-

öèè ìîæåò äàòü ñðåäñòâà ê åå èçó÷åíèþ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü

2)
Ôóíêöèÿ ïåðâîãî êëàññà Áýðà íåïðåðûâíà âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà òî÷åê

ïåðâîé êàòåãîðèè. Â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ ïåðâîãî êëàññà Áýðà íå ìîæåò áûòü

ðàçðûâíîé âñþäó. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð â ñíîñêå íà ñ. 350 ïîêàçûâàåò, ÷òî

�óíêöèÿ Äèðèõëå âòîðîãî, íî íå ïåðâîãî êëàññà Áýðà.

Î êëàññè�èêàöèè Áýðà ìîæíî ïðî÷åñòü â êíèãå [15℄ ãë. XV è â [9℄. Êëàññû

Áýðà ðàñøèðÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó è íóìåðóþòñÿ âñåìè ñ÷åòíûìè îðäèíàëàìè

(òðàíñ�èíèòàìè). Bω , íàïðèìåð, çàíóìåðîâàí ïåðâûì áåñêîíå÷íûì îðäèíà-

ëîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ �óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé �óíêöèé {fn} , ãäå fn ∈ Bn . (�åä.)
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âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ

ðÿäîâ: êîãäà

x́

a

f(x) =
∞∑
n=1

x́

a

un(x) è êîãäà f ′(x) =
∞∑
n=1

u′n(x) ? Çà-

äà÷à ñâîäèòñÿ ê âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ïîâòîðíîãî ïðå-

äåëà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêóþ ñõîäèìîñòü, ïðè êîòîðîé áó-

äóò âûïîëíÿòüñÿ ïîäîáíûå ðàâåíñòâà. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü,

ê èçó÷åíèþ êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì, äåëàåò çàêîííûìè ýòè îñíîâ-

íûå îïåðàöèè àíàëèçà.

62.4. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X⊂R è M⊂X .

�àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü � ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ �óíêöèé è îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè M .

Îïðåäåëåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèò-

ñÿ íà ìíîæåñòâå M ⊂ X , åñëè

1) ∀x ∈M lim
n→∞

fn(x) = f(x) ;

2) ∀ ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈M |fn(x)− f(x)| < ε .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fn(x) ⇒ f(x) ( x ∈M , n→ ∞ ).

Çàìåòèì, ÷òî N = N(ε) è íå çàâèñèò îò x â îòëè÷èå îò ïîòî-

÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, òàì N = N(ε, x) . Ìû ãîâîðèì, ÷òî ðàçíîñòü

fn(x)− f(x) íà ìíîæåñòâå M ðàâíîìåðíî ìàëà.

Óñëîâèå 1) � óñëîâèå ïðîñòîé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè � îçíà-

÷àåò, ÷òî

∀ ε > 0 ∀x ∈M ∃N ∀n≥N=N(ε, x) |fn(x)−f(x)|<ε .
Óñëîâèå 2) ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê:

∀ ε > 0 ∃N ∀n ≥ N sup
x∈M

|fn(x)− f(x)| < ε .

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un(x)} îïðåäåëåííûõ íà X

�óíêöèé è

∞∑
n=1

un(x) = f(x) ( x ∈ X ).

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà M , åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn(x) = f(x) −
n∑
k=1

uk(x)

∀ ε > 0 ∃ N ∀n ≥ N ∀x ∈M |rn(x)| < ε .
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ∀ ε > 0 ∃N ∀n ≥ N sup
x∈M

|rn(x)| < ε , ò. å.

sup
x∈M

|rn(x)| → 0 ïðè n→ ∞ .

Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ

íà M , òî îí è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ: äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýòè

äâà ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò.

Òàê ÷òî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà M � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Åñëè ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà M1 è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà M2 , òî îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è íà M1

⋃
M2 . Äëÿ ñ÷åòíîãî

îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðÿä ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ, ýòî óæå íåâåðíî.

�èñ. 14.2. à) fn(x) = xn(1− xn) ; á) ñõîäèìîñòü ñ "ïðèëèïàíèåì".

Ïðèìåð. Ïóñòü fn(x) = xn(1 − xn) , x ∈ [0, 1] , n ∈ N (ñì.

ðèñ. 14.2 à). Òàê êàê fn(0) = 0 , fn(1) = 0 , 0 < fn(x) ≤ xn → 0
ïðè n → ∞ , òî fn(x) → 0 = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] . Òàêèì
îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê òîæäåñòâåííî

íóëåâîé �óíêöèè íà [0, 1] . Ïîëîæèì rn(x)=fn(x)−f(x)=fn(x) .
Â òî÷êå x = 1

2 �óíêöèÿ y1 = f1(x) = x(1 − x) èìååò ìàêñèìóì,

ðàâíûé

1
4 . Òîãäà äëÿ �óíêöèè fn(x) ìàêñèìóì áóäåò â òî÷êå

xn = n

√
1
2 , ïðè÷åì fn(xn) = 1

4 , ò. å. max
x∈[0,1]

rn(x) = fn(xn) = 1
4 .

Çíà÷èò, ñõîäèìîñòü íà [0, 1] íåðàâíîìåðíàÿ. Åñëè M(x0)=[0, x0] ,
0 < x0 < 1 , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, x0] fn(x) ≤ (x0)

n → 0
ïðè n → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

M(x0) = [ 0, x0] . Íà [ 0, 1) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íå áóäåò.

[ 0, 1) =
∞⋃
k=1

[
0, 1− 1

k+1

]
, è ìû âèäèì, ÷òî íà îáúåäèíåíèè ìíî-

æåñòâ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå ñîõðàíèëàñü. (Òàêèì îáðàçîì,

èç ñõîäèìîñòè íà êàæäîì èç îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò ñõî-

äèìîñòü, íî íå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.)

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} , äëÿ êîòîðîé
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f2n(x) ≡ 0 ïðè 0 ≤ x ≤ 1 ; f2n+1(x) =





0, 0 ≤ x ≤ 1− 1
n ,

1, x = 1− 1
2n ,

0, x = 1,
ëè-

íåéíà íà [1 − 1
n , 1 − 1

2n ] è íà [1 − 1
2n , 1] (ñì. ðèñ. 14.2 á). Äëÿ

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) → 0 ∀x ∈ [0, 1] ( n→ ∞ ) è ∀x0 ,
0 ≤ x0 < 1 , ∃N(x0) ∀n ≥ N(x0) fn(x0) = 0 � òàêàÿ ñõîäèìîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ñ "ïðèëèïàíèåì".

Òàê êàê f2n+1

(
1− 1

2n

)
= 1 , òî ñõîäèìîñòü íà [0, 1] íåðàâíîìåð-

íàÿ. Íà âñÿêîì îòðåçêå [0, 1− ε] , 0 < ε < 1 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå. �ÿä

∞∑
n=1

un(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèì-

ñÿ íà ìíîæåñòâå M , åñëè íà M ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

|un(x)| .
Çàìå÷àíèå. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà íå ñëåäóåò èç àáñî-

ëþòíîé ñõîäèìîñòè (ñì. ïðèìåðû íà ðèñóíêå 14.2).

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèëàñü íà ìíîæåñòâå M , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N ∀x ∈M |fn(x) − fm(x)| < ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü.

Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x) ( x ∈ M , n → ∞ ), ò. å. ∀ ε > 0 ∃ N
∀n ≥ N ∀x ∈ M |fn(x)− f(x)| < ε

2 è ∀m ≥ N ∀x ∈ M
|fm(x) − f(x)| < ε

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, |fn(x)− fm(x)| < ε ∀x ∈M .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ M ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {fn(x0)} óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè Êî-

øè äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Çíà÷èò, fn(x0) → f(x0)
( n → ∞ ). Òàê êàê ïî óñëîâèþ ∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N è

∀x ∈M |fn(x)− fm(x)| < ε
2 , òî ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ ∞ ,

ïîëó÷èì |fn(x) − f(x)| ≤ ε
2 < ε ( ∀x ∈M ). Çíà÷èò fn(x) ⇒ f(x)

( x ∈M ). ◮

Ïóñòü äàí ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ( x ∈ M ) è sn(x) =
n∑
k=1

uk(x)

( x ∈ M ) � åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿ-

äà

∞∑
n=1

un(x) åñòü ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíî-
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ìåðíî íà M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N
∀x ∈M |sn(x)− sm(x)| < ε . Ïîäñòàâèâ âìåñòî sn è sm èõ âû-

ðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε ( ∀x ∈ M ) èëè, åñëè ïåðå-

îáîçíà÷èì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ,

∣∣∣∣
m∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣ < ε , ò. å. äàëåêèå

êóñêè ðÿäà ðàâíîìåðíî ìàëû. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà ìíîæåñòâå M ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N ∀x ∈M

∣∣∣∣
m∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣ < ε .

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 9

(09.10.68)

Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x) íà îòðåçêå [a, b] . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀ ε > 0
∃ N = N(ε) ∀n ≥ N ∀x ∈ [a, b] Rn = sup

x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)| < ε .

Íî òîãäà f(x)−ε < fn(x) < f(x)+ε ∀n ≥ N(ε) ∀x ∈ [a, b] . �åî-
ìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ fn(x) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]
è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ≥ N(ε) ëåæàò â ïîëîñêå âûñîòîé

2 ε (ñì. ðèñ. 14.3 à, á); â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð,

÷òî â ëåâîé ÷àñòè ïîëîñêè fn(x) ëåæàò íèæå f(x) , à â ïðàâîé �
âûøå, êàê íà ðèñ. 14.3 á).

�èñ. 14.3. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ïðè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè âåêòîð-�óíêöèé gn(x) ⇒ g(x) íà îòðåçêå [a, b] ( g(x), gn(x)
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç R2

), çíà÷åíèÿ gn(x) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]
è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ≥ N(ε) ëåæàò â òðóáêå, ñå÷åíèå êî-
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òîðîé ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè àáñöèññ, åñòü êðóæîê

ðàäèóñà ε (ñì. ðèñ. 14.3 â).

Ïîñòðîèì ìåòðèêó òàêóþ, ÷òîáû ñõîäèìîñòü ïî ìåòðèêå áûëà

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî M îãðàíè-

÷åííûõ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèé. Îïðåäåëèì íà M ðàññòîÿíèå

ìåæäó äâóìÿ �óíêöèÿìè �îðìóëîé

ρ(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðàññòîÿíèå, âûïîë-

íÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ìåòðèêè (ñì. ò. 1 � 47). Òàêàÿ ìåòðèêà íàçû-

âàåòñÿ ÷åáûø�åâñêîé. Ââåäåíèå ÷åáûø�åâñêîé ìåòðèêè ïðåâðàùàåò

M â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåð-

íàÿ. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] �óíêöèé ñ ÷åáûø�åâñêîé
ìåòðèêîé îáîçíà÷àåòñÿ C [a, b] . Åñëè f, g ∈ C [a, b] , òî

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî C(K) íà ïðîèç-

âîëüíîì êîìïàêòå K .

Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê è ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè �óíêöèé. Ïðè ýòîì êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì â ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî îáðà-

çîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

� 63. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé

63.1. Ïðàâèëüíàÿ (ðåãóëÿðíàÿ) ñõîäèìîñòü

�óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X ⊂ R çàäàí ðÿä

∞∑
n=1

un(x) .

Îïðåäåëåíèå. �ÿä

∞∑
n=1

un(x) ïðàâèëüíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæå-

ñòâå M ⊂ X , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü An ≥ 0 ( ∀n ∈ N ), ÷òî
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1) ∀x ∈M |un(x)| ≤ An ( ∀n ∈ N );

2)

∞∑
n=1

An <∞ .

Ïîíÿòèå ïðàâèëüíîé ñõîäèìîñòè ââåë Âåéåðøòðàññ. Ýòî îäíî

èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé â òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-

íîãî.

Îáîçíà÷èì A∗
n = sup

x∈M
|un(x)| . Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì ïðà-

âèëüíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

∞∑
n=1

sup
x∈M

|un(x)| =
∞∑
n=1

A∗
n <∞ .

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ïðàâèëüíî ñõîäèòñÿ,òî îí è ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ðÿä ïðàâèëüíî ñõîäèòñÿ, òî îí ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî, òàê êàê

∞∑
n=1

|un(x)| ≤
∞∑
n=1

An < ∞ ( ∀x ∈ M ).

Îöåíèì îñòàòîê ðÿäà

∞∑
k=n

uk(x) . Òàê êàê

∞∑
k=n

Ak → 0 ( n → ∞ ),

òî

∣∣∣∣
∞∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=n

Ak → 0 ( ∀x ∈M , n → ∞ ), îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà M . ◮

Îáðàòíàÿ òåîðåìà íå âåðíà.

Ïðèìåð. Âîçüìåì un(x) = (−1)n

n , 0 ≤ x ≤ 1 . Òîãäà A∗
n = 1

n .

�ÿä

∞∑
n=1

(−1)n

n ñõîäèòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ äëÿ ëþáîãî x ,

0 ≤ x ≤ 1 , çíà÷èò ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Ïðàâèëüíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n

n íåò, òàê êàê ðÿä

∞∑
n=1

A∗
n =

∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà âåðíà, åñëè un : X → Y ,

ãäå X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Y = Rn , è íå ìîæåò áûòü

ïåðå�îðìóëèðîâàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Y .

63.2. Ïðèçíàê Äèíè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ïóñòü fn(x) → f(x) ( n → ∞ ) ( x ∈ X ⊂ R ). Òîãäà rn(x) → 0
( n → ∞ , x ∈ X ). �àññìîòðèì rn(x) êàê �óíêöèþ îò n. Ïóñòü

357



ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn(x) ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ, áóäåì ýòî îáîçíà-

÷àòü rn(x) ↓
n

0 ( ∀x ∈ X ),

�èñ. 14.4.

ò.å. ∀x ∈ X 0 ≤ rn+1(x) ≤ rn(x) ∀n ∈ N .

Ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü íå âëå÷åò, âîîáùå

ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðèìåð. X = [0, 1] , fn(x) = 0 íà[
0, 1− 1

n

]
, fn(1) = 1 , à íà

[
1− 1

n , 1
]
ëèíåé-

íî âîçðàñòàåò äî 1. Òîãäà rn(x) → 0 (ñì.

ðèñ. 14.4), íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà

[0, 1] íåò. Íà [0, 1) rn(x) íåïðåðûâíà, íî

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà [0, 1) òîæå íåò.

Òåîðåìà Äèíè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü K � êîì-

ïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà K çàäàíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {fn(x)} ñî çíà÷åíèÿìè â R è fn(x) → f(x) ∀x ∈ K
ïðè n → ∞ . Ïóñòü rn(x) = f(x) − fn(x) ∈ C(K) è rn(x) ↓

n

0

∀x ∈ K , ò. å. 0 ≤ rn+1(x) ≤ rn(x) ∀n ∈ N è ∀x ∈ K . Òîãäà

fn(x) ⇒ f(x) íà K ( n→ ∞ ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî rn(x) ⇒ 0 íà K ( n→ ∞ ).

Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîìïàêòà K . rn(x) ∈ C(x0) è

rn(x0) → 0 ( n→ ∞ ). Çàäàäèì ε > 0 . Òîãäà ∃n0 0 ≤ rn(x0) < ε
∀n > n0 . Òàê êàê rn0

(x) ∈ C(x0) , òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

O(x0) òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ rn0
(x) < ε ∀x ∈ O(x0) . Ïîñòðîèâ òà-

êóþ îêðåñòíîñòü O(x0) äëÿ êàæäîãî x0 èç êîìïàêòà K , ïî-

ëó÷èì îòêðûòîå ïîêðûòèå {O(x0), x0 ∈ K} ïðîñòðàíñòâà K .

K êîìïàêòíî, çíà÷èò ìîæíî âûäåëèòü èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷-

íîå ïîäïîêðûòèå {O(xk), k = 1, ..., N} . Òîãäà
N⋃
k=1

O(xk) = K è

0 ≤ rnk
(x) < ε ∀x ∈ O(xk) ( k = 1, 2, ..., N ). Òàê êàê ïî óñëî-

âèþ òåîðåìû rn(x) ↓
n

0 , òî ∀n ≥ nk 0 ≤ rn(x) ≤ rnk
(x) < ε

∀x ∈ O(xk) ( k = 1, 2, ..., N ). Âîçüìåì n0(ε) = max
k=1,...,N

nk . Òàê

êàê n0(ε) ≥ nk ( ∀ k = 1, 2, ..., N ), òî 0 ≤ rn0(ε)(x) ≤ rnk
(x) < ε

( x ∈ O(xk) ). Çíà÷èò, 0 ≤ rn0(ε)(x) < ε äëÿ âñåõ x ∈ O(xk)
( k = 1, ..., N ). Ñëåäîâàòåëüíî, 0≤rn0(ε)(x)<ε äëÿ ëþáûõ x ∈ K
è 0≤ rn(x)≤ rn0(ε)(x)<ε ( ∀x ∈ K , ∀n ≥ n0(ε) ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî {rn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà K ïðè n→ ∞ , ò. å.

fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà K . ◮
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Çàìå÷àíèå.Îáû÷íî �îðìóëèðóþò ÷àñòíûé ñëó÷àé: ïóñòü fn(x)
íåïðåðûâíû íà K è ñõîäÿòñÿ ìîíîòîííî ê íåïðåðûâíîé íà K
�óíêöèè f(x) . Òîãäà fn(x) ⇒ f(x) íà K ( n → ∞ ). Â òåîðåìå

èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òî, ÷òî rn(x) = f(x)− fn(x) ∈ C(K) .

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 10

(11.10.68)

� 64. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(ïåðåõîä ê ïðåäåëó, íåïðåðûâíîñòü, èíòåãðèðîâàíèå, äè��åðåí-

öèðîâàíèå).

64.1. Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂ R , ò. å a ∈ X ′
,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ⇒ f(x) íà X ( n → ∞ ) è ïóñòü ∀n
∃ lim
x→a

fn(x) = An . Îáîçíà÷èì ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè �óíêöèé limunif
n→∞

fn(x) : f(x) = limunif
n→∞

fn(x) .

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè ïîðÿäêà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X , fn(x)⇒f(x) íà X

( n→ ∞ ) è ïóñòü ∀n ñóùåñòâóåò lim
x→a

fn(x) = An . Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò lim
n→∞

An , ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) è ýòè ïðåäåëû ìåæäó

ñîáîé ðàâíû: lim
n→∞

An = lim
x→a

f(x) .

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè fn(x)⇒f(x)
íà X ( n→ ∞ ), òî lim

n→∞
lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

limunif
n→∞

fn(x) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èòàê, ïóñòü limunif
n→∞

fn(x) = f(x) íà

ìíîæåñòâå X .

1. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

An . Òàê êàê fn(x) ⇒ f(x)

íà X ( n → ∞ ), òî ∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N ∀x ∈ X
|fn(x)− fm(x)| < ε . Çà�èêñèðóåì òàêèõ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà

n,m ≥ N . Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè x→ a , ïîëó÷èì |An−Am|≤ε .
Çíà÷èò {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè è ñóùåñòâóåò lim

n→∞
An .

Îáîçíà÷èì lim
n→∞

An = A .
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2. Äîêàæåì, ÷òî lim
x→a

f(x) = A . Îöåíèì ðàçíîñòü |A− f(x)| :

|A− f(x)| ≤ |A−An|+ |An − fn(x)|+ |fn(x) − f(x)| .

Çàäàäèì ε > 0 . Òàê êàê An → A ïðè n → ∞ , òî |A−An| < ε
3

∀n ≥ n0(ε) . Òàê êàê fn(x) ⇒ f(x) ïðè n → ∞ , òî ∀x ∈ X
∀n ≥ n1(ε) |fn(x) − f(x)| < ε

3 . Äëÿ |An − fn(x)| ìîæåò è íå

áûòü îáùåé îêðåñòíîñòè òî÷êè a òàêîé, ÷òîáû ðàçíîñòü áûëà ìà-

ëà, íî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ îäíîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî

n . Ïîëîæèì n2 = max {n0(ε), n1(ε)} . Òîãäà èìååì
|A− f(x)| ≤ |A−An2 |+ |An2 − fn2(x)|+ |fn2(x)− f(x)| .

Òàê êàê fn2(x) → An2 ( x → a ), òî ∃O(a) ∀x ∈ O(a)\a
|An2 − fn2(x)| < ε

3 . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ O(a)\a ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî |A− f(x)| < ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε , ò. å lim

x→a
f(x) = A . ◮

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ �óíêöèé

f : X → Y , ãäå X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, åñëè Y
ïîëíî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé {fn(x)} ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f(x) íà X , x0∈X è fn(x)∈C(x0)
( ∀n ∈ N ), òî è f(x) ∈ C(x0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà,

òî ýòî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, òàê êàê â èçîëèðîâàííîé òî÷êå

âñÿêàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà. Åñëè x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, òî

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. ◮

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà, èìåþùàÿ ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òàê

êàê ñ�îðìóëèðîâàíà äëÿ îäíîé òî÷êè, ïðèíèìàåò ãëîáàëüíûé õà-

ðàêòåð, òàê êàê ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîé òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ ÷åáûø�åâ-

ñêîé ìåòðèêîé ïîëíî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, òî ïî êðèòåðèþ

Êîøè äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíî-

ìåðíî ñõîäèòñÿ. Ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû îá èç-

ìåíåíèè ïîðÿäêà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè åñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, ò. å. ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. ◮
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Ñëåäñòâèå 4 äëÿ ðÿäîâ. Åñëè ðÿä ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî ñóììà ðÿäà � íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ.

64.2. Ïðèìåð Âàí-äåð Âàðäåíà íåïðåðûâíîé

�óíêöèè, íå äè��åðåíöèðóåìîé

íè â îäíîé òî÷êå

�àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f0(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ 1

2 ,
1− x, 1

2 ≤ x ≤ 1,

f0(x+1) = f0(x) (ñì. ðèñ. 14.5). Ïîëîæèì fn(x)=
f0(4

nx)
4n ( n∈N ).

�èñ. 14.5. Ê ïðèìåðó Âàí-äåð Âàð-

äåíà.

Óãëîâûå êîý��èöèåíòû ýòèõ

�óíêöèé ðàâíû ±1 äëÿ âñåõ òî-

÷åê, êðîìå óãëîâûõ. Ïîëîæèì

f(x) =
∞∑
n=0

fn(x) . Ýòîò ðÿä ðåãó-

ëÿðíî (ïðàâèëüíî) ñõîäèòñÿ, òàê

êàê

∞∑
n=0

1
4n <∞ , çíà÷èò, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî. Òàê êàê �óíêöèè fn(x) ∈ C [0, 1] , òî ïî ñëåäñòâèþ
4 èç òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå f(x) ∈ C [0, 1] .

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] . Äîêàæåì, ÷òî
f(x) íå äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x . Äîñòàòî÷íî íàéòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn → x ( n → ∞ ), xn 6= x , òàêèõ, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(xn)−f(x)
xn−x íå èìååò ïðåäåëà. Âîçüìåì êàêîå-

íèáóäü íàòóðàëüíîå n . Ôóíêöèÿ fn(x) ëèíåéíà íà îòðåçêàõ[
s−1
2·4n ,

s
2·4n

]
( s = 1, 2, ... ). Òî÷êà x ∈ [0, 1] è ëåæèò íà ëåâîé èëè

ïðàâîé ïîëîâèíå îòðåçêà [0, 1] , ò. å. x ∈
[
s0−1
2 , s02

]
, ãäå s0 ðàâ-

íî 1 èëè 2. Àíàëîãè÷íî äëÿ âñÿêîãî n ∈ N íàéäåì îòðåçîê âèäà

∆n =
[
sn−1
2·4n ,

sn
2·4n

]
, ñîäåðæàùèéñÿ âî âñåõ ïðåäûäóùèõ è ñîäåð-

æàùèé x , ò. å. x ∈ ∆n ⊂ ∆k ( n > k ). Äëèíà îòðåçêà ∆n åñòü

1
2·4n . Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ

[
s0−1
2 , s02

]
⊃
[
s1−1
2·4 − s1

2·4
]
⊃ ... .

Íà îòðåçêå ∆n ñóùåñòâóåò òî÷êà xn òàêàÿ, ÷òî |x− xn| = 1
4n+1 .

Òîãäà èìååì

f(xn)−f(x)
xn−x =

∞∑
k=0

fk(xn)−fk(x)
xn−x .
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�àññìîòðèì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

fk(xn)−fk(x)
xn−x . Ýòî îòíîøåíèå

ðàâíî ±1 , åñëè k ≤ n . Ôóíêöèÿ fk(x) èìååò ïåðèîä ωk = 1
4k . Â

÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ fk(x) èìååò ïåðèîä
1

4n+1 ïðè k > n . Çíà÷èò,
fk(xn) − fk(x) = 0 ïðè k > n . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàê êàê

x ∈ ∆n ⊂ ∆k ( n > k ), òî

f(xn)−f(x)
xn−x =

n∑
k=0

fk(xn)−fk(x)
xn−x =

n∑
k=0

(±1) =

=

{
÷åòíîå ÷èñëî, åñëè n íå÷åòíîå,

íå÷åòíîå ÷èñëî, åñëè n ÷åòíîå.

Íî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà. Òàê êàê x � ïðî-

èçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] , òî �óíêöèÿ f(x) íå äè��åðåí-

öèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà.

64.3. Èíòåãðèðóåìîñòü

Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè ïðåäåëüíîé �óíêöèè. Ïóñòü

�óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [a, b] , fn(x) ∈ R [a, b]
( n = 1, 2, ... ) è fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n → ∞ ). Òîãäà �óíê-

öèÿ f(x) ∈ R [a, b] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] , òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 èìååì îöåíêè

ω (f, [α, β]) ≤ ω (fn, [α, β]) + ε ( ∀n ≥ n0(ε) , ∀ [α, β] ⊂ [a, b] ),

ãäå ω (f, α, β) = sup
x∈[α,β]

f(x) − inf
x∈[α,β]

f(x) . Òîãäà, äëÿ ëþáîãî ðàç-

áèåíèÿ T îòðåçêà [a, b] èìååì

Ω(f, T ) ≤ Ω(fn, T ) + ε(b− a) (∀n≥ n0(ε)) .

Òàê êàê �óíêöèè fn èíòåãðèðóåìû, òî ïî êðèòåðèþ Äàðáó (� 38

ñ. 168) inf
T

Ω(fn, T ) = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, è inf
T

Ω(f, T ) = 0 è, çíà-

÷èò, f(x) ∈ R [a, b] . ◮

Òåîðåìà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Ïóñòü �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà [a, b] , fn(x) ∈ R [a, b]
( n = 1, 2, ... ) è fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ). Òîãäà

ϕn(x) =
x́

a

fn(u) du⇒ ϕ(x) =
x́

a

f(u) du íà [a, b] (n→ ∞) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ∀x ∈ [a, b]

∃
x́

a

f(u) du . �àññìîòðèì ϕn(x)−ϕ(x)=
x́

a

{fn(u)−f(u)}du . Èìååì
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|ϕn(x) − ϕ(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)| (b − a) ∀x ∈ [a, b] .

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞ . Çíà÷èò,

ϕn(x) ⇒ ϕ(x) íà [a, b] ïðè n→ ∞ . ◮

Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùèõñÿ ðÿäîâ. �àâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû èç èíòåãðèðóåìûõ

�óíêöèé ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

∞∑
n=0

un(x) = f(x) è un(x) ∈ R [a, b] . Òàê êàê

ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì ðÿäà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] ê f(x) . Ïî òåîðåìå
îá èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

f(x) ∈ R [a, b] è
x́

a

∞∑
n=0

un(t) dt =
∞∑
n=0

x́

a

un(t) dt . ◮

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 11

(16.10.68)

64.4. Äè��åðåíöèðóåìîñòü ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà [a, b] , f ′
n(x) ∈ C [a, b]

( n ∈ N ), f ′
n(x) ⇒ ϕ(x) íà [a, b] ( n → ∞ ). Ïóñòü x0 ∈ [a, b] . Ïî

òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

x́

x0

f ′
n(t) dt ⇒

x́

x0

ϕ(t) dt ( n→ ∞ ) íà [a, b] . Ñëåäîâàòåëü-

íî fn(x)− fn(x0) ⇒
x́

x0

ϕ(t) dt = f(x)− f(x0) ( n→ ∞ ), ãäå f(x) �

êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè ϕ . Íàêëàäûâàåì åùå îäíî

óñëîâèå: fn(x0) → C ïðè n→ ∞ . Òàê êàê íà [a, b]∣∣∣∣∣fn(x)−C−
x́

x0

ϕn(t) dt

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣fn(x)−fn(x0)−

x́

x0

ϕn(t) dt

∣∣∣∣∣+|fn(x0)−C|⇒0 ,

òî fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ), ãäå f(x) = C +
x́

x0

ϕ(t) dt .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [a, b] ,
f ′
n(x) ∈ C [a, b] ( n ∈ N ), f ′

n(x) ⇒ ϕ(x) íà [a, b] ( n → ∞ ),
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x0 ∈ [a, b] è fn(x0) → C ïðè n → ∞ . Òîãäà fn(x) ⇒ f(x) íà

[a, b] ( n→ ∞ ), ãäå f ′(x) = ϕ(x) ( f(x) = C +
x́

x0

ϕ(t) dt ).

Óïðàæíåíèå. Ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ f ′′(x) .
Åñëè �îðìóëèðóåì òåîðåìó äëÿ f (k)(x) ( k = 2, 3, ... ), òî òðå-

áóåì ñõîäèìîñòè fn(x) â k òî÷êàõ è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

f
(k)
n (x) ⇒ ϕk(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ). Òîãäà fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ,
ãäå f (k)(x) = ϕk(x) ( k = 2, 3, ... ).

Îáû÷íî òåîðåìà �îðìóëèðóåòñÿ òàê.

Ïóñòü �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû íà [a, b] ( n ∈ N ), x0 ∈ [a, b] ,
fn(x0) → C ïðè n→ ∞ ,

f ′
n(x) ⇒ ϕ1(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(k)
n (x) ⇒ ϕk(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ),

f
(k)
n (x) ∈ C [a, b] ( n ∈ N ). Òîãäà fn(x) ⇒ ϕ0(x) íà [a, b]

( n→ ∞ ), ϕi(x) = ϕ
(i)
0 (x) ( i = 1, ...k ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå fn(x) ⇒ ϕ0(x) íà

[a, b] ( n → ∞ ) è ϕ′
0(x) = ϕ1(x) . Çàòåì ñëåäóþò ϕ′

1(x) = ϕ2(x) ,

. . . , ϕ′
k−1(x) = ϕk(x) = ϕ

(k)
0 (x) .

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è áåç óñëîâèÿ f
(k)
n (x) ∈ C [a, b]

( n ∈ N ).

Òåîðåìà 1 î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) îïðåäåëåíà íà

[a, b] ( n ∈ N ), ñóùåñòâóþò f ′
n(x) ( x ∈ [a, b] , n ∈ N ), x0 ∈ [a, b]

è fn(x0) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè n → ∞ . Ïóñòü íà [a, b]
f ′
n(x) ⇒ ϕ(x) ( n→ ∞ ). Òîãäà

1) fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n→ ∞ );

2) ϕ(x) = f ′(x) .

Òàêèì îáðàçîì, f ′
n(x) ⇒ f ′(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ), ò. å. çàêîííî

ïî÷ëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé òåîðåìû íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü

ïðîèçâîäíîé ïî �èìàíó, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïðåäûäóùóþ òåîðå-

ìó, ýòó òåîðåìó äîêàçàòü íåëüçÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.

1). Äîêàæåì, ÷òî {fn(x)} óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Êîøè ðàâ-

íîìåðíîé ñõîäèìîñòè. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f ′
n(x)} .

364



Ïî êðèòåðèþ Êîøè ∀ ε > 0 ∃ N ∀n,m ≥ N ∀x ∈ [a, b]
|f ′
n(x)− f ′

m(x)| < ε . Ïî �îðìóëå Ëàãðàíæà

|fn(x)− fm(x)− {fn(x0)− fm(x0)}| ≤

≤ |x− x0| sup
[a,b]

|f ′
n(x) − f ′

m(x)| ≤ |x− x0| ε (n,m ≥ N) .

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x èç [a, b]

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x0)− fm(x0)|+ (b− a) ε (n,m ≥ N) .

Ïî óñëîâèþ fn(x0) � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, |fn(x0)− fm(x0)| < ε ( n,m ≥ N1 ). Âîçüìåì íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî N2 = max {N,N1} . Òîãäà äëÿ ëþáûõ n,m ≥ N2

|fn(x)− fm(x)| ≤ (b − a + 1) ε ( ∀x ∈ [a, b] ). Çíà÷èò, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fn(x)} óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè è fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ).

2). Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x èç îòðåçêà [a, b] è äîêàæåì,
÷òî f ′(x) = ϕ(x) . Ïóñòü t ∈ [a, b] . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïî
�îðìóëå Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèé fn(t)− fm(t) ïîëó÷èì

|fn(t)− fm(t)− {fn(x)− fm(x)}| ≤ |x− t| ε

ïðè n,m ≥ N(ε) . Îáîçíà÷èì ψn(t) = fn(t)−fn(x)
t−x ( t ∈ [a, b] \x ).

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà [a, b] \x . Èìååì, ïî âûøå äîêàçàííîìó íåðàâåíñòâó,

|ψn(t)− ψm(t)| = |fn(t)−fn(x)−{fm(t)−fm(x)}|
|t−x| ≤ ε

∀ t ∈ [a, b] \x ∀n,m ≥ N(ε) , ñëåäîâàòåëüíî, {ψn(t)} ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè. Åñëè ïîëîæèòü ψ(t)= f(t)−f(x)
t−x

äëÿ t ∈ [a, b] \x , òî âèäèì, ÷òî ψn(t) → ψ(t) íà [a, b] \x è, ñëåäî-

âàòåëüíî, â ñèëó äîêàçàííîãî, ψn(t) ⇒ ψ(t) íà [a, b] \x . Çàìåòèì,
÷òî lim

t→x
ψn(t) = f ′

n(x) . Ïî òåîðåìå î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó äëÿ ðàâ-

íîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lim
t→x

ψ(t)=f ′(x)= lim
t→x

lim
n→∞

ψn(t)= lim
n→∞

lim
t→x

ψn(t)= lim
n→∞

f ′
n(x)=ϕ(x).

Òàêèì îáðàçîì, f ′(x) = ϕ(x) . ◮
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64.5. �àâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé

Ïóñòü äàíî ñåìåéñòâî �óíêöèé F íà îòðåçêå [a, b] . �àâíîñòåïåí-
íîñòü � ñâîéñòâî îäèíàêîâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñåìåéñòâó �óíê-

öèé.

Îïðåäåëåíèå.Ñåìåéñòâî F �óíêöèé f , îïðåäåëåííûõ è íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] , íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî (ðàâíîìåð-
íî) íåïðåðûâíûì íà îòðåçêå [a, b] , åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
∀x, x′ ∈ [a, b] , |x− x′| < δ , ∀ f ∈ F |f(x)− f(x′)| < ε .

Äðóãèìè ñëîâàìè,

sup
f∈F

sup
|x−x′|<δ

|f(x)− f(x′)| = ηF(δ) → 0 (δ → 0) .

Èëè èíà÷å, ñåìåéñòâî F íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì

íà îòðåçêå [a, b] , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ
η(δ) → 0 ( δ → 0 ), ÷òî ∀x, x′ ∈ [a, b] , |x− x′| < δ , ∀ f ∈ F

|f(x)− f(x′)| ≤ η(δ) .
�àâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñ êîìïàêòíî-

ñòüþ.

Ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðåäêîì-

ïàêòíûì, åñëè åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Òåîðåìà Àðöåëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñåìåéñòâî F �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà [a, b] , áûëî ïðåäêîìïàêòíûì â C [a, b] , íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F áûëî íà [a, b] ðàâíîñòåïåííî

íåïðåðûâíûì è ðàâíîñòåïåííî îãðàíè÷åííûì

3)
ñåìåéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèòñÿ.

Ëåììà. Ïóñòü fn(x)∈C [a, b] è fn(x)⇒f(x) íà [a, b] ( n→∞ ).

Òîãäà {fn(x)} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Òîãäà
∃ N ∀n ≥ N |fn(x) − f(x)| < ε ∀x ∈ [a, b] . Òàê êàê f(x) íåïðå-

ðûâíà íà [a, b] (êàê ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé), òî îíà è ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà [a, b] : |f(x)− f(x′)| < ε , åñëè |x− x′| < δ(ε) . Òîãäà
∀n ≥ N = N(ε)

|fn(x)−fn(x′)|≤|fn(x)−f(x)|+|f(x)−f(x′)|+|f(x′)−fn(x′)|<3 ε ,

3)
Âìåñòî ðàâíîñòåïåííîé îãðàíè÷åííîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû

ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü (ñì., íàïðèìåð, [7℄ ñ. 110) èëè îãðàíè÷åííîñòü

â ñîâîêóïíîñòè. (�åä.)
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åñëè |x− x′| < δ(ε) . �àññìîòðèì n = 1, 2, ..., N − 1 . Êàæäàÿ
èç �óíêöèé fn(x) ( n = 1, 2, ..., N − 1 ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà îòðåçêå [a, b] . Çíà÷èò, ∀ ε > 0 ∃ δ1(ε) > 0 ∀x, x′ ∈ [a, b] ,
|x− x′| < δ1(ε) , |fn(x)− fn(x

′)| < ε ( n = 1, 2, ..., N − 1 ). Ïîëî-
æèì δ2(ε) = max {δ(ε), δ1(ε)} . Òîãäà |fn(x) − fn(x

′)| ≤ 3ε , åñëè
|x− x′| < δ2(ε) ( n = 1, 2, ... ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî �óíêöèé
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. ◮

Äëÿ èíòåðâàëà óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî, òàê êàê èç íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè íà èíòåðâàëå íå ñëåäóåò åå ðàâíîìåðíàÿ íåïðå-

ðûâíîñòü. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà

îòðåçêå [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé óñëîâèÿ
òåîðåìû Àðöåëà âûïîëíÿþòñÿ.

�àâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü åñòü íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4)

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 12

(18.10.68)

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî F íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α , 0 < α ≤ 1 , ñ êîíñòàíòîé
K ≥ 0 , ò. å. òàêèõ, ÷òî ∀x, x′ ∈ [a, b] |f(x)− f(x′)| ≤ K |x− x′|α ,
îáîçíà÷åíèå f ∈ LipKα . Î÷åâèäíî, åñëè K íå çàâèñèò îò f , òî
ñåìåéñòâî F ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî íà [a, b] , åñëè çàâèñèò,

òî ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ìîæåò íå áûòü.

Âàæíåéøèé ñëó÷àé α = 1 . Åñëè |f ′(x)| ≤ K íà [a, b] ,
òî �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K :

|f(x)− f(x′)| ≤ K |x− x′| . Òîãäà, åñëè K îäíà äëÿ âñåõ �óíêöèé

èç ñåìåéñòâà, òî ñåìåéñòâî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî íà [a, b] .
Òåîðåìà 2 î ïî÷ëåííîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè �óíêöèé. Ïóñòü �óíêöèè fn(x) çàäàíû íà îòðåç-

êå [a, b] è èìåþò íà ýòîì îòðåçêå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n → ∞ ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f ′
n(x)} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà íà [a, b] . Òîãäà f ′(x) ñóùå-

ñòâóåò, f ′(x) ∈ C [a, b] è f ′
n(x) ⇒ f ′(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ).

Ëåììà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà [a, b] è èìååò íà

[a, b] íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) . Ïóñòü η(δ) → 0 ( δ → 0 )

4)
Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé fn(x) = x+ n , ðàññìîòðåííûõ

íà îòðåçêå, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîé, íî ðàñõîäÿùåéñÿ. Íàðóøå-

íî óñëîâèå ðàâíîñòåïåííîé îãðàíè÷åííîñòè èç òåîðåìû Àðöåëà. (�åä.)
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è |f ′(x) − f ′(x′)| ≤ η(δ) ∀x, x′ ∈ [a, b] , |x− x′| ≤ δ . Òîãäà ∃K
∀h , 0 < h < b−a

2 ,

‖f ′‖ ≤ K
{
h−1 ‖f‖+ η(h)

}
.

Çäåñü ‖f‖ = max
[a,b]

|f(x)| � íîðìà â C èëè ÷åáûø�åâñêàÿ íîðìà

íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìà ïðîèçâîäíîé îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé è íîðìó �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî äëÿ ëåâîé ïîëî-

âèíû îòðåçêà, x ∈
[
a, a+b2

]
. Òàê êàê

f(x+h)−f(x)
h = 1

h

h́

0

f ′(x+ t) dt ,

òî f ′(x)− f(x+h)−f(x)
h = 1

h

h́

0

f ′(x) dt− 1
h

h́

0

f ′(x+t) dt , èëè

f ′(x)= f(x+h)−f(x)
h + 1

h

h́

0

{f ′(x)−f ′(x+t)} dt .

Òàê êàê

1
h

h́

0

{f ′(x)−f ′(x+t)} dt ≤ 1
h · h · η(h) , òî ïîëó÷àåì îöåíêó

‖f ′(x)‖ ≤ 2
h ‖f‖+ η(h) .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ x ∈
[
a+b
2 , b

]
. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàí-

òà K â �îðìóëèðîâêå ëåììû ìîæåò áûòü âçÿòà ðàâíîé äâóì. ◮

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Äîêàæåì, ÷òî {f ′
n(x)}

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ñîãëàñíî ëåììå ‖f ′
n − f ′

m‖ ≤ K
{
h−1 ‖fn − fm‖+ η(h)

}
. Âîçüìåì

ε > 0 . Ïîäáåðåì h = h(ε) òàêîå, ÷òî η(h) < ε
2 , è N(ε) òàêîå, ÷òî

∀n,m ≥ N(ε) ‖fn − fm‖ ≤ h(ε) ε2 . Âçÿâ â íåðàâåíñòâå äëÿ ïðî-

èçâîäíûõ h = h(ε) , ïîëó÷èì ‖f ′
n − f ′

m‖ ≤ Kε ( ∀n,m ≥ N(ε) ).
Çíà÷èò, f ′

n(x) ⇒ ϕ(x) íà [a, b] ( n → ∞ ) ( ϕ(x) � íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 î äè��åðåíöèðîâàíèè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè f ′(x) = ϕ(x) . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äëÿ �óíêöèé fn(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

|f ′′
n (x)| ≤ K ∀x ∈ [a, b] ∀n ∈ N è fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] . Òîãäà

f ′
n(x) ⇒ f ′(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ).

Çàìå÷àíèå. Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f îãðàíè÷åíà,

òî η(h)=h ‖f ′′‖ è èç ëåììû ïîëó÷àåì ‖f ′‖≤K
{
h−1‖f‖+h ‖f ′′‖

}
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé �óíêöèè f , îïðå-
äåëåííîé íà (−∞,∞) , â ýòîì ñëó÷àå ‖f‖ = sup

x
|f(x)| . Íåðàâåí-

ñòâî ‖f ′‖ ≤ K
{
h−1 ‖f‖+ h ‖f ′′‖

}
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî h ,
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0 < h < b−a
2 , çíà÷èò âåðíî äëÿ ëþáîãî h > 0 , âåðíî è òîãäà, êî-

ãäà ïðàâàÿ ÷àñòü, êàê �óíêöèÿ îò h , èìååò ìèíèìóì, ò. å. ïðè

h =
√

‖f‖
‖f ′′‖ . Îòñþäà ñëåäóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâ Êîëìî-

ãîðîâà

‖f ′‖≤2K(‖f‖·‖f ′′‖) 1
2
.

�åçóëüòàòû î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè �óíêöèîíàëü-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ�îðìóëèðóåì íà ÿçûêå ðÿäîâ.

Òåîðåìà 1*. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ∈ [a, b]

è ðÿä

∞∑
n=1

u′n(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè ϕ(x) íà [a, b] .

Òîãäà

∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f(x) íà [a, b]

è ϕ(x) = f ′(x) .

Òåîðåìà 2*. Ïóñòü u′′n(x) ñóùåñòâóþò íà [a, b] , ðÿä
∞∑
n=1

un(x)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà [a, b] è

∞∑
n=1

‖u′′n‖ < ∞ . Òîãäà

ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

∞∑
n=1

u′n(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f ′(x) íà

[a, b] .
Òåîðåìà 1* ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì òåîðåìû 1 äëÿ �óíê-

öèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à òåîðåìà 2* � îñëàáëåííûì

àíàëîãîì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2 î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè

�óíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè ïåðå�îðìóëèðîâàòü

ýòî ñëåäñòâèå äîñëîâíî, òî âìåñòî óñëîâèÿ

∞∑
n=1

‖u′′n‖ < ∞ íóæíî

âçÿòü óñëîâèå

∥∥∥∥
N∑
n=1

u′′n

∥∥∥∥ < K (N = 1, 2, ... ).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)} è {gn(x)} ðàâ-

íîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà ìíîæåñòâå M : fn(x) ⇒ f(x) , gn(x) ⇒ g(x)
( n → ∞ ). �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåé-

íîñòè: fn(x) + gn(x) ⇒ f(x) + g(x) è kfn(x) ⇒ kf(x) íà M
( n → ∞ ). Âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {fn(x) gn(x)} â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò M . Íà êîì-

ïàêòíîì ìíîæåñòâå {fn(x) gn(x)} áóäåò ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî:

fn(x) gn(x) ⇒ f(x) g(x) ( n → ∞ ). Â ñëó÷àå, åñëè �óíêöèè

{fn(x)} èëè {gn(x)} ðàâíîñòåïåííî îãðàíè÷åíû íà M , ðàâ-
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íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèé ýòèõ �óíêöèé äîêàçûâàåò-

ñÿ òàêæå, êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà òåîðèè ïðåäåëîâ. Åñëè

æå gn(x) = g(x) è �óíêöèÿ g íåîãðàíè÷åíà íà M , òî õîòÿ è

fn(x) g(x) → f(x) g(x) ( n→ ∞ ), íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìî-

æåò íå áûòü.

�èñ. 14.6.

Ïðèìåð. Ïóñòü M = [0,∞) , fn(x) =

{
1
n , x = n,
0, x 6= n.

Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü fn(x) ⇒ 0 íà M ( n → ∞ ) (ñì. ðèñ. 14.6 à). Âîçüìåì

�óíêöèþ g(x) = x . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x)g(x) =

{
1, x = n,
0, x 6= n,

íå áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà M (èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòè

�óíêöèè g ) (ñì. ðèñ. 14.6 á).

� 65. Ñòåïåííûå ðÿäû

65.1. Ñõîäèìîñòü ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

∞∑
n=0

cn(x− x0)
n
.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé cn ∈ R .

Ñòåïåííîé ðÿä çàìåíîé ïåðåìåííîé ëåãêî ïðèâåñòè ê ðÿäó âè-

äà

∞∑
n=0

cnx
n
.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà íà [a, b] òàêèå, ÷òî íå ñó-

ùåñòâóåò ðÿäà

∞∑
n=0

un(x) , un(x) ∈ C [a, b] , ñõîäÿùåãîñÿ íà òàêîì
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ìíîæåñòâå è ðàñõîäÿùåãîñÿ íà åãî äîïîëíåíèè.

5)

Ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

∞∑
n=0

cnx
n
îáëàñòüþ ñõî-

äèìîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî èç ìíîæåñòâ ñëåäóþùåãî âè-

äà: îäíà òî÷êà 0, èíòåðâàë (−R,R) , ïîëóèíòåðâàë (−R,R] èëè
[−R,R) , îòðåçîê [−R,R] èëè âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Äëÿ êîì-

ïëåêñíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

∞∑
n=0

cnz
n
, ãäå cn, z ∈ C , îáëàñòüþ

ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êðóã (îí ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êó èëè

ñîâïàñòü ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ), â òî÷êàõ ãðàíèöû êî-

òîðîãî ìîæåò áûòü êàê ñõîäèìîñòü, òàê è ðàñõîäèìîñòü. Ïîäìíî-

æåñòâ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè áîëüøå, ÷åì ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

6)

Ïîýòîìó íå âñÿêîå ìíîæåñòâî íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè ìî-

æåò áûòü îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè èìåííî íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäè-

ìîñòè. Çäåñü îòëè÷èå îò äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 13

(23.10.68)

Îïðåäåëåíèå. Òàêîå çíà÷åíèå R , 0 ≤ R ≤ +∞ , ÷òî äëÿ x,

|x| < R , ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ, à äëÿ x, |x| > R �

ðàñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, à

èíòåðâàë (−R,R) � èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà. Ïóñòü äàí ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
, x0 6= 0 , è ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
0 ñõî-

5)
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé èëè ðÿäà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà îòðåçêå (äàæå íà ïîë-

íîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) èìååò òèï Fσδ (ñì. [26℄ çàäà÷à 4.30, ñ. 71).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî óêàçàòü ìíîæåñòâî, íå

ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Fσδ . Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìíîæåñòâ ñðåäè

áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ äîêàçûâàåòñÿ â êíèãå [9℄, à ñðåäè èçìåðèìûõ ïî Ëå-

áåãó ìíîæåñòâ â [2℄ (ïðèìåð 17 ñ. 128). (�åä.)

6)
Ñòåïåííûõ ðÿäîâ êîíòèíóóì, ïîòîìó ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñâîèìè êîý��èöèåíòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, êîý��èöèåíòîâ ñòåïåí-

íîãî ðÿäà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî: c0, c1, ..., cn, ... , è êàæäûé êîý��èöèåíò ìî-

æåò ïðèíèìàòü ëþáîå êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå, à êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êàê è

äåéñòâèòåëüíûõ � êîíòèíóóì. Òî÷åê ãðàíèöû � îêðóæíîñòè � òîæå êîíòè-

íóóì, à ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì áîëüøå êîíòèíóóìà

(òåîðåìà Êàíòîðà, ñì. [7℄ ãëàâà I "ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ ñ.26). (�åä.)
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äèòñÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x, |x| < |x0| , ðÿä
∞∑
n=0

cnx
n
àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ, ò.å.

∞∑
n=0

|cnxn| <∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n
0 ñëåäóåò,

÷òî cnx
n
0 → 0 ( n→ ∞ ). Çíà÷èò, |cnxn0 | ≤M ( n = 0, 1, ... ) è, òàê

êàê |x| < |x0| 6= 0 , òî
∞∑
n=0

|cnxn| =
∞∑
n=0

|cnxn0 |
∣∣∣ xx0

∣∣∣
n

≤M
∞∑
n=0

∣∣∣ xx0

∣∣∣
n

<∞ .

(Íåðàâåíñòâî äëÿ ðÿäîâ ïîíèìàåì òàê, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè äî

ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà N âñå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû, à çàòåì

ïðîèçâåäåí ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ .) ◮

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëåììå óòâåðæäàåòñÿ àáñîëþòíàÿ, íî

íå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà î ðàäèóñå è èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî

ðÿäà. Ïóñòü äàí ñòåïåííîé ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n
è X � åãî îáëàñòü

ñõîäèìîñòè. Òîãäà

1) 0 ∈ X , ò. å. X 6= ∅ ;

2) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n

ðàâåí

sup
x∈X

|x| ( 0 ≤ R ≤ +∞ ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ

ê íóëþ ïðè x = 0 , òî 0 ∈ X . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ñòåïåí-

íîãî ðÿäà X 6= ∅ . Äàëåå, äëÿ R = sup
x∈X

|x| èìååì 0 ≤ R ≤ ∞ .

Åñëè R = 0 , òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
òî÷êè 0. Åñëè R 6= 0 è |x| < R , òî ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè

íàéäåòñÿ x0 ∈ X òàêîå, ÷òî |x| < |x0| , ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå
x ∈ X . Åñëè R = ∞ , òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä âñþäó ñõîäèòñÿ

è, ñëåäîâàòåëüíî, X = (−∞,∞) . Ïóñòü òåïåðü 0 < R <∞ . Åñëè

|x| > R , òî x /∈ X . Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè

|x| < R è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > R , ò. å. (−R,R) � åãî èíòåðâàë

ñõîäèìîñòè. ◮

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé âîçìîæíûé ñëó÷àé îáëàñòè ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîãî ðÿäà ðåàëèçóåòñÿ.

Ïóñòü 0 < R <∞ , ïðè ýòîì ðàññìîòðèì òàêæå òî÷êè x=±R.
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Çàìåíîé x → Ry ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ R = 1 .
Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R = 1 .
Òîãäà îáëàñòè ñõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ âèäîâ

(ñì. ðèñ. 14.7.1), íà êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèâåäåì ïðèìåðû.

�èñ. 14.7. Âèäû îáëàñòåé ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

(1)

∞∑
n=1

xn

n2 , X = [−1, 1] ;

(2)

∞∑
n=1

(−1)n x
n

n , X = (−1, 1] ;

(3)

∞∑
n=1

xn

n , X = [−1, 1) ;

(4)

∞∑
n=1

xn , X = (−1, 1) .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðÿäîâ ñ R = 0 è R = ∞ .

�ÿä

∞∑
n=1

n!xn èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 0 è îáëàñòü ñõî-

äèìîñòè � òî÷êó 0 (ðèñ. 14.7.2).

�ÿä

∞∑
n=0

xn

n! èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = ∞ è èíòåðâàë ñõî-

äèìîñòè (−∞,∞) (ðèñ. 14.7.3). ◮

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê âû÷èñëèòü ðàäèóñ ñõî-

äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà (�îðìóëà Êîøè � Àäàìàðà). Ïóñòü äàí ñòåïåííîé

ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
. Îáîçíà÷èì lim

n→∞
n
√
|cn| = ρ , 0 ≤ ρ ≤ ∞ . Òîãäà

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà R = 1
ρ (ïðè ýòîì ñ÷èòàåì,

÷òî

1
∞ = 0 , 1

0 = ∞ ), ò. å.

R = 1

lim
n→∞

n
√

|cn|
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì íàðÿäó ñ ðÿäîì

∞∑
n=0

cnx
n

ðÿä

∞∑
n=0

|cn|xn . Ó ýòèõ ðÿäîâ ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðàâíû (âåðõíÿÿ

ãðàíü ìíîæåñòâà |x| , ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ è àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, îä-
íà è òà æå). Ê ðÿäó

∞∑
n=0

|cnxn| ïðèìåíèì ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êî-

øè, êîòîðûé ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ âåðõíåãî ïðå-

äåëà: ïóñòü äàí ðÿä

∞∑
n=0

an , an ≥ 0 ; òîãäà, åñëè lim
n→∞

n
√
an < 1 ,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè lim
n→∞

n
√
an > 1 , òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ ðÿäà

∞∑
n=0

|cnxn| ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè |x| lim
n→∞

n
√
|cn| < 1 , òî ðÿä ñõîäèò-

ñÿ, åñëè |x| lim
n→∞

n
√
|cn| > 1 , òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îòñþäà è ñëåäóåò,

÷òî R = 1

lim
n→∞

n
√

|cn|
. ◮

Òåîðåìà (ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè ñòåïåííîãî ðÿäà). Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèò-

ñÿ â òî÷êå x0 6= 0 è a = |x0| . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−a+ ε, a− ε] , äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà âñÿêîì îò-

ðåçêå [α, β] ⊂ (−a, a) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî

|x| ≤ a− ε = |x0| − ε , ðÿä
∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Îöåíèì

îñòàòîê ðÿäà â ýòîé îáëàñòè. Òàê êàê ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n
0

âëå÷åò ñõîäèìîñòü ê íóëþ åãî ÷ëåíîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ îãðà-

íè÷åííîñòü |cnxn0 | ≤M ( ∀n ∈ N ), òî∣∣∣∣
∞∑
n=N

cnx
n

∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=N

|cnxn0 |
∣∣∣ xx0

∣∣∣
n

≤M
∞∑
n=N

(
|x0|−ε
|x0|

)n

∀x, |x|≤|x0|−ε. Çíà÷èò, ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. ◮

Ñëåäñòâèå. Ñóììà ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n = f(x) íåïðåðûâíà íà åãî èí-

òåðâàëå ñõîäèìîñòè (−R,R) .
Íà ëþáîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåìñÿ â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ñòå-
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ïåííîé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, íî íà âñåé îáëàñòè ñõîäèìîñòè

îí ìîæåò è íå ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî.

Ïðèìåð.Äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n îáëàñòü ñõîäèìîñòè åñòü (−1, 1].

Ýòîò ðÿä íå áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ âî âñåé îáëàñòè ñõîäè-

ìîñòè (−1, 1] , òàê êàê äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ñòåïåííîé ðÿä íå îáÿçàí ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ íà ñâîåé îáëà-

ñòè ñõîäèìîñòè. Îäíàêî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îí

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà âñÿêîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåìñÿ â îáëàñòè

ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè ñòåïåííîãî ðÿäà). Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ â òî÷êå

x0 6= 0 . Òîãäà îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [0, x0] , åñëè
x0 > 0 , èëè íà îòðåçêå [x0, 0] , åñëè x0 < 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x0 > 0 .
Ïóñòü αn(x) ≥ 0 , αn(x) ↓

n
è 0 ≤ α0(x) ≤ M ∀x ∈ [0, x0] . Òî-

ãäà, åñëè ðÿä

∞∑
n=0

un ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=0

αn(x)un ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ íà [0, x0] . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ �óíê-
öèîíàëüíûõ ðÿäîâ

7)
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðèçíàêà Àáåëÿ

äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
0 ñõîäèòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî

∞∑
n=0

cnx
n
ðàâíî-

7)
Îáîçíà÷èì sn =

n
∑

k=0

uk , tn =
n
∑

k=0

αk(x)uk . Êàê è â ÷èñëîâîì ñëó÷àå

(ñì. ï. 59.6 ñ. 325) èìååì tn =
n−1
∑

k=0
sk (αk(x)− αk+1(x)) + αnsn .

Çàìåíèì sk íà sk − s + s , ãäå s =
∞
∑

n=0
un , è ïåðåïèøåì tn â âèäå

tn =
n−1
∑

k=0

(sk − s) (αk(x)− αk+1(x)) + s(α1(x)−αn(x)) +αn(x)sn . Äëÿ n > m

èìååì tn−tm=
n−1
∑

k=m

(sk − s) (αk(x)−αk+1(x))+(sn − s)αn(x)−(sm−s)αm(x) .

Îöåíèì |tn −tm| , ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ÷èñëîâîì ñëó÷àå. Èç

ñõîäèìîñòè sn ê s è èç îãðàíè÷åííîñòè è ìîíîòîííîñòè αn(x) ñëåäóåò, ÷òî

ïðè áîëüøèõ m,n ýòà ðàçíîñòü ìàëà ðàâíîìåðíî ïî x è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

êðèòåðèþ Êîøè ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. (�åä.)
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ìåðíî ñõîäèòñÿ íà [0, x0] . Èìååì
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

(
x
x0

)n
cnx

n
0 . Ïî-

ëîæèì αn(x) =
(
x
x0

)n
. Òîãäà 0 ≤ αn(x) =

(
x
x0

)n
≤ 1 íà îòðåçêå

[0, x0] è αn(x) ↓
n
. Íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà ïðèìåíèìà òåî-

ðåìà Àáåëÿ äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, ðàññìîòðåííàÿ â íà÷àëå

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà îòðåçêå [0, x0] . ◮

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé �óíêöèåé íà âñåé åãî îáëàñòè ñõîäèìîñòè.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 14

(25.10.68)

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ â òî÷êå

x0 6= 0 è

∞∑
n=0

cnx
n
0 = A . Òîãäà �óíêöèÿ f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n
íåïðå-

ðûâíà íà (−x0, x0] (åñëè x0 > 0 ) è f(x) → A ïðè x→ x0 − 0 .

Ýòî ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà Òåé-

ëîðà òîëüêî âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=0

cnx
n

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà �óíêöèè f(x) è ñõîäèòñÿ ê ýòîé �óíê-

öèè âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ïðè |x| < R . Ïóñòü, íàïðèìåð,

f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = R è

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A

â ýòîé òî÷êå, òîãäà f(R) = A . Äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî, ñõîäèòñÿ ëè

ðÿä Òåéëîðà ê �óíêöèè âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, íàäî áûëî

èññëåäîâàòü, ñõîäèòñÿ ëè ê íóëþ îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà Òåéëîðà.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè

äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ñàìîãî ðÿäà íà êîíöàõ ýòîãî

èíòåðâàëà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íå èìååò ïðåäåëà ïðè x→ x0−0 ,
òî ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà â òî÷êå x0 íåò, òàê êàê èíà÷å ñóùå-

ñòâîâàë áû êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0−0

f(x) .

Ïðèìåð. �ÿä Òåéëîðà �óíêöèè

1√
1−x2 = f(x) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ

x òàêèõ, ÷òî |x| < 1 . Â òî÷êàõ x = ±1 ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòîé

�óíêöèè ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê lim
x→±1

f(x) = +∞ .
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Òåîðåìà. Èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿ-

äà íå ìåíÿþò ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç �îðìóëû Êîøè � Àäàìàðà ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

cnx
n
íå ìåíÿåò åãî ðàäèóñà ñõîäèìîñòè R è èíòåðâàëà ñõî-

äèìîñòè (−R,R) . Íàïðèìåð, äëÿ ïðîäè��åðåíöèðîâàííîãî ðÿäà
∞∑
n=1

ncnx
n−1

lim
n→∞

n−1
√
n |cn| = lim

n→∞
n−1
√
n · lim

n→∞
n
√

|cn| = lim
n→∞

n
√
|cn|

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0
cnx

n
è

∞∑
n=1
ncnx

n−1

ðàâíû. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿäà. ◮

Èç òåîðåì î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è äè��åðåíöèðîâà-

íèè �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè

∞∑
n=0

cnx
n = f(x) íà

[a, b] , òî
x́

a

f(t)dt =
∞∑
n=0

cn
xn+1

n+1 äëÿ x ∈ [a, b] è f ′(x) =
∞∑
n=0

ncnx
n−1

äëÿ x ∈ [a, b) (åñëè ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = b , òî
ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è â òî÷êå b ).

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ñ íåïóñòûì èíòåðâà-

ëîì ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóå-

ìóþ â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè �óíêöèþ, ò. å. åñëè f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n
,

òî f(x) ∈ C∞ (−R,R) . Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äè��å-

ðåíöèðîâàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Åñëè äâà

ñòåïåííûõ ðÿäà èìåþò îäíó è òó æå ñóììó íà íåêîòîðîì èí-

òåðâàëå (−r, r) , òî îíè ñîâïàäàþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n
, x ∈ (−r, r) ,

r > 0 . Òîãäà
∞∑
n=k

n(n−1)...(n−k+1)cnx
n−k = f (k)(x) , x ∈ (−r, r) .

Ïîëîæèâ x = 0 , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî k! ck = f (k)(0) , îòêóäà

ck = f(k)(0)
k! è f(x) =

∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn . Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâà ñòå-

ïåííûõ ðÿäà íà êàêîì òî èíòåðâàëå ïðåäñòàâëÿþò îäíó �óíêöèþ,

òî êîý��èöèåíòû èõ ðàâíû (ïîëó÷àþòñÿ ïî îäíîé �îðìóëå), è

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû ñîâïàäàþò. ◮
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òåîðåìó Áîðåëÿ:

Òåîðåìà Áîðåëÿ. Âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä ñ íåïóñòûì èíòåðâà-

ëîì ñõîäèìîñòè åñòü ðÿä Òåéëîðà ñâîåé ñóììû.

Êàê ìû çíàåì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ �óíêöèè f(x) , îïðåäåëåí-

íîé íà èíòåðâàëå (−δ, δ), íàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà f(x)=
∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f(x) ∈ C∞(0) . Òîãäà ∀n ∃ δn
∀x ∈ (−δn, δn) ∃f (n)(x) . Äëÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé â

íóëå �óíêöèè èíòåðâàëû (−δn, δn) ìîãóò ñæèìàòüñÿ ê íóëþ. �àñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó: äëÿ âñÿêîé ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùå-

ñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C∞(0) òàêàÿ, ÷òî an = f (n)(0) . Íàäî ïî-

ñòðîèòü òàêóþ �óíêöèþ. �àññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

an
n! x

n
.

Åñëè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà R 6= 0 , òî â ñèëó òåîðåìû

Áîðåëÿ, äëÿ �óíêöèè f(x) =
∞∑
n=0

an
n! x

n
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

an = f (n)(0) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó-

÷àå R 6= 0 .

Ïðèìåð. Äëÿ ðÿäà

∞∑
n=0

xn îáëàñòü ñõîäèìîñòè X = (−1, 1) ;

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷èì ðÿä

∞∑
n=1

xn

n ñ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè

X1 = [−1, 1) ; ïðîèíòåãðèðîâàâ åùå ðàç ïîëó÷èì ðÿä

∞∑
n=2

xn

n(n−1)

ñ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè X2 = [−1, 1] .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåííîãî

ðÿäà îáëàñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è

ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò èçìåíèòüñÿ.

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ñâîéñòâî. Ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà îá-

ëàñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ íà îäíó èëè äâå òî÷êè,

à ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè � ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íà îäíó èëè

äâå òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

∞∑
n=0

cnx
n
ñõîäèòñÿ â òî÷êå x .

Òîãäà äëÿ ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

cn
n+1x

n+1 =
∞∑
n=0

x
n+1cnx

n =
∞∑
n=0

µncnx
n
,

ãäå µn = x
n+1 , ñëåäîâàòåëüíî, µn ìîíîòîííî óáûâàåò (èëè âîç-
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ðàñòàåò) ê 0. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Àáåëÿ èëè Äèðèõëå ïðîèíòåãðè-

ðîâàííûé ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ â òî÷êå x , ò. å. îáëàñòü ñõîäèìîñòè
íå óìåíüøèëàñü. Î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷èòüñÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè

ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿäà ìîæåò òîëüêî íà îäèí èëè îáà êîíöà

èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

�àññìîòðèì òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðîâàííûé ðÿä. Ïî îòíîøå-

íèþ ê íåìó èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàííûì, è, ïî

äîêàçàííîìó, îáëàñòü ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ áîëüøå íà îäíó èëè äâå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäè-

ìîñòè ïðîäè��åðåíöèðîâàííîãî ðÿäà ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ

íà îäíó èëè äâå òî÷êè. ◮

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò è íå ìåíÿòüñÿ êàê ïðè èíòåãðèðî-

âàíèè, òàê è ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

2
√
nxn . �àäèóñ ñõîäèìî-

ñòè ýòîãî ðÿäà R = 1 , òàê êàê lim
n→∞

n
√
2
√
n = 1 . Òàê êàê 2

√
n

nk → ∞
( n→ ∞ ), òî ïðè ëþáîì ÷èñëå èíòåãðèðîâàíèé îáëàñòü ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ, òàê êàê â òî÷êàõ ±1 ïðîèíòåãðè-

ðîâàííûå ðÿäû áóäóò ïðîäîëæàòü ðàñõîäèòüñÿ. Àíàëîãè÷íî ïðè

ëþáîì ÷èñëå äè��åðåíöèðîâàíèé ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=0

2−
√
nxn â

òî÷êàõ ±1 ñîõðàíèòñÿ.

65.2. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ïðè ïîìîùè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ìîæíî èçîá-

ðàæàòü è èçó÷àòü óçêèé êëàññ �óíêöèé � àíàëèòè÷åñêèå �óíê-

öèè. Òåïåðü ìû õîòèì íàéòè àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîëü-

íûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè

â âèäå ðÿäà

∞∑
n=0

Pn(x) , ãäå

Pn(x) = a
(n)
0 xn + a

(n)
1 xn−1 + ...+ a

(n)
n ,

ò. å. n -é ÷ëåí ðÿäà çàâèñèò íå îò îäíîãî, êàê â ñëó÷àå ñòåïåííîãî
ðÿäà, à îò n+ 1 ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ

�óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè

f(x) ∈ C(−∞,+∞) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëå-
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íîâ {Pn(x)} òàêàÿ, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [−X,X ] Pn(x)⇒f(x)
( n→∞ ).

Îòñþäà ñëåäóåò ñòàíäàðòíàÿ �îðìóëèðîâêà òåîðåìû, êîòîðàÿ

ëåæèò â îñíîâå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé:

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íà îòðåçêå íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè. Åñëè f(x) ∈ C [a, b] , òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {Pn(x)} òàêàÿ,

÷òî Pn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ( n→ ∞ ).

Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íà îòðåç-

êå [a, b] , ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü òàê, ÷òî îíà áóäåò íåïðåðûâ-

íà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðèìåíèòü òåîðåìó Âåéåðøòðàñ-

ñà â ïåðâîé �îðìóëèðîâêå. Íî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èç âòî-

ðîé òåîðåìû ïåðâàÿ òàêæå ëåãêî ñëåäóåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

f(x) ∈ C(−∞,+∞) , òî f(x) íåïðåðûâíà íà [−n, n] äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî n è, â ñèëó âòîðîé òåîðåìû, ìîæíî íàéòè ïîëè-

íîì Pn(x) òàêîé, ÷òî |f(x)− Pn(x)| < 1
n íà [−n, n] . Òîãäà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ {Pn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f
íà âñÿêîì êîíå÷íîì îòðåçêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

óòâåðæäåíèå ïåðâîé òåîðåìû. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì äîêàçûâàòü

òåîðåìó äëÿ �óíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå.

Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ìû ïîëó÷èì

ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé â íà÷àëå ïàðàãðà�à âî-

ïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè ðÿäîì

èç ìíîãî÷ëåíîâ.

�àññìîòðèì C [a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ

÷åáûø�åâñêîé ìåòðèêîé

ρC (f, g) = ‖f − g‖C = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| .

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâî {P} âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ íà [a, b] âñþäó ïëîòíî â C [a, b] .
�àññìîòðèì {P (Q)} � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèî-

íàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ìíîæåñòâî {P (Q)} ñ÷åòíî è âñþäó

ïëîòíî â {P} , ò. å. ∀ p ∈ {P} ∀ ε > 0 ∃ p′ ∈ {P (Q)} , îòñòî-
ÿùèé îò p íà ìàëîå ðàññòîÿíèå: ρC (p, p′) < ε . Òàêèì îáðàçîì,

â ïðîñòðàíñòâå C [a, b] ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîä-

ìíîæåñòâî {P (Q)} . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C [a, b] ñ

÷åáûø�åâñêîé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü f(x) ∈ C [a, b] . Â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà íàéäåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x) , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿ-
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ñÿ ê f(x) íà [a, b] . Ïîëîæèì qn(x) = Pn(x) − Pn−1(x) . Òîãäà

÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑
n=0

qn(x) ðàâíû

N∑
n=0

qn(x) = PN (x) è,

ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
n=0

qn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [a, b] .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ

ìîæåò áûòü èçîáðàæåíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì èç ìíî-

ãî÷ëåíîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û Â å é å ð ø ò ð à ñ ñ à

(Ëåáåã

8)
). 1. �àññìîòðèì �óíêöèþ

√
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 + 1

2x+
1
2 ·(− 1

2 )
1·2 x2 + ... .

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1 . Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êàõ

x = ±1 , òî ïî âòîðîé òåîðåìå Àáåëÿ äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ âåð-

íî è ðàâåíñòâî â ýòèõ òî÷êàõ, òàê êàê â ýòèõ òî÷êàõ �óíêöèÿ

íåïðåðûâíà (ñì. ñëåäñòâèå, ï. 65.1 ñ. 376). Ïðè x = −1 ðÿä

1− 1
2 +

1
2 ·(− 1

2 )
2! − ...+ (−1)k

1
2 (

1
2−1)...( 1

2−k+1)
k! + ...

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó �àóññà (� 59.7 ñ. 329), òàê êàê

∣∣∣ uk

uk+1

∣∣∣ =
∣∣∣∣

1
2 (

1
2−1)...( 1

2−k+1)
k! :

1
2 (

1
2−1)...( 1

2−k)
(k+1)!

∣∣∣∣ =
= k+1

k−(1/2) = 1 + 3
2k−1 = 1 + 3

2k−1 +O
(

1
k2

)
.

�èñ. 14.8. à) y =
√
1− t ; á) y = |x| =

√
x2

; â) y = ϕ(x)= 1
2
(x+|x|).

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

√
1− t (ðèñ. 14.8 à) ðàñêëàäûâàåòñÿ â

ñòåïåííîé ðÿä

√
1− t =

∞∑
n=0

Ant
n
, ñõîäÿùèéñÿ ðàâíîìåðíî íà îò-

ðåçêå [0, 1] .

8)
Ñì. [10℄. �àçíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, â òîì ÷èñëå ïðè-

âåäåííîå çäåñü äîêàçàòåëüñòâî Ëåáåãà, è äðóãèå, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé, âî-

ïðîñû îáñóæäàþòñÿ â ñòàòüå [25℄ � 4. (�åä.)
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3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 15

(30.10.68)

Çàìåòèì, ÷òî ó �óíêöèè y =
√
1− t â òî÷êå t = 1 íåò êîíå÷íîé

ïðîèçâîäíîé. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà î áåñêîíå÷-

íîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà âíóòðè èíòåð-

âàëà ñõîäèìîñòè íåâåðíà äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, äàæå â ñëó÷àå

ñõîäèìîñòè â íèõ. Òåîðåìà äëÿ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè íà îáëàñòü

ñõîäèìîñòè íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.

Ñäåëàåì çàìåíó 1 − t = x2 , òîãäà èçìåíåíèþ x íà îòðåçêå

[−1, 1] ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå t íà îòðåçêå [0, 1] . Ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè â ðÿä äëÿ

√
1− t ïîëó÷èì |x|=

√
x2=

∞∑
n=0

An
(
1−x2

)n
.

Ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [−1, 1] , òàê êàê ìàêñèìóì n-ãî
îñòàòêà Rn(x0) ýòîãî ðÿäà áóäåò ðàâåí ìàêñèìóìó n-ãî îñòàòêà

rn(t0) ðÿäà

√
1− t =

∞∑
n=0

Ant
n
, ãäå 1 − t0 = x20 . Äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ ñõîäèìîñòè �óíêöèè |x| â òî÷êå x = 0 íåîáõîäèìî áûëî

èññëåäîâàòü �óíêöèþ

√
1− t â òî÷êå t = 1 . Êàæäûé ÷ëåí ïîëó-

÷åííîãî ðÿäà äëÿ |x| åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n .
Òåïåðü ìû ìîæåì ðàçëîæèòü â ðÿä �óíêöèþ (ðèñ. 14.8 â)

ϕ(x) =

{
0, −1 ≤ x ≤ 0,
x, 0 ≤ x ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ(x)= 1
2 (x+|x|)= A0

2 + x
2 +

A1

2

(
1−x2

)
+0+A2

2

(
1−x2

)2
+0+ ... .

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ ϕ(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàñêëàäûâàåòñÿ
â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ìíîãî÷ëåíîâ

ϕ(x) = 1
2 (x+ |x|) =

∞∑
n=0

Bnpn(x) .

�èñ. 14.9.

2. �àññìîòðèì �óíêöèè âèäà ϕ(x−a) ,
ãäå 0 ≤ a ≤ 1 (ñì. ðèñ. 14.9). Òàê

êàê �óíêöèÿ ϕ(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà

îòðåçêå [−1, 1] , òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

ϕ(x − a) ñîäåðæèò îòðåçîê [0, 1] . Ïîêà-
æåì, ÷òî âñÿêàÿ ëîìàíàÿ íà îòðåçêå [0, 1]
ñ èçëîìàìè â òî÷êàõ ak ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà êàê Φ(x) =
N∑
k=1

ckϕ (x− ak) + c0 .
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Çàäàäèì

Φ(0) = c0 , ( a1 = 0 );
Φ(x)− c0 = c1ϕ(x) íà îòðåçêå [a1, a2] ;
Φ(x)− c0 − c1ϕ(x) = c2ϕ(x − a2) íà îòðåçêå [a2, a3] .

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèì �óíêöèþ Φ(x) íà îòðåçêå [0, a3] .
�àññìàòðèâàÿ ñëåäóþùèé îòðåçîê [a3, a4] , äîñòðàèâàåì �óíê-

öèþ, íå ïîðòÿ åå íà ïðåäûäóùèõ îòðåçêàõ (òàê êàê ñëåäóþùèå

ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ íà ïðåäûäóùèõ îòðåçêàõ). È òàê äàëåå.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ëîìàíàÿ íà [0, 1] ìîæåò áûòü çàïèñàíà

êàê Φ(x) (ðèñ. 14.10 à).

�èñ. 14.10. à) Ôóíêöèÿ Φ(x). á) Ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíîé ëîìàíûìè.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ f(x) ∈ C [0, 1] ìîæ-

íî êàê óãîäíî áëèçêî ïðèáëèçèòü ëîìàíîé (ðèñ. 14.10 á). Âîçü-

ìåì ε > 0 . Â ñèëó òåîðåìû Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå (� 20 ñ. 86), ìîæ-

íî íàéòè N òàêîå, ÷òî åñëè ðàçáèòü îòðåçîê [0, 1] òî÷êàìè

xk = k
N ( k = 0, 1, ..., N ) íà N ðàâíûõ îòðåçêîâ

[
0, 1

N

]
,

[
1
N ,

2
N

]
,

. . . ,

[
N−1
N , 1

]
, òî êîëåáàíèå ωk(f) �óíêöèè f(x) íà êàæäîì èç

ýòèõ îòðåçêîâ áóäåò ìåíüøå

ε
2 . Ïîñòðîèì ëîìàíóþ qN (x) òàêóþ,

÷òî f(xk) = qN (xk) ( k = 0, 1, ..., N ). Òîãäà

|f(x)− qN (x)| ≤ |f(x)− f(xk)|+ |qN (x) − qN (xk)| ≤ ε .

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] �óíêöèÿ f(x) ìî-

æåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïðèáëèæåíà

ëîìàíûìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ.

3. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé f(x) ∈ C [0, 1] ∀ ε > 0 ∃Pn(x)
∀x ∈ [0, 1] |f(x)− Pn(x)| < ε . Çàäàäèì ε > 0 . Ïî ïóíêòó 2

ñóùåñòâóþò N = Nε è ëîìàíàÿ qN (x) òàêèå, ÷òî ∀x ∈ [0, 1]
|f(x)− qN (x)| < ε

2 . Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ëîìàíûõ, ÷òî
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∃Pn(x) ∀x ∈ [0, 1] |qN (x)− Pn(x)| < ε
2 . Íî â ñèëó ïóíêòà 2 âñÿ-

êàÿ ëîìàíàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå qN (x) =
N∑
k=1

ckϕ (x− ak)+ c0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèáëèçèòü ìíî-

ãî÷ëåíàìè óãëû ϕ(x− a) .
Äîêàæåì, ÷òî óãîë ϕ(x− a) , ãäå 0 ≤ a ≤ 1 , x ∈ [0, 1] , ìîæíî

ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü íà îòðåçêå [0, 1] ìíîãî÷ëåíàìè. Â
ïóíêòå 1 äîêàçàíî, ÷òî ϕ(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàñêëàäûâàåòñÿ

â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ìíîãî÷ëåíîâ ϕ(x) =
∞∑
n=0

Bnpn(x) .

Òîãäà ϕ(x−a)=
∞∑
n=0

Bnpn(x−a) ðàâíîìåðíî íà [−1+a, 1+a]⊃ [0, 1] .

Òàêèì îáðàçîì, ϕ(x−a) ìîæåì ðàçëîæèòü â ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùèéñÿ íà [0, 1] ðÿä ìíîãî÷ëåíîâ. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ëîìàíîé

qN (x) íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pn(x) òàêîé, ÷òî |qN (x)−Pn(x)|< ε
2 .

Ñîïîñòàâëÿÿ ïðèáëèæåíèå �óíêöèè ëîìàíîé è ïðèáëèæåíèå ëî-

ìàíîé ìíîãî÷ëåíàìè, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3:

|f(x)− Pn(x)| ≤ |f(x)− qN (x)| + |qN (x)− Pn(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε .

4. Ïóñòü òåïåðü f(x) ∈ C [a, b] . Ïîëîæèì f(x) = F (t) , ãäå
x = a + (b − a)t ( 0 ≤ t ≤ 1 ). Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå â

ïóíêòå 3 ∀ ε > 0 ∃Pn(t) ∀ t ∈ [0, 1] |F (t)− Pn(t)| < ε . Òàê êàê

t = x−a
b−a , òî ýòî çíà÷èò, ÷òî

∣∣∣f(x)− Pn

(
x−a
b−a

)∣∣∣ < ε ∀x ∈ [a, b] .

Ïðè òàêîé ëèíåéíîé çàìåíå ìíîãî÷ëåí îò t ( t ∈ [0, 1] ), ïåðåõîäèò
â ìíîãî÷ëåí îò x ( x ∈ [a, b] ). ◮

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå. Èç òåîðåìû Âåé-

åðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî ρn = ‖f(x)− Pn(x)‖C → 0 ïðè n → ∞ .

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ÷åì "ëó÷øå" (áîëåå ãëàäêàÿ) �óíêöèÿ, òåì

áûñòðåå ρn → 0 . Òåîðåìà Äæåêñîíà òåîðèè ïðèáëèæåíèé ãîâî-

ðèò î òîì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ìîæíî ïðèáëèçèòü �óíêöèþ â çàâè-

ñèìîñòè îò åå ãëàäêîñòè. Îáðàòíóþ çàäà÷ó ðåøàåò òåîðåìà Áåðí-

øòåéíà:

9)
åñëè �óíêöèÿ õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè,

òî îíà "õîðîøàÿ".

9)
Î ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òåîðåìàõ òåîðèè ïðèáëèæåíèé ìîæíî ïðî÷èòàòü

â [25℄ � 5. Ñì. òàêæå [4℄ ëåêöèÿ 20. (�åä.)
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�ëàâà 15

Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå

îò ïàðàìåòðà

Åñëè àíàëîãîì ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=0

un ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë

∞́

a

u(t) dt , òî àíàëîãîì �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=0

un(x)

ÿâëÿåòñÿ ϕ(x) =
∞́

a

u(x, t) dt � íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâè-

ñÿùèé îò ïàðàìåòðà x . Ïðè ýòîì àíàëîãîì ÷àñòè÷íûõ ñóìì

N∑
n=0

un(x) �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå èíòåãðà-

ëû �èìàíà ψ(x) =
b́

a

u(x, t) dt , çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà (êîòîðûå

åùå íå áûëè èçó÷åíû).

� 66. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû �èìàíà,

çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

66.1. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X �óíêöèÿ u(x, t) ∈ R
t
[a, b] , ò. å. u(x, t)

èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó ïî t íà [a, b] . Ìû áóäåì èçó÷àòü èíòå-
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ãðàëû âèäà ψ(x) =
b́

a

u(x, t) dt, x ∈ X .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â îáëàñòè D : a ≤ t ≤ b, c ≤ x ≤ d
çàäàíà �óíêöèÿ u(x, t) è x0 ∈ [c, d] . �îâîðÿò, ÷òî u(x, t) ñõî-

äèòñÿ ê �óíêöèè ϕ(t) ïðè x → x0 ðàâíîìåðíî íà [a, b] , åñ-
ëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ [c, d] , 0 < |x− x0| < δ , ∀ t ∈ [a, b]
|u(x, t)− ϕ(t)| < ε .

Åñëè ϕ(t) = u(x0, t) , òî íåðàâåíñòâî |u(x, t)− u(x0, t)| < ε
âûïîëíÿåòñÿ ïðè |x− x0| < δ ∀ t ∈ [a, b] , è â ýòîì ñëó÷àå áó-

äåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b] (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t ).

�èñ. 15.1.

Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ u(x, t)
íåïðåðûâíà íà D , òî îíà ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíà íà D êàê

�óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, ñëåäî-

âàòåëüíî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
∀ (x, t), (x0, t′) ∈ D , |x− x0| < δ ,
|t− t′| < δ , |u(x, t)− u(x0, t

′)| < ε .
Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â

÷àñòíîì ñëó÷àå t = t′ è ïîëó÷à-

åì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t íà [a, b] . Òàêèì
îáðàçîì, åñëè òî÷êà (x0, t0) â D ìàëî ñäâèíåòñÿ ïî âåðòèêàëè

ââåðõ èëè âíèç â òî÷êó (x, t0) ∈ D (ñì. ðèñ. 15.1), òî çíà÷åíèÿ

�óíêöèè áóäóò áëèçêè íå òîëüêî â ýòèõ òî÷êàõ, íî âî âñåõ òî÷-

êàõ âèäà (x0, t) è (x, t) â D , ò. å. ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íà

[a, b] .
Áóäåì îáîçíà÷àòü ñõîäèìîñòü u(x, t) ê u(x0, t) ïðè x → x0

ðàâíîìåðíî ïî t íà [a, b] ñëåäóþùèì îáðàçîì: u(x, t) ⇒ u(x0, t)
( x→ x0 ) íà [a, b] .

Îñíîâíûå òåîðåìû äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé �óíêöèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî óòâåð-

æäåíèÿ:

1)

Åñëè u(x, t) ⇒ u(x0, t) ( x → x0 ) íà [a, b] , òî äëÿ ëþáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè xn → x0 ïðè n → ∞ ( xn 6= x0 äëÿ ñëó÷àÿ

1)
Ñìîòðè äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â [28℄ ò. 2 ñ. 656. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäåëîâ ïî �åéíå è ïî Êîøè â

ï. 12.2 ñ. 51. (�åä.)
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ñõîäèìîñòè ê �óíêöèè ϕ(t) ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕn(t) = u(xn, t) ⇒ ϕ0(t) = u(x0, t) (n→ ∞) íà [a, b] .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè u(x, t) êàê �óíêöèÿ

îò t íåïðåðûâíà äëÿ âñÿêîãî x , òî è ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(t)
áóäåò íåïðåðûâíà. Åñëè u(x, t) êàê �óíêöèÿ îò t èíòåãðèðóåìà

äëÿ âñÿêîãî x , òî è ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(t) áóäåò èíòåãðè-

ðóåìà. Åñëè u(x, t) êàê �óíêöèÿ îò t íåïðåðûâíà äëÿ âñÿêîãî

x è ñõîäèìîñòü ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîí-

íîé ïî x , ò. å. ïðè x → x0 − 0 äëÿ ëþáîãî t u(x, t) ≤ u(x′, t)
( x < x′ ), òî ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé ïî òåîðåìå Äèíè.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 16

(01.11.68)

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ

u (x, t) íåïðåðûâíà ïðè x = x0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íà

îòðåçêå [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, x′ , |x− x0| < δ ,
|x′ − x0| < δ , è äëÿ ëþáûõ t ∈ [a, b] |u(x, t)− u(x′, t)| < ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ

Êîøè. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ δ
∀x, x′ ∈ [c, d] , |x− x0| < δ , |x′ − x0| < δ , ∀ t ∈ [a, b]

|u(x, t)− u(x0, t)| < ε
2 , |u(x′, t)− u(x0, t)| < ε

2 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b]

|u(x, t)−u(x′, t)|≤|u(x, t)−u(x0, t)|+|u(x′, t)−u(x0, t)|< ε
2+

ε
2 =ε .

Îáðàòíî, ïóñòü ∀ ε>0 ∃ δ>0 ∀x, x′ , |x− x0|<δ , |x′ − x0|<δ ,
∀ t ∈ [a, b] |u(x, t)− u(x′, t)| < ε . Òîãäà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàí-

íîãî t �óíêöèÿ u(x, t) èìååò ïðåäåë ïðè x′ → x0 . Ïåðåõîäÿ â

íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïîëó÷èì óñëîâèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâ-

íîñòè â òî÷êå x0 . ◮

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé Êî-

øè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà u(x, t) ⇒ ϕ(t) ( x → x0 ) íà [a, b] , äîïîë-
íèòåëüíî óêàçàâ â óñëîâèè òåîðåìû, ÷òî x 6= x0, x

′ 6= x0 .
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Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî x ∈ [c, d] u(x, t) ∈ R
t
[a, b] . Îáîçíà-

÷èì F (x) =
b́

a

u(x, t) dt . Ôóíêöèÿ F (x) =
b́

a

u(x, t) dt îïðåäåëåíà

∀x ∈ [c, d] .
Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Ïóñòü u (x, t) ∈ R
t
[a, b] ∀x ∈ [c, d] è ïóñòü u(x, t) ⇒ ϕ(t)

( x→ x0 ) íà [a, b] . Òîãäà ϕ(t) ∈ R [a, b] è

lim
x→x0

b́

a

u(x, t) dt =
b́

a

lim
x→x0

u(x, t) dt =
b́

a

ϕ(t) dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ϕ(t) ∈ R [a, b] êàê ðàâíîìåðíûé

ïðåäåë èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé (ñì. êîíåö ëåêöèè 15 íà ñ. 386).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ |u(x, t)− ϕ(t)| < ε ∀ t ∈ [a, b] êàê òîëüêî

0 < |x− x0| < δ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
b́

a

u(x, t) dt−
b́

a

ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
b́

a

|u(x, t)− ϕ(t)| dt ≤ ε(b− a) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

b́

a

u(x, t) dt→
b́

a

ϕ(t) dt ( x→ x0 ). ◮

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîñòü îòðåçêà

[a, b] . Äîêàçàòåëüñòâî íå ïðîõîäèò äëÿ ïîëóïðÿìîé è ïðÿìîé. Äà-
æå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà âñåé ïîëóïðÿìîé â óñëîâèè òåîðå-

ìû íå ãàðàíòèðóåò åå ñïðàâåäëèâîñòè.

2)

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïàðà-

ìåòðà. Ïóñòü u(x, t) ∈ C(D) , ãäå D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d .

Òîãäà

F (x) =
b́

a

u(x, t) dt ∈ C [c, d] .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ [c, d] �óíêöèÿ u (x, t) íåïðå-

ðûâíà ïî x ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íà îòðåçêå [a, b] . Çíà÷èò,
ïðèìåíèìà òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x0 ∈ [c, d]

lim
x→x0

b́

a

u(x, t) dt =
b́

a

lim
x→x0

u(x, t) dt =
b́

a

u(x0, t) dt ,

ò. å. lim
x→x0

F (x) = F (x0) è F (x) ∈ C [c, d] . 3) ◮

2)
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìîæíî íàéòè â [31℄ (ïðèìåð 13.52). (�åä.)

3)
Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, òåîðåìà âåðíà ïðè áîëåå ñëàáîì ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷åì íåïðåðûâíîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à èìåííî, â ñëó÷àå
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü äðóãóþ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè u(x, t) ,
òî î íåïðåðûâíîñòè F (x) íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü. Òðåáóåì íåïðå-

ðûâíîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíîñòè ïî êàæ-

äîé ïåðåìåííîé íåäîñòàòî÷íî.

66.2. Èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå

èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó.

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) íà [a, b] . Òîãäà
f(x+h)−f(x)

h → f ′(x) ( h → 0 ). Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíè-

ÿõ íà õàðàêòåð ãëàäêîñòè ïðåäåë íå òîëüêî ñóùåñòâóåò, íî ñóùå-

ñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [a, b] ? Åñëè f ′(x) ∈ C [a, b] , òî ïðå-

äåë ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íà [a, b] . Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà, â ñèëó òîãî, ÷òî f ′(x) ∈ C [a, b]

f(x+h)−f(x)
h = f ′(x + θh) ⇒ f ′(x) (h→ 0) íà [a, b] .

Ïóñòü F (x) =
b́

a

u(x, t) dt . Íàñ èíòåðåñóåò, êîãäà

F ′(x) = d
dx

b́

a

u(x, t) dt
?

=
b́

a

∂u
∂x (x, t) dt .

Òåîðåìà î äè��åðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò

ïàðàìåòðà. Ïóñòü u(x, t) ∈ R
t
[a, b] äëÿ ëþáîãî x ∈ [c, d] è

∂u
∂x ∈ C(D) , ãäå D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d .

Òîãäà

d
dx

b́

a

u(x, t) dt =
b́

a

∂u
∂x (x, t) dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì F (x) =
b́

a

u(x, t) dt è ðàññìîò-

ðèì íå ïðîèçâîäíóþ, à ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå äëÿ F (x) , òàê êàê
åãî ìîæíî ïåðåñòàâèòü ñ èíòåãðàëîì:

F (x+h)−F (x)
h =

b́

a

u(x+h,t)−u(x,t)
h dt .

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ðàâíîìåðíî ïî t . Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà òàêîé �óíêöèè ïîäîéäåò u(x, t) , çàäàííàÿ íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå

è ðàâíàÿ 1 ïðè 0 ≤ t ≤ 1
2
è 0 ïðè

1
2
≤ t ≤ 1 . (�åä.)
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Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè h→ 0 ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïî �îðìóëå

Ëàãðàíæà

u(x+h,t)−u(x,t)
h = ∂

∂xu(x+ θh, t) ⇒ ∂
∂xu(x, t) ( h→ 0 ) íà

[a, b] â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ∂u
∂x â D . Ïî òåîðåìå

î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

b́

a

u(x+h,t)−u(x,t)
h dt→

b́

a

∂u
∂x (x, t) dt (h→ 0) .

Çíà÷èò, F ′(x) ñóùåñòâóåò è F ′(x) =
b́

a

∂u
∂x (x, t) dt . ◮

Òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïà-

ðàìåòðà, ïî ïàðàìåòðó. Ïóñòü u(x, t) íåïðåðûâíà íà D , ãäå

D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d ,

è F (x) =
b́

a

u(x, t) dt . Òîãäà

d́

c

F (x) dx =
d́

c

{
b́

a

u(x, t) dt

}
dx =

b́

a

{
d́

c

u(x, t) dx

}
dt .

Èíòåãðàëû

d́

c

{
b́

a

u(x, t) dt

}
dx è

b́

a

{
d́

c

u(x, t) dx

}
dt � ïîâòîð-

íûå èíòåãðàëû, íî îáû÷íî �îðìóëó çàïèñûâàþò òàê:

d́

c

b́

a

u(x, t) dt dx =
b́

a

d́

c

u(x, t) dx dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . �àññìîòðèì �óíêöèè

ϕ1(ξ) =
ξ́

c

b́

a

u(x, t) dt dx , ϕ2(ξ) =
b́

a

ξ́

c

u(x, t) dx dt

è äîêàæåì èõ ðàâåíñòâî íà [c, d] . Äëÿ ξ = c ðàâåíñòâî î÷åâèäíî

(0=0). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ [c, d] ñóùåñòâóþò è ðàâíû

ïðîèçâîäíûå:

ϕ′
1(ξ) =

b́

a

u(ξ, t) dt ,

ϕ′
2(ξ) =

d
dξ

b́

a

ξ́

c

u(x, t) dx dt =
b́

a

d
dξ

ξ́

c

u(x, t) dx dt =
b́

a

u(ξ, t)dt

(òàê êàê �óíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíà, òî ïî òåîðåìå î äè��åðåí-
öèðîâàíèè èíòåãðàëà,çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, äè��åðåíöèðî-

âàíèå áûëî çàêîííûì). Èòàê, ïðîèçâîäíûå �óíêöèé ϕ1(ξ) , ϕ2(ξ)
ñîâïàäàþò, ñàìè �óíêöèè â îäíîé òî÷êå òîæå ñîâïàäàþò, çíà÷èò,

�óíêöèè ñîâïàäàþò âñþäó íà [c, d] , è ïðè ξ=d òîæå. ◮

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ u(x, t) â îáëàñòè D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d ,
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è äâå �óíêöèè a(x) , b(x) íà [c, d] òàêèå, ÷òî a ≤ a(x) ≤ b ,

a ≤ b(x) ≤ b . �àññìîòðèì èíòåãðàë F (x) =
b(x)
´

a(x)

u(x, t) dt .

�èñ. 15.2.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé

òåîðåìû èñïîëüçóåì ïðèåì çàìî-

ðàæèâàíèÿ ïàðàìåòðà � îäèí

èç îñíîâíûõ â ìàòåìàòèêå. Èìåííî,

âîçüìåì x0 ∈ [c, d] (ñì. ðèñ. 15.2).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F (x) â òî÷-
êå x0 . Ïðè a(x0) , b(x0) çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å. Òåïåðü

óñòðåìèì x→ x0 è èññëåäóåì îøèá-

êó èç-çà çàìîðàæèâàíèÿ ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü u (x, t) ∈ C(D) , x0 ∈ [c, d] , a(x), b(x) ∈ C(x0) .
Òîãäà F (x) ∈ C(x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

F (x)−F (x0)=
b(x0)
´

a(x0)

u(x, t)dt+
b(x)
´

b(x0)

u(x, t)dt−
a(x)
´

a(x0)

u(x, t)dt−
b(x0)
´

a(x0)

u(x0, t)dt.

�àçíîñòü ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî èíòåãðàëîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî

òåîðåìå äëÿ èíòåãðàëîâ ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëàìè. Äàëåå∣∣∣∣∣
b(x)
´

b(x0)

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣ ≤M |b(x)− b(x0)| → 0 (x→ x0) ,

∣∣∣∣∣
a(x)
´

a(x0)

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣ ≤M |a(x) − a(x0)| → 0 (x→ x0) ,

ãäå M � ìàêñèìóì ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, F (x)− F (x0) → 0 ( x→ x0 ). ◮

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 17

(06.11.68)

Ïóñòü u(x, t) ∈ R
t
[a, b] , a ≤ t ≤ b , c ≤ x ≤ d , a ≤ a(x) ≤ b(x) ≤ b ,

F (x) =
b(x)
´

a(x)

u(x, t) dt . �àññìîòðèì �óíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ

391



β́

α

u(x, t) dt = Φ(x, α, β) ( a ≤ α, β ≤ b ). Òîãäà �óíêöèþ

F (x) =
b(x)
´

a(x)

u(x, t) dt = Φ(x, a(x), b(x))

ìîæíî èçó÷àòü, êàê ñëîæíóþ �óíêöèþ.

Îáîçíà÷èì ∆ =





c ≤ x ≤ d ,
a ≤ α ≤ b ,
a ≤ β ≤ b ,

D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d .

Ëåììà.Ïóñòü u(x, t)∈C(D). Òîãäà Φ(x, α, β)=
β́

α

u(x, t)dt∈C(∆).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì

Φ(x1, α1, β1)− Φ(x, α, β) =

=
β́

α

{u(x1, t)− u(x, t)} dt+
β1
´

β

u(x1, t) dt−
α1
´

α

u(x1, t) dt .

Èç íåïðåðûâíîñòè u(x, t) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü u(x, t) íà D :

|u(x, t)| ≤ M ( (x, t) ∈ D ) è ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü u(x, t)
íà D . Â ñèëó ýòîãî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ t ∈ [a, b] ∀x, x1 ,
|x− x1| < δ , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |u(x1, t)− u(x, t)| < ε . Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|∆Φ| ≤ (b− a)ε+ |β1 − β|M + |α1 − α|M < C ε .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè |x− x1| < δ , |β1 − β| < δ , |α1 − α| < δ , òî
∆Φ áóäåò ìàëî è �óíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè òðåõ

ïåðåìåííûõ x, α, β . ◮

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè

F (x) =
β(x)
´

α(x)

u(x, t)dt . Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè F ′(x) ñâîäèòñÿ ê

âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ äè��åðåíöèàëà �óíêöèè Φ(x, a(x), b(x)) ,
à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ñ äè��åðåíöèðóåìîñòüþ �óíêöèè

Φ(x, α, β) , êàê �óíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ.
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà.Ïóñòü D =

{
a ≤ t ≤ b
c ≤ x ≤ d

, u(x, t) ∈ C(D) , ∂u
∂x ∈ C(D) .

Òîãäà �óíêöèÿ Φ(x, α, β)=
β́

α

u(x, t) dt ( a≤α, β≤b ) èìååò íåïðå-

ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è, ñëåäîâàòåëüíî, äè��åðåíöèðóå-

ìà â îáëàñòè ∆ , ò. å. ñóùåñòâóåò dΦ = ∂Φ
∂x dx+

∂Φ
∂α dα+ ∂Φ

∂β dβ .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂Φ
∂x ,

∂Φ
∂α ,

∂Φ
∂β ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû

íà ∆ . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

∂u
∂x ∈ C(D) , òî ïî òåîðåìå î äè�-

�åðåíöèðîâàíèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñ ïîñòîÿííûìè ïðåäåëàìè

∂Φ
∂x =

β́

α

∂u
∂x dt . Òàê êàê u(x, t) ∈ C(D) , òî äè��åðåíöèðóÿ ïî ïåðå-

ìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó, ïîëó÷èì

∂Φ
∂α =−u (x, α), ∂Φ

∂β =u(x, β) .
Èç íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ

Φ = Φ(x, α, β) áóäåò äè��åðåíöèðóåìà â îáëàñòè ∆ , òàê êàê âû-

ïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê äè��åðåíöèðóåìîñòè, è dΦ =
= ∂Φ

∂x dx+ ∂Φ
∂α dα+ ∂Φ

∂β dβ .

Ôóíêöèÿ F (x) =
b(x)
´

a(x)

u(x, t) dt = Φ(x, a(x), b(x)) èìååò ïðîèç-

âîäíóþ, åñëè �óíêöèÿ Φ äè��åðåíöèðóåìà, à �óíêöèè a(x) ,
b(x) èìåþò ïðîèçâîäíûå. Ïî �îðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé

�óíêöèè (ñì. ï. 54.3 ñ. 257)

F ′(x) = ∂Φ
∂x + ∂Φ

∂αa
′(x) + ∂Φ

∂β b
′(x) ,

èëè

F ′(x) =
b(x)
´

a(x)

∂u
∂x dt+ b′(x)u(x, b(x)) − a′(x)u(x, a(x)) .

Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

F ′(x) =
b(x)
´

a(x)

∂u
∂x dt+ t′u(x, t)|b(x)a(x)

è íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ëåéáíèöà.

� 67. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû,

çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ìîæíî èçó-

÷àòü è èçîáðàæàòü �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëåíà

íà ìíîæåñòâå D =

{
t ≥ a ,
c ≤ x ≤ d .

Òîò �àêò, ÷òî äëÿ �óíêöèè

u(x, t) äëÿ ëþáîãî x ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt , áóäåì îáîçíà÷àòü êàê u(x, t) ∈ R
t
[a,∞)

( ∀x ∈ [c, d] ).

393



Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè u(x, t) , çàäàííûå íà

ìíîæåñòâàõ âèäà D =

{
t ≥ a ,
x ≥ c .

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî u(x, t) ⇒ 0 (x → ∞) íà [a,+∞) à

F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ ∞ .

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ u(x, t)=

{
1
x , 0≤ t ≤ x,
0, t>x,

íà îá-

ëàñòè D =

{
t ≥ 0 ,
x ≥ 1 ,

(ñì. ðèñ. 15.3). Òîãäà ïðè x→∞ èìååì

u(x, t) ⇒ u(∞, t) ≡ 0 íà [0,∞) ,
∞́

0

u(∞, t) dt= 0 ,

F (x)=
∞́

0

u(x, t) dt=
x́

0

1
x dt≡1 ,

ïîýòîìó ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íå çàêîíåí:

lim
x→∞

∞́

0

u(x, t) dt 6=
∞́

0

lim
x→∞

u(x, t) dt .

�èñ. 15.3.

67.1. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ,

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

Ïóñòü D =

{
t ≥ a ,
c ≤ x ≤ d ,

�óíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëåíà íà ìíîæå-

ñòâå D , u(x, t) ∈ R
t
[a,∞) ( ∀x ∈ [c, d] ). �àññìîòðèì íåñîáñòâåí-

íûé èíòåãðàë F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt . Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà,
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F (x) = lim
A→∞

Á

a

u(x, t) dt = lim
A→∞

F (x,A) ,

ãäå F (x,A) =
Á

a

u(x, t) dt .

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt íà-

çûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà [c, d] , åñëè F (x,A) ⇒ F (x)
íà îòðåçêå [c, d] ïðè A → ∞ , ò. å. åñëè ∀ ε > 0 ∃T ∀A ≥ T
∀x ∈ [c, d]

∣∣∣∣∣
Á

a

u(x, t) dt−
∞́

a

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∞́

A

u(x, t)dt

∣∣∣∣ < ε .

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèçíàêè è ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Êðèòåðèé Êîøè. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0
∃T ∀A,B ≥ T ∀x ∈ [c, d]

|F (x,A)− F (x,B)| < ε

èëè ∣∣∣∣∣
B́

A

u(x, t)dt

∣∣∣∣∣ < ε .

Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (àíàëîã

ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü |u(x, t)| ≤ ϕ(t) ( ∀x ∈ [c, d] ) è

ñóùåñòâóåò

∞́

a

ϕ(t) dt ,òîãäà
∞́

a

u(x, t) dt ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

[c, d] .
Äåéñòâèòåëüíî, ∀ ε > 0 ∃T ∀A,B ≥ T ∀x ∈ [c, d]∣∣∣∣∣

B́

A

u(x, t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
B́

A

|u(x, t)| dt ≤
B́

A

ϕ(t) dt < ε. ◮

Àíàëîã òåîðåìû Äèíè. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

à) F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt ∈ C [c, d] ;

á) u(x, t) ∈ C (D) ;
â) u(x, t) ≥ 0 .

Òîãäà èíòåãðàë

∞́

a

u(x, t) dt ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d] .
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Äåéñòâèòåëüíî, ñåìåéñòâî �óíêöèé F(x,A) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. lim
A→∞

F (x,A) = F (x) ∀x ∈ [c, d],

2. F (x,A) ≤ F (x,B) ïðè A ≤ B è x ∈ [c, d] ,

3. �óíêöèè F (x) è F (x,A) íåïðåðûâíû ïî x íà êîìïàêòå

[c, d] .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà òåîðåìà Äèíè, èç êîòîðîé ñëåäóåò

ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü F (x,A)⇒F (x) íà [c, d] (A→∞). ◮

�àññìîòðèì èíòåãðàë

∞́

0

u(x, t) dt â îáëàñòè t ≥ 0, x ≥ 0 .

Ïóñòü u(x, t) ≥ 0 , u(x, t) ∈ C([0,∞)× [0,∞)) , u(x, t) ∈ R
t
[a,∞) .

Òîãäà ïî òåîðåìå Äèíè èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì

îòðåçêå [0, X ℄, íî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà âñåé ïîëóïðÿìîé

íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. Ïóñòü

1) äëÿ ëþáîãî T

lim
x→x0

T́

a

u(x, t) dt =
T́

a

lim
x→x0

u(x, t) dt ,

2)

∞́

a

u(x, t)dt ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d] .

Òîãäà

lim
x→x0

∞́

a

u(x, t) dt =
∞́

a

lim
x→x0

u(x, t) dt .

Äåéñòâèòåëüíî, F (x,A) ⇒ F (x) íà [c, d] (A→ ∞ ), è äëÿ ëþáîãî

A ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

F (x,A) . Ïîýòîìó ñëåäóþùèå ïðåäåëû

ñóùåñòâóþò è ðàâíû:

lim
x→x0

F (x) = lim
A→∞

lim
x→x0

F (x,A). ◮

Îòìåòèì, ÷òî åñëè u(x, t) ∈ C(D) , òî óñëîâèå 1) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà óäîáíà äëÿ èçó÷åíèÿ íåðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè, åñëè lim
x→x0

∞́

a

u(x, t) dt 6=
∞́

a

lim
x→x0

u(x, t) dt , òî ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà

∞́

a

u(x, t) dt íå ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíîé. Îäíàêî íóæ-

íî ïðîâåðÿòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë.
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Óïîìÿíåì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè. Åñëè u(x, t) ∈ C([c, d]×[a,∞)) , è F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî, òî �óíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî, F (x)
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì íåïðåðûâíûõ �óíêöèé F (x,A) .

Óïðàæíåíèå. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ðàâíîìåðíûå àíàëî-

ãè ïðèçíàêîâ Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòå-

ãðàëîâ.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 18

(13.11.68)

67.2. Èíòåãðèðîâàíèå íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàêîííî èíòåãðèðîâàíèå íåñîá-

ñòâåííîãî èíòåãðàëà F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt ïî ïàðàìåòðó x ∈ [c, d] ,

ò. å. F ∈ R[c, d] è
d́

c

F (x)dx ≡
d́

c

∞́

a

u(x, t) dtdx =
∞́

a

d́

c

u(x, t) dxdt.

Òàê êàê F (x) = lim
A→∞

F (x,A) , ãäå F (x,A) =
Á

a

u(x, t) dt , òî çàäà-

÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ïîä çíàêîì

ïðåäåëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u(x, t) ∈ C(D) , òîãäà F (x,A)
íåïðåðûâíà ïî x íà [c, d] .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x,A) ⇒ F (x) (A → ∞ , [c, d] ). Òîãäà

F (x) íåïðåðûâíà è

d́

c

F (x,A) dx →
d́

c

F (x) dx (A→ ∞ ). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò

ïàðàìåòðà, ïî ïàðàìåòðó (ñì. ï. 66.2 ñ. 390)

d́

c

F (x,A) dx =
d́

c

Á

a

u(x, t) dxdt =
Á

a

d́

c

u(x, t) dxdt →
∞́

a

d́

c

u(x, t) dxdt .

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî è, òàêèì îáðà-

çîì, äîêàçàíà
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Òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî

ïàðàìåòðó â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Ïóñòü D =

{
a ≤ t ,
c ≤ x ≤ d ,

u(x, t) ∈ C(D) , u(x, t) ∈ R
t
[a,∞) ∀x ∈ [c, d] è èíòåãðàë

∞́

a

u(x, t) dt

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d] . Òîãäà
d́

c

∞́

a

u(x, t) dtdx=
∞́

a

d́

c

u(x, t) dxdt.

Ïóñòü �óíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D =

{
t ≥ a ,
x ≥ c .

Êîãäà

∞́

a

∞́

c

u(x, t) dxdt =
∞́

c

∞́

a

u(x, t) dtdx?

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÷àñòî íå èìååò ìåñòà.

4)
Åñëè îäèí èç èí-

òåãðàëîâ ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà èí-

òåãðàëîâ òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå â êàæäîì êîíêðåò-

íîì ñëó÷àå. Åñëè

∞́

a

∞́

c

|u (x, t)| dxdt ñõîäèòñÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ îá-

ùåå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

u(x, t) ≥ 0 .

Òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïî

ïàðàìåòðó â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Ïóñòü D =

{
t ≥ a ,
x ≥ c ,

u(x, t) ≥ 0 íà D , u(x, t) ∈ C(D) , F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt ∈ C [c,∞) ,

Φ(t) =
∞́

c

u(x, t) dx ∈ C [a,∞) è �óíêöèÿ Φ ∈ R
t
[a,∞) . Òîãäà

F ∈ R
x
[c,∞) è

∞́

c

F (x) dx =
∞́

a

Φ(t) dt , ò. å.

∞́

a

∞́

c

u(x, t) dxdt =
∞́

c

∞́

a

u(x, t) dtdx .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì ñâåðõó èíòåãðàë

X́

c

F (x) dx

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X . Âîçüìåì ε > 0 . Èç íåïðåðûâíîñòè F è

4)
Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè u(x, t) = 1/x2

ïðè 1 ≤ t ≤ x , u(x, t) = −1/t2

ïðè 1 ≤ x < t ïîëó÷èì

∞́

1

∞́

1

u(x, t) dxdt = 1 ,
∞́

1

∞́

1

u(x, t) dtdx = −1 . (�åä.)
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òåîðåìû Äèíè ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü F (x,A) ⇒ F (x) .
Ïîýòîìó, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì A ,

´X

c F (x) dx ≤ ε+
´ X

c F (x,A) dx .

Èíòåãðèðóÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ è ïîëüçóÿñü íåîòðèöàòåëüíî-

ñòüþ u , ïîëó÷àåì

´X

c F (x,A) dx =
´ X

c

´ A

a u(x, t) dt dx =
´ A

a

´X

c u(x, t) dx dt ≤
≤
´ A

a

´∞
c
u(x, t) dx dt =

´ A

a
Φ(t) dt ≤

´∞
a

Φ(t) dt .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ,

´X

c
F (x) dx ≤

´∞
a

Φ(t) dt .

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ F íåîòðèöàòåëüíà, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-

ñòâà ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü F â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå, à òàê-

æå íåðàâåíñòâî

´∞
c F (x) dx ≤

´∞
a Φ(t) dt .

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàëû ðàâíû. ◮

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 19

(15.11.68)

67.3. Äè��åðåíöèðîâàíèå íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà. Ïóñòü D =

{
t ≥ a ,
c ≤ x ≤ d ,

�óíêöèÿ u (x, t) îïðåäåëå-

íà â îáëàñòè D , ñóùåñòâóåò F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt ïðè x ∈ [c, d] ,

∂u(x,t)
∂x ∈ C(D) è

∞́

a

∂u(x,t)
∂ x dt ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d] . Òîãäà

�óíêöèÿ F äè��åðåíöèðóåìà íà [c, d] è
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F ′(x) =
∞́

a

∂u(x,t)
∂ x dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, G(x)=
∞́

a

∂ u(x,t)
∂ x dt

åñòü íåïðåðûâíàÿ íà [c, d] �óíêöèÿ. Ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâà-
íèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ

(ñì. ñ. 398)

ý

c

G(x) dx =
ý

c

∞́

a

∂u(x,t)
∂x dtdx =

∞́

a

ý

c

∂u(x,t)
∂x dxdt =

=
∞́

a

u(y, t) dt−
∞́

a

u(c, t) dt = F (y)− F (c) .

Ñëåäîâàòåëüíî, F ′(y) = G(y) , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ◮

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò äðóãèå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðà-

ìåòðà. Íàïðèìåð, ïóñòü �óíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

D =

{
a ≤ t ≤ b ,
c ≤ x ≤ d ,

è íåîãðàíè÷åíà. Åñëè ïðè âñåõ x∈ [c, d]

∀ ε>0 u(x, t) ∈ R
t
[a+ε, b] (îáîçíà÷åíèå: u (x, t)∈R

t
(a, b] ),

òî ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

F (x) =
b́

a

u(x, t) dt = lim
ε→+0

b́

a+ε

u(x, t) dt , x ∈ [c, d] .

Óïðàæíåíèå. Îïðåäåëèòå ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü çàâèñÿùèõ

îò ïàðàìåòðà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîãðàíè÷åííûõ �óíê-

öèé. Ñ�îðìóëèðóéòå äëÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ òåîðåìû, àíàëîãè÷-

íûå òåîðåìàì, äîêàçàííûì â ýòîì ïàðàãðà�å.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ∀x∈ [c, d] ∀ b ∀ t , a< t ≤b , u(x, t)∈R
t
(a, b] ,

òî ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

F (x) =
∞́

a

u(x, t) dt =
b́

a

u(x, t) dt+
∞́

b

u(x, t) dt ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ñïðàâà

(òî÷êó b > a ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíî). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì

îáîçíà÷àòü u(x, t) ∈ R
t
(a,∞) . Äëÿ âñåõ òàêèõ èíòåãðàëîâ óñòà-

íîâëåííûå íàìè òåîðåìû �îðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî.
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� 68. Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ïîìîãàåò ïðè

âû÷èñëåíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ áåç ïàðàìåòðà. Íàïðèìåð,

÷òîáû âû÷èñëèòü

∞́

a

ϕ(t) dt , ðàññìîòðèì �óíêöèþ u(x, t) òàêóþ,

÷òî lim
x→x0

u(x, t) = ϕ(t) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû î

ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (ï. 67.1 ñ. 396). Òîãäà

∞́

a

u(x, t) dt →
∞́

a

ϕ(t) dt

( x→ x0 ).

68.1. Èíòåãðàë Äèðèõëå

(ðàçðûâíûé ìíîæèòåëü Äèðèõëå)

�àññìîòðèì èíòåãðàë Äèðèõëå

I =
∞́

0

sin x
x dx ,

à òàêæå áîëåå îáùèé èíòåãðàë

D(α) =
∞́

0

sinαx
x dx .

�èñ. 15.4. à) D(α) = I signα ; á)

sinx
x

(x ≥ 0) .

Îòìåòèì, ÷òî D(0) = 0 . Åñëè α > 0 , òî, ñäåëàâ çàìåíó αx = u ,
ïîëó÷èì D(α) = I . Åñëè α < 0 , òî, ñäåëàâ çàìåíó αx = −u ,
ïîëó÷èì D(α) = −I . Çíà÷èò, D(α) = I signα (ñì. ðèñ. 15.4).

Èíòåãðàë D(α) íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíûì ìíîæèòåëåì Äèðèõ-

ëå, îí äàåò ïåðâîå àíàëèòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàçðûâíîé �óíê-

öèè I signα ( signα � ïðîñòåéøàÿ íåýëåìåíòàðíàÿ ðàçðûâíàÿ
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�óíêöèÿ). Èíòåãðàë õîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé

òî÷êè α = 0 , òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, à

�óíêöèÿ signα ðàçðûâíà.

Äîêàæåì, ÷òî I =
∞́

0

sin x
x dx = π

2 . Èíòåãðàë I ñõîäèòñÿ (ñì.

ïðèìåð â ï. 59.6 ñ. 327). �àññìîòðèì èíòåãðàë

I(α) =
∞́

0

e−αx sin x
x dx, α ≥ 0 .

Òîãäà I = I(0) . Èíòåãðàë I(α) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

α ≥ 0 . 5) Çíà÷èò, I(α) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îò α , îòêóäà
I = I(0) = lim

α→+0
I(α) . Ïðîäè��åðåíöèðóåì I(α) ïî α :

I ′(α)
?

=−
∞́

0

e−αx sinx dx, α > 0 .

Äëÿ ëþáîãî α0 > 0 èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî â îáëàñòè α ≥ α0 , òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-

öèÿ ìàæîðèðóåòñÿ �óíêöèåé e−α0x
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà

òåîðåìà î äè��åðåíöèðóåìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïî ïà-

ðàìåòðó, èç êîòîðîé ñëåäóåò çàêîííîñòü äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

Èíòåãðàë äëÿ I ′(α) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî: I ′(α) = − 1
(1+α2) . Îò-

ñþäà I(α) = C − arctgα , îñòàëîñü íàéòè C . Òàê êàê

|I(α)| ≤
∞́

0

e−αx dx = 1
α ,

òî I(α) → 0 ïðè α → ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, C = arctg(∞) = π
2 ,

I(α) = π
2 − arctgα , I = I(0) = π

2 . Òàêèì îáðàçîì,

5)
Äîêàæåì ýòî. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîãî àíàëîãà

ïðèçíàêà Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (ï. 59.6 ñ. 327), ìû

ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ÿâíî. Ïóñòü g(x) = e−αx

x
. Î÷åâèäíî, ÷òî

g íåîòðèöàòåëüíà, óáûâàåò è g(x) ≤ 1
x
. Îöåíèì èíòåãðàë

B́

A

e−αx sinx
x

dx = −
B́

A

g(x) d cos x = − g(x) cos x|BA +
B́

A

g′(x) cos xdx .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ g(A) + g(B) , îöåíèì âòîðîå

ñëàãàåìîå:

∣

∣

∣

∣

∣

B́

A

g′(x) cos xdx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
B́

A

|g′(x)| dx = g(A) − g(B).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∣

∣

∣

∣

∣

B́

A

e−αx sinx
x

dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2g(A) ≤ 2
A
,

è èíòåãðàë I(α) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. (�åä.)
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∞́

0

sin x
x dx = π

2 . ◮

68.2. Èíòåãðàë Ëàïëàñà

Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ëàïëàñà

K =
∞́

0

e−x
2

dx .

Äîêàæåì, ÷òî K =
√
π
2 . Ââåäåì ïàðàìåòð t > 0 ïîëîæèâ x = ut .

Òîãäà

K =
∞́

0

te−t
2u2

du , K · e−t2 = e−t
2

∞́

0

te−t
2u2

du .

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

K
∞́

0

e−t
2

dt =
∞́

0

dt
∞́

0

te−(1+u2)t2 du .

Îòñþäà ïîëó÷èì

K2=
∞́

0

dt
∞́

0

te−(1+u2)t2 du
?

=
∞́

0

du
∞́

0

te−(1+u2)t2 dt= 1
2

∞́

0

du
1+u2 =

π
4 .

Ïîêàæåì, ÷òî èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ çàêîííî. Ýòî

òàê, åñëè îáà âíóòðåííèõ èíòåãðàëà � íåïðåðûâíûå �óíêöèè îò

ïàðàìåòðîâ. Èìååì

∞́

0

te−(1+u2)t2 dt = 1
2 · 1

1+u2 , u ≥ 0 ;

∞́

0

te−(1+u2)t2 du =

{
Ke−t

2

, t > 0,
0, t = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé èíòåãðàë òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå t = 0 è

íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü òåîðåìó îá èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòå-

ãðèðîâàíèÿ íåëüçÿ.

Âîçüìåì t0 > 0 è ðàññìîòðèì îáëàñòü

{
t ≥ t0
u ≥ 0

. Â ýòîé îá-

ëàñòè ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå

∞́

t0

dt
∞́

0

te−(1+u2)t2 du =
∞́

0

du
∞́

t0

te−(1+u2)t2 dt ,

òàê êàê âíóòðåííèå èíòåãðàëû íåïðåðûâíû:

∞́

t0

te−(1+u2)t2 dt = 1
2

1
1+u2 e

−(1+u2)t0 ∈ C[0,∞) ,

∞́

0

te−(1+u2)t2 du = Ke−t
2 ∈ C[t0,∞) .
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Óñòðåìèì t0 → 0 è äîêàæåì, ÷òî

∞́

0

du
∞́

t0

te−(1+u2)t2 dt→
∞́

0

du
∞́

0

te−(1+u2)t2 dt .

Îáîçíà÷èì F (t0, u)=
∞́

t0

te−(1+u2)t2 dt . Èç îöåíêè F (t0, u)≤ 1
2

1
1+u2

ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

∞́

0

F (t0, u) du ïðè

t0 ≥ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì èíòåãðàëå ìîæíî ñäåëàòü ïðåäåëü-

íûé ïåðåõîä:

∞́

0

F (t0, u) du →
∞́

0

F (0, u) du ( t0 → 0 ), ÷òî íàì è

òðåáîâàëîñü.

Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå äëÿ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ ê ïðåäåëó

ïðè t0 → 0 , ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è ïðè t0 = 0 ,
òî åñòü ïåðåìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ çàêîííà. Òàêèì îáðà-

çîì,

∞́

0

e−x
2

dx =
√
π
2 . ◮

� 69. Ýéëåðîâû èíòåãðàëû

Ïîëîæèì u(x, t) = tx−1e−t (ðèñ. 15.5 à) è ðàññìîòðèì ãàììà-

�óíêöèþ Ýéëåðà

Γ(x) =
∞́

0

tx−1e−t dt .

Ïðè x < 1 ýòîò èíòåãðàë èìååò äâå îñîáåííîñòè, êàê èíòåãðàë

ïî íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè è êàê èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé â

îêðåñòíîñòè t = 0 �óíêöèè. Ïðè x ≥ 1 îñîáåííîñòè â òî÷êå

t = 0 íåò. Ïðåäñòàâèì ãàììà-�óíêöèþ â âèäå

Γ(x) =
1́

0

tx−1e−t dt+
∞́

1

tx−1e−t dt .

Èíòåãðàë

∞́

1

tx−1e−t dt âñåãäà ñõîäèòñÿ;
1́

0

tx−1e−t dt ñõîäèòñÿ, åñ-

ëè x > 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Γ(x) îïðåäåëåíà äëÿ x > 0 .
Â îáëàñòè 0 < x0 ≤ x ≤ X0 èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, Γ(x) ∈ C (0,∞) . Íà âñåé ïîëóïðÿìîé (0,∞) ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íåò (ãðà�èêè �óíêöèé y(t) = tx−1e−t îáðàçóþò

ïðè x→ ∞ "óáåãàþùèé ãîðá ñì. ðèñ. 15.5 à).

Íàéäåì ýêñòðåìóì �óíêöèè Γ(x) . Èìååì
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Γ′(x) =
∞́

0

tx−1 ln t e−t dt , Γ(n)(x) =
∞́

0

tx−1 (ln t)
n
e−t dt .

Ïðè n = 2 èìååì

Γ′′(x) =
∞́

0

tx−1 (ln t)
2
e−t dt > 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, Γ(x) âûïóêëà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òàê

êàê Γ(2) = Γ(1) = 1 (ñì. ðèñ. 15.5 á), òî ìèíèìóì ãàììà-�óíêöèè

íàõîäèòñÿ ìåæäó òî÷êàìè x = 1 è x = 2 .
Èçó÷åíèå íåýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé ÷à-

ñòî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ. Ïðèìåð òîìó � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.

�èñ. 15.5. à) y(t) = tx−1e−t
ïðè x = 2 ; á) Γ(x) � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ.

Âûâåäåì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Γ(x+ 1) = xΓ(x), x > 0 .

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Γ(x+ 1) =
∞́

0

txe−t dt = −
∞́

0

tx de−t = x
∞́

0

tx−1e−t dt .

Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

äëÿ x ∈ (n, n+ 1] ïîëó÷èì

Γ(x+ 1) = x(x − 1)...(x− n) · Γ(x− n) .

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Γ(x) ïîçâîëÿåò

ñâåñòè åå èçó÷åíèå ê ïîëóèíòåðâàëó 0 < x ≤ 1 . 6)

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 20

(20.11.68)

6)
Ìîæíî òàêæå ñâåñòè èçó÷åíèå Γ(x) ê ïîëóèíòåðâàëó (1, 2] , ãäå Γ(x)

åùå è îãðàíè÷åíà. (�åä.)
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Îòìåòèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ ãàììà-�óíêöèè. Î÷åâèä-

íî, ÷òî

Γ(1) =
∞́

0

e−t dt = 1 .

Åñëè n ∈ N , òî

Γ(n+ 1) = n(n− 1) · · · 1 · Γ(1) = n! .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãàììà-�óíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ �àêòîðèàëà íà ëþáûå çíà÷åíèÿ àðãóìåí-

òà. Òàê ÷òî, íàïðèìåð,(
1
2

)
! = Γ

(
3
2

)
= 1

2Γ
(
1
2

)
,(

n− 1
2

)
! = Γ

(
n+ 1

2

)
=
(
n− 1

2

)
· ... · 1

2Γ
(
1
2

)
.

Íàéäåì Γ
(
1
2

)
. Ñäåëàåì çàìåíó t = x2 è âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðà-

ëîì Ëàïëàñà:

Γ
(
1
2

)
=

∞́

0

t−
1
2 e−t dt = 2

∞́

0

e−x
2

dx =
√
π .

Òàêèì îáðàçîì,

(
1
2

)
! =

√
π
2 .

Áåòà-�óíêöèåé Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

B(a, b) =
1́

0

xa−1(1− x)b−1 dx .

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ 0 è 1. Èí-

òåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè a, b > 0 , à ïðè a, b ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì èíòåãðàëîì. Ìîæíî äîêàçàòü ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïà-

ðàìåòðó, ÷òî

B(a, b) = Γ(a) Γ(b)
Γ(a+b) .

Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

Γ(a)Γ(1− a) = π
sinπa , 0 < a < 1.

Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü Γ(x) â îáëàñòü x < 0 .
Çàäàíèå. Âûó÷èòü ýéëåðîâû èíòåãðàëû ïî Ôèõòåíãîëüöó [27℄

ïóíêòû 309 � 311, èëè [28℄ ïóíêòû 529 � 531.

� 70. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Âûÿñíèì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ðàñòåò n! ïðè n→ ∞ .

Òåîðåìà (�îðìóëà Ñòèðëèíãà).

n! = Γ(n+ 1) = nne−n
√
2πn {1 + o(1)} =

406



= nn+
1
2 e−n

√
2π {1 + o(1)} (n → ∞) ,

èëè

lim
n→∞

n!

nn+1
2 e−n

=
√
2π .

Òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé �îðìóëû â ïîëó÷åíèè êî-

ý��èöèåíòà

√
2π ; îãðàíè÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü è ñóùåñòâîâà-

íèå ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëà äîêàçàòü ëåãêî.

Çàìå÷àíèå.Ìû ñ�îðìóëèðîâàëè òåîðåìó äëÿ �àêòîðèàëà, íî òà

æå àñèìïòîòèêà èìååò ìåñòî äëÿ ãàììà-�óíêöèè âåùåñòâåííîãî

àðãóìåíòà:

Γ(x+ 1) = xxe−x
√
2πx(1 + o(1)), x→ ∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì, îíî íå çàâèñèò îò ïðåä-

ïîëîæåíèÿ, ÷òî n öåëîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ïðîâåäåì, ñëåäóÿ Õèí÷èíó

[30℄ § 113 . Èìååì Γ(n+1) =
∞́

0

tne−t dt . Îáîçíà÷èì f(t) = tne−t è

îïðåäåëèì ìàêñèìóì ýòîé �óíêöèè. Òàê êàê f ′(t)=ntn−1e−t−tne−t,
òî f ′(t0) = 0 ïðè t0 = n . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå �óíêöèÿ

f(t) èìååò ìàêñèìóì. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè

f(t0) = nne−n .
Ñäåëàåì çàìåíó t = nx . Òîãäà

Γ(n+ 1) =
∞́

0

tne−t dt = nn+1
∞́

0

xne−nx dx = nn+1
∞́

0

{xe−x}n dx .

�èñ. 15.6.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìå-

åò ìàêñèìóì ïðè x = 1 . Ïåðå-
äâèíåì ìàêñèìóì â òî÷êó 0, ïî-

ëîæèâ x = t+1 . Òåì ñàìûì ìû

ïðèâåäåì èíòåãðàë ê âèäó

Γ(n+ 1) = Cn
∞́

−1

{ϕ(t)}n dt ,

ãäå Cn=n
n+1e−n è ϕ(t)=(t+1)e−t.

Ôóíêöèÿ ϕ âîçðàñòàåò íà [−1, 0],
óáûâàåò íà [0,∞) è èìååò â íóëå
ìàêñèìóì ϕ(0) = 1 (ðèñ. 15.6).

Çàäàäèì λ = λ(n) > 0 , λ → 0 ( n → ∞ ) è ðàçîáüåì [−1,∞)
íà òðè ó÷àñòêà: [−1,−λ] , [−λ, λ] , [λ,∞) . Òîãäà

Γ(n+1)=Cn
∞́

−1

{ϕ(t)}n dt=Cn
{

−λ
´

−1

+
λ́

−λ
+

∞́

λ

}
= Cn {I1 + I2 + I3} .
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Äîêàæåì, ÷òî I1 = o
(

1√
n

)
, I2 =

√
2π√
n
·(1 + o (1)) , I3 = o

(
1√
n

)

ïðè ïîäõîäÿùåì λ = λ(n) . Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå θ∈ (13 ,
1
2 )

è ïîëîæèì λ(n)=n−θ
. Òîãäà λ óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì

1√
n
, íî

áûñòðåå, ÷åì

1
3
√
n
.

�àññìîòðèì I2 =
λ́

−λ
{ϕ(t)}n dt . Èìååì

lnϕ(t) = ln(t+ 1)− t = t− t2

2 +O
(
t3
)
− t = − t2

2 +O
(
t3
)
,

n lnϕ(t) = −nt2

2 +O
(
nt3
)
.

Íî

∣∣nt3
∣∣ ≤ nλ3 = n1−3θ = o(1) , òàê êàê θ > 1

3 . Ïîýòîìó

{ϕ(t)}n = e
−nt2

2 +o(1) = e
−nt2

2 (1 + o(1)) ,

I2 =
λ́

−λ
e

−nt2

2 dt · {1 + o(1)} .

Ñðàâíèì I2 ñ èíòåãðàëîì

∞́

−∞
e−x

2

dx =
√
π . Ñäåëàåì çàìåíó

x = t
√

n
2 . Òîãäà x ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −λ

√
n
2 äî λ

√
n
2 . Òàê

êàê λ
√
n→ ∞ ( n→ ∞ ), òî

λ́

−λ
e

−nt2

2 dt =
√

2
n

λ
√

n
2
´

−λ
√

n
2

e−x
2

dx =

=
√

2
n

{
∞́

−∞
e−x

2

dx+ o(1)

}
=

√
2π√
n
{1 + o(1)} .

Òàêèì îáðàçîì, I2 =
√
2π√
n

· {1 + o (1)} .
Îöåíèì èíòåãðàë I1 :

I1=
−λ
´

−1

{ϕ(t)}n dt≤(1− λ) {ϕ(−λ)}n≤{ϕ(−λ)}n .

Òàê êàê lnϕ(t) = − t2

2 +O
(
t3
)
, òî lnϕ(−λ) ≤ −λ2

3 ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n . Òîãäà

{ϕ(−λ)}n ≤ e−
nλ2

3 = e−
n1−2θ

3 = e−
nα

3 = o
(

1√
n

)
,

òàê êàê α = 1− 2θ > 0 , è îöåíêà äëÿ I1 ïîëó÷åíà.

�àçîáüåì èíòåãðàë I3 íà äâà èíòåãðàëà:

I3 =
∞́

λ

{ϕ(t)}n dt =
ć

λ

+
∞́

c

.
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Êîíñòàíòó c âûáåðåì òàê, ÷òîáû 1 + t ≤ e
t
2
ïðè t ≥ c ; ìîæíî

âçÿòü c = 4 . Òîãäà
∞́

c

{ϕ(t)}n dt =
∞́

c

{(1 + t)e−t}n dt ≤
∞́

c

{
e−

t
2

}n
dt =

=
∞́

c

e−
nt
2 dt ≤

∞́

0

e−
nt
2 dt = 2

n = o
(

1√
n

)
.

�àññìîòðèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ I1 , ïîëó-

÷àåì îöåíêó ϕ(λ) ≤ e−n
λ2

3
, îòêóäà

ć

λ

{ϕ(t)}n dt ≤ cmax
t≥λ

{ϕ(t)}n = c {ϕ(λ)}n ≤ ce−
nλ2

3 = o
(

1√
n

)
.

Ñîáèðàÿ âñå èíòåãðàëû, ïîëó÷èì

Γ(n+ 1) = Cn
√
2π√
n
{1 + o(1)} (n→ ∞) ,

èëè

Γ(n+ 1) = nn+
1
2 e−n

√
2π {1 + o(1)} (n→ ∞) .

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà äîêàçàíà. ◮
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�ëàâà 16

�ÿäû Ôóðüå

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 21

(22.11.68)

� 71. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå

Îáîáùåíèåì ðÿäîâ Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.

Îïðåäåëåíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âè-

äà

a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

ãäå an ( n = 0, 1, ... ) è bn ( n = 1, 2, ... ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîý��èöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Èñòîðè÷åñêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû âîçíèêëè â ñåðåäèíå

XVIII âåêà ïðè ðåøåíèè �èçè÷åñêîé çàäà÷è î êîëåáàíèè ñòðó-

íû è ÿâèëèñü ìàòåìàòè÷åñêèì îñóùåñòâëåíèåì èäåè, ÷òî âñÿêîå

êîëåáàíèå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ãàðìîíèê.

Ñ ïîìîùüþ �îðìóë Ýéëåðà

cosnx =
einx + e−inx

2
, sinnx =

einx − e−inx

2i

�îðìàëüíî ïåðåéäåì ê äðóãîé çàïèñè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ

a0
2 + 1

2

∞∑
n=1

{
an
(
einx + e−inx

)
+ bn

i

(
einx − e−inx

)}
=
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=
∞∑

n=−∞
cne

inx =
∞∑

n=−∞
cnz

n
,

ãäå z = eix , òàê ÷òî |z| = 1 . �ÿä âèäà

∞∑
n=−∞

cnz
n =

∞∑
n=0

cnz
n +

∞∑
n=1

c−n

zn =
∞∑
n=0

cnz
n +

∞∑
n=1

c−nζn = I + II ,

�èñ. 16.1.

ãäå ζ = 1
z , íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðà-

íà. Åñëè ðÿä Ëîðàíà ñõîäèòñÿ, òî îí

ñõîäèòñÿ â êîëüöå (ñì. ðèñ. 16.1): ðÿä

I ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà K1 ñ áîëü-

øèì ðàäèóñîì, ðÿä II � âíå êðóãà

K2 ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì. Òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèé ðÿä åñòü ðÿä Ëîðàíà íà

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1 . Åñ-
ëè åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñîäåðæèò-

ñÿ â îáëàñòè ñõîäèìîñòè è ïåðâîãî I

è âòîðîãî II ðÿäîâ, òî òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ.

�àññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=0

cnz
n
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, z = eix ,

cn = an + ibn . Òîãäà
∞∑
n=0

cne
inx =

∞∑
n=0

(an + ibn) e
inx

. Äåéñòâè-

òåëüíàÿ ÷àñòü ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

ðàâíà

ReS =
∞∑
n=0

an cosnx− bn sinnx .

Ìû ïîëó÷èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Òàêèì îáðàçîì, òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèé ðÿä �îðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíóþ

÷àñòü ñòåïåííîãî ðÿäà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôó-

ðüå �óíêöèè f(x) ,

f(x) ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

åñëè êîý��èöèåíòû ýòîãî ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì Ôóðüå

an = 1
π

π́

−π
f(x) cosnxdx ( n = 0, 1, ... ),

bn = 1
π

π́

−π
f(x) sinnxdx ( n = 1, 2, ... ).
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Åñëè f(x) ∈ R [−π, π] , òî êîý��èöèåíòû an , bn ìîãóò áûòü âû-

÷èñëåíû. Êîý��èöèåíò

a0
2 äåëàåò �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ

Ôóðüå åäèíîîáðàçíûìè.

Òåîðåìà. Âñÿêèé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé ñóììû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê �óíêöèè

f(x) íà (−∞,∞) . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ
íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü k � íåêîòîðûé íîìåð. Óìíîæåíèå

ðÿäà

f(x) = a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

íà cos kx íå íàðóøàåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïðè ýòîì

ïîëó÷èì ðÿä

cos kx

{
a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

}
= cos kx · f(x) ,

êîòîðûé ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà îòðåçêå [−π, π] :
a0
2 cos kx+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) cos kx = cos kx · f(x) ,

π́

−π
f(x) cos kx dx = a0

2

π́

−π
coskx dx+

+
∞∑
n=1

(
an

π́

−π
cosnx cos kx dx+ bn

π́

−π
sinnx cos kx dx

)
.

Âñå èíòåãðàëû ñïðàâà, êðîìå èíòåãðàëà

π́

−π
cos2 kx dx , ðàâíû íó-

ëþ, òàê êàê

π́

−π
cosnx cos kx dx =

{
0 (n 6= k)
π (n = k)

. Ñëåäîâàòåëüíî,

π́

−π
f(x) cos kx dx = πak ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

an = 1
π

π́

−π
f(x) cosnxdx ( n = 0, 1, ... ).

Àíàëîãè÷íî

bn = 1
π

π́

−π
f(x) sinnxdx ( n = 1, 2, ... ). ◮
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Ñèñòåìà �óíêöèé

1

2
, cosx , sinx , cos 2x, sin 2x , . . .

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé, à ðàâåíñòâà

π́

−π
cosnx cos kx dx =

{
0 (n 6= k)
π (n = k)

,

π́

−π
sinnx cos kx dx = 0 ,

π́

−π
sinnx sin kx dx =

{
0 (n 6= k)
π (n = k)

âûðàæàþò ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-

ìû �óíêöèé.

� 72. �ÿäû Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì

ñèñòåìàì. Êâàäðàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ïóñòü �óíêöèè ϕ è ψ èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b] . Ââåäåì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé ϕ , ψ �îðìóëîé

b́

a

ϕ(x)ψ(x) dx = (ϕ, ψ) .

Åñëè (ϕ, ψ) = 0 , òî �óíêöèè ϕ , ψ íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè

(îáîçíà÷àþò ϕ⊥ψ ). Ìîæíî ââåñòè íîðìó ‖ϕ‖ =
√
(ϕ, ϕ) . Ïðî-

ñòðàíñòâî �óíêöèé ñ ìåòðèêîé ρ (ϕ1, ϕ2) = ‖ϕ1 − ϕ2‖ îáîçíà÷èì

R2[−π, π] (ìåòðè÷åñêèå è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà íàìè óæå ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â § 47 ñ. 212 - 216). Ýòî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé,

èíòåãðèðóåìûõ ïî �èìàíó ñ êâàäðàòîì, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òàê

êàê íå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â íåì ñõîäèòñÿ. (Ïðî-

ñòðàíñòâî �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ñ ïîìîùüþ áî-

ëåå îáùåãî èíòåãðàëà � èíòåãðàëà Ëåáåãà � ïîëíîå).

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ϕ0(x) , ϕ1(x) , . . . èíòåãðèðóåìûõ íà

îòðåçêå [a, b] �óíêöèé. Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-

íîé, åñëè

(ϕi, ϕj) =
b́

a

ϕi(x)ϕj(x) dx = 0 ïðè i 6= j .

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé

�óíêöèé íà ïåðèîäå èëè íà [−π, π] .
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�ÿä âèäà

∞∑
n=0

cnϕn(x) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðÿäîì, åñëè

{ϕn(x)} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä åñòü

÷àñòíûé ñëó÷àé îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Äîïóñòèì, ÷òî (ϕi, ϕi) = λi > 0 äëÿ âñÿêîãî i . Çíà÷èò,
b́

a

ϕ2
i (x) dx 6= 0 , ò. å. ñðåäè ϕi íåò �óíêöèé, êîòîðûå îáðàùàëèñü

áû â íóëü âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà íóëåâîé äëèíû (�óíêöèé, ýê-

âèâàëåíòíûõ íóëþ). Âñÿêîå êîíå÷íîå ÷èñëî �óíêöèé òàêîé îðòî-

ãîíàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Åñëè äëÿ âñÿêîé �óíêöèè èç îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû èìååì

(ϕi, ϕi) = 1 ( i = 0, 1, ... ), òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðî-

âàííîé. Ñèñòåìà

1√
2π

,
1√
π
cosx ,

1√
π
sinx ,

1√
π
cos 2x ,

1√
π
sin 2x , . . .

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé íà îòðåçêå [−π, π] è âî-

îáùå íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2π . Íà òàêóþ ñèñòåìó ïåðåíîñÿò-

ñÿ ñâîéñòâà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Íàïðèìåð, åñëè e1, e2, ..., en � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

è ýëåìåíò x =
n∑
k=1

xkek , òî ‖x‖ =

√
n∑
k=1

x2k . Íà ïëîñêîñòè ýòî

òåîðåìà Ïè�àãîðà. Åñëè {ϕn(x)} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà,

f(x) =
∞∑
n=0

cnϕn(x) è ‖f‖2 =
∞∑
n=0

c2n , òî ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå

òåîðåìû Ïè�àãîðà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Áûâàþò îðòî-

íîðìèðîâàííûå ñèñòåìû, ãäå ýòî ðàâåíñòâî íåâåðíî, íî äëÿ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ýòî âåðíîå ðàâåíñòâî.

Ïóñòü Φ = {ϕi(x)} ⊂ R [a, b] � îðòîíîðìèðîâàííàÿ íà [a, b]
ñèñòåìà �óíêöèé, i = 0, 1, ... , ò. å. (ϕi, ϕj) = 0 , i 6= j , (ϕi, ϕi) = 1
i = 0, 1, ... . Âñÿêîé �óíêöèè f ∈ R [a, b] ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå åå ðÿä Ôóðüå

f(x) ∼
∞∑
n=0

cnϕn(x) ,

ãäå cn =
b́

a

f(x)ϕn(x) dx = (f, ϕn) � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíê-

öèè f(x) ïî ñèñòåìå Φ = {ϕi(x)} . Ïîëèíîì sn =
n∑
k=0

(f, ϕk)ϕk(x)

ïî ñèñòåìå Φ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå.
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Ïðè k ≤ n èìååì

(f − sn, ϕk) = (f, ϕk)− (sn, ϕk) = (f, ϕk)− (f, ϕk) = 0 ,

òàê êàê (sn, ϕk) = (f, ϕk) . Ñëåäîâàòåëüíî, (f − sn, sn) = 0 . Îáî-
çíà÷èì ϕ = f − sn , ψ = sn . Òîãäà (ϕ, ψ) = 0 è

‖ϕ+ ψ‖2 = (ϕ+ ψ, ϕ+ ψ) = (ϕ, ϕ) + (ψ, ψ) = ‖ϕ‖2 + ‖ψ‖2 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî Áåññåëÿ

‖f‖2 = ‖sn‖2 + ‖f − sn‖2 .

Òàê êàê ‖f − sn‖2 ≥ 0 , òî ‖sn‖2 ≤ ‖f‖2 , à òàê êàê

‖sn‖2 = (sn, sn) =
n∑
k=0

c2k ,

òî

n∑
k=0

c2k ≤ ‖f‖2 ( ∀n ∈ N ). Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðå-

äåëó ïðè n → ∞ , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑
k=0

c2k ≤ ‖f‖2 .
Çíà÷èò, ðÿä èç êâàäðàòîâ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé

�óíêöèè

∞∑
k=0

c2k âñåãäà ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè åå êîý��èöè-

åíòû Ôóðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè n→ ∞ .

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-

ñòåìû:

a20
2 +

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
≤ 1

π

π́

−π
f2(x) dx .

Êàê ìû âèäåëè, êîý��èöèåíòû Ôóðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-

ñòåìå ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè n → ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, è êîý��è-

öèåíòû Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå an, bn → 0 ïðè

n→ ∞ . Íàïðèìåð,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

π́

−π
f(x) cosnxdx = 0 ,

÷òî íåòðèâèàëüíî, òàê êàê âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ

ïðåäåëà èíòåãðàëà è êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå èìååò

ïðåäåëà ïðè n→ ∞ (è òåì áîëåå, íå èìååò ðàâíîìåðíîãî ïðåäå-

ëà).
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3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 22

(27.11.68)

Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) .
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ íîðìû ‖x‖ =

√
(x, x)

ýëåìåíòà x , îðòîãîíàëüíîñòè: x⊥y åñëè (x, y) = 0 , è äðóãèå.

Åñëè {ei} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ei ∈ H , ò. å.

(ei, ej) = 0 ( i 6= j ), ‖ei‖ = 1 ( ∀ i ∈ N ), òî êàæäîìó ýëåìåíòó

x ∈ H ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðÿä Ôóðüå

x ∼∑
i

ciei ,

ãäå ci = (x, ei) � êîý��èöèåíòû Ôóðüå. Òàê æå, êàê â �óíêöèî-

íàëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ H
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî Áåññåëÿ ‖x‖2 = ‖x− sn‖2 + ‖sn‖2 . Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖sn‖2 ≤ ‖x‖2 , è òàê êàê ‖sn‖2 =

n∑
k=0

c2k , òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑
k=1

c2k ≤ ‖x‖2 .
Ââåäåì ìåòðèêó ρ(x, y) = ‖x− y‖ . Îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿþò ïîëíûå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà, ò. å. òàêèå,

â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ. Åñëè H íåïîë-

íî, (ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì), òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ýëåìåíò

∑
i

ciei /∈ H , õîòÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà sn =
n∑
i=1

ciei ∈ H . (Ïîë-

íûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëèñü â ï.49.1.)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-

åì ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, ïîðîæäåííîé ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì, òî îíî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Íàïðèìåð, âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî �

ãèëüáåðòîâî.

1)

Òåîðåìà. Åñëè H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîé ðÿä

Ôóðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ei} (êîíå÷íîé èëè áåñ-

êîíå÷íîé) ñõîäèòñÿ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè x ∼
∑
i

ciei � ðÿä Ôóðüå, òî íàéäåòñÿ

x0 ∈ H òàêîé, ÷òî ‖sn − x0‖ → 0 ( n→ ∞ ), ò. å. x0 =
∑
i

ciei .

1)
×àñòî (ñì., íàïðèìåð, [7℄) ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïîëíîå

áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. (�åä.)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñèñòåìà {ei} êîíå÷íà, òî ðÿä Ôóðüå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî êîíå÷íóþ ñóììó. Ïóñòü ñèñòåìà {ei}
áåñêîíå÷íà, x ∈ H è

∑
i

ciei � ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà x . Â ñèëó

ïîëíîòû H äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}
÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî ‖sm − sn‖2 =
m∑

i=n+1

c2i ïðè m > n . Ïî íåðà-

âåíñòâó Áåññåëÿ ðÿä

∑
i

c2i ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ïî êðèòåðèþ Êîøè

äëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ∀ ε > 0 ∃ n0(ε) ∀m ≥ n ≥ n0(ε)
m∑

i=n+1

c2i < ε . Ñëåäîâàòåëüíî, {sn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ Êîøè, è ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà x ñõîäèòñÿ. ◮

Âûÿñíèì, êîãäà ðÿä Ôóðüå x ∼ ∑
i

ciei ñõîäèòñÿ ê x , ò. å.

êîãäà ‖sn − x‖ → 0 ( n → ∞ ). Èìååì ‖x− sn‖2 + ‖sn‖2 = ‖x‖2
ïî òîæäåñòâó Áåññåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖x− sn‖2 = ‖x‖2−‖sn‖2 =

= ‖x‖2 −
n∑
i=1

c2i , ò. å.

‖x‖2 =
∞∑
i=1

c2i ⇔ ‖x− sn‖2 → 0 (n→ ∞) .

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà x ê ñàìîìó ýëå-

ìåíòó x , ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ íåãî

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. �àâåíñòâî

‖x‖2 =
∞∑
i=1

c2i

íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

Çàìå÷àíèå. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èìååò

ìåñòî äëÿ îäíèõ ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è íå èìå-

åò ìåñòà äëÿ äðóãèõ.

2)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðÿä Ôóðüå x ∼
∑
i

ciei ñõîäèòñÿ ê x

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñå-

âàëÿ (áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ïè�àãîðà).

Îïðåäåëåíèå. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ei} â ïðîñòðàí-

ñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñ-

ëè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x èç

2)
Íàïðèìåð, åñëè â ïðîñòðàíñòâå R2 [−π, π] âçÿòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñè-

ñòåìó êîñèíóñîâ, òî äëÿ ÷åòíûõ �óíêöèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ,

à äëÿ äðóãèõ � íåò. (�åä.)
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ïðîñòðàíñòâà H .

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) � ÷èñëîâàÿ �óíê-

öèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ, íåïðåðûâíàÿ ïî èõ ñîâîêóïíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

|(a, b)| ≤ ‖a‖ ‖b‖ , ïîëó÷èì

|(x, y)− (x′, y′)| ≤ |(x, y)− (x, y′)|+ |(x, y′)− (x′, y′)| =
= |(x, y − y′)|+ |(x− x′, y′)| ≤ ‖x‖ ‖y − y′‖+ ‖x− x′‖ ‖y′‖ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè äâóõ àðãóìåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) íåïðåðûâíî ïî x è íåïðåðûâíî ïî y). ◮

Êðèòåðèé çàìêíóòîñòè ñèñòåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ei} â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùå-

ñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà f ∈ H òàêîãî, ÷òî (f, ei) = 0
( i = 1, 2, ... ).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà {ei} çàìêíóòà â H òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñÿêèé ýëåìåíò f òàêîé, ÷òî (f, ei) = 0 ( i = 1, 2, ... )
� íóëåâîé, ò. å. f = θ , ãäå θ � íóëåâîé ýëåìåíò H .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò f , f 6= θ , äëÿ êîòîðîãî

ci(f) = (f, ei) = 0 äëÿ âñåõ íîìåðîâ i . Òàêèì îáðàçîì,

∞∑
i=1

c2i = 0 .

Íî f 6= θ , çíà÷èò, ‖f‖2 > 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-
ëÿ íå âûïîëíÿåòñÿ, è çíà÷èò, ñèñòåìà {ei} íåçàìêíóòà. (Çàìåòèì,

÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè ìû íå ïîëüçóåìñÿ ïîëíî-

òîé ïðîñòðàíñòâà H ).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà íå çàìêíóòà, ò. å. ñóùå-

ñòâóåò f , ‖f‖2 >
∞∑
i=1

c2i . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà f ñõîäèòñÿ â H ê íåêîòîðîìó ýëåìåí-

òó f0 =
∞∑
i=1

ciei , ‖f0‖2 =
∞∑
i=1

c2i < ‖f‖2 . �àññìîòðèì ýëåìåíò

x0 = f − f0 , ‖x0‖ 6= 0 . Ïîêàæåì, ÷òî (x0, ei) = 0 ( i = 1, 2, ... ).

Òåïåðü, òàê êàê sn
H−→ f0 =

∞∑
i=1

ciei è (sn, ei) = ci , òî â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê

ïðåäåëó ïðè n→ ∞ . Òîãäà (f0, ei) = ci , è çíà÷èò,
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(x0, ei) = (f, ei)− (f0, ei) = ci − (f0, ei) = 0 ( i = 1, 2, ... ).

Òàê êàê ‖x0‖ 6= 0 , ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàìêíóòîñòè ñèñòå-

ìû {ei} . ◮

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå. Ïóñòü H � ïðî-

ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è {ei} � çàìêíóòàÿ îð-

òîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H . Ïóñòü x ∼∑
i

ciei , y ∼∑
i

diei .

Òîãäà, åñëè x 6= y , òî èõ ðÿäû Ôóðüå îòëè÷íû äðóã îò äðóãà,

ò. å. ci 6= di äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà i .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè áû

(x− y, ei) = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìêíóòîñòè ñèñòåìû {ei} . ◮

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ïî çàìêíóòîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò �óíêöèþ.

�àññìîòðèì òåïåðü ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïóñòü {ei} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðî-

ñòðàíñòâåH ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, x∼∑
i

ciei , sn=
n∑
i=1

ciei ,

pn=
n∑
i=1

diei . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü óêëîíåíèå ïîëèíîìîâ pn îò

ýëåìåíòà x . Ýòî óêëîíåíèå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êîý��èöèåíòîâ

di . Âåëè÷èíà

inf
pn

‖x− pn‖

íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà x ïîëèíîìàìè

âèäà pn =
n∑
i=1

diei ( n �èêñèðîâàíî).

Òåîðåìà (ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôó-

ðüå). Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

{ei} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, x ∼∑
i

ciei � ðÿä Ôóðüå ýëå-

ìåíòà x ïî ñèñòåìå {ei} , sn =
n∑
i=1

ciei , pn =
n∑
i=1

diei . Òîãäà

inf
pn

‖x− pn‖ = ‖x− sn‖ .

Ïðè ýòîì ‖x− sn‖ = ‖x− pn‖ ⇔ pn = sn .
Òàêèì îáðàçîì, íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ýëåìåíòà x ýëåìåí-

òàìè âèäà pn =
n∑
i=1

diei äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

pn = sn , ò. å. êîãäà di = ci ( i = 1, ..., n ).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû.

‖x− pn‖2 = (x− pn, x− pn) =

=(x−sn+(sn−pn) , x−sn+(sn−pn))=‖x−sn‖2+‖sn−pn‖2 ,
òàê êàê ýëåìåíò x−sn îðòîãîíàëåí ëþáîìó ïîëèíîìó ïî ñèñòåìå

{e1, ..., en} ââèäó òîãî, ÷òî (x, ei) = (sn, ei) äëÿ i = 1, ..., n . Çíà-
÷èò, äëÿ ëþáîãî pn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖x−pn‖≥‖x−sn‖ ,
êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖sn − pn‖ = 0 , ò. å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pn = sn . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì, {ei} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ â H è

∀x ∈ H ∃pn ( n = 1, 2, ... ) ‖x− pn‖ → 0 ( n → ∞ ). Òîãäà {ei}
çàìêíóòà.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå: ∀x ∈ H ‖x− sn‖ → 0 ( n → ∞ ) ýêâè-

âàëåíòíî çàìêíóòîñòè ñèñòåìû {ei} . Íî â ñèëó òåîðåìû
0 ≤ ‖x− sn‖ ≤ ‖x− pn‖ → 0 (n→ ∞) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {ei} çàìêíóòà. ◮

� 73. Ïðèëîæåíèå ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ñèñòåìå

73.1. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå

ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

Ïóñòü íà îòðåçêå [−π, π] çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Íàïè-
øåì äëÿ íåå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

f(x) ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

{sn(x)} ýòîãî ðÿäà, ò. å. ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

sn(x) =
a0
2 +

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

ïðè n → ∞ . Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ (α, β) ⊂ [−π, π] . Èçìåíèì
�óíêöèþ f(x) âíå èíòåðâàëà (α, β) (ðèñ. 16.2), ò. å. ðàññìîò-

ðèì �óíêöèþ f̃(x) òàêóþ, ÷òî f̃(x) = f(x) ïðè x ∈ (α, β) è

f̃(x) ∈ R [−π, π] .

420



�èñ. 16.2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòè÷-

íûå ñóììû sn(x0, f) è sn(x0, f̃)
ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ �óíêöèé f(x)
è f̃(x) â òî÷êå x0 âåäóò ñåáÿ

îäèíàêîâî, à èìåííî

sn(x0,f)−sn(x0, f̃)→0 (n→∞) .

Ýòî óòâåðæäåíèå âûðàæàåò

ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ðÿäîâ

Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Íî íå äëÿ âñÿêîé ïîëíîé

ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîò ïðèíöèï èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè). Ïóñòü f(x) ∈ R [−π, π] ,
(α, β) ⊂ [−π, π] , f(x) = 0 ( x ∈ (α, β) ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

x0 ∈ (α, β) sn(x0, f) → 0 ( n→ ∞ ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ak = 1
π

π́

−π
f(t) cos kt dt

( k = 0, 1, ... ), bk = 1
π

π́

−π
f(t) sin kt dt ( k = 1, 2, ... ), òî

sn(x) =
1
π

π́

−π
f(t)

{
1
2 +

n∑
k=1

cos kt cos kx+ sin kt sinkx

}
dt =

= 1
π

π́

−π
f(t)

{
1
2 +

n∑
k=1

cos k(t− x)

}
dt .

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 23

(29.11.68)

Èññëåäóåì ðÿä Ôóðüå â òî÷êå.

3)
Îáîçíà÷èì u = t− x . Òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

1
2 +

n∑
k=1

cos ku = Dn(u) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì

Äèðèõëå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (ðèñ. 16.3). Òîãäà ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû

sn(x) =
1
π

π́

−π
f(t)Dn(t− x) dt .

Ïîëèíîì Dn(u) èìååò ïåðèîä ω = 2π è íåïðåðûâåí íà âñåé

ïðÿìîé. Óìíîæèì Dn(u) íà 2 sin u
2 . Ïîëó÷èì

Dn(u) 2 sin
u
2 = sin

(
n+ 1

2

)
u ,

3)
Ïî âûðàæåíèþ Ñ.Á.Ñ. ýòî "òîëñòûé âîïðîñ". (�åä.)
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Dn(u) = 1
2 +

n∑
k=1

cos ku =
sin

(
n+ 1

2

)
u

2 sin u

2

.

Íåäîñòàòîê ïîñëåäíåé �îðìóëû â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå îïðå-

äåëåíà äëÿ òî÷åê uk = 2πk . Äîîïðåäåëèì â ýòèõ òî÷êàõ ïðàâóþ

÷àñòü êàê ïðåäåë (ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü èìååò

ïðåäåë). Äëÿ u = 0 èìååì Dn(0) = n+ 1
2 .

�èñ. 16.3.

�àññìîòðèì òåïåðü Dn(u)
äëÿ |u| ≤ π . Äëÿ u 6= 0
òàêèõ, ÷òî

(
n+ 1

2

)
u = kπ ,

èìååì Dn(u) = 0 . Òàê êàê

|Dn(u)| ≤ 1

2
∣∣∣sin u

2

∣∣∣
, òî çà èñêëþ-

÷åíèåì ëþáîé íàïåðåä çàäàí-

íîé îêðåñòíîñòè òî÷êè íóëü,

�óíêöèÿ Dn(u) îãðàíè÷åíà è,

ñ òî÷íîñòüþ äî îãðàíè÷åííîãî

ìíîæèòåëÿ

1

2 sin u

2

, âåäåò ñåáÿ

êàê sin
(
n+ 1

2

)
u .

Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà

íà îòðåçêå [−π, π] . �àññìîòðèì åå íà (−π, π] è ïðîäîë-

æèì íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ êàê ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ:

f(x+ 2kπ) = f(x) . Òîãäà

sn(x) =
1
π

π́

−π
f(t)Dn(t− x) dt = 1

π

π−x
´

−π−x
f(x+ u)Dn(u) du .

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π,
òî áåçðàçëè÷íî, ïî êàêîìó îòðåçêó äëèíû 2π åå èíòåãðèðîâàòü.

Çíà÷èò,

sn(x) =
1
π

π́

−π
f(x+ u)Dn(u) du .

Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Äèðèõëå.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî x0 ∈ (α, β)

sn(x0) =
1
π

π́

−π
f(x0+u)

sin
(
n+ 1

2

)
u

2 sin u
2

du = 1
π

π́

−π

f(x0+u)

2 sin u

2

sin
(
n+ 1

2

)
u du .

Òàê êàê sin
(
n+ 1

2

)
u = sinnu cos u2 + cosnu sin u

2 , òî

sn(x0) =
1
π

π́

−π

f(x0+u)

2tg u

2

sinnu du+ 1
2π

π́

−π
f(x0 + u) cosnu du .
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Èíòåãðàë

1
π

π́

−π
f(x0+u) cosnu du åñòü êîý��èöèåíò Ôóðüå �óíê-

öèè f(x0 + u) è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ (ïî òåî-

ðåìå î ñòðåìëåíèè ê íóëþ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå � ñëåäñòâèþ

íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ).

�àññìîòðèì

1
π

π́

−π

f(x0+u)

2tg u

2

sinnu du è �óíêöèþ ϕ(u) = f(x0+u)

2tg u

2

.

Òàê êàê x0 ∈ (α, β) , à f(x) = 0 ïðè x ∈ (α, β) , òî ∃δ > 0 ∀u ,
|u| < δ , f(x0 + u) = 0 è, çíà÷èò, ϕ(u) = 0 . Äëÿ îñòàëüíûõ u,

|u| > δ , ϕ(u) åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé

f(x0 + u) è

1

2tg u

2

. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(u) ∈ R [−π, π] . Çíà÷èò, è
ïåðâûé èíòåãðàë åñòü êîý��èöèåíò Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé �óíê-

öèè è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x0∈(α, β) sn(x0)→0 ( n→∞ ). ◮

Ñëåäñòâèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî Dn(−u) = Dn(u) , èç
èíòåãðàëà Äèðèõëå äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïîëó÷èì �îðìóëó

sn(x) =
1
π

π́

−π
f(x+ u)Dn(u) du = 1

π

{
0́

−π
+

π́

0

}
=

= 1
π

π́

0

{f(x+ u) + f(x− u)}Dn(u) du .

Çàìå÷àíèÿ. 1. �àâíîìåðíîñòè ñõîäèìîñòè ê íóëþ sn(x0) íà âñåì
èíòåðâàëå (α, β) íåò, íî sn(x0) ⇒ 0 ( n → ∞ ) ðàâíîìåðíî íà

êàæäîì îòðåçêå èç (α, β) .

2. Òàê êàê Dn(u) = 1
2 +

n∑
k=1

cos ku , òî 1
π

π́

−π
Dn(t)dt = 1 .

3. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî

1
π

π́

−π
|Dn(t)| dt → ∞

( n→∞ ). Â ñèëó ýòîãî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå �óíêöèè, ðÿäû

Ôóðüå êîòîðûõ ðàñõîäÿòñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ (íå äîêàçûâàåì).

4. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè ðÿä Ôóðüå ñõî-

äèòñÿ äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê.

4)

4)
Çäåñü, âåðîÿòíî, èìååòñÿ â âèäó òåîðåìà Êàðëåñîíà [6℄, äî ýòîãî ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà Ôóðüå íåïðåðûâíîé �óíêöèè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå áûëà íåèç-

âåñòíà (ñì. òàêæå [12℄, ãäå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàðëåñîíà

ìåòîäîì Ôå�åðìàíà). (�åä.)
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73.2. Ñóììû Ôåéåðà

Íåëüçÿ ëè "èñïðàâèòü" ÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ê �óíêöèè? Ôåéåð ðàññìîò-

ðåë ñðåäíèå àðè�ìåòè÷åñêèå ñóìì Ôóðüå. Òàêèå ñóììû

σn(x) =
1

n+1

n∑
k=0

sk(x) ,

ãäå sk(x) � ñóììû Ôóðüå, íàçûâàþòñÿ ñóììàìè Ôåéåðà.

Äàëåå (ñì. ï. 73.3 ñ. 428) áóäåò äîêàçàíà

Òåîðåìà Ôåéåðà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì ω = 2π
îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è f(x) ∈ R [−π, π] .
1) Ïóñòü x0 � òî÷êà, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò ïðåäåëû f(x0+0)
è f(x0 − 0) . Òîãäà

σn(x0) → 1
2 {f(x0 + 0) + f(x0 − 0)} ( n→ ∞ ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x) ∈ C(x0) , òî σn(x0) → f(x0) ( n→ ∞ ).

2) Åñëè f(x) ∈ C(α, β) è [a, b] ⊂ (α, β) , òî

σn(x) ⇒ f(x) ( n→ ∞ ) íà [a, b] .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì ω = 2π �óíêöèÿ

f(x) ∈ C (−∞,∞) , òî σn(x) ⇒ f(x) ( n→ ∞ ) íà (−∞,∞) .
Òåîðåìà ñîäåðæèò â ñåáå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà äëÿ ïåðèî-

äè÷åñêèõ �óíêöèé (âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ �óíê-

öèþ ìîæíî ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ëþ-

áîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå C [−π, π] ).
×òîáû ïðèâåñòè äðóãèå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû, íàì ïîíàäî-

áÿòñÿ íåêîòîðûå �îðìóëû è ðåçóëüòàòû.

Ïóñòü äàí ðÿä

∞∑
n=0

un è sn =
n∑
k=0

uk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà. Òîãäà

σn = 1
n+1

n∑
k=0

sk = u0 +
(
1− 1

n+1

)
u1 + ...+ 1

n+1un =

=
n∑
k=0

(
1− k

n+1

)
uk =

n∑
k=0

uk − 1
n+1

n∑
k=1

kuk .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî sn−σn = 1
n+1

n∑
k=1

kuk . Äîêàæåì, ÷òî åñëè

sn → s ( n→ ∞ ), òî σn → s ( n→ ∞ ).

Òåîðåìà Êðîíåêåðà. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=0

un ñõîäèòñÿ, òî

n∑
k=1

kuk=o(n) ( n→ ∞ ).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì rn =
∞∑
k=n

uk � îñòàòêè ðÿäà,

òîãäà un = rn − rn+1 . Òàê êàê ðÿä

∞∑
n=0

un ñõîäèòñÿ, òî rn → 0

( n→ ∞ ). Òîãäà

n∑
k=1

kuk=
n∑
k=1

k (rk − rk+1)=
n∑
k=1

krk −
n+1∑
k=2

(k − 1)rk=

=
n∑
k=1

rk − nrn+1=o(n) (n→ ∞) . ◮

Èç �îðìóëû äëÿ ðàçíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå è Ôåéåðà è

èç òåîðåìû Êðîíåêåðà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé

�óíêöèè ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî è ÷àñòè÷íûå ñóììû

Ôåéåðà ñõîäÿòñÿ â ýòîé òî÷êå è ê òîìó æå ïðåäåëó.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ôåéåðà. Ïóñòü äëÿ �óíêöèè f(x) ñó-
ùåñòâóþò ïðåäåëû f(x0 + 0) è f(x0 − 0) . Òîãäà,

åñëè sn(x0) ñõîäèòñÿ, òî

sn(x0) → 1
2 {f(x0 + 0) + f(x0 − 0)} ( n→ ∞ ).

Â ÷àñòíîñòè ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè x0 �òî÷êà ðàçðûâà

ïåðâîãî ðîäà.

Åñëè f(x) ∈ C(x0) è sn(x0) ñõîäèòñÿ, òî

sn(x0) → f(x0) ( n→ ∞ ).

73.3. ßäðî Ôåéåðà

Ïîëó÷èì äëÿ ñóììû Ôåéåðà âûðàæåíèå â âèäå èíòåãðàëà

Ôåéåðà.

σn(x)=
1
n+1

n∑
k=0

sk(x)=
1

(n+1)π

n∑
k=0

π́

0

{f(x+u)+f(x−u)}Dk(u)du=

= 1
(n+1)π

π́

0

{f(x+ u) + f(x− u)}
n∑
k=0

Dk(u) du ;

n∑
k=0

Dk(u) =
n∑
k=0

sin (k+ 1
2 )u

2 sin u

2

= 1
2

(
sin

(
n+1

2

)
u

sin u

2

)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

σn(x) =
1

n+1

n∑
k=0

sk(x) =
1
π

π́

0

{f(x+ u) + f(x− u)}Kn(u) du ,
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ãäå

Kn(u) =
1

2(n+1)

(
sin n+1

2
u

sin u

2

)2

�èñ. 16.4.

� ÿäðî Ôåéåðà (ðèñ. 16.4). Îòìå-

òèì, ÷òî Kn(u) ≥ 0 . Åñëè �óíê-
öèÿ f ≡ 1 , òî

1
π

π́

−π
Kn(u)du = 1

(ýòî ñëåäóåò òàêæå è èç òîãî,

÷òî èíòåãðàë îò ïåðèîäè÷åñêî-

ãî ìíîãî÷ëåíà ïî ïåðèîäó ðàâåí

èíòåãðàëó îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà).

Òàê êàê |Kn(u)| ≤ 1

2(n+1) sin2 u

2

, òî Kn(u) → 0 ( n → ∞ ), u 6= 0 ,

ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå èç [−π, π] , íå ñîäåðæàùåì 0.

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 24

(04.12.68)

ßäðî Ôåéåðà åñòü ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ÿäåð Äèðèõëå:

Kn(t) =
1

n+1

n∑
k=0

Dk(t) =
1

2(n+1)

(
sin n+1

2
t

sin t

2

)2

.

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà ïðè t 6= 2πk .
Åñëè ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü â òî÷êàõ t = 2πk , òî ñîîò-

âåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ çà çíà÷åíèå �óíêöèè Kn(t) :
Kn(2πk) =

n+1
2 .

�àññìîòðèì, â êàêèõ òî÷êàõ ÿäðî Ôåéåðà Kn(t) îáðàùàåòñÿ â
íóëü íà ïðîìåæóòêå |t| ≤ π . Ýòî òî÷êè ti =

2πi
n+1 , i 6= 0 , |ti| ≤ π .

Â íóëÿõ ÿäðà Ôåéåðà äâîéíîé íóëü

5)
.

Ïåðå÷èñëèì îòìå÷åííûå

Ñâîéñòâà ÿäðà Ôåéåðà.

1) Íåîòðèöàòåëüíîñòü: Kn(t) ≥ 0 .

2)

1
π

π́

−π
Kn(t) dt = 1 .

5)
Ýòî ñëåäóåò èç äè��åðåíöèðóåìîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè �óíêöèè

Kn(t) . (�åä.)
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Èç 1) è 2) ñëåäóåò, ÷òî

1
π

π́

−π
|Kn(t)| dt = 1 . ßäðî Äèðèõëå

òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

3) Kn(u) ≤ 1

2(n+1) sin2 u

2

, δ ≤ |t| ≤ π . Ó ÿäðà Äèðèõëå âíå ìàëåíü-

êîãî îòðåçêà [−δ, δ] ðàçìàõè âîëí îãðàíè÷åíû, à ó ÿäðà Ôåéåðà

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Èç ñâîéñòâà 3) ñëåäóåò, ÷òî

1
π

´

δ≤|t|≤π
Kn(t) dt ≤ 1

2(n+1) sin2 δ

2

2π
π = 1

(n+1) sin2 δ

2

,

1 ≥ 1
π

δ́

−δ
Kn(t) dt ≥ 1− 1

(n+1) sin2 δ

2

,

1
π

δ́

−δ
Kn(t) dt→ 1 (n→ ∞) .

Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè âñÿ ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïîä

ãðà�èêîì �óíêöèè Kn(t) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì íîìåðå n
ñîñðåäîòî÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 è ðàâíà åäèíèöå. Îòñþäà

âûòåêàåò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôåéåðà. Ïóñòü f(x) �

íåïðåðûâíàÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ; çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå

x , òîãäà ñâåðòêà �óíêöèè ñ ÿäðîì Ôåéåðà

σn(x) =
1
π

π́

−π
f(x+ t)Kn(t) dt ≈ 1

π

δ́

−δ
f(x+ t)Kn(t)dt ≈

≈ 1
π f(x)

δ́

−δ
Kn(t)dt ≈ f(x) ,

òàê êàê çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x+t) ìàëî ìåíÿþòñÿ ïðè t ∈ [−δ, δ] .
Òàê æå ïîëó÷àåòñÿ è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î

ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Âåéåðøòðàññà è Ôåéåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì

ñâåðòêó �óíêöèè ñ íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì ÿäðîì Φn(t) , êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì, è â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì òîæå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì:

π́

−π
f(x+ t)Φn(t) dt =

π́

−π
f(t)Φn(x− t) dt = Pn(x) .

Åñëè ÿäðî ëîêàëèçîâàíî â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîäîáíî ÿäðó Ôåé-

åðà, òî çíà÷åíèå ñâåðòêè, ò.å. çíà÷åíèå ïîëèíîìà, áóäåò áëèçêî ê

427



�èñ. 16.5.

çíà÷åíèþ �óíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè

ïîìîùè ñâåðòêè �óíêöèè ñ ÿäðîì ãîäèò-

ñÿ è äëÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ïðè-

áëèæåíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè àëãåá-

ðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè (ó íàñ áûëî

äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, ñì. ï. 65.2 ñ. 379).

Â ýòîì ñëó÷àå ÿäðî íàäî áðàòü â âèäå àë-

ãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è òîãäà ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñâåðòêà áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Òåîðåìà Ôåéåðà. 1) Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ∈ R [−π, π] è èìå-

åò ïåðèîä ω = 2π . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå x0
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû �óíêöèè f(x0+0) è f(x0−0) . Îáîçíà÷èì

s = s(x0) =
1
2 {f(x0 + 0) + f(x0 − 0)} .

Òîãäà σn(x0)→s(x0) ( n→ ∞ ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x)∈C(x0),
òî σn(x0) → f(x0) ( n→ ∞ ).

2) Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ∈ R [−π, π] , èìååò ïåðèîä ω = 2π ,
f(x) ∈ C(α, β) è [a, b] ⊂ (α, β) . Òîãäà σn(x) ⇒ f(x) ( n → ∞ )

íà [a, b] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè

σn(x0)− s(x0) =
1
π

π́

0

{f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s(x0)}Kn(t) dt .

1) �àññìîòðèì âûðàæåíèå

f(x0 + t)− f(x0 + 0) + f(x0 − t)− f(x0 − 0)

äëÿ çíà÷åíèé 0 ≤ t ≤ π . Çàäàäèì ε > 0 . Òàê êàê äëÿ �óíê-

öèè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû f(x0 + 0) è f(x0 − 0) (ðèñ. 16.5), òî

ìîæíî íàéòè δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t , 0 < t ≤ δ ,
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| < ε, |f(x0 − t)− f(x0 − 0)| < ε .

�àçîáüåì èíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ σn(x0)− s(x0) íà ÷àñòè

σn(x0)− s(x0) =
1
π

δ́

0

+ 1
π

π́

δ

= I
(n)
1 + I

(n)
2 .

Èìåþò ìåñòî îöåíêè∣∣∣I(n)1

∣∣∣ ≤ 1
π2 ε

δ́

0

Kn(t) dt <
2
πε

π́

0

Kn(t) dt = ε (∀n) ,
∣∣∣I(n)2

∣∣∣ ≤ 1
π4M

π́

δ

Kn(t) dt < ε (∀n ≥ n0(δ) = N0(ε)) ,
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ãäå M = sup |f(x)| <∞ , òàê êàê �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ïåðèîäå.

Ñëåäîâàòåëüíî

|σn(x0)− s(x0)| < 2 ε (∀n ≥ N0(ε)) ,

è σn(x0) → s(x0) ( n→ ∞ ).

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû ñïðàâåäëèâî â áîëåå îáùåì

ñëó÷àå. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t→+0

{f(x0 + t) + f(x0 − t)} .

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç 2s(x0) ýòîò ïðåäåë. Òî-

ãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî |f(x0 + t)+
+f(x0 − t)− 2s(x0)| < ε. Äàëåå, òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî

âûøå, äîêàçûâàåì, ÷òî σn(x0) → s(x0) ( n→ ∞ ).

Íàéäåì óñëîâèå, ýêâèâàëåíòíîå òîìó, ÷òî

lim
t→+0

{f(x0 + t) + f(x0 − t)} = 2s(x0) .

Îáîçíà÷èì f(x + t) = F (t) . Òîãäà F (t) = F
÷åò

(t) + F
íå÷

(t) ,

ãäå F
÷åò

(t) = F (t)+F (−t)
2 � ÷åòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ �óíêöèè F ,

à F
íå÷

(t) = F (t)−F (−t)
2 � íå÷åòíàÿ. Òîãäà F

íå÷

(t)+F
íå÷

(−t) = 0 è

f(x0 + t) + f(x0 − t) = F
÷åò

(t) + F
÷åò

(−t) = 2F
÷åò

(t) .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t→+0

{f(x0 + t) + f(x0 − t)} = 2s(x0)

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

F
÷åò

(t) → s(x0) ( t→ 0 ).
2) Âûáåðåì òî÷êè a1 è b1 òàê, ÷òîáû α < a1 < a < b < b1 < β .

Òîãäà [a1, b1] ⊂ (α, β) è f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a1, b1] .
Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0
∀x, x′ ∈ [a1, b1] , |x− x′| < δ , |f(x)− f(x′)| < ε . Êðîìå ýòèõ

óñëîâèé ïîä÷èíèì δ óñëîâèÿì δ ≤ a − a1 , δ ≤ b1 − b . Òîãäà
∀x ∈ [a, b] ∀x′ , |x− x′| < δ , |f(x)− f(x′)| < ε .

Îöåíèì ðàçíîñòü

σn(x)− s(x) = 1
π

π́

0

{f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)}Kn(t) dt .

Äëÿ ε > 0 , δ = δ(ε) > 0 è äëÿ x′ = x± t ïîëó÷èì

σn(x) − f(x) = 1
π

δ́

0

+ 1
π

π́

δ

= I
(n)
1 + I

(n)
2 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] èìååì
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∣∣∣I(n)1

∣∣∣ ≤ 2
π ε

δ́

0

Kn(t) dt < ε (∀n) ,
∣∣∣I(n)2

∣∣∣ ≤ 4
πM

π́

δ

Kn(t) dt < ε (∀n ≥ n0(δ) = N0(ε)) ,

ãäå M = sup |f(x)| . Òàêèì îáðàçîì, |σn(x)− f(x)| < 2 ε äëÿ âñåõ

n ≥ N0(ε) è x ∈ [a, b] , ò. å. ñóììû Ôåéåðà ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê

f(x) íà [a, b] . ◮

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü

ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíà òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (−3
2π,

3
2π) ,

òî σn(x) ⇒ f(x) ( n → ∞ ) íà [−π, π] è, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè,

σn(x) ⇒ f(x) ( n→ ∞ ) íà âñåé ïðÿìîé. ◮

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 25

(08.12.68)

Îáñóäèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå íåñêîëüêèõ �óíêöèé. Êàæäûé

÷ëåí ðÿäà Ôóðüå îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè èëè íå÷åò-

íîñòè, ÷òî è ñàìà �óíêöèÿ, ò. å. ÷åòíàÿ �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ

â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì, à íå÷åòíàÿ � ïî ñèíóñàì. Êàêàÿ �óíê-

öèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî íå÷åòíûì ãàðìîíèêàì?

�èñ. 16.6.

Ïðèìåðû. 1) �àññìîòðèì �óíêöèþ y = x ïðè |x| < π , y = 0
ïðè x = ±π (ðèñ. 16.6 à) è ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè ñ ïå-

ðèîäîì ω = 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ýòà �óíêöèÿ áóäåò

íå÷åòíàÿ è åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå áóäåò ðàçëîæåíèåì ïî

sinnx .
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2) Åñëè âîçüìåì y = x ïðè |x| < π
2 , y = 0 ïðè x = ±π

2 è ïðî-

äîëæèì íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ ïåðèîäîì ω = π , òî ïîëó÷èì
ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî sin 2nx .
3) �àçëîæèì �óíêöèþ y = x , |x| ≤ π

2 , â ðÿä Ôóðüå ïî sin(2n+1)x
(ðèñ. 16.6 á). Äëÿ ýòîãî ïðîäëèì �óíêöèþ y = x íà âñþ ÷èñ-

ëîâóþ ïðÿìóþ òàê, ÷òî îíà áóäåò íå÷åòíîé, à ãðà�èê �óíêöèè

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = π
2 (ðèñ. 16.6 â). Òîãäà

f(x) ∼
∞∑
k=0

a2k+1 sin(2k + 1)x .

Óïðàæíåíèå.Ïðîâåðèòü, ÷òî íå÷åòíàÿ 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíê-
öèÿ ñî ñâîéñòâîì f

(
x+ π

2

)
= f

(
π
2 − x

)
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå èìåííî ïî íå÷åòíûì ãàðìîíèêàì sin(2n+ 1)x .
4) Ôóíêöèÿ y = x2 , 0 ≤ x < π ,

�èñ. 16.7.

f(π) = 0 , ïðîäîëæåííàÿ íà âñþ

÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íå÷åòíûì îáðà-

çîì ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 2π
(ðèñ. 16.7), áóäåò èìåòü ðàçëîæå-

íèå â ðÿä Ôóðüå ïî sinnx . Ýòîò
ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ íà îòðåçêå [−π, π] è íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè áû îí ñõî-

äèëñÿ ðàâíîìåðíî, òî îí ïðåäñòàâ-

ëÿë áû íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, à

íàøà �óíêöèÿ ðàçðûâíà.

73.4. �àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

Òåîðåìà (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ). Äëÿ âñÿêîé èíòåãðèðóåìîé

�óíêöèè f(x) ∈ R [−π, π] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

a20
2 +

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
= 1

π

π́

−π
f2(x)dx .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî

ïðåäëîæåíèþ (ñì. ï. 72 ñ. 417): äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ R [−π, π]
‖f − sn‖2(2) =

π́

−π
|f(x)− sn(x)|2 dx→ 0 (n→ ∞) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

�óíêöèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïî-

ëèíîìîâ {pn} òàêàÿ, ÷òî ‖f − pn‖(2) → 0 ( n → ∞ ), òàê êàê ïî

òåîðåìå îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå
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(ï. 72 ñ. 419) ‖f − sn‖(2) ≤ ‖f − pn‖(2) . Òàêèì îáðàçîì, íàì íà-

äî ïîêàçàòü, ÷òî ∀ f ∈ R [−π, π] ∀ ε > 0 ∃ p ‖f − p‖(2) < ε , ãäå

p � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì. (Ýòî âàðèàíò òåîðåìû Âåé-

åðøòðàññà, ìû îñëàáëÿåì óòâåðæäåíèå, íå òðåáóÿ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè, íî äîêàçûâàåì åãî íå òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ, íî

è äëÿ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé. Åñëè ïîòðåáîâàòü ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü, òî �óíêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè áóäåò íåïðåðûâíîé.)

Ïóñòü f ∈ R [−π, π] è p � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì. Íà-

ïîìíèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè

‖f − p‖C = max
x∈[−π,π]

|f(x)− p(x)|

� ÷åáûø�åâñêîå èëè ðàâíîìåðíîå óêëîíåíèå èëè óêëîíåíèå â ìåò-

ðèêå C (èëè â ÷åáûø�åâñêîé ìåòðèêå). Äëÿ èíòåãðèðóåìîé �óíê-

öèè

‖f − p‖(2) =
{

π́

−π
|f(x)− p(x)|2 dx

} 1
2

� ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå óêëîíåíèå, à

‖f − p‖(1) =
π́

−π
|f(x)− p(x)| dx

� ñðåäíåå óêëîíåíèå. �àññìîòðèì, êàê ýòè óêëîíåíèÿ ñâÿçàíû

äðóã ñ äðóãîì.

Îáîçíà÷èì f −p = ϕ . Ïóñòü ϕ ∈ C [−π, π] (òîãäà îïðåäåëåíû
âñå òðè óêëîíåíèÿ). Ïî íåðàâåíñòâó Áóíÿêîâñêîãî (� 47 ñ. 214)

‖ϕ‖(1) ≤
√

π́

−π
1 dx ·

π́

−π
|ϕ|2 dx =

√
2π ‖ϕ‖(2) .

Î÷åâèäíî, ‖ϕ‖(2) ≤
√
2π ‖ϕ‖C . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |ϕ(x)| ≤ M

( ∀x ∈ [−π, π]) . Òîãäà

‖ϕ‖(2) ≤M
1
2

{
π́

−π
|ϕ| dx

} 1
2

≤M
1
2 ‖ϕ‖

1
2

(1) .

Íàì íàäî ïîñòðîèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì p áëèçêèé ê

èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè f â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî.

Ñäåëàåì ýòî â òðè ýòàïà:

f −−→
(1)

q −−→
(2)

ϕ
C−−→
(3)

p .

1) Íà ïåðâîì øàãå ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ

q , õîðîøî ïðèáëèæàþùóþ èíòåãðèðóåìóþ �óíêöèþ f â ñðåäíåì.
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Òîãäà q è f áóäóò áëèçêè è â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî.

Ýòîò øàã íóæåí äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà.

2) Íà âòîðîì øàãå ïðèáëèçèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíê-

öèþ q íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ϕ â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷å-

ñêîãî.

3) Íà òðåòüåì øàãå ïîñòðîèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëè-

íîì p , õîðîøî ïðèáëèæàþùèé íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ϕ â ìåò-

ðèêå C .

Åñëè óêëîíåíèÿ íà êàæäîì øàãå áóäóò ìàëû, òî òåîðåìà áóäåò

äîêàçàíà.

1) Êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ q ñòðîèì âîñïîëüçîâàâøèñü

òåì, ÷òî f(x) ∈ R [−π, π] . Òîãäà
π́

−π
f dx ñêîëü óãîäíî òî÷íî

ìîæíî ïðèáëèçèòü âåðõíèìè è íèæíèìè èíòåãðàëüíûìè ñóììà-

ìè, ò. å. äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî η ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T :

−π = x0 < x1 < ... < xn = π îòðåçêà [−π, π] òàêîå, ÷òî
n∑
k=1

mk∆xk ≤
π́

−π
fdx ≤

n∑
k=1

Mk∆xk , Ω(T ) =
n∑
k=1

ωk∆xk < η ,

ãäå mk è Mk � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè, ñîîòâåòñòâåííî, �óíê-

öèè f íà îòðåçêå [xk−1, xk] . Ïóñòü f(x) = Mk , x ∈ [xk−1, xk) ,
k = 1, ..., n , è f(π) = f(−π) , è �óíêöèÿ f(x) çàäàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî ÷åðåç çíà÷åíèÿ mk . Òîãäà âåðõíèå è íèæíèå ñóììû ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëû

n∑
k=1

Mk∆xk =
π́

−π
f(x) dx,

n∑
k=1

mk∆xk =
π́

−π
f(x) dx

îò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé f è f . Ïîëîæèì q = f . Òîãäà

íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå [xk−1, xk) 0 ≤ f − f ≤ f − f = ωk ,
îòêóäà |f(x)− q(x)| ≤ ωk ∀x ∈ [xk−1, xk) , k = 1, ..., n . Òîãäà

‖f − q‖(1) =
π́

−π
|f(x)− q(x)| dx =

n∑
k=1

xk
´

xk−1

|f(x)− q(x)| dx ≤

≤
n∑
k=1

ωk∆xk = Ω(T ) < η .

Òàê êàê |q(x)| ≤ M = sup
[−π,π]

|f(x)| , òî |f(x)− q(x)| ≤ 2M è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ‖f − q‖(2) ≤
√
2M ‖f − q‖(1) < ε

3 , åñëè 2Mη = ε2

9 .
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�èñ. 16.8.

2) Ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ϕ ∈ C(−∞,∞) , èìåþ-
ùóþ ïåðèîä ω = 2π è õîðîøî ïðèáëèæàþùóþ q â ñìûñëå ñðåä-

íåãî êâàäðàòè÷åñêîãî. Ôóíêöèÿ q , ïîñòðîåííàÿ íà ïåðâîì øàãå,

ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî â òî÷êàõ x0 , x1 , . . . , xn . Ïðî-
äîëæèì �óíêöèþ q ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ

ïåðèîäîì 2π . Âîçüìåì δ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

íåðàâåíñòâà xk−1+δ < xk−δ ( k = 1, ..., n ). �àññìîòðèì �óíêöèþ

q íà îòðåçêå [−π − δ, π + δ] . Êàæäóþ òî÷êó ðàçðûâà xk ∈ [−π, π]
ýòîé �óíêöèè îêðóæèì èíòåðâàëîì äëèíû 2 δ (ðèñ. 16.8 á). Ýòè

èíòåðâàëû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íà èíòåðâàëå (xk − δ, xk + δ) çàìå-

íèì q ëèíåéíîé �óíêöèåé, ñîâïàäàþùåé ñ q â êîíöàõ èíòåðâà-

ëà. �àññìîòðèì ïîëó÷èâøóþñÿ �óíêöèþ íà îòðåçêå [−π, π] è

ïðîäîëæèì ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ýòî è áó-

äåò �óíêöèÿ ϕ , íåïðåðûâíàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è 2π -
ïåðèîäè÷åñêàÿ. Îöåíèì óêëîíåíèå ‖q − ϕ‖(2) :

‖q − ϕ‖2(2) =
π́

−π
|q(x)− ϕ(x)|2 dx ≤ (n+ 1)4M22δ <

(
ε
3

)2
,

òàê êàê |q(x)− ϕ(x)|2 ≤ 4M2
, òî íàäî âûáðàòü δ < ε2

72M2(n+1) .

Çäåñü n = n(ε) è δ = δ(ε) .
3) Ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ôåé-

åðà, åå ñóììû Ôåéåðà σν(ϕ) ⇒ ϕ ( ν → ∞ ) íà (−∞,∞) . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ∀ η1 > 0 ∃ ν ‖ϕ− σν‖C < η1 . Òîãäà

‖ϕ− σν‖(2) ≤
√
2π ‖ϕ− σν‖C ≤

√
2πη1 <

ε
3 ,

åñëè η1 <
ε

3
√
2π

. Âîçüìåì â êà÷åñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëè-

íîìà p , êîòîðûé ìû äîëæíû ïîñòðîèòü íà òðåòüåì øàãå, ïîëè-

íîì Ôåéåðà: p = σν(ϕ) . Çíà÷èò, ‖ϕ− p‖(2) < ε
3 . Ñîáèðàÿ âñå

îöåíêè, ïîëó÷èì
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‖f − p‖(2) ≤ ‖f − q‖(2) + ‖q − ϕ‖(2) + ‖ϕ− p‖(2) < ε . ◮

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ‖f − sn‖(2) → 0 ( n → ∞ ). Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî âñÿêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàä-

ðàòè÷åñêîãî ïðåäñòàâèìà â âèäå åå ðÿäà Ôóðüå.

�àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ � îäíî èç ñàìûõ ìîùíûõ ñðåäñòâ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ è ðÿäîâ.

Ïðèìåð. Íàéäåì ñóììó

∞∑
n=1

1
n2

. Çàìåòèì, ÷òî

∞∑
n=1

sinnx
n = π−x

2 ,

0 < x < 2π (ïî êðàéíåé ìåðå â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêî-

ãî). Ïî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

∞∑
n=1

1
n2

= 2
π

π́

0

(
π−x
2

)2
dx = π2

6 .

73.5. �àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

�óíêöèé

Ïóñòü �óíêöèè f, g ∈ R [−π, π] , an, bn � êîý��èöèåíòû Ôóðüå

äëÿ �óíêöèè f , αn, βn � êîý��èöèåíòû Ôóðüå äëÿ �óíêöèè

g . Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 4fg = (f + g)
2 − (f − g)

2
. Ñëîæèâ ðà-

âåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ �óíêöèé f + g è f − g è ïîäåëèâ íà 4,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé

a0α0

2 +
∞∑
n=1

(anαn + bnβn) =
1
π

π́

−π
f(x)g(x) dx .

Ïðèìåð. Äëÿ íåèíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó íà îòðåçêå [−π, π]
íå÷åòíîé �óíêöèè f(x) = 1

x ( 0 < |x| < π ), f(0) = f(π) = 0 ,

çíà÷åíèÿ bn = 1
π

π́

−π
f(x) sinnxdx ( n = 1, 2, ... ) ñóùåñòâóþò êàê

èíòåãðàëû �èìàíà. Ïîýòîìó "ðÿä Ôóðüå" ìîæíî íàïèñàòü, íî

îí íå õàðàêòåðèçóåò �óíêöèþ.

6)

3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 26

(11.12.68)

6)
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî bn → 2

π

∞́

0

sinx
x

dx = 1 ( n → ∞ ) (ñì. èíòåãðàë

Äèðèõëå ï. 68.1 ñ. 402), ïîýòîìó íå áóäåò ñõîäèìîñòè ðÿäà íè ïîòî÷å÷íîé,

íè â ñìûñëå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî è ðÿä "íå õàðàêòåðèçóåò �óíêöèþ".

(�åä.)
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� 74. Îáîáùåíèå �îðìóëû

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

è òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè

Åñëè �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó, òî è êâàäðàò åå èíòå-

ãðèðóåì ïî �èìàíó. Åñëè æå �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó

â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå, f ∈ R [−π, π] (è äàæå àáñîëþòíî), òî

êâàäðàò åå ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåì â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Ò. å. èç f ∈ R [−π, π] /⇒ f2 ∈ R [−π, π] .

Ïðèìåð. Âîçüìåì �óíêöèþ f(x) =

{
0 (x = 0)
1√
x

(0 < x ≤ 1) . Òîãäà

f ∈ R [0, 1] , íî f2 /∈ R [0, 1] .

Ñðåäè íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé ñóùåñòâóåò øè-

ðîêèé êëàññ �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èìååò

ìåñòî.

Òåîðåìà. Åñëè f ∈ R [−π, π] è f2 ∈ R [−π, π] , òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

a20
2 +

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
= 1

π

π́

−π
f2(x)dx .

Ìû íå äîêàçûâàåì ýòó òåîðåìó (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [28℄ ò. 3

ï. 736).

�àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë {an, bn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîý��èöèåíòîâ Ôó-

ðüå íåêîòîðîé �óíêöèè? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ÷èñåë {an, bn} òàêèõ, ÷òî ðÿä a20
2 +

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
ñõîäèò-

ñÿ, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå, íî èíòåãðàë, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû Ôóðüå ýòîé

�óíêöèè, ÿâëÿåòñÿ íå èíòåãðàëîì �èìàíà, à áîëåå îáùèì èíòå-

ãðàëîì � èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Ôóíêöèÿ f áóäåò èíòåãðèðóåìîé ñ

êâàäðàòîì ïî Ëåáåãó. (Ýòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû �èññà � Ôèøå-

ðà, ñì. [7℄ ãë. 3 � 4 ï. 5). Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷à-

òåëüíîãî ðåçóëüòàòà, íàäî îáîáùèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà �èìàíà.

Îáîáùåíèå, ïðåäëîæåííîå Ëåáåãîì, è åñòü ïðàâèëüíîå îáîáùå-

íèå.
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74.1. Îáîáùåííàÿ �îðìóëà

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Âåðíåìñÿ ê ïðèçíàêàì Àáåëÿ è Äèðèõëå äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ è

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ïðèçíàêîâ

äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ � "ñóì-

ìèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì". Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèçíàêîâ Àáåëÿ è

Äèðèõëå äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Íàìè íå áûëà åùå äîêàçàíà �îðìóëà

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ íåñèììåòðè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòî-

ðàÿ ïîçâîëÿåò óñèëèòü �îðìóëèðîâêè ýòèõ òåîðåì. Òàê, íàïðè-

ìåð, ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì îáîáùèòü ïðèçíàê Äèðèõëå.

Ïðèçíàê Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-

ëîâ. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì îòðåçêå

[a, b] , b > a , è �óíêöèÿ Φ(x) =
x́

a

f(u) du îãðàíè÷åíà íà [a,∞) ,

�óíêöèÿ α(x) ìîíîòîííà, èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà

[a,∞) è α(x) → 0 ïðè x → ∞ . Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞́

a

α(x)f(x) dx ñõîäèòñÿ.

Â îòëè÷èå îò ïðåæíåé �îðìóëèðîâêè (ï. 59.6 ñ. 327) çäåñü íå

ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè f(x) , à òîëüêî èíòåãðè-
ðóåìîñòü íà îòðåçêàõ [a, b] , b > a . Äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ

òîëüêî òåì, ÷òî ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà îáîáùåííóþ �îðìóëó èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé �îðìóëû, êî-

òîðàÿ áóäåò ïðèìåíåíà â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ðÿäîâ Ôóðüå,

íàì ïîíàäîáèòñÿ

Çàìå÷àíèå ïî òåîðèè èíòåãðàëà �èìàíà. Ïî îïðåäåëåíèþ

èíòåãðàëà �èìàíà

b́

a

f(x) dx = lim
d(T )→0

S(T, ξ) ,

ãäå S(T, ξ) =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk , (T ) = (x0, ..., xn) � ðàçáèåíèå îòðåç-

êà [a, b] , ξ = (ξ1, ..., ξn) � âåêòîð ñ ξk ∈ [xk−1, xk] , k = 1, ..., n ,
d(T ) � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ, ðàâíûé ìàêñèìóìó äëèí îòðåçêîâ ðàç-
áèåíèÿ [xk−1, xk] .

Â òåîðåìå î ïðåäåëüíîì êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèé

(� 38 ñ. 167) ðàññìàòðèâàëèñü ïðåäåëû âåðõíåé S(T ) è íèæíåé
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S(T ) èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Åñëè �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî íà

îòðåçêå [xk−1, xk] mk ≤ f(ξk) ≤Mk , ãäå mk è Mk � íèæíÿÿ è,

ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíÿÿ ãðàíè �óíêöèè f íà îòðåçêå [xk−1, xk] .
Åñëè f ðàçðûâíà, òî äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé f(ξk) �óíêöèè íà

[xk−1, xk] âêëþ÷åíèå {f(ξk)} ⊂ [mk,Mk] ìîæåò áûòü ñòðîãîå.

Îáîçíà÷èì µk ∈ [mk,Mk] è ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ èíòå-

ãðàëüíóþ ñóììó S∗(T, µ) =
n∑
k=1

µk∆xk , ãäå µ = (µ1, ..., µk) è

µk ∈ [mk,Mk] . Òîãäà S(T ) ≤ S∗(T, µ) ≤ S(T ) è äëÿ �óíêöèè

f ∈ R [a, b] èíòåãðàë �èìàíà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïðåäåëîì èíòå-

ãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà, íî è ïðåäåëîì îáîáùåííûõ ñóìì �èìàíà

b́

a

f(x) dx = lim
d(T )→0

S∗(T, µ) ,

òàê êàê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà �èìàíà

ïîëüçîâàëèñü òîëüêî íåðàâåíñòâàìè S(T ) ≤ S(T, ξ) ≤ S(T ) , à
îíè âåðíû è äëÿ îáîáùåííûõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì S∗(T, µ) . Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
d(T )→0

S∗(T, µ) , ñîâïàäàþùèé ñ èíòåãðàëîì �èìàíà. (Îò-

ìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè �îðìóëó äëÿ äëèíû êðèâîé

ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ìåíüøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè).

�àññìîòðèì èíòåãðàë

b́

a

ϕ(x)f(x) dx è ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíê-

öèÿ f ∈ R [a, b] , à ϕ(x) ∈ C [a, b] . Òîãäà

b́

a

ϕ(x)f(x) dx= lim
d(T )→0

n∑
k=1

ϕ(ξk)f(ξk)∆xk= lim
d(T )→0

n∑
k=1

ϕ(ξk)µk∆xk ,

ãäå mk(f) ≤ µk ≤ Mk(f) . Òàê êàê çíà÷åíèå ϕ(ξk)µk � ïðîìå-

æóòî÷íîå ìåæäó âåðíåé è íèæíåé ãðàíÿìè �óíêöèè ϕ(x)f(x)
íà [xk−1, xk] , òî â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

ϕ îøèáêà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê 0 ïðè d(T ) → 0 . Ìû ïîëó÷èëè

îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà

b́

a

ϕ(x)f(x) dx â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî f ∈ R [a, b] è ϕ(x) ∈ C [a, b] .

Îáîáùåíèå �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü g ∈ R [a, b] , h ∈ R [a, b] , u(x) =
x́

a

g(t) dt , v(x) =
x́

a

h(t) dt ,

òîãäà
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b́

a

u(x)h(x) dx = u(x)v(x)|ba −
b́

a

v(x)g(x) dx 7)
.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû ñëåâà è ñïðàâà ïðè ñäåëàííûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóþò, íî u(x) =
x́

a

g(t) dt è v(x) =
x́

a

h(t) dt

ìîãóò íå áûòü ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé

(ìîæåò áûòü ìíîãî òî÷åê íåäè��åðåíöèðóåìîñòè).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ïðîâîäèì ñâåäåíèåì ê èíòåãðàëü-

íûì ñóììàì. Ïóñòü (T ) = (x0, ..., xn) � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] .

�àññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

n∑
k=1

u(ξk) {v(xk)−v(xk−1)} . Òàê

êàê v(xk)−v(xk−1) =
xk
´

xk−1

h(t)dt = ∆xkµk(h) äëÿ íåêîòîðîãî çíà-

÷åíèÿ µk(h) , ãäå mk(h) ≤ µk(h) ≤ Mk(h) , òî ìîæåì çàïèñàòü

îáîáùåííóþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó (åñëè áû h ∈ C [a, b] , òî ïðè-

ìåíèëè áû òåîðåìó î ñðåäíåì):

n∑
k=1

u(ξk) {v(xk)− v(xk−1)} =
n∑
k=1

u(ξk)µk(h)∆xk →
b́

a

u(x)h(x)dx

ïðè d (T ) → 0 . �àññìîòðèì (Tξ) : (ξ0 = a, ξ1, ..., ξn, ξn+1 = b) �
ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] . Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ,
ïîëó÷èì

n∑
k=1

u(ξk) {v(xk)− v(xk−1)} =
n∑
k=0

v(xk) {u(ξk)− u(ξk+1)}−

−v(x0)u(ξ0)+v(xn)u(ξn+1)= u(x)v(x)|ba−
n∑
k=0

v(xk) {u(ξk+1)−u(ξk)}=

= u(x)v(x)|ba−
n∑
k=0

v(xk)µk(g)∆xk .

Çàìåòèì, ÷òî

n∑
k=0

v(xk)µk(g)∆xk →
b́

a

v(x)g(x) dx ïðè d (Tξ)→0 .

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé T òàêóþ, ÷òî

d(T ) → 0 , òîãäà è d(Tξ) → 0 . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè d(T )→ 0

7)
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì �óíêöèè u1 = u1(a) + u(x) ,

v1 = v1(a) + v(x) , ãäå u1(a) , v1(a) � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, òî �îð-

ìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñîõðàíèò ñâîé âèä:

b́

a

u1(x)h(x) dx =

= u1(x)v1(x)|ba −
b́

a

v1(x)g(x) dx . (�åä.)
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â �îðìóëàõ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ �îð-

ìóëó

b́

a

u(x)h(x) dx = u(x)v(x)|ba −
b́

a

v(x)g(x) dx . ◮

74.2. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè

Åñëè ϕ ≥ 0 , ϕ ∈ R [a, b] , f ∈ C [a, b] , òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

(ï. 40.2 ñ. 182)

b́

a

ϕf dx = f(ξ)
b́

a

ϕdx

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ ∈ [a, b] . Ïåðåïèøåì ýòó �îðìóëó äëÿ

�óíêöèé v ∈ C [a, b] è g ≥ 0 , g ∈ R [a, b] :
b́

a

v(x)g(x) dx = v(ξ)
b́

a

g(x) dx = v(ξ) (u(b)− u(a)) ,

ãäå u(x) =
x́

a

g(t)dt .

Åñëè g, h ∈ R [a, b] è g(x) ≥ 0 , òî ïî îáîáùåííîé �îðìóëå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ïîëó÷èì

b́

a

u(x)h(x) dx = u(b)v(b)− u(a)v(a) − v(ξ) {u(b)− u(a)} =

= {v(b)− v(ξ)} u(b)− {v(a)− v(ξ)} u(a) ,

ãäå v(x) =
x́

a

h(t)dt .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè.

8)
Åñëè g, h∈R [a,b] ,

g(x) ≥ 0, u(x) =
x́

a

g(t)dt , v(x) =
x́

a

h(t)dt , òî íàéäåòñÿ òî÷êà

ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî
b́

a

u(x)h(x) dx = {v(b)− v(ξ)} u(b) + {v(ξ)− v(a)} u(a) .

8)
Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè ïîëó÷åíà çäåñü ïðè u(a) = 0 ,

ò. å. �àêòè÷åñêè ïîëó÷åíà �îðìóëà Áîííå

b́

a

u(x)h(x) dx = u(b)
b́

ξ

h(x) dx (ñì.

[28℄ ò. 2 ï. 306 ñ. 117 � 119). Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè â ñëó-

÷àå, åñëè ìû ïîëîæèì u(x) = u(a) +
x́

a

g(t) dt , v(x) = v(a) +
x́

a

h(t) dt , áóäåò

çàïèñûâàòüñÿ òîé æå ñàìîé �îðìóëîé, ÷òî äàíà â �îðìóëèðîâêå. (�åä.)
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3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 27

(13.12.68)

� 75. Èíòåãðèðîâàíèå è

äè��åðåíöèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå

75.1. Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ ðÿä Ôóðüå íåêîòîðîé �óíêöèè. Ïðîèíòåãðèðîâàâ

è ïðîäè��åðåíöèðîâàâ �óíêöèþ è ðÿä Ôóðüå, ïîëó÷èì ëè ðÿä

Ôóðüå èíòåãðàëà è ïðîèçâîäíîé èëè íåò? (Òåîðèÿ �îðìàëüíàÿ,

òàê êàê íå ðàññìàòðèâàåì ñõîäèìîñòü).

Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ R [−π, π] è åå ðÿä Ôóðüå

f(x) ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Ïóñòü f èìååò íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë F (x) =
´

f(x) dx .
Ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f èìååò âèä

C + a0
2 x+

∞∑
n=1

(
−an

n sinnx+ bn
n cosnx

)
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì, òîëüêî åñëè

a0 = 0 , ò. å. åñëè
π́

−π
f(x) dx = 0 . (Íî ìîæíî ïîéòè äàëüøå, ðàçëî-

æèòü �óíêöèþ

a0
2 x íà îòðåçêå [−π, π] â ðÿä Ôóðüå è ïîëó÷èòü â

èòîãå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ïîëó÷èì äðóãîå îáîñíîâàíèå òî-

ãî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé a0 = 0 ). Åñëè ðàññìîòðèì
ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x)− a0

2 :

f(x)− a0
2 ∼

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

òî åå ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä Ôóðüå áóäåò òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèì ðÿäîì. Ïóñòü G(x) � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò

�óíêöèè f(x)− a0
2 � ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå

G(x) ∼ C +
∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) .

�àçëîæèâ â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ

a0
2 x íà îòðåçêå [−π, π] è ñëî-

æèâ ñ ýòèì ðÿäîì, ïîëó÷èì ðÿä Ôóðüå äëÿ F (x) � íåîïðåäåëåí-

íîãî èíòåãðàëà îò �óíêöèè f . Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî èçó÷åíèå
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çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ

π́

−π
f(x) dx = 0 . Â êà÷åñòâå F (x) âîçü-

ìåì òåïåðü íå ïåðâîîáðàçíóþ èëè íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, à

îïðåäåëåííóþ äëÿ âñÿêîé èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè f �óíêöèþ

F (x) =
x́

c

f(u) du , ãäå c ∈ [−π, π] . Òîãäà

f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

F (x) ∼ C +
∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè an , bn , αn , βn . Âîçüìåì

an = 1
π

π́

−π
f(x) cosnxdx , βn = 1

π

π́

−π
F (x)

dv

̂sinnxdx .

Ïðèìåíèì îáîáùåííóþ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

βn = − 1
πF (x)

cosnx
n

∣∣π
−π + 1

nπ

π́

−π
f(x) cosnxdx = an

n ,

òàê êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó 2π -ïåðèî-
äè÷íîñòè �óíêöèé cosnx è F (x) . Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ

π́

−π
f(x) dx= 0 , ñëåäîâàòåëüíî, F (x+2π)−F (x) =

x+2π
´

x

f(u)du= 0 .

Àíàëîãè÷íî, αn = − bn
n . Òàêèì îáðàçîì,

F (x) ∼ C +
∞∑
n=1

(
− bn

n cosnx+ an
n sinnx

)
,

÷òî åñòü ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) .
Ìû äîêàçàëè, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà (èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå). Åñëè f(x) ∈ R [−π, π]
è

π́

−π
f(x) dx = 0 , òî çàêîííî �îðìàëüíîå ïî÷ëåííîå èíòåãðèðî-

âàíèå åå ðÿäà Ôóðüå: åñëè

f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

òî

F (x) =
x́

c

f(u) du ∼ C +
∞∑
n=1

(
− bn

n cosnx+ an
n sinnx

)
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ �îðìàëüíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü

ðÿäà Ôóðüå.

Ëåììà (äè��åðåíöèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå). Åñëè �óíêöèÿ

F (x) =
x́

c

f(u) du íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé è èìååò ïåðèîä 2π ,
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òî ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) ïîëó÷àåòñÿ ïî÷ëåííûì äè��åðåí-

öèðîâàíèåì ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè F (x) (ïðè ýòîì

π́

−π
f(x) dx = 0

â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè F (x) ).

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà âñåé ïðÿ-

ìîé íåîáõîäèìî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ëåììû.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì F (x) = −x , x ∈ [−π, π) . Ýòà �óíê-

öèÿ èìååò ðÿä Ôóðüå âèäà F (x) ∼
∞∑
n=1

αn sinnx . Íà (−π, π)
F ′(x) = f(x) = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå f(x) ∼ −1 .
Íî ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè F (x) ïîëó÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä

∞∑
n=1

nαn cosnx , à íå −1 . Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðè

ïåðèîäè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè �óíêöèè F (x) îíà ñòàíîâèòñÿ ðàç-

ðûâíîé.

75.2. Íå�îðìàëüíàÿ òåîðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ

ðÿäîâ Ôóðüå

Ïóñòü f(x) ∈ R [−π, π] , a0 =
π́

−π
f(x) dx = 0 ,

f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

F (x) =
x́

0

f(u) du ∼ c+
∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) .

Åñëè f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå,

òî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) áó-

äåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê F (x) (ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (ï. 64.3 ñ. 363)) è áóäåò ðÿäîì Ôó-

ðüå �óíêöèè F (x) (òàê êàê ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé ñóììû (ï. 71 ñ. 412)):

x́

0

f(u) du =
∞∑
n=1

x́

0

(an cosnu+ bn sinnu) du .

Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ïðè ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëî-

âèÿõ.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿ-

äà Ôóðüå. Ïóñòü f(x) ∈ R [−π, π] , a0 = 1
π

π́

−π
f(x) dx = 0 è
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f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

x́

0

f(u) du =
∞∑
n=1

x́

0

(an cosnu+ bn sinnu) du .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì x , 0 < x ≤ π ,

è ðàññìîòðèì �óíêöèþ ϕx(u) =

{
1 (0 ≤ u ≤ x)
0 (âíå [0, x])

. Òîãäà èìå-

åì

x́

0

f(u) du =
π́

−π
ϕx(u)f(u) du . Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ �óíêöèè

ϕx(u) , çàïèøåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë

x́

0

(an cosnu+ bn sinnu) du = an
x́

0

cosnu du+ bn
x́

0

sinnu du =

= an
π́

−π
ϕx(u) cosnu du+bn

π́

−π
ϕx(u) sinnu du = π (ancn + bndn) ,

ãäå cn , dn � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè ϕx(u) . Ïðèìåíèì

ê

π́

−π
ϕx(u)f(u) du ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ �óíê-

öèé (ï. 73.5 ñ. 435). Òàê êàê a0 = 1
π

π́

−π
f(x) dx = 0 , òî ïîëó÷èì

1
π

π́

−π
ϕx(u)f(u) du =

∞∑
n=1

(ancn + bndn) , ÷òî ýêâèâàëåíòíî óòâåð-

æäåíèþ òåîðåìû. ◮

Â ýòîé òåîðåìå íå âûÿñíåí äî êîíöà õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ðÿäà

Ôóðüå �óíêöèè F (x) =
x́

0

f(u) du ê ýòîé �óíêöèè. Åñëè òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèé ðÿä îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) <∞ ,

òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü àáñîëþòíóþ, à çíà÷èò, è

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà êîý��èöèåíòîâ.

Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïî÷ëåí-

íî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðÿäà Ôóðüå. Åñëè f(x) ∈ R [−π, π]
è a0 = 1

π

π́

−π
f(x) dx = 0 , òî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä

Ôóðüå �óíêöèè f(x) àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ f(x) ∈ R [−π, π] ,
f(x) ∼

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) , çíà÷èò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ è ðÿä

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
ñõîäèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû

çíàåì, ÷òî êîý��èöèåíòû Ôóðüå αn è βn ïðîèíòåãðèðîâàííîãî

ðÿäà F (x) =
x́

0

f(u) du ∼ c+
∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) âûðàæàþò-

ñÿ êàê αn = − bn
n , βn = an

n . Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè:

N∑
n=1

(|αn|+ |βn|) =
N∑
n=1

1
n (|an|+ |bn|) ≤

≤
√

N∑
n=1

1
n2

N∑
n=1

(|an|+|bn|)2≤
√

N∑
n=1

1
n2

· 2
N∑
n=1

(a2n+b
2
n)≤C(f) ,

ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò îò f(x) , íî íå çàâèñèò îò N , òàê êàê ðÿä

∞∑
n=1

1
n2

ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

∞∑
n=1

(|αn|+ |βn|) < ∞ . Çíà÷èò,

ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî è àá-

ñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè F (x) =
x́

0

f(u) du . ◮

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Φ(x) ∈ C(−∞,∞) , Φ(−π) = Φ(π) è ñóùå-

ñòâóåò f(x) ∈ R [−π, π] òàêàÿ, ÷òî Φ(x) =
x́

0

f(u) du+C . Òîãäà

ðÿä Ôóðüå �óíêöèè Φ(x) áóäåò àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòüñÿ ê Φ(x) íà âñåì ïåðèîäå.

Çäåñü �îðìóëèðîâêà òåîðåìû çàïèñàíà â óñëîâèÿõ, íàëîæåí-

íûõ íà Φ . Â ÷àñòíîñòè, ñëåäñòâèå âåðíî, åñëè �óíêöèÿ f(x)
îãðàíè÷åííàÿ è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, ò. å. êîãäà

Φ(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ.

Ëåììà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) ∈ R [−π, π] , åå êîý��èöèåíòû Ôó-

ðüå an , bn = O( 1
n ) , sn(x) , σn(x) � åå ÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå

è Ôåéåðà, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

1) sn(x) − σn(x) = O(1) ( n→ ∞ );

2) åñëè σn(x) → s ( n→ ∞ ), òî è sn(x) → s ( n→ ∞ ).

Â 2) ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî èç óñëîâèÿ σn(x) → s ( n → ∞ )

ñëåäóåò sn(x)−σn(x) → 0 ( n→ ∞ ). Óòâåðæäåíèå î ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè áûëî áû íåâåðíî.

9)

9)
Äëÿ �óíêöèè f(x) = π−x

2
ðÿä Ôóðüå

∞
∑

k=1

sin kx
k

ñõîäèòñÿ ê f(x) íà
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3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 28

(18.12.68)

Ïåðå�îðìóëèðóåì ëåììó äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Ëåììà.Ïóñòü äàí ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=0

un , un = O( 1
n ) , sn =

n∑
k=0

uk

è σn = 1
n+1

n∑
k=0

sk =
n∑
k=0

(
1− k

n+1

)
uk � àíàëîã ñóìì Ôåéåðà. Òî-

ãäà

1) sn(x) − σn(x) = O(1) ( n→ ∞ );

2) åñëè σn → s ( n→ ∞ ), òî è sn → s ( n→ ∞ ).

Åñëè un = an cosnx + bn sinnx , u0 = a0
2 , òî ïîëó÷èì ëåììó,

ñ�îðìóëèðîâàííóþ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü n < m , m = m(n) , γ > 1 ,

m
n → γ ( n→ ∞ ). �àññìîòðèì

1
m−n

m∑
k=n+1

sk = m+1
m−nσm− n+1

m−nσn .

Åñëè σn → s ( n → ∞ ), òî

1
m−n

m∑
k=n+1

sk → γ
γ−1s − 1

γ−1s = s

( ∀ γ > 1 ). Äîêàæåì, ÷òî åñëè γ áëèçêî ê 1, òî

1
m−n

m∑
k=n+1

sk

áëèçêî ê sn . Èìååì
1

m−n
m∑

k=n+1

sk = sn + 1
m−n

m∑
k=n+1

(sk − sn) .

Äëÿ âñåõ íîìåðîâ k òàêèõ, ÷òî n < k ≤ m , òàê êàê |uν | ≤ A
ν è

1
ν ≤

ν́

ν−1

dx
x , ïîëó÷èì

|sk−sn|=
∣∣∣∣

k∑
ν=n+1

uν

∣∣∣∣≤
m∑

ν=n+1

|uν |≤ A
m∑

ν=n+1

1
ν ≤ A

ḿ

n

dx
x ≤ A ln m

n ,

∣∣∣∣∣
1

m−n
m∑

k=n+1

sk−sn

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

1
m−n

m∑
k=n+1

(sk−sn)
∣∣∣∣∣≤A ln m

n →A ln γ<A(γ−1).

Çàäàäèì ε > 0 è âîçüìåì γ òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî 1 < γ < 1 + ε . Òîãäà íàéäåòñÿ íîìåð n0(ε) òàêîé, ÷òî

|sn − s| < Aε , åñëè n ≥ n0(ε) . Êðîìå òîãî,

(0, 2π) (ñì. [27℄ ò. 2 ï. 406 ñ. 392). �àçíîñòü

sn(x)− σn(x) =
1

n+1

n−1
∑

k=1
sin kx =

cos x
2
−cos(n− 1

2 )x
(n+1)2 sin x

2
= 1

n+1

sin nx
2

sin n−1
2

x

sin x
2

.

Åñëè âîçüìåì xn = π
n
, òî sn(xn)− σn(xn) → 2

π
( n → ∞ ). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè sn(x)− σn(x) íà (0, 2π) íåò. (�åä.)

446



sn − σn = 1
n+1

n∑
k=0

îãð.

k̂uk = O(1) . ◮

Çíà÷èò, è ïðåäûäóùàÿ ëåììà äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå òîæå äîêàçà-

íà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè an , bn = O( 1
n ) è σn → s ( n→ ∞ ), òî è

sn → s ( n→ ∞ ). Ïî òåîðåìå Ôåéåðà (ï. 73.3 ñ. 428) σn → s âñå-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò s = 1
2 {f(x+ 0) + f(x− 0} . Òàêèì îáðàçîì,

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü an , bn = O( 1
n ) � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíê-

öèè f . Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x , ãäå f ∈ C(x) èëè ãäå ñó-

ùåñòâóþò ïðåäåëû f(x + 0) , f(x − 0) , ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê

çíà÷åíèþ

s =
1

2
{f(x+ 0) + f(x− 0} .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîé

íà îòðåçêå [a, b] , åñëè ýòîò îòðåçîê ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå

÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ �óíêöèÿ ìîíîòîííà.

Òåîðåìà î ïîðÿäêå óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå.

Ïóñòü f(x) � îãðàíè÷åííàÿ, 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ, êóñî÷íî-ìîíî-
òîííàÿ íà ïåðèîäå �óíêöèÿ. Òîãäà êîý��èöèåíòû Ôóðüå ýòîé

�óíêöèè an , bn = O( 1
n ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì äëÿ an , ò. å. äîêàæåì, ÷òî
π́

−π
f(x) cosnxdx = O

(
1
n

)
.

�èñ. 16.9.

�ÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x)
â êàæäîé òî÷êå ñõîäèòñÿ ê

s = 1
2 {f(x+ 0) + f(x− 0}

(âåðíî è äëÿ �óíêöèé ñ îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèåé). Ôóíê-

öèÿ f(x) � êóñî÷íî-ìîíîòîí-

íàÿ íà ïåðèîäå (ðèñ. 16.9).

Çíà÷èò [0, 2π] ìîæíî ðàçáèòü
íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóò-

êîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ �óíêöèÿ ìîíîòîííà. Ïóñòü (α, β)
(èëè [α, β] , [α, β) , (α, β] ) � îäèí èç òàêèõ ïðîìåæóòêîâ. Ïî îáîá-
ùåííîìó îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà �èìàíà (ï. 74.1 ñ. 438)

β́

α

f(x)

dv

̂cosnxdx = lim
d(T )→0

m∑
k=1

f(ξk) {v(xk)− v(xk−1)} ,

ãäå v = sinnx
n . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(x) íà (α, β) âîçðàñ-

òàåò. Èìååì
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m∑
k=1

f(ξk) {v(xk)−v(xk−1)}= f(x)v(x)|βα−
m∑
k=0

v(xk) {f(ξk+1)−f(ξk)} .

Îáîçíà÷èì V =max
(α,β)

|v(x)| , M=max
(α,β)

|f(x)| . Òîãäà
∣∣∣∣
n∑
k=1

∣∣∣∣ ≤ V · 4M

è òàê êàê |v(x)| ≤ 1
n , òî

∣∣∣∣∣
β́

α

f(x) cosnxdx

∣∣∣∣∣ ≤ 4MV = O
(
1
n

)
. Òàê

êàê òàêèõ ïðîìåæóòêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî an = O
(
1
n

)
. Äëÿ bn

äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. ◮

Ñëåäñòâèåì äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà Äèðèõëå � Æîðäàíà. Ïóñòü f(x) � îãðàíè÷åííàÿ,

2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ íà ïåðèîäå. Òî-
ãäà ðÿä Ôóðüå ýòîé �óíêöèè ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ê çíà-

÷åíèþ s = 1
2 {f(x+ 0) + f(x− 0} .

Òåîðåìà âåðíà è äëÿ �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (�óíê-

öèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñì. ï. 45.1).

� 76. Èíòåãðàë Ôóðüå

Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−π, π] è èìååò ïåðèîä

ω = 2π . Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèþ åå ðÿä Ôóðüå

ê íåé ñõîäèòñÿ

a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) = f(x) .

Ïîëó÷èì àíàëîã ýòîé �îðìóëû áåç îãðàíè÷åíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

(ñì. [27℄ ò. 2 ï.ï. 408 � 412). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà

(−∞,∞) . Åñëè f(x) èìååò ïåðèîä ω = 2l , òî åå ðÿä Ôóðüå èìååò
âèä

f(x) ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπx
l + bn sin

nπx
l

)
,

ãäå an = 1
l

ĺ

−l
f(x) cos nπxl dx ( n = 0, 1, ... ), bn = 1

l

ĺ

l

f(x) sin nπx
l dt

( n = 1, 2, ... ) (êîñèíóñ è ñèíóñ èìåþò çäåñü ïåðèîä ω = 2l ). ×òî
áóäåò ïðè l → ∞ ?

Ïåðåïèøåì ðÿä Ôóðüå, ïîäñòàâèâ â íåãî �îðìóëû äëÿ êîý�-

�èöèåíòîâ Ôóðüå

f(x) ∼ 1
2l

ĺ

−l
f(u) du+

∞∑
n=1

1
l

ĺ

−l
f(u) cos nπl (x− u) du .
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Ýòó ñóììó ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê èíòåãðàëüíóþ ñóììó ñ

øàãîì

π
l .

Åñëè ìû óñòðåìèì l → ∞ , òî íóæíî ïðåäïîëîæèòü ñóùå-

ñòâîâàíèå èíòåãðàëà

∞́

−∞
f(x)dx � àíàëîãà èíòåãðàëà íà ïåðèîäå.

Òîãäà ïðèäåì ê èíòåãðàëüíîìó àíàëîãó ðÿäà Ôóðüå

f(x)∼ 1
π

∞́

0

dz
∞́

−∞
f(u) cos z(x−u) du= 1

2π

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u) cos z(u−x) du

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ÷åòíîñòè âíóòðåííåãî èíòåãðà-

ëà). Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå. Êàê ïðàâèëî,

âíåøíèé èíòåãðàë ïî z ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

(Êîøè) (÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòî, ïåðåä èíòåãðàëîì èíîãäà ïèøóò

áóêâó P îò ñëîâà "prinipal"):

1
2π

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u) cos z(u−x) du= lim

A→∞
1
2π

Á

−A
dz

∞́

−∞
f(u) cos z(u−x)du=

= 1
2π (P )

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u) cos z(u− x)du .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

1
2π (P )

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u) sin z(u − x) du = 0 , òàê

êàê âíóòðåííèé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòíóþ �óíêöèþ.

Óìíîæàÿ ýòîò èíòåãðàë íà i è ñêëàäûâàÿ ñ ïðåäûäóùèì, ïîëó-

÷èì èíòåãðàë Ôóðüå â êîìïëåêñíîé �îðìå

1
2π

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u) cos z(u− x) du = 1

2π

∞́

−∞
dz

∞́

−∞
f(u)eiz(u−x)du=

= 1
2π

∞́

−∞
dze−iz

∞́

−∞
f(u)eizu du .

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïåðåïèøåì òàê

1√
2π

∞́

−∞
dze−izx 1√

2π

∞́

−∞
f(u)eizu du .

Îïðåäåëèì F (z) = 1√
2π

∞́

−∞
f(u)eizu du � ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå; è f(x) = 1√
2π

∞́

−∞
F (z)e−izx dz � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå. Åñëè f(x) èçâåñòíà, òî ýòî � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò åãî ðåøåíèå F (z) .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî.

449



Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ.

∞́

−∞
|F (z)|2 dz =

∞́

−∞
|f(x)|2 dx .

(ò. å. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ìåíÿåò êâàäðàòè÷íîé íîðìû).

Âîïðîñû ê ýêçàìåíó.

�ëàâà 13. ×èñëîâûå ðÿäû è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû.

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ (òåîðåìû ñðàâíåíèÿ). Èíòåãðàëüíûé ïðè-

çíàê ñõîäèìîñòè. Òåîðåìà Ëåéáíèöà. Òåîðåìà Àáåëÿ. Òåîðåìà Äè-

ðèõëå. Ïðèçíàê �àóññà. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Òåîðåìà Äè-

ðèõëå � �èìàíà. Ïåðåìíîæåíèå ðÿäîâ. Òåîðåìà Ìåðòåíñà. �ÿäû

Òåéëîðà. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

�ëàâà 14. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿ-

äû. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà Äèíè. Ñâîéñòâà ðàâíîìåð-

íî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ: ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, íåïðåðûâíîñòü, èí-

òåãðèðîâàíèå, äè��åðåíöèðîâàíèå (äâå òåîðåìû). Ïðèìåð Âàí

äåð Âàðäåíà. Ñòåïåííûå ðÿäû. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè. �àâíîìåð-

íàÿ ñõîäèìîñòü. Òåîðåìà Êîøè � Àäàìàðà. Òåîðåìà åäèíñòâåí-

íîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

�ëàâà 15. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íåïðåðûâíîñòü, äè��å-

ðåíöèðîâàíèå, èíòåãðèðîâàíèå. Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëîâ, êîãäà

ïðåäåëû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà (íåïðåðûâíîñòü ïî âñåì ïåðåìåí-

íûì, äè��åðåíöèðîâàíèå).

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà.

Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè. Àíàëîã òåîðåìû Äèíè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, íåïðåðûâ-

íîñòü. Èíòåãðèðîâàíèå â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Èíòåãðèðîâàíèå â

áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó. Âû-

÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ Äèðèõëå è Ëàïëàñà. Ýéëåðîâû èíòåãðàëû.

Ñâåäåíèå Â ê Γ (áåòà-�óíêöèè ê ãàììà-�óíêöèè), ïî Ôèõòåí-

ãîëüöó [27℄ ò. 2 ïï. 309 � 311.). Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.

�ëàâà 16. �ÿäû Ôóðüå. �ÿä Ôóðüå. Êîý��èöèåíòû Ôó-

ðüå. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîý��èöè-

åíòîâ Ôóðüå. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ ðÿ-

äîâ Ôóðüå. Òåîðåìà Ôåéåðà. �àâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëíîòà è çà-

ìêíóòîñòü. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå è äè��å-

ðåíöèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå. Òåîðåìà Äèðèõëå î ñõîäèìîñòè ðÿäà

Ôóðüå. Ïîíÿòèå îá èíòåãðàëå Ôóðüå (â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-

íîãî âîïðîñà).
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×àñòü VI

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅ

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎ�ÈÕ

ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ
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�ëàâà 17

Äâîéíîé èíòåãðàë

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 1

(07.02.69)

"Àíàëèç � ïðèëàãàòåëüíîå." (Ñ.Á.Ñ.).

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà [27℄, [13℄.

Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îêðóæíîñòè ïðè

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì è â îáå ñòîðîíû íåïðåðûâíîì îòîáðàæå-

íèè.

1)

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

ÒåîðåìàÆîðäàíà. Êàæäàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ äåëèò

ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè, îáùåé ãðàíèöåé êîòîðûõ îíà ÿâëÿåò-

ñÿ. Ïðè ýòîì îäíà èç îáëàñòåé îãðàíè÷åíà, à äðóãàÿ íå îãðàíè-

÷åíà.

2)

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîóãîëüíèê � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü

ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíó-

òûõ ëîìàíûõ ëèíèé, ëþáàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà çâåíüåâ.

Ëåììà (î ðàçáèåíèè ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè).

Âñÿêèé çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî çàìêíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ.

1)
Ñì., íàïðèìåð, [17℄ ãë. 1 � 1. (�åä.)

2)
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1℄ ò. 1 ãë. Õ � 3 ï. 358 è â [9℄

ò. 2 ãë. 10 � 61 ï. 11 (äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ). (�åä.)
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Ñ÷èòàåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâàåò-

ñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. ×åðåç âñå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè, íà êî-

òîðîé ìû âçÿëè îñè êîîðäèíàò, ïðîâåäåì âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Òîãäà ìíîãîóãîëüíèê ðàçîáüåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè è òðàïåöèè

(ðèñ. 17.1). Äàëåå, êàæäóþ òðàïåöèþ ðàçäåëèì íà äâà òðåóãîëü-

íèêà. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðå-

óãîëüíèêîâ. Íî íà ñàìîì äåëå "ýòî äîñòàòî÷íî êðîïîòëèâàÿ òåî-

ðåìà"

3)
(Ñ.Á.Ñ.).

�èñ. 17.1.

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû óçíàòü ïëîùàäü ìíî-

ãîóãîëüíèêà, ìû ìîæåì ñëîæèòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, íà êî-

òîðûå ðàçáèò ìíîãîóãîëüíèê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêà "ìû äåéñòâèòåëüíî óìååì âû÷èñëÿòü" (Ñ.Á.Ñ.).

� 77. Ìåðà îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè

Ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà �èìàíà îò �óíêöèè y = f(x) îäíîé

ïåðåìåííîé ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå T îòðåçêà

[a, b] . Êàæäûé ýëåìåíò [xk−1, xk] ýòîãî ðàçáèåíèÿ áûë òàêæå îò-
ðåçêîì. Â èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ

∑
f(ξk)∆xk , ãäå ξk ∈ [xk−1, xk] ,

∆xk = xk − xk−1 � äëèíà îòðåçêà [xk−1, xk] .
Ñîñòàâëÿÿ àíàëîãè÷íûå ñóììû äëÿ �óíêöèè, çàäàííîé íà

íåêîòîðîé îáëàñòè K íà ïëîñêîñòè, ìû äîëæíû ðàçáèòü K íà

÷àñòè ("êóñî÷êè ïîäîáëàñòè, ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ) Sk . Îáëàñòü
ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè ñëîæíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, õàðàêòåðà.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà íàäî èìåòü

3)
Ñì. [13℄ ò. 1 ãë. 2 � 2. (�åä.)
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íåêîòîðîå îïðåäåëåíèå ïëîùàäè. Ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå ïëîùàäè

ïëîñêîé �èãóðû, íàçûâàåìîå ïëîùàäüþ ïî Æîðäàíó èëè ìåðîé

Æîðäàíà. Ïîíÿòèå ïëîùàäè ïî Æîðäàíó, íà êîòîðîì îáû÷íî

ñòðîÿò èíòåãðàë �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàåò ðÿäîì

íåäîñòàòêîâ. Íàïðèìåð, íå âñÿêîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè èìååò ïëîùàäü ïî Æîðäàíó.

Âìåñòî ïîíÿòèÿ ïëîùàäè áóäåò ðàññìîòðåí íåêîòîðûé "ðóäè-

ìåíò" ìåðû � ïîíÿòèå ïðîñòî ìåðû, èëè âíåøíåé ìåðû, èëè ìåðû

Ëåáåãà äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî â êîíå÷íîìåð-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà (èëè êðàò-

êî, êîìïàêòû) ñîâïàäàþò ñ îãðàíè÷åííûìè çàìêíóòûìè ìíîæå-

ñòâàìè. Ìû áóäåì, â ñëó÷àå èíòåãðàëà ïî îáëàñòè íà ïëîñêîñòè,

äåëèòü îáëàñòü íà ÷àñòè è, â êà÷åñòâå ïëîùàäåé �èãóð, áóäåì

áðàòü ïëîùàäè �èãóð ñ ãðàíèöàìè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

P , Q � ìíîãîóãîëüíèêè, âñåãäà îòêðûòûå ìíîæåñòâà; ïóñòîå

ìíîæåñòâî ∅ òàêæå ñ÷èòàåì ìíîãîóãîëüíèêîì;

P , Q � ìíîãîóãîëüíèêè ñ ãðàíèöåé, çàìêíóòûå ìíîæåñòâà;

S(P ) � ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

P è Q , à òàêæå ìíîæåñòâî P\Q áóäóò ñíîâà ìíîãîóãîëüíèêàìè.

Ñâîéñòâà ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà.

1) S(P ) ≥ 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü); S(∅) = 0 ;

2) åñëè P ⊂ P1 , òî S(P ) ≤ S(P1) (ìîíîòîííîñòü);

3) åñëè P, P1 � äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, P
⋂
P1 = ∅ , P

⋃
P1 = Q ,

òî S(Q) = S(P ) + S(P1) (àääèòèâíîñòü);

4) ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ðàâíà 1 (íîðìèðîâàííîñòü).

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå (ò. å. êîì-

ïàêòíîå) ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè: K ⊂ E2
. Êàæäîìó K ñëåäó-

þùèì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî m (K) , êîòîðîå
íàçîâåì ìåðîé êîìïàêòà K .

�àññìîòðèì ìíîãîóãîëüíèêè P , ñîäåðæàùèå K : K ⊂ P . Ìíî-

æåñòâî {P} òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ïóñòî, òàê êàê K îãðà-

íè÷åíî.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðîé (âíåøíåé ìåðîé èëè ìåðîé Ëåáåãà) êîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà K íàçîâåì âåëè÷èíó

m (K) = inf
K⊂P

S(P ) .
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Ýòî íå òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ. Íàðÿäó ñ inf
K⊂P

S(P )

ìîæíî ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó (âíóòðåííþþ ìåðó Æîðäàíà êîì-

ïàêòà K): sup
Q⊂K

S(Q) , ãäå Q � ìíîãîóãîëüíèêè, ñîäåðæàùèåñÿ â

K . ßñíî, ÷òî sup
Q⊂K

S(Q) ≤ inf
K⊂P

S(P ) . Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà K îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî èõ îáùåå

çíà÷åíèå íàçîâåì ïëîùàäüþ, ïëîùàäüþ â ñìûñëå Æîðäàíà èëè

æîðäàíîâîé ìåðîé ìíîæåñòâà K . Ìíîæåñòâà, èìåþùèå ïëîùàäü

â ñìûñëå Æîðäàíà, íàçûâàþòñÿ êâàäðèðóåìûìè ìíîæåñòâàìè.

Íå âñÿêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè èìååò ïëîùàäü

â ñìûñëå Æîðäàíà, à ìåðó èìååò âñÿêîå.

4)

Ïåðå÷èñëèì, à çàòåì äîêàæåì, îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåðû êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.

Ïåðâîå ñâîéñòâî ìåðû. m (K) ≥ 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü);

Âòîðîå ñâîéñòâî ìåðû. Åñëè K1 ⊂ K2, òî m (K1) ≤ m (K2)
(ìîíîòîííîñòü ìåðû).

Òðåòüå ñâîéñòâî ìåðû. Ïóñòü K1,K2 � êîìïàêòíûå ìíîæå-

ñòâà, K1

⋂
K2 = ∅ , K = K1

⋃
K2 . Òîãäà

m (K)=m (K1)+m (K2)

(àääèòèâíîñòü ìåðû).

×åòâåðòîå ñâîéñòâî ìåðû. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà êîìïàêòíûõ

ìíîæåñòâà K1 è K2 , K = K1

⋃
K2 , k = K1

⋂
K2 , m (k) = 0 .

Òîãäà

m (K) = m (K1) +m (K2) .

(óòî÷íåíèå ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ìåðû).

Ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîñòè ìåðû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ìåðû. Ïóñòü K1 ⊂ K2 ,

K1 ⊂ P1 , K2 ⊂ P2 , ãäå P1 è P2 � ìíîãîóãîëüíèêè. Ïîëîæèì

P = P1 ∩ P2 . Òîãäà K1 ⊂ P ⊂ P2 è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

4)
Ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ íå èìåþùèõ ïëîùàäè ìíîæåñòâ ñì., íàïðèìåð,

â [31℄ ðàçäåë 9.

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà, íå èìåþùåãî ïëîùàäè. Ïóñòü

E ñîâåðøåííîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà îòðåçêå

[0, 1] , íàïðèìåð, êàíòîðîâñêîãî òèïà ([2℄ ãë. 8 ïðèìåð 4). Äåêàðòîâî ïðîèçâå-

äåíèå E íà îòðåçîê [0, 1] äàñò èñêîìûé êîìïàêò. Ìåðà åãî áóäåò ïîëîæè-

òåëüíà, à íèêàêîé íåïóñòîé ìíîãîóãîëüíèê â íåì íå ñîäåðæèòñÿ. (�åä.)
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m (K1) ≤ S(P ) ≤ S(P2) , ò. å. ïîëó÷àåì m(K1) ≤ S(P2) äëÿ ëþ-

áîãî P2 òàêîãî, ÷òî K2 ⊂ P2 . Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû

ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî m (K1) ≤ m (K2) .
Ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ìåðû íåò, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé

Ïðèìåð. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà K1 =
[
0, 12

]
è K2 = [0, 1] . Òî-

ãäà K1 ⊂ K2, K1 6= K2, íî m (K1) = m (K2) = 0 , òàê êàê êàæäîå
èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïîêðûòü ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñêîëü óãîä-

íî ìàëîé ïëîùàäè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâ ìåðû íàì

ïîíàäîáèòñÿ öåëûé ðÿä óòâåðæäåíèé è ïîíÿòèé.

Åñëè êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K èìååò âíóòðåííèå òî÷êè, òî

m (K) > 0 .
Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòå ñ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâî K ñîäåð-

æèò êâàäðàòèê q. Ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê P , ïîêðûâàþùèé ìíî-
æåñòâî K , áóäåò ïîêðûâàòü q, à òîãäà m(K) ≥ S(q) > 0 .

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, íå

èìåþùåå âíóòðåííèõ òî÷åê, ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó.

"Ýòî åñòü íåïðèÿòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû" (Ñ.Á.Ñ.). Ñóùåñòâó-

åò òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî èìååò ïîëîæè-

òåëüíóþ ìåðó (ñì. ïðèìåð â ï. 80.4 ñ. 477).

Äëÿ íàñ î÷åíü âàæåí êëàññ òåõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñ-

êîñòè, ìåðà êîòîðûõ m (K) = 0 . Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû, ýòî áó-

äóò òàêèå è òîëüêî òàêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-

êðûòû ìíîãîóãîëüíèêàìè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïëîùàäè. Ýòî âî-

âñå íå òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå íå èìåþò âíóòðåííèõ òî÷åê, à ýòî

"ïðàâèëüíûé" ïîäêëàññ ýòèõ ìíîæåñòâ.

�èñ. 17.2.

Ïóñòü M1,M2 � íåïóñòûå (íå îáÿçàòåëü-

íî êîìïàêòíûå) ìíîæåñòâà èç En . �àññòî-
ÿíèåì d ìåæäó ìíîæåñòâàìè M1 , M2 íà-

çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

d(M1,M2) = inf
x∈M1
y∈M2

ρ(x, y)

(çäåñü ρ(x, y) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó x è y ). Î÷åâèäíî, d(M1,M2) ≥ 0 .
Åñëè M1

⋂
M2 6= ∅ , òî d(M1,M2) = 0 , òàê êàê M1 è M2

èìåþò îáùóþ òî÷êó. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ñóùå-

ñòâóþò òàêèå, äàæå çàìêíóòûå, ìíîæåñòâà, êîòîðûå íå ïåðåñåêà-

þòñÿ, è ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî íóëþ.
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Ïðèìåð. Ïóñòü M1 � ãèïåðáîëà è M2 � åå àñèìïòîòà (ñì.

ðèñ. 17.2). Ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó íèìè d(M1,M2) = 0 .

Ëåììà î ðàññòîÿíèè ìåæäó äâóìÿ êîìïàêòíûìè ìíî-

æåñòâàìè. Ïóñòü K1,K2 ⊂ En � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â

n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå òî÷-

êè x0 ∈ K1 è y0 ∈ K2 , ÷òî d(K1,K2) = ρ(x0, y0) . Â ÷àñòíîñòè,

åñëè K1

⋂
K2 = ∅ , òî d(K1,K2) = α > 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó ìíîæåñòâàìè α = d(K1,K2) = inf
x∈K1
y∈K2

ρ(x, y) . Çíà÷èò, íàéäóòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xk} , xk ∈ K1 , è {yk} , yk ∈ K2 ,

òàêèå, ÷òî α = inf
x∈K1
y∈K2

ρ(x, y) = lim
k→∞

ρ(xk, yk) . Â ñèëó êîìïàêò-

íîñòè K1 è K2 èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
} è {ynk

} , ñõîäÿùèåñÿ ê íåêîòîðûì
ýëåìåíòàì x0 ∈ K1 è y0 ∈ K2 , ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-

íî, d(K1,K2) = ρ(x0, y0) . Åñëè K1

⋂
K2 = ∅, òî x0 6= y0 è

α = d(K1,K2) > 0 . ◮

Åñëè äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ M1 è M2 íàéäóòñÿ òî÷êè x0 ∈ M1

è y0 ∈ M2 , òàêèå ÷òî d(M1,M2) = ρ(x0, y0) , òî ãîâîðÿò, ÷òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè äîñòèãàåòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, â ëåììå äîêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòíûìè

ìíîæåñòâàìè äîñòèãàåòñÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè äîñòè-

ãàëîñü, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíî èç ìíîæåñòâ áûëî êîìïàêòíûì,

à äðóãîå çàìêíóòûì. Äîêàæåì ýòî.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 2

(12.02.69)

Ëåììà î ðàññòîÿíèè ìåæäó êîìïàêòíûì è çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì. Ïóñòü â En çàäàíî äâà ìíîæåñòâà: êîìïàêòíîå

K è çàìêíóòîå F . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó K è F äîñòèãàåòñÿ.

Åñëè K
⋂
F = ∅ , òî d(K,F ) > 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F íå îãðàíè-

÷åíî (èíà÷å âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé ëåììû). Âîçüìåì

øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå xc èç K , ñîäåðæàùèé K è

ïåðåñåêàþùèé F (ñì. ðèñ. 17.3). ßñíî, ÷òî d(K,F ) ≤ R .
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�èñ. 17.3.

Ïóñòü O � çàìêíóòûé øàð ðàäèó-

ñà 2R ñ öåíòðîì â òîé æå òî÷êå xc
èç K . Òîãäà F1 = F

⋂
O � îãðàíè-

÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò. å. êîì-

ïàêò. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ y ∈ F\F1 è

x ∈ K èìååì 2R < ρ(y, xc) ≤ ρ(y, x)+
+ρ(x, xc) ≤ ρ(y, x)+R , îòêóäà ρ(y, x) > R .

Ñëåäîâàòåëüíî, d(K,F ) = d(K,F1) ("ðàñ-

ñòîÿíèå d(K,F ) äîñòèãàåòñÿ â F1 "), è

óòâåðæäåíèå äàííîé ëåììû ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé. ◮

Îïðåäåëåíèå ìåðû êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì

êâàäðèëüÿæà. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè.

�èñ. 17.4. Êâàäðèëüÿæ.

Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò íà ýòîé ïëîñêîñòè è äëÿ

âûáðàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàç-

äåëèì îñè êîîðäèíàò íà îòðåçêè äëèíû

2−n , íà÷èíàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Êî-

îðäèíàòíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

ýòè òî÷êè îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ñåòêó,

êîòîðàÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà çàìêíóòûå

êâàäðàòèêè q ñî ñòîðîíàìè 2−n . Òàêîå
ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà êâàäðàòèêè (íå

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå, òàê êàê âíóòðåííîñòè êâàäðàòîâ íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ, à ãðàíèöû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ) íàçûâàåòñÿ êâàäðè-

ëüÿæ.

�àññìîòðèì îáúåäèíåíèå

⋃
i

qi òàêèõ çàìêíóòûõ êâàäðàòèêîâ,

÷òî qi
⋂
K 6= ∅ . Òîãäà Pn =

⋃
i

qi � íåêîòîðûé çàìêíóòûé ìíî-

ãîóãîëüíèê (ðèñ. 17.4). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî K ñîäåðæèòñÿ

íå òîëüêî â çàìêíóòîì Pn , íî è â îòêðûòîì ìíîãîóãîëüíèêå

Pn : K ⊂ Pn , òàê êàê ãðàíè÷íûå òî÷êè Pn íå ïðèíàäëåæàò K

ïî ïîñòðîåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ K , òî x ïðèíàäëåæèò

êàêîìó-íèáóäü çàìêíóòîìó êâàäðàòèêó q èç êâàäðèëüÿæà, ñëå-

äîâàòåëüíî, ýòîò êâàäðàòèê q ⊂ Pn . Òîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç
ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé: x ëèáî ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè q,
ëèáî ëåæèò íà åãî ñòîðîíå èëè ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé q. Åñëè x
âíóòðåííÿÿ òî÷êà q , òî îíà áóäåò òàêæå âíóòðåííåé äëÿ Pn ;
åñëè x ëåæèò íà ñòîðîíå êâàäðàòà q , òî îíà áóäåò âíóòðåííåé
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òî÷êîé îáúåäèíåíèÿ äâóõ èëè ÷åòûðåõ (â ñëó÷àå, åñëè x âåðøè-

íà q ) êâàäðàòèêîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â Pn , ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Pn .
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî K ⊂ Pn è ãðàíè÷íûå òî÷êè Pn íå ïðè-

íàäëåæàò K . Ïî ïîñòðîåíèþ Pn � íàèìåíüøèé ìíîãîóãîëüíèê,

ñîñòîÿùèé èç êâàäðàòèêîâ êâàäðèëüÿæà, êîòîðûé ñîäåðæèò ìíî-

æåñòâî K â ñâîåé âíóòðåííîñòè Pn .
Äëÿ ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì ìíîãîóãîëüíèêîâ Pn ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå (âûðàæåíèå ìåðû êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

÷åðåç êâàäðèëüÿæ). Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà

ïëîñêîñòè. Òîãäà

m (K) = lim
n→∞

S(Pn) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïîñòðîåíèþ, Pn+1 ⊂ Pn , ïî-
ýòîìó ïëîùàäè S(Pn) ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì n . Òàê êàê

m (K) ≤ S(Pn) , òî m (K) ≤ lim
n→∞

S(Pn) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðî-

òèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà m (K) ≥ lim
n→∞

S(Pn) ðàññìîòðèì

Ñâîéñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ Pn .
Ïóñòü y � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîãîóãîëüíèêà Pn , ïîñòðîåííîãî
óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K . Òî÷-

êà y ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî êâàäðàòèêó èç êâàäðèëüÿæà. Â ýòîì

êâàäðàòèêå, ïî ïîñòðîåíèþ, åñòü òî÷êà èç K , ñëåäîâàòåëüíî,

d(K, y) ≤ 2−n ·
√
2 (â k -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ñïðàâåäëè-

âî íåðàâåíñòâî d(K, y) ≤ 2−n ·
√
k ). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

îòêðûòûé ìíîãîóãîëüíèê Q , ïîêðûâàþùèé K . Ïóñòü ∁Q = F
� åãî äîïîëíåíèå. Ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. ÌíîæåñòâàK è F íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, îíè íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà íåêîòîðîì

ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè d = d(K,F ) > 0 , ò. å. ëþáàÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà F óäàëåíà îò K íå ìåíüøå, ÷åì íà d . Íàéäåì òàêîå n,
÷òî 2−n ·

√
2 < d è ïîñòðîèì íàèìåíüøèé ìíîãîóãîëüíèê, ñîñòîÿ-

ùèé èç êâàäðàòèêîâ êâàäðèëüÿæà, ïîñòðîåííîãî ïî ýòîìó ÷èñëó

n . Êàê ïîêàçàíî âûøå, ëþáàÿ òî÷êà Pn óäàëåíà îò K ìåíüøå,

÷åì íà 2−n ·
√
2 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî íè îäíà òî÷êà ìíîãîóãîëüíè-

êà Pn íå ïðèíàäëåæèò ∁Q, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî K ⊂ Pn ⊂ Q .

Èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãîóãîëüíèê Q , ÷òî K ⊂ Q è

S(Q) < m(K)+ ε . Ïóñòü Pn òàêîé ìíîãîóãîëüíèê èç êâàäðèëüÿ-

æà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ K ⊂ Pn ⊂ Q . Çíà÷èò,

S(Pn) < S(Q) < m(K) + ε . Òîãäà m(K) ≥ S(Pn) − ε è, ïåðå-
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õîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî m(K) ≥ lim
n→∞

S(Pn) − ε .

Ñëåäîâàòåëüíî, m(K) = lim
n→∞

S(Pn) . ◮

Òàêèì îáðàçîì, ìåðó êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ìîæíî îïðå-

äåëÿòü íå òîëüêî ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íî

è ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ èç êâàäðèëüÿæà.

Äëÿ ìíîæåñòâà M ⊂ E2
è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàçîâåì

ε -ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà M ìíîæåñòâî Mε={y : d(M, y)<ε} .
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ

ëþáîãî d > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãîóãîëüíèê P = Pn , êîòîðûé
ïîêðûâàåò K è ëþáàÿ òî÷êà êîòîðîãî îòñòîèò îò K ìåíüøå, ÷åì

íà d. Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü K � êîìïàêò, ε > 0 è Kε � ε -ðàñøèðå-
íèå ìíîæåñòâà K . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãîóãîëüíèê P òàêîé,

÷òî K ⊂ P ⊂ Kε.

Ýòî è åñòü òî, ÷òî âàæíî â êâàäðèëüÿæå. Îí äàåò âîçìîæ-

íîñòü ñòðîèòü äëÿ K ïîêðûâàþùèé åãî ìíîãîóãîëüíèê, ëþáàÿ

òî÷êà êîòîðîãî óäàëåíà îò K ìåíüøå ïðîèçâîëüíîãî íàïåðåä çà-

äàííîãî ε. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçó÷åíèÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà

K ìíîãîóãîëüíèêàìè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òå ìíîãîóãîëü-

íèêè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ε -ðàññòîÿíèè îò K . Ìû îïðåäåëèëè

ìåðó ìíîæåñòâà K ñëåäóþùèì îáðàçîì: m (K) = inf
K⊂P

S(P ) .

�èñ. 17.5.

Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, äàæå ó òåõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ, ïëîùàäè êîòîðûõ ìà-

ëî îòëè÷àþòñÿ îò m (K) , ìîãóò áûòü
òî÷êè, ñèëüíî óäàëåííûå îò K . Òå-

ïåðü ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ìíîãîóãîëü-

íèêà Q, ïîêðûâàþùåãî K , ìû ìî-

æåì ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê P òà-

êîé, ÷òî K ⊂ P ⊂ Kε è òîãäà

P
⋂
Q = Q1 ⊃ K , K ⊂ Q1 ⊂ Kε

è Q1 ⊂ Q .

Ñëåäñòâèå. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà íà

ïëîñêîñòè îòäåëèìû ìíîãîóãîëüíèêàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K1 è K2 � êîìïàêòíûå ìíîæå-

ñòâà, K1

⋂
K2 = ∅ (ðèñ. 17.5), òîãäà d(K1,K2) = d > 0 . Âîçüìåì

ìíîæåñòâà (K1) d
3
è (K2) d

3
. Ýòè ìíîæåñòâà îñòàíóòñÿ íåïåðåñåêà-

þùèìèñÿ. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî, ñóùåñòâóþò ìíîãîóãîëüíèêè P1

è P2 òàêèå, ÷òî K1 ⊂ P1 ⊂ (K1) d
3
, K2 ⊂ P2 ⊂ (K2) d

3
, êîòîðûå è
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ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè. ◮

Çàìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ êîìïàêòíûå íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà K1 è K2 òîæå îòäåëèìû îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè (K1) d
3
è (K2) d

3
, ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó K1 è

K2 .

Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåãî ñâîéñòâà ìåðû. (Ôîðìóëèðîâêó

ñâîéñòâà ñì. íà ñ. 455.) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïàêòíûõ

ìíîæåñòâ K1 è K2 , íåçàâèñèìî îò òîãî, ïåðåñåêàþòñÿ îíè èëè

íåò, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m(K) ≤ m(K1) +m(K2) . Çàäàäèì
ε > 0 . Èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ìíîãîóãîëüíè-

êè P1 è P2 òàêèå, ÷òî K1 ⊂ P1 , K2 ⊂ P2 , è m(K1) ≥ S(P1)− ε
2 ,

m(K2) ≥ S(P2)− ε
2 . Ïîëîæèì P = P1

⋃
P2 . Äëÿ ïëîùàäåé ýòèõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî S(P ) ≤ S(P1)+S(P2) .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m(K) ≤ S(P ) ≤ S(P1) + S(P2) ≤ m(K1) +m(K2) + ε ,

è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε , ïîëó÷àåì m(K) ≤ m(K1) +m(K2) .
Ïóñòü òåïåðü K1

⋂
K2 = ∅ . Äîêàæåì, ÷òî m(K) ≥ m(K1)+

+m(K2) . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà P , ïîêðû-

âàþùåãî K , åãî ïëîùàäü íå ìåíüøå, ÷åì m (K1) +m (K2) . Îò-
äåëèì K1 è K2 ìíîãîóãîëüíèêàìè P1 è P2 . Òàêèì îáðàçîì,

K1 ⊂ P1 , K2 ⊂ P2 è P1

⋂
P2 = ∅ . Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê P ⊃ K .

Ïîñòðîèì ìíîãîóãîëüíèêè Q1 = P
⋂
P1 è Q2 = P

⋂
P2 . Òîãäà

ìíîãîóãîëüíèêè Q1 è Q2 òîæå íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ, áóäóò ïî-

êðûâàòü ìíîæåñòâà K1 è K2 , ñîîòâåòñòâåííî, è Q1

⋃
Q2 ⊂ P .

Îòñþäà, â ñèëó ñâîéñòâ ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ è ìåðû êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷èì

S(P ) ≥ S(Q1

⋃
Q2) = S(Q1) + S(Q2) ≥ m (K1) +m (K2) .

Ýòî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà P ⊃ K , ñëåäîâà-

òåëüíî, m(K) ≥ m(K1) +m(K2) è ñâîéñòâî 3) äîêàçàíî. ◮

Äîêàçàòåëüñòâî ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà ìåðû. (Ôîðìóëèðîâêó

ñâîéñòâà ñì. íà ñ. 455.) ×åòâåðòîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì

òðåòüåãî, à èìåííî, òåïåðü ìíîæåñòâà K1 è K2 ìîãóò ïåðåñå-

êàòüñÿ, k = K1

⋂
K2 , íî m(k) = 0 . Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 3) m (K) ≤ m (K1) + m (K2) . Íà-
äî äîêàçàòü, ÷òî m (K) ≥ m (K1) + m (K2) . Çàäàäèì ε > 0 è

ïîñòðîèì òàêîé ìíîãîóãîëüíèê P , ÷òî k ⊂ P è S (P ) < ε . �àñ-
ñìîòðèì êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà l1 = K1\P è l2 = K2\P . Òîãäà
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l1
⋂
l2 = ∅ , l1 ⊂ K1 , l2 ⊂ K2 . Çíà÷èò, m (Ki) ≥ m (li) ( i = 1, 2 ).

Îöåíèì ìåðó m (li) ñíèçó. Âîçüìåì ìíîãîóãîëüíèêè Ri , ñîäåð-
æàùèå li ( i = 1, 2 ). Òîãäà Ki ⊂ Ri

⋃
P è m (Ki) ≤ S(Ri

⋃
P ) ≤

≤ S(Ri)+S(P ) < S(Ri)+ε ( i = 1, 2 ). Îòñþäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ìåðû, âûòåêàåò, ÷òî m (Ki) ≤ m(li) + ε èëè m (li) ≥ m (Ki) − ε
( i = 1, 2 ). Â ñèëó ñâîéñòâà 3 m (l1

⋃
l2) = m (l1) +m (l2) . Â ñèëó

ìîíîòîííîñòè ìåðû îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

m (K) ≥ m (l1
⋃
l2) = m (l1) +m (l2) ≥ m (K1) +m (K2)− 2ε . ◮

� 78. Äâîéíîé èíòåãðàë �èìàíà

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè è

äëÿ òî÷åê p ∈ K îïðåäåëåíà äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ f(p) . Äà-

äèì îïðåäåëåíèå

˜

K

f(p) ds (çäåñü ds îáîçíà÷àåò ýëåìåíò ïëîùà-

äè èëè ýëåìåíò ìåðû).

�àçáèåíèå (T ) êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K åñòü ïðåäñòàâëåíèå

K â âèäå îáúåäèíåíèÿ K =
n⋃
i=1

Ki êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Ki

("êóñî÷êîâ ÷àñòåé, ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ÿ÷ååê...) òàêèõ, ÷òî åñëè

i 6= j , òî ìíîæåñòâî Ki

⋂
Kj = kij èìååò ìåðó m (kij) = 0 .

Îïðåäåëèì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ d(T )= max
i=1,...,n

d(Ki) � ýòî ìàê-

ñèìàëüíûé äèàìåòð âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ.

Äèàìåòðîì ìíîæåñòâà M â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçû-

âàåòñÿ âåëè÷èíà

d (M) = sup
x∈M,y∈M

ρ(x, y)

(â êðàòíûõ, êðèâîëèíåéíûõ è â ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëàõ íàì

ïîíàäîáÿòñÿ äèàìåòðû ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå En ). Äèàìåòð
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâàK äîñòèãàåòñÿ (äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî òîìó, êàê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòíûìè

ìíîæåñòâàìè äîñòèãàåòñÿ), ò. å. ñóùåñòâóþò òî÷êè x0, y0 ∈ K
òàêèå, ÷òî d(K) = sup

x, y∈M
ρ(x, y) = ρ(x0, y0) .

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñèñòåìû ðàçáèåíèé

{
(T (k))

}
, äèàìåò-

ðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ: d (T (k)) → 0 ( k → ∞ ). Ñóùå-

ñòâóþò ëè òàêèå ðàçáèåíèÿ? Âñïîìíèì, ÷òî ãðàíèöà êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ ìîæåò íå èìåòü ìåðó 0. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ äî-
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ïóñòèìûõ ðàçáèåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êâàäðèëüÿæà. Òîãäà ïåðå-

ñå÷åíèÿ Ki

⋂
Kj = kij áóäóò ñîñòîÿòü èç êóñêîâ ñòîðîíû êâàäðà-

òà, à ñòîðîíà êâàäðàòà èìååò ìåðó 0, ñëåäîâàòåëüíî è m (kij) = 0 .
Îïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå (T ) îáëàñòè èíòåãðèðîâà-

íèÿ K . Ïîëîæèì mi = inf
p∈Ki

f(p) , Mi = sup
p∈Ki

f(p) . Â êàæäîì èç

ìíîæåñòâ Ki âûáåðåì òî÷êó ξi . Ïîëó÷èì âåêòîð ξ = ξ1, ..., ξn .
Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó �èìàíà äëÿ �óíêöèè f(p) ïî

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ K , ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçáèåíèþ ( T ) è
âåêòîðó ξ :

S(T ) = S(f,K, T, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)m (Ki) .

Ìîæíî ýòî îïðåäåëåíèå èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

mi = inf
p∈Ki

f(p) , Mi = sup
p∈Ki

f(p) . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ÷èñ-

ëà µi , mi ≤ µi ≤Mi , è ðàññìîòðèì ñóììó S(T ) =
n∑
i=1

µim (Ki) .

Òîãäà äâîéíûì èíòåãðàëîì �èìàíà �óíêöèè f(p) ïî îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ K íàçîâåì ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì �èìàíà

ïðè d(T ) → 0 :
˜

K

f(p) ds = lim
d (T )→0

S(T ) .

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííûé íàìè èíòåãðàë íå áóäåò ïðÿìûì àíà-

ëîãîì êëàññè÷åñêîãî èíòåãðàëà �èìàíà ïî îòðåçêó. Îí ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà �èìàíà ïî êîìïàêòíîìó ìíîæå-

ñòâó â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü òàêîé

èíòåãðàë, ìû äîëæíû áûëè áû îïðåäåëèòü íà ïðÿìîé ìåðó êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Äâóìåðíûì àíàëîãîì èíòåãðàëà �èìàíà ïî

îòðåçêó áóäåò èíòåãðàë �èìàíà ïî êâàäðàòó èëè ïðÿìîóãîëüíè-

êó.

Äâîéíîé èíòåãðàë, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàåì, îòëè÷àåòñÿ îò

òîãî, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â [27℄ (ò. 2 ãë. 21) è â [28℄ (ò. 2

ãë.16). Ìû äîëæíû ïîíÿòü, ÷òî ó äâîéíîãî èíòåãðàëà åñòü îáùåãî

ñ îäíîìåðíûì èíòåãðàëîì �èìàíà è ÷òî ó íèõ ðàçëè÷íî.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îòðåçêó äëÿ èíòåãðàëà

b́

a

f(x) dx áûë

äîêàçàí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê èíòåãðèðîâàíèÿ: åñëè f èíòåãðè-

ðóåìà íà [a, b] , òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå. Áóäåò ëè ýòî

âûïîëíÿòüñÿ â ñëó÷àå äâîéíîãî èíòåãðàëà?
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4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 3

(14.02.69)

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëî äàíî îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðà-

ëà �èìàíà. "Òåïåðü ÿ íåêîòîðîå âðåìÿ áóäó �èëîñî�ñòâîâàòü íà

ýòó òåìó." (Ñ.Á.Ñ.)

Â ïîíÿòèå èíòåãðàëà �èìàíà

˜

K

f(p) ds âõîäèò ïîíÿòèå ìåðû.

Ïðè ýòîì íå áûëî íåîáõîäèìîñòè, ÷òîáû ýòà ìåðà áûëà äâóìåð-

íîé ìåðîé Ëåáåãà çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ. Àíàëèçè-

ðóÿ ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà �èìàíà, ìû âèäèì, ÷òî ýòî îïðå-

äåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ìîæåò áûòü îáîáùåíî è äëÿ êàêîé-

íèáóäü äðóãîé ìåðû. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Íà ïëîñêîñòè E2

çàäàíû èçìåðèìûå ìíîæåñòâà M . Êëàññ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

îáîçíà÷èì M . Â ñëó÷àå íàøåé ìåðû M = K � êëàññ êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ. Íî ýòî íèãäå â îïðåäåëåíèè íå èñïîëüçîâàëîñü.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà äîëæåí áûòü ïðîñòî çàäàí íåêîòî-

ðûé êëàññ M èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ çàäàíà íåêî-

òîðàÿ ìåðà: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ∈ M èçâåñòíà ìåðà µ(M)
ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìåðà äîëæíà îáëàäàòü òåìè æå ÷åòûðüìÿ èç-

âåñòíûìè íàì ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè îáëàäàåò ìåðà Ëåáåãà è åùå

îäíèì ñâîéñòâîì 5) ñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî ìåëêèõ ðàçáèå-

íèé èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ:

1) ïîëîæèòåëüíîñòü;

2) ìîíîòîííîñòü;

3) àääèòèâíîñòü;

4) àääèòèâíîñòü äëÿ ñëó÷àÿ k = K1

⋂
K2 6= ∅ , µ(k) = 0 ;

5) äëÿ ëþáîãî M ∈ M ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ (T ) ìíîæå-

ñòâà M òàêèå, ÷òî d(T ) → 0 è ýëåìåíòû êàæäîãî ðàçáèåíèÿ

(T ) ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû 0.

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéíîé èíòåãðàë äëÿ êëàññà M .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé íàìè äâîéíîé èíòåãðàë �èìàíà

íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Îïðåäåëåíèå âàðüèðóåòñÿ

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ìåðà ó íàñ ââåäåíà. Ìîæíî ìåðó

Ëåáåãà, çàäàííóþ ïåðâîíà÷àëüíî íà K , ðàñïðîñòðàíèòü íà áî-

ëåå øèðîêèé êëàññ L ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó (K ⊂ L ).

Ìîæíî êëàññ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ ñóæàòü, íàïðèìåð, ìîæíî

ðàññìîòðåòü êëàññ K1 � êëàññ êîìïàêòíûõ êâàäðèðóåìûõ ìíî-
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æåñòâ (K1 ⊂ K ).

5)
Åñëè ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïî êâàäðèðóå-

ìûì ìíîæåñòâàì, òî ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé "êëàññè÷åñêèé

èíòåãðàë �èìàíà".

×åì �óæå êëàññ ìíîæåñòâ èíòåãðèðîâàíèÿ, òåì ëó÷øå ñâîéñòâà

èíòåãðàëà �èìàíà. Íå âñå ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà ïî îò-

ðåçêó ïåðåíîñÿòñÿ íà äâîéíîé èíòåãðàë. �àññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð ("Óðîä I"). Ñóùåñòâóþò K ∈ K è íåîãðàíè÷åííàÿ

�óíêöèÿ f(p) , îïðåäåëåííàÿ íà K , òàêèå, ÷òî

˜

K

f(p) ds ñóùå-

ñòâóåò.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K
ìåðû 0 è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(p) , p ∈ K ,

˜

K

f(p) ds = 0 , òàê

êàê ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè (T )  ëþáûì âûáîðîì ξi ∈ Ki èíòå-

ãðàëüíàÿ ñóììà

n∑
i=1

f(ξi)m (Ki) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà �èìàíà íå èìååò ìåñòà òåîðåìà

îá îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè.

6)

Ïðèìåð ("Óðîä II"). Äëÿ èíòåãðàëà �èìàíà ïî îòðåçêó ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî ìíî-

æåñòâó. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêàõ [a, c] è
[c, b] . Òîãäà îíà èíòåãðèðóåìà íà èõ îáúåäèíåíèè [a, b] è èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

ć

a

f(x) dx+
b́

c

f(x) dx =
b́

a

f(x) dx .

Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà �èìàíà òåîðåìà îá àääèòèâíî-

ñòè èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó íå îñòàåòñÿ âåðíîé.

7)
Ïðèâå-

äåì ïðèìåð êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ K1 è K2 , m (K1

⋂
K2) = 0 ,

è �óíêöèè f(p) , p ∈ K1

⋃
K2 , òàêèõ, ÷òî f(p) èíòåãðèðóåìà íà

K1 , èíòåãðèðóåìà íà K2 , à íà èõ îáúåäèíåíèè íå èíòåãðèðóå-

ìà. Òàêîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî äëÿ "âîëîñàòûõ"

ìíîæåñòâ: ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà K1 è K2 , èçîáðàæåííûå íà

5)
Ôèõòåíãîëüö â [27℄, [28℄ ðàññìàòðèâàåò åùå áîëåå óçêèé, ÷åì K1 êëàññ

ìíîæåñòâ - îí ðàññìàòðèâàåò êîìïàêòû, ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè îòêðû-

òûõ ìíîæåñòâ. (�åä.)

6)
Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, ðàññìàòðèâàåìîãî â [27℄ è [28℄, èç èíòåãðèðóå-

ìîñòè �óíêöèè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. [27℄

ò. 2 ï. 339, [28℄ ò. 3 ï. 589). (�åä.)

7)
Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, ðàññìàòðèâàåìîãî â [27℄ è [28℄, ñâîéñòâî àääè-

òèâíîñòè ïî ìåðå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âûïîëíÿåòñÿ (ñì. [27℄ ò.2 ï.342,

[28℄ ò. 3 ï. 592). (�åä.)
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ðèñ. 17.6. Ìíîæåñòâà K1 è K2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

K1

⋂
K2 = p0 è m (K2) = 0 . Îïðåäåëèì f(p) òàê, ÷òî f(p) = 0

äëÿ p ∈ K1 . Òîãäà f(p) èíòåãðèðóåìà ïî ìíîæåñòâó K1 è

˜

K1

f(p) ds = 0 . Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ f(p) íà K2\p0 . ßñíî, ÷òî

�èñ. 17.6.

êàê áû ìû åå íè îïðåäåëèëè íà K2 , èíòå-

ãðàë

˜

K2

f(p) ds ñóùåñòâóåò è ðàâåí 0, òàê êàê

m (K2) = 0 . Îïðåäåëèì �óíêöèþ f(p) íà

K2\p0 òàê, ÷òîáû â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

p0 �óíêöèÿ f(p) áûëà íåîãðàíè÷åííàÿ. Äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà ëèíåéíî îòîáðàçèì îòðåçîê K2

íà [0, 1] òàê, ÷òîáû òî÷êà p0 îòîáðàæàëàñü

â 0. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà t
áóäåò óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè K2\p0 è òî÷êàìè ïîëóèíòåðâàëà (0, 1] .
Äëÿ òî÷åê èç K2\p0 ïîëîæèì f(p(t)) = 1

t . Òîãäà f(p) íå áóäåò

èíòåãðèðóåìà íà K . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé, èíòåãðàëüíûå ñóììû ïî êîòîðûì íå

áóäóò èìåòü ïðåäåëà, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìî-

ñòè �óíêöèè íà K . "Îòðåæåì" îò ìíîæåñòâà K "êóñî÷åê" K ′

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, çàõâàòûâàþùèé ÷àñòè ìíîæåñòâ è îò K1

è îò K2. Ïóñòü (T ) � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà K ,

îäíèì èç ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ K ′
. Âñå ñëàãàåìûå â èí-

òåãðàëüíîé ñóììå ðàâíû íóëþ, êðîìå òîãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå

îòâå÷àåò êóñî÷êó K ′
. Íà êóñî÷êå K ′

çíà÷åíèå �óíêöèè ñêîëü

óãîäíî âåëèêî. Ïóòåì âûáîðà ξ ïðîèçâåäåíèå f(ξ)m(K ′) ìîæ-

íî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë èíòå-

ãðàëüíûõ ñóìì íå ñóùåñòâóåò è �óíêöèÿ f(p) íà K íå èíòåãðè-

ðóåìà.

�èñ. 17.7.

Ïðèìåð ("Óðîäëèâûé óðîä"). Ñóùå-

ñòâóåò �óíêöèÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæå-

ñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû è èíòåãðèðóåìàÿ

íà íåì. Âîçüìåì "âîëîñàòîå"ìíîæåñòâî K

èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, m (K) > 0 (ñì.

ðèñ. 17.7). Íà ïîäìíîæåñòâå K1 è ïðèìûêàþ-

ùåé ê íåìó ïîëîâèíå ïîäìíîæåñòâà K2 ïîëî-

æèì f(p) = 0 . Íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïîäìíî-

æåñòâà K2 ïóñòü �óíêöèÿ áóäåò íåîãðàíè÷åííîé. Ýòà �óíêöèÿ
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èíòåãðèðóåìà íà K è

˜

K

f(p) ds = 0 , òàê

êàê âñå èíòåãðàëüíûå ñóììû ïî ëþáîìó, äîñòàòî÷íî ìåëêîìó, ðàç-

áèåíèþ ðàâíû íóëþ.

Çàìå÷àíèå. Îäíàêî, âñå "õîðîøèå" ñâîéñòâà èíòåãðàëà �èìàíà

ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åííûå �óíêöèè.

Òåïåðü ìû áóäåì èçó÷àòü äâîéíîé èíòåãðàë �èìàíà îò îãðà-

íè÷åííûõ �óíêöèé.

� 79. Êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè

Ïóñòü èìååòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K , �óíêöèÿ f(p) îïðåäå-

ëåíà íà K è |f(p)| ≤M ( ∀ p ∈ K ). Èçó÷èì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò

˜

K

f(p)ds . Çäåñü íàì âñòðåòÿòñÿ òàêèå âîïðîñû, äëÿ

êîòîðûõ åñòü ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, è íà

íèõ ìû ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Íî áóäóò è âîïðîñû,

àíàëîãà êîòîðûì íåò â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èëè ðåøåíèå êîòîðûõ

òðåáóåò ìåòîäîâ, îòëè÷íûõ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òàê æå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âåðõíþþ è

íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó è ðàññìîòðåòü ñóììó êîëå-

áàíèé Ω(T ) =
n∑
i=1

ωim (Ki) , ãäå ωi = sup
p∈Ki

f(p) − inf
p∈Ki

f(p) . Òàê

æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (� 38 ñ. 167), äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäåëüíûé êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà êîìïàêòå K , áûëà èíòåãðè-

ðóåìà íà K , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
d(T )→0

Ω(T ) = 0 .

Êðèòåðèé Äàðáó �îðìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó-

÷àþ (� 38 ñ. 168), íî äîêàçûâàåòñÿ èíà÷å.

Êðèòåðèé Äàðáó. Ïóñòü �óíêöèÿ f(p) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷å-
íà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùå-

ñòâîâàë èíòåãðàë

˜

K

f(p)ds , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

inf
T

Ω(T ) = 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü î÷åâèäíà (èç

ïðåäåëüíîãî êðèòåðèÿ).
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Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü (äîêàçûâàåòñÿ ïî òîìó æå ïëàíó, ÷òî è â

îäíîìåðíîì ñëó÷àå). Ïóñòü inf
T

Ω(T ) = 0 , äîêàæåì, ÷òî òîãäà è

ïðåäåëüíûé êðèòåðèé âûïîëíåí. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∀ ε > 0
∃ (T0) � òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà K , ÷òî Ω(T0) < ε . Äîêàæåì,
÷òî òîãäà ∃ δ = δ(ε) ∀ (T ) , d(T ) < δ , Ω(T ) < 2ε . Ýòî è áó-

äåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ âñå

ñóììû ìàëû è ïî ïðåäåëüíîìó êðèòåðèþ �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà.

�èñ. 17.8.

Çàäàäèì ε > 0 . Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ε
çà�èêñèðóåì ðàçáèåíèå (T0) òàêîå, äëÿ êî-

òîðîãî Ω(T0) < ε . (T0) ñîñòîèò èç êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ Ki
0 ( i = 1, ..., n0 ). Òà-

êèì îáðàçîì,

n0⋃
i=1

Ki
0 = K . Îáîçíà÷èì

Ki
0

⋂
Kj

0 = Γij0 (m (Γij0 ) = 0 , i 6= j )

è

⋃
i6=j

Γij0 = Γ0 . Ïðè ýòîì Γij0 ∈ K è

Γ0 ∈ K , êàê ïåðåñå÷åíèÿ è êîíå÷íîå îáú-

åäèíåíèå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Â ñèëó îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìåðû

m (Γ0) = 0 . Çàìåòèì, ÷òî Γ0 íå îáÿçàíî ñîäåðæàòü âñþ ãðàíèöó

ìíîæåñòâà K .

Òàê êàê m(Γ0) = 0 , òî íàéäåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê P0 ⊃ Γ0

ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïëîùàäè (ñì. ðèñ. 17.8). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî m (P0) < η ( η çàäàäèì ïîçæå).

�àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâà Li = Ki
0\P0 ∈ K . Î÷åâèäíî,

÷òî Li
⋂
Kj

0 = ∅ ( i 6= j ). Ñëåäîâàòåëüíî, d(Li,Kj
0) = di j > 0

( i 6= j ). Îáîçíà÷èì d = min
i6=j

di j > 0 è çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû

âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè p ∈ Li è q ∈ Kj
0 , òî ðàññòîÿíèå

ìåæäó íèìè ρ(p, q) ≥ d ( i 6= j ). ßñíî, ÷òî d = d(ε, η) , ò. å. d
çàâèñèò îò ε è η .

Âîçüìåì ìåëêîå ðàçáèåíèå (T ), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ K l

( l = 1, ..., n ). Äîïóñòèì, ÷òî d(T ) < δ ( δ ìû ïîäáåðåì ïîñëå,

â çàâèñèìîñòè îò ε è òàê, ÷òîáû ëþáîé êóñî÷åê ðàçáèåíèÿ (T ),

êîòîðûé ïåðåñåêàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè ðàç-

áèåíèÿ (T0) , ëåæàë áû öåëèêîì â P0 ).

Åñëè K l
íå ëåæèò â P0 , òî ýòî çíà÷èò, ÷òî K l

ïåðåñåêàåò-

ñÿ ñ íåêîòîðûì Li . Ìû õîòèì, ÷òîáû â ýòîì ñëó÷àå K l ⊂ Ki
0 .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî d(T ) < δ = d(ε, η) . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó
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ïîñòðîåíèÿ, äëÿ òî÷êè p ∈ K l
⋂
Li , ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâ Kj

0

( j 6= i ) áîëüøå èëè ðàâíî d = d(ε, η) = δ , à òîãäà íè îäíà òî÷êà

èç K l
íå ïðèíàäëåæèò Kj

0 ( j 6= i ). Ñëåäîâàòåëüíî, K l ⊂ Ki
0 .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî K l
ëèáî ñîäåðæèòñÿ â îäíîì

èç ìíîæåñòâ Ki
0 , ëèáî ñîäåðæèòñÿ â P0 .

�èñ. 17.9.

Äàëüøå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ðàç-

äåëèì âñå ìíîæåñòâà K l
íà äâà êëàññà I è

II (ñì. ðèñ. 17.9). Ê I îòíåñåì òå ìíîæåñòâà

K l
, äëÿ êîòîðûõ K l

⋂
Li 6= ∅ è, ñîãëàñ-

íî äîêàçàííîìó, K l ⊂ Ki
0 , à ê II � òàêèå

ìíîæåñòâà K l
, ÷òî K l ⊂ P0 . Îöåíèì

Ω(T ) =
∑
I

ωlm (K l) +
∑
II

ωlm (K l) .

Îöåíèì ïåðâóþ ñóììó. Äëÿ ëþáîãî K l

èç êëàññà I K l ⊂ Ki
0 . Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ωl ≤ ω0
i è

∑
Kl⊂Ki

0

m (K l) ≤ m(Ki
0), è òàê êàê Ω(T0) < ε , òî

∑
I

ωlm (K l) ≤
n0∑
i=1

ω0
i m (Ki

0) < ε .

Òàê êàê äëÿ êëàññà II ìíîæåñòâà K l ⊂ P0 è òàê êàê f(p)
îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, |f(p)| ≤ M ( p ∈ K )

äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 , òî äëÿ âòîðîé ñóììû
∑
II

ωlm (K l) ≤ 2M
∑
II

m(K l) ≤ 2Mm (P0) ≤ 2Mη .

Ïîëîæèì η= ε
2M . Òîãäà d(ε, η)=d

(
ε, ε

2M

)
=d0(ε) è δ(ε)=d0(ε) .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì: ∀ (T ) , d(T )<δ(ε), Ω(T )≤ε+2Mη≤2ε. ◮

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 4

(19.02.69)

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå Äàðáó. Â ïëîñêîñòè ãåîìåòðèÿ óñòðîåíà

ñëîæíåå, ÷åì íà ïðÿìîé. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî â ïëîñêîì ñëó-

÷àå îêàçàëîñü ñëîæíåå, ÷åì â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Ïî÷åìó ýòî òàê?

Ïóñòü åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂ E2
è äâà ðàçáèåíèÿ (T )

è (T ′) . Ìîæåì ëè ìû ñ÷èòàòü, ÷òî ÿ÷åéêè Ki è K ′
j ýòèõ ðàç-

áèåíèé óñòðîåíû äîñòàòî÷íî ïðîñòî? Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî

K ñâÿçíî, òî ìîæåì ëè ìû ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà ÿ÷åéêè ðàçáèåíèé

ñâÿçíû, èëè ýòîãî ìîæåò íå áûòü?
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Íàçîâåì ðàçáèåíèå (T ′′) ïðîäîëæåíèåì ðàçáèåíèÿ (T ) , åñëè
êàæäûé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ (T ) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåí-

òîâ ðàçáèåíèÿ (T ′′) .
�àññìîòðèì ðàçáèåíèÿ (T ) è (T ′) , èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå

17.10 à). Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå (T ′′) , êîòîðîå áóäåò ïðîäîëæåíèåì
ðàçáèåíèé (T ) è (T ′) . �àçáèåíèå (T ′′) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê:
K1

⋂
K ′

1 = K ′′
1 , K1

⋂
K ′

2 = K ′′
2 , K2

⋂
K ′

1 = K ′′
3 , K2

⋂
K ′

2 = K ′′
4 .

Â èñõîäíûõ ðàçáèåíèÿõ ÿ÷åéêè áûëè ñâÿçíû, íî â ïðîäîëæåíèè

(T ′′) ÿ÷åéêè îêàçàëèñü "ðàññûïàííûìè" (ïðè÷åì íåêîòîðûå íà

ñ÷åòíîå ÷èñëî êóñî÷êîâ). Òàêèì îáðàçîì, ÿ÷åéêè â ðàçáèåíèè ìî-

ãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè (íàïðèìåð, ìû íå èìååì ïðàâà

ñ÷èòàòü èõ ñâÿçíûìè). Íî âñå îíè èìåþò ìåðó è ìåðû èõ ïîïàð-

íûõ ïåðåñå÷åíèé ðàâíû 0.

�èñ. 17.10.

�èñóíîê 17.10 á) èëëþñòðèðóåò òîò �àêò, ÷òî åñëè áû â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû Äàðáó ìû âçÿëè äèàìåòðû ðàçáèåíèé ìåíü-

øèìè, ÷åì ðàññòîÿíèÿ ìíîæåñòâ Li ( i = 1, 2 ) îò ãðàíèöû Γ , òî
ìîãëè áû òàêæå ïîëó÷èòü íåñâÿçíóþ ÿ÷åéêó, ïåðåñåêàþùóþñÿ è

ñ L1 è ñ L2 . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå íàìè äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Äàðáó, òàêèì ñïîñîáîì óïðîñòèòü íåëüçÿ.

� 80. Ïðèçíàêè èíòåãðèðóåìîñòè

�óíêöèé

80.1. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê èíòåãðèðóåìîñòè

Áóäåì îáîçíà÷àòü R [K] êëàññ èíòåãðèðóåìûõ íà K �óíêöèé.

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî íåîãðà-
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íè÷åííûå �óíêöèè íà íèõ îêàçûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Âîçíè-

êàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè íàéòè ïîäêëàññ K0 ⊂ K òàêîé, ÷òî åñëè

K ∈ K0 è f ∈ R [K] , òî f îãðàíè÷åííàÿ?

Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ñïåöèàëü-

íûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂ E2
îá-

ëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî x ∈ K äëÿ ëþáîé

îêðåñòíîñòè O(x) m
(
K
⋂
O(x)

)
> 0 . Òîãäà, åñëè f ∈ R [K] ,

òî f îãðàíè÷åííàÿ.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ "ñòðèæåíîå" ìíîæåñòâî.

"Âîëîñàòîå"ìíîæåñòâî ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ýòîé òåîðåìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ÿùèêîâ.

Ïðèíöèï ÿùèêîâ.

8)
Åñëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî øàðèêîâ ïîìå-

ñòèòü â êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÿùèêîâ, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, â

îäíîì èç ÿùèêîâ áóäåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî øàðèêîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû. 1) Äîêàæåì, ÷òî ∀x0 ∈ K ∀T
∃ i0 ∈ N x0 ∈ Ki0 è m(Ki0) > 0 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâ

K , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû, êàæäàÿ òî÷êà ïîïàäàåò

â ÿ÷åéêó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Âîçüìåì òî÷êó x0 ∈ K ; çàäà-

äèì ε1 > 0 è ðàññìîòðèì ε1- îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 . Ïî óñëî-

âèþ m
(
K
⋂
Oε1 (x)

)
= m1 > 0 . Âûáåðåì ε2 < ε1 òàê , ÷òî

m
(
Oε2(x0)

)
< m2 < m1 . Òîãäà êîëüöî l1 = Oε1(x) \Oε2(x0) èìå-

åò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó è åãî ïåðåñå÷åíèå ñ K òîæå èìååò ïîëî-

æèòåëüíóþ ìåðó. Ïðîäîëæàÿ äàëåå ýòî ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîëåö l1, l2, ... , ïåðåñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì
ïî ìåðå 0, ñòÿãèâàþùèõñÿ ê òî÷êå x0 è òàêèõ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

ëþáîãî èç íèõ ñ K èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó (ñì. ðèñ. 17.11 à).

�àññìîòðèì òåïåðü ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷ååê ñ îäíèì èç êîëåö Ki

⋂
ls

( i = 1, ...,m ). Òàê êàê K =
m⋃
i=1

Ki , à m(K
⋂
ls) > 0 , òî íàé-

äåòñÿ íîìåð i , äëÿ êîòîðîãî m(Ki

⋂
ls) > 0 . Ýòî óòâåðæäåíèå

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî èç êîëåö ls ( s = 1, 2, ... ). Òàê êàê ÿ÷å-

åê Ki êîíå÷íîå ÷èñëî, à êîëåö ls ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî â ñèëó

ïðèíöèïà ÿùèêîâ íàéäåòñÿ íîìåð i0 òàêîé, ÷òî m(Ki0

⋂
ls) > 0

äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íîìåðîâ s . Íî êîëüöà ñòÿãèâàþòñÿ

8)
Èçâåñòåí ïðèíöèï "ÿùèêîâ"Äèðèõëå äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûé

îáû÷íî �îðìóëèðóþò òàê: åñëè â n ÿùèêîâ ïîìåñòèòü n+ 1 øàð, òî íàé-

äåòñÿ ÿùèê, â êîòîðîì áóäåò áîëåå, ÷åì îäèí øàð. (�åä.)
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ê x0 , çíà÷èò, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íàéäóòñÿ òî÷êè ìíî-

æåñòâà Ki0 . Òàêèì îáðàçîì, x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà Ki0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ Ki0 . Èòàê, äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ðàçáèåíèÿ T ìû íàøëè òàêîé íîìåð i0 , ÷òî x0 ∈ Ki0

è m (Ki0) > 0 .

�èñ. 17.11.

2) Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ f � íåîãðàíè÷åííàÿ íà K .

Òîãäà, â ñèëó êîìïàêòíîñòè K , ìû ìîæåì íàéòè òî÷êó x è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü xn → x (ñì. ðèñ. 17.11 á) òàêóþ, ÷òî |f(xn)| → ∞
( n → ∞ ). Ïóñòü òåïåðü (T ) � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå êîìïàê-

òà K . Ïî äîêàçàííîìó â 1) ∀xn ∃Kin m(Kin) > 0 è xn ∈ Kin .

Òàê êàê ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à
ÿ÷ååê êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ïî ïðèíöèïó ÿùèêîâ ∃ p m (Kp) > 0 è

xnj
∈ Kp , j = 1, 2... . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáè-

åíèÿ T ìû íàøëè ÿ÷åéêó, â êîòîðîé �óíêöèÿ íåîãðàíè÷åííàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî (êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå), ïî ëþáîìó ðàçáèå-

íèþ (T ) ìû ìîæåì ñäåëàòü èíòåãðàëüíóþ ñóììó �èìàíà ñêîëü

óãîäíî áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Çíà÷èò, èíòåãðàëüíûå

ñóììû �èìàíà ïðåäåëà íå èìåþò è �óíêöèÿ f íå èíòåãðèðóåìà

íà K , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. ◮

Çàìåòèì, ÷òî êîìïàêòû, ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè îòêðûòûõ

êâàäðèðóåìûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû, íî

êëàññ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, áîëåå øèðî-

êèé.

80.2. Èíòåãðèðóåìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

�óíêöèé ìíîæåñòâ

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè E2
çàäàíî ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâî M . Ïîñòðîèì çàìêíóòûé êâàäðàò D òàêîé, ÷òî M ⊂ D.
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�àññìîòðèì χM (p) =

{
1, p ∈M,
0, p ∈ ∁M,

� õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

�óíêöèþ ìíîæåñòâà M , îïðåäåëåííóþ íà âñåì D.

Åñëè

˜

D

χM (p) ds = S(M) ñóùåñòâóåò, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ìíîæåñòâî M èìååò ïëîùàäü S(M) . Åñëè ìíîæåñòâî èìå-
åò ïëîùàäü, òî íàçûâàåòñÿ êâàäðèðóåìûì ìíîæåñòâîì (ïî àíà-

ëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, êîãäà ìû ãîâîðèëè, ÷òî åñëè îä-

íîìåðíûé èíòåãðàë îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ìíîæåñòâà

ñóùåñòâóåò, òî ìíîæåñòâî èìååò äëèíó). Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî

â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ òàêèå îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè ìíî-

æåñòâà è êâàäðèðóåìîñòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ äàííûìè ðàíåå.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî

˜

M

χM (p) ds åñòü áî-

ëåå øèðîêîå ïîíÿòèå, ÷åì

˜

D

χM (p) ds . Íàïðèìåð, åñëèM � îãðà-

íè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, M = M , òî

˜

M

χM (p) ds âñåãäà

ñóùåñòâóåò è ðàâåí m (M). Ìû óâèäèì, ÷òî

˜

D

χM (p) ds ñóùå-

ñòâóåò íå âñåãäà. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöà Γ(M)
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì

è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìà. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè - îñíîâíîå ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ïðèëîæåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ïëîùàäè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ òîãî,

÷òîáû îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìåëî ïëîùàäü, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàíèöà ìíîæåñòâà èìåëà ìåðó íóëü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü íà ïëîñ-

êîñòè çàäàíî ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M ⊂ E2
.

Ïîñòðîèì çàìêíóòûé êâàäðàò D òàêîé, ÷òî M ⊂ D . Äîêàæåì,

÷òî åñëè ìåðà ãðàíèöû ïîëîæèòåëüíà, òî èíòåãðàë

˜

D

χM (p) ds

íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, çàäàäèì ε > 0 è âîçüìåì ìåëêîå

ðàçáèåíèå (T ) , d(T ) < ε , ìíîæåñòâà D íà êâàäðàòèêè � êâàäðè-

ëüÿæ êâàäðàòà D. �àññìîòðèì òå êâàäðàòèêè Ki , âíóòðåííîñòè

êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ Γ. Òîãäà îáúåäèíåíèå ýòèõ çàìêíóòûõ

êâàäðàòèêîâ áóäåò ñîäåðæàòü Γ è çíà÷èò,∑
◦
Ki

⋂
Γ6=∅

m (Ki) ≥ m (Γ) > 0

(

◦
Ki � âíóòðåííîñòü Ki ). Âîçüìåì êâàäðàòèê Ki, ó êîòîðîãî
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âíóòðåííîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ Γ. Â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

p0 ∈
◦
Ki

⋂
Γ 6= ∅ åñòü òî÷êè èç M è åñòü òî÷êè èç ∁M . Çíà-

÷èò, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 åñòü òî÷êè p , â êîòîðûõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χM (p) = 1 , è åñòü òî÷êè p (ñì.

ðèñ. 17.12 à), â êîòîðûõ χM (p) = 0 . Íà òàêèõ êâàäðàòèêàõ Ki

êîëåáàíèå �óíêöèè ωi = 1 . Çíà÷èò, Ω(T ) ≥ m(Γ) , à d(T ) < ε .
Èç ïðåäåëüíîãî êðèòåðèÿ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ χM (p) íå èíòå-

ãðèðóåìà, ò. å. ìíîæåñòâî M íå èìååò ïëîùàäè.

�èñ. 17.12.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ãðàíèöà Γ ìíîæåñòâà M èìå-

åò ìåðó íóëü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðàíèöó Γ ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü

â ìíîãîóãîëüíèê P (ñì. ðèñ. 17.12 á), ïëîùàäü êîòîðîãî ìåíü-

øå

ε
2 . Çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê P çàêëþ÷èì â ìíîãîóãîëü-

íèê Q , ïëîùàäü êîòîðîãî ìåíüøå ε . Òîãäà D\Q êîìïàêò è

ρ(P ,D\Q) = δ > 0 . Â D\P õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χM
íåïðåðûâíà, òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D\P ÿâëÿåòñÿ

ëèáî âíóòðåííåé, ëèáî âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà M . Çíà÷èò,

χM ëèáî ðàâíà 1, ëèáî ðàâíà 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êè èç D\P è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà íà D\P .

Òàê êàê D\P êîìïàêò, òî χM ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà D\P .

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íàéäåòñÿ δ0 > 0 òàêîå, ÷òî

êîëåáàíèå ωi <
1
2 (è, çíà÷èò, ωi = 0 , â ñèëó òîãî, ÷òî �óíê-

öèÿ ó íàñ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ) íà âñÿêîì ïîäìíîæåñòâå êîìïàêòà

D\P , äèàìåòð êîòîðîãî ìåíüøå δ0 . Âîçüìåì ðàçáèåíèå (T ), äèà-

ìåòð êîòîðîãî ìåíüøå δ1 = min(δ, δ0) , è îöåíèì äëÿ íåãî Ω(T ) .
Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ñóììó Ω(T ) íà äâå ÷àñòè: ñóììó ïî òåì êó-

ñî÷êàì, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ P , è ïî îñòàëüíûì êóñî÷êàì.

Òîãäà

Ω(T ) =
∑

Ki

⋂
P 6=∅

+
∑

Ki

⋂
P =∅

≤ ∑
Ki

⋂
P 6=∅

m(Ki) < S(Q) < ε,
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òàê êàê, åñëè Ki

⋂
P = ∅ , òî Ki ⊂ D\P , è ωi = 0 , è âòîðàÿ

ñóììà ðàâíà íóëþ, à â ïåðâîé ñóììå âñå êóñî÷êè íå âûõîäÿò çà

ïðåäåëû Q . Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðåäåëüíîãî êðèòåðèÿ èíòå-

ãðèðóåìîñòè, �óíêöèÿ χM èíòåãðèðóåìà íà D , è, çíà÷èò, ìíî-

æåñòâî M èìååò ïëîùàäü. ◮

Ïåðå�îðìóëèðóåì äîêàçàííóþ òåîðåìó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé �óíêöèè.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè.Äëÿ òîãî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà áûëà èíòåãðèðóåìà,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàíèöà ìíîæåñòâà èìåëà ìå-

ðó íóëü.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 5

(21.02.69)

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè èí-

òåãðèðóåìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èìååò áîëåå ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî, åñëè ñâåñòè äîñòàòî÷íîñòü ê êðèòåðèþ Äàðáó.

Èìåííî, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü ãðàíèöó Γ = Γ(M) ìíîæåñòâà

M â ìíîãîóãîëüíèê P äîñòàòî÷íî ìàëîé ïëîùàäè m(P ) < ε . Òî-
ãäà ìíîæåñòâî E = D\P � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî

ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà: E0 , íà êîòîðîì �óíêöèÿ χM (x) = 0
è E1 , íà êîòîðîì χM (x) = 1 . Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-
öèÿ χM íà ìíîæåñòâå E íåïðåðûâíà, òî ìíîæåñòâà E0 è E1

çàìêíóòû è E0

⋂
E1 = ∅ . Çíà÷èò, íà êâàäðàòå D ïîñòðîåíî ðàç-

áèåíèå íà òðè ìíîæåñòâà E0 , E1 , P . Äëÿ ìíîæåñòâà P èç ýòîãî

ðàçáèåíèÿ m(P ) < ε , ω = 1 , íà äâóõ äðóãèõ ìíîæåñòâàõ êîëåáà-
íèå �óíêöèè ðàâíî íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, Ω(T ) < ε . Êðèòåðèé
Äàðáó âûïîëíåí è äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

80.3. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè

�óíêöèè

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè. Ïóñòü

�óíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå

K è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà åå òî÷åê ðàçðûâà èìååò ìåðó íóëü.

Òîãäà �óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ìíîæåñòâó K .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü |f(p)| ≤M íà ìíîæåñòâå K è N

� ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f . Ýòî ìíîæåñòâî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû m (N) = 0 .
Çàäàäèì ε > 0 . Ïîêðîåì ìíîæåñòâî N òàêèì ìíîãîóãîëüíèêîì

P , N ⊂ P , äëÿ êîòîðîãî m (P ) < ε
4M . �àññìîòðèì êîìïàêòíîå

ìíîæåñòâî K\P = K1 , îíî íå ñîäåðæèò òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè,

çíà÷èò �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå K1. Ìû

ìîæåì âçÿòü òàêîå ðàçáèåíèå (T1) ìíîæåñòâà K1 ñ äèàìåòðîì

d(T1) < δ , ÷òî íà ëþáîì êóñî÷êå Ki
1 ýòîãî ðàçáèåíèÿ êîëåáàíèå

�óíêöèè áóäåò ìàëî: ωi <
ε

2m (K) . �àññìîòðèì òåïåðü ðàçáèåíèå

(T ) âñåãî êîìïàêòà K , êîòîðîå ñîñòîèò èç P = K0 è ðàçáèåíèÿ

(T1). Òîãäà

Ω(T ) = ω0m(K0) +
n∑
i=1

ωim(Ki
1) <

ε
4M 2M +

n∑
i=1

ωim(Ki
1) <

< ε
2 + ε

2m (K)m (K) = ε .

Îòñþäà â ñèëó êðèòåðèÿ Äàðáó ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ èíòåãðèðó-

åìà. ◮

Óïðàæíåíèå. Ïîñòðîèòü òàêóþ èíòåãðèðóåìóþ �óíêöèþ, çà-

ìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà êîòîðîé èìååò íåíóëåâóþ ìå-

ðó. Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

80.4. Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà (èíòåãðèðóåìîñòü íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæå-

ñòâàõ). Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà îãðàíè-

÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå K , f ∈ R [K] è ïóñòü K1 �

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K . Òîãäà �óíêöèÿ f áóäåò èíòå-

ãðèðóåìà íà K1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ε > 0 è ïîñòðîèì ðàçáèå-

íèå (T ) = (TK) ìíîæåñòâà K , äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü ΩK(TK)
âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàðáó ìåíüøå ε (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â

ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè f íà K ). Îáîçíà÷èì K ′
i ÿ÷åéêè

ðàçáèåíèÿ (TK) . Âîçüìåì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå (T ) ìíîæåñòâà

K1 : K
′′
i = K ′

i

⋂
K1 . Ýòî áóäåò äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå K1 , òàê êàê

ÿ÷åéêè K ′′
i çàìêíóòû è èõ ïåðåñå÷åíèÿ K ′′

i

⋂
K ′′
j ( i 6= j ) èìåþò

ìåðó íóëü. Â òàêîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ΩK1(T ) ≤ ΩK(TK) < ε , è
ïî êðèòåðèþ Äàðáó �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà K1 . Çíà÷èò, èíòå-

ãðèðîâàíèå �óíêöèè íà ìíîæåñòâå âëå÷åò èíòåãðèðîâàíèå è íà
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ëþáîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå. ◮

Îáðàòíàÿ òåîðåìà íåâåðíà, äàæå åñëè �óíêöèþ ïðîäîëæèòü

íóëåì. Ïåðåõîä îò K1 ê K ìîæåò íàðóøèòü èíòåãðèðóåìîñòü.

Îá ýòîì ãîâîðèëîñü â çàìå÷àíèè â íà÷àëå ïóíêòà 80.2. Êîíêðåò-

íûé ïðèìåð òàêèõ ìíîæåñòâ è �óíêöèè ïðèâåäåì ïîñëå òîãî, êàê

ïîñòðîèì

Ïðèìåð êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ñ ãðàíèöåé ïîëîæèòåëü-

íîé ìåðû.Âîçüìåì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εn} , εn > 0 ,

�èñ. 17.13.

∞∑
n=1

εn < 1 . Èç êâàäðàòà ïëîùàäè S = 1

âûáðîñèì îòêðûòûé êðåñò ïëîùàäè S1 ≤ ε1
(ñì. ðèñ. 17.13). Èç êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ïî-

ëó÷èâøèõñÿ êâàäðàòèêîâ âûáðîñèì êðåñòû

ñóììàðíîé ïëîùàäè S2 ≤ ε2 , è òàê äàëåå.

Òîãäà âíóòðåííèõ òî÷åê ó ïîëó÷èâøåãîñÿ

ìíîæåñòâà íåò, ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî ñâî-

åé ãðàíèöåé è ìåðà ãðàíèöû m (Γ) > 0 .

Åñëè â êà÷åñòâå K âçÿòü êâàäðàò ïëî-

ùàäè åäèíèöà, à â êà÷åñòâå K1 � ïîñòðîåííûé â ïðèìåðå êîìïàêò

ñ ãðàíèöåé ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-

öèÿ ìíîæåñòâà K1 íå áóäåò èíòåãðèðóåìîé.

Òåîðåìà (àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà �èìàíà). Ïóñòü �óíê-

öèÿ f çàäàíà è îãðàíè÷åíà íà îáúåäèíåíèè K êîìïàêòîâ K1 è

K2, m(K1

⋂
K2) = 0 , è f ∈ R [K1] , f ∈ R [K2] . Òîãäà f ∈ R [K] .

�èñ. 17.14.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ε > 0 è âîçüìåì

ðàçáèåíèÿ (T1) ìíîæåñòâà K1 è (T2) ìíîæå-

ñòâà K2 (ñì. ðèñ. 17.14) òàêèå, ÷òî ΩK1(T1) <
ε
2 ,

ΩK2(T2) <
ε
2 (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó èíòå-

ãðèðóåìîñòè �óíêöèè f íà K1 è íà K2 ). Âîçü-

ìåì ðàçáèåíèå (T ) , ñîñòîÿùåå èç ÿ÷ååê ðàçáèå-

íèé (T1) è (T2). Â ñèëó óñëîâèÿ m (K1

⋂
K2) = 0

ðàçáèåíèå (T ) � äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå ìíîæå-

ñòâà K . Òîãäà ΩK(T ) ≤ ΩK1(T1) + ΩK2(T2) < ε è �óíêöèÿ èí-

òåãðèðóåìà íà K . Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ èíòåãðàëüíûå ñóììû è

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

˜

K

f ds =
˜

K1

f ds+
˜

K2

f ds . ◮

Çàìå÷àíèå. Áåç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè íà K èëè áåç

óñëîâèÿ m(K1

⋂
K2)= 0 òåîðåìà íåâåðíà.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà �èìàíà ïî îòðåçêó ñîõðàíÿ-
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þòñÿ äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà îò îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé è äîêà-

çàòåëüñòâà íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ:

1. c
˜

K

f ds =
˜

K

cf ds ;

2.

˜

K

f1 ds+
˜

K

f2 ds =
˜

K

{f1 + f2} ds .
Ýòè ðàâåíñòâà ÷èòàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî: åñëè èíòåãðàëû â ëåâûõ

÷àñòÿõ ñóùåñòâóþò, òî è â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñóùåñòâóþò, è èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà.

3. Åñëè A ≤ f(p) ≤ B íà K è �óíêöèÿ f ∈ R [K] , òî

Am(K) ≤
˜

K

f ds ≤ Bm(K) .

4. Åñëè f ∈ R [K] , òî è |f | ∈ R [K] , è ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî: ∣∣∣∣
˜

K

f ds

∣∣∣∣ ≤
˜

K

|f | ds .

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî íà êëàññå îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé

äâîéíîé èíòåãðàë �èìàíà ïî îãðàíè÷åííîìó çàìêíóòîìó ìíîæå-

ñòâó åñòü îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë. Ïðè ýòîì∣∣∣∣
˜

K

f ds

∣∣∣∣ ≤ sup
K

|f |m(K) .

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî

5. Åñëè f ∈ R [K] è g ∈ R [K] , òî fg ∈ R [K] .

� 81. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

81.1. Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

ê ïîâòîðíîìó

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ R [D] , ãäå D =

{
a ≤ x ≤ b
c ≤ y ≤ d

}
(ïðÿìî-

óãîëüíèê). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò

èíòåãðàë I(x)=
d́

c

f(x, y) dy . Òîãäà I(x) ∈ R [a, b] è èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

˜

D

f(x, y) ds =
b́

a

I(x) dx =
b́

a

dx
d́

c

f(x, y) dy .

Åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò J(y) =
b́

a

f(x, y) dx , òî
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˜

D

f(x, y) ds =
d́

c

J(y) dy =
d́

c

dy
b́

a

f(x, y) dx .

Ïðè âûïîëíåíèè îáîèõ óñëîâèé

˜

D

f(x, y) ds =
b́

a

dx
d́

c

f(x, y) dy =
d́

c

dy
b́

a

f(x, y) dx .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë

˜

D

f(x, y) ds ,

òî èíòåãðàë I(x) ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ î÷åíü ìíî-

ãèõ x .9)

�èñ. 17.15.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f
èíòåãðèðóåìà íà ïðÿìîóãîëüíè-

êå, òî îíà îãðàíè÷åíà. �àçîáüåì

ïðÿìîóãîëüíèê D íà ìåëêèå ïðÿ-

ìîóãîëüíèêè (ñì. ðèñ. 17.15 à):

a = x0 < x1 < ... < xn = b ,

c = y0 < y1 < ... < ym = d .

Âîçüìåì ëþáîé îòðåçîê [xk−1, xk],
âûáåðåì è çà�èêñèðóåì òî÷êó

ξk ∈ [xk−1, xk] . Ôóíêöèÿ f ∈ R [D] , çíà÷èò, f ííòåãðèðóåìà è ïî

âñåìó "ñòîëáèêó" [xk−1, xk]× [c, d] è ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì

Dk,j = [xk−1, xk]× [yj−1, yj ] .

Îáîçíà÷èì mik = inf
Dik

f(x, y) , Mik = sup
Dik

f(x, y) . Òîãäà äëÿ �óíê-

öèè f ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà mjk ≤ f(ξk, y) ≤Mjk è

∆xk
m∑
j=1

mjk∆yj ≤ ∆xk
m∑
j=1

yj
´

yj−1

f(ξk, y) dy ≤ ∆xk
m∑
j=1

Mjk∆yj .

Ïðîñóììèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà åùå è ïî k :

n∑
k=1

m∑
j=1

mjk∆xk∆yj≤
n∑
k=1

∆xk
d́

c

f(ξk, y) dy≤
n∑
k=1

m∑
j=1

Mjk∆xk∆yj .

Ñóììû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòèõ íåðàâåíñòâ åñòü íèæíÿÿ

è âåðõíÿÿ ñóììû Äàðáó äëÿ f ∈ R [D] , ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ è

ïðàâàÿ ÷àñòè íåðàâåíñòâ ïðè d(T ) → 0 èìåþò îäèí è òîò æå

ïðåäåë. Ýòîò æå ïðåäåë èìååò è ñóììà

n∑
k=1

∆xk
d́

c

f(ξk, y) dy =
n∑
k=1

∆xkI(ξk) ,

9)
Ïîäîáíûé ïðèìåð ñì. â [31℄, ïðèìåð 15.11. (�åä.)
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êîòîðàÿ åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ �óíêöèè I(x) íà îòðåçêå

[a, b] . Ñëåäîâàòåëüíî, I(x)∈R [a, b] è
˜

D

f(x, y)ds=
b́

a

dx
d́

c

f(x, y)dy.

Åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò J(y) =
b́

a

f(x, y) dx , òî

àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî J(y) ∈ R [c, d] è èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

˜

D

f(x, y) ds =
d́

c

dy
b́

a

f(x, y) dx . ◮

Òåîðåìà 2 (î ñâåäåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó).

Ïóñòü f ∈ R [K] , ãäå K=

{
f1(x)≤y≤f2(x)

a ≤ x ≤ b
, f1, f2 � íåïðåðûâ-

íûå íà [a, b] �óíêöèè, ìíîæåñòâî {x ∈ [a, b] : f1(x) = f2(x)}
èìååò ìåðó íóëü, è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

I(x) =
f2(x)
´

f1(x)

f(x, y) dy . Òîãäà I(x) ∈ R [a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

˜

K

f(x, y) ds=
b́

a

I(x) dx .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî êîì-

ïàêò K îáëàäàåò ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â íåîáõîäèìîì ïðèçíà-

êå èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ (ñ. 471), ïîýòî-

ìó èç èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè f íà K ñëåäóåò åå îãðàíè÷åí-

íîñòü íà K . Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà K èìå-

åò ìåðó íóëü. Ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå f �óíêöèè f . Âîçüìåì
ïðÿìîóãîëüíèê D ⊃ K (ðèñ. 17.15 á) è îïðåäåëèì �óíêöèþ

f(p) =

{
f(p) , p ∈ K ,
0 , p /∈ K, p ∈ D .

Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ R [D] ïî

òåîðåìå îá àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà �èìàíà (ñ. 477). Äëÿ �óíê-

öèé f è f ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

I(x) =
f2(x)
´

f1(x)

f(x, y) dy =
d́

c

f(x, y) dy ,

è âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ �óíêöèè f
íà D. Çíà÷èò

˜

K

f(x, y) ds =
˜

D

f(x, y) ds =
b́

a

I(x) dx =
b́

a

dx
f2(x)
´

f1(x)

f(x, y) dy . ◮
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4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 6

(26.02.69)

81.2. Äè��åðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü åñòü äâå ïëîñêîñòè: ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (u, v) � ïëîñ-

êîñòü ïðîîáðàçîâ è ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (x, y) � ïëîñêîñòü îá-

ðàçîâ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (u, v) çàäàíî ìíîæåñòâî

K = Ku,v , è íà íåì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ϕ :

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

,

êîòîðîå òî÷êå (u, v) ∈ Ku,v ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó (x, y) :

(u, v)
ϕ→ (x, y) (ñì. ðèñ. 17.16 à). Îáðàçû âñåõ òî÷åê èç Ku,v îá-

ðàçóþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Kx,y .

�èñ. 17.16.

Åñëè Ku,v � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ áû-

ëî äàíî (ñì. �55 ñ.258) îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-

�óíêöèè. Çàïèøåì åãî â êîîðäèíàòíîé �îðìå äëÿ îòîáðàæåíèÿ

ϕ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) . Îòîáðàæåíèå ϕ äè��åðåíöèðóåìî â

òî÷êå (x0, y0) , åñëè ïðèðàùåíèÿ ∆x è ∆ y �óíêöèé x = x(u, v)
è y = y(u, v) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
∆x = Au∆u+Av∆v + o(ρ)
∆y = Bu∆u+Bv∆v + o(ρ)

(ρ→ 0) ,

ãäå ρ =

√
(∆u)

2
+ (∆v)

2
. Ýòè �îðìóëû äëÿ ïðèðàùåíèé ìîãóò

èìåòü ñìûñë è äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå çàäàíû â áî-

ëåå øèðîêîì êëàññå ìíîæåñòâ K . Ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü áîëåå

îáùåå îïðåäåëåíèå: îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóå-

ìûì íà K , åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè èç K âåðíû ýòè �îðìóëû

äëÿ ïðèðàùåíèé.
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�ëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü

{
∆x = Au∆u +Av∆v
∆y = Bu∆u+Bv∆v

ïðèðàùå-

íèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) åñòü êàñàòåëüíîå ëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå (x0, y0) . Êàñàòåëüíîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ïåðåìåííûõ, íî ÿâ-

ëÿåòñÿ à��èííûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñàìèõ ïåðåìåí-

íûõ.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà K � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, êî-

ý��èöèåíòû Au, Av , Bu è Bv áûëè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

�óíêöèé x = x(u, v) è y = y(u, v) ; ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè

ýòè �îðìóëû ìîãóò îêàçàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè, äàæå åñëè ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð. Ïóñòü K åñòü êîñî ðàñïîëîæåííûé îòíîñèòåëüíî îñåé

êîîðäèíàò îòðåçîê (ñì. ðèñ. 17.16 á), è �óíêöèè x = x(u, v) è

y = y(u, v) çàäàíû íà K . Òîãäà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ýòèõ

�óíêöèé, çàäàþùèõ îòîáðàæåíèå ϕ íà K , íå ñóùåñòâóåò. Òåì

íå ìåíåå, îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà ýòîì îòðåçêå K ìîæåò îêà-

çàòüñÿ äè��åðåíöèðóåìûì â ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ.

Çíà÷èò, îïåðèðîâàòü íàäî íå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à ñ

êîý��èöèåíòàìè êàñàòåëüíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå

è áóäåì ñ÷èòàòü îáîáùåííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû Au, Av , Bu è Bv ìîãóò îïðå-

äåëÿòüñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ , çàäàí-
íîãî íà ìíîæåñòâå K , òàê êàê ìíîãî ðàçíûõ äè��åðåíöèðóåìûõ

�óíêöèé ìîãóò ñîâïàäàòü ñ çàäàííîé íà K �óíêöèåé, íàïðèìåð

ñ ñëó÷àå, êîãäà K � îòðåçîê.

×àñòî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à íåñêîëüêî óïðîùåíà: ìû áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K ïîãðóæåíî â íåêîòîðîå îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî G, ãäå è îïðåäåëåíî íàøå îòîáðàæåíèå, èëè

îòîáðàæåíèå ϕ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà G òàê, ÷òî áóäåò

äè��åðåíöèðóåìûì íà G (äëÿ ïðèìåðà ñ êîñî ðàñïîëîæåííûì

îòðåçêîì ñì. ðèñ. 17.16 â). Òîãäà �îðìóëû äëÿ ïðèðàùåíèé �óíê-

öèé x = x(u, v) è y = y(u, v) ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, åñëè K � îòðåçîê,

òî õîòÿ ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü îá îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

�óíêöèé x = x(u, v) è y = y(u, v) íà ýòîì îòðåçêå, íî êîý��è-

öèåíòû Au, Av , Bu è Bv êàñàòåëüíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

ìîæíî ïîíèìàòü êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïðîäîëæåííîãî íà G
îòîáðàæåíèÿ.

�àññìîòðèì ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ :

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî äè��åðåíöèðóåìûì íà K , åñëè îíî äè��åðåíöèðóåìî

íà K è

o(ρ)
ρ → 0 (ρ → 0) ðàâíîìåðíî íà âñåì K , íà êîòîðîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå.

Ôîðìóëû äëÿ ïðèðàùåíèé ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê

{
∆x = Au∆u +Av∆v + α(ρ)
∆y = Bu∆u +Bv∆v + β(ρ)

.

Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèðóåìî, åñëè âåëè-

÷èíû

α(ρ)
ρ è

β(ρ)
ρ ïðè ρ → 0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà

K = Ku,v .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà (ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ). Ïóñòü K � îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (â îáîáùåííîì ñìûñëå)

∂x
∂u ,

∂x
∂v ,

∂y
∂u ,

∂y
∂v íåïðåðûâíû íà K . Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ :

{
x=x(u, v)
y=y(u, v)

ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèðóåìî íà K .

Ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû. Çàäàäèìñÿ âîïðî-

ñîì: ïðè ÷åì çäåñü âûïóêëîñòü? Ìû ìîæåì âçÿòü äâå òî÷êè, ñî-

åäèíèòü èõ îòðåçêîì ïðÿìîé, êîòîðûé â ñèëó âûïóêëîñòè K öå-

ëèêîì ïðèíàäëåæèò K , è äëÿ ïðèðàùåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ �îð-

ìóëîé Ëàãðàíæà. Òîãäà ïîÿâÿòñÿ ïðîèçâîäíûå â ïðîìåæóòî÷íûõ

òî÷êàõ è ìû ñìîæåì ïåðåâåñòè èõ â ïðîèçâîäíûå â íàøèõ òî÷êàõ,

ñäåëàâ îøèáêó, ðàâíîìåðíî ìàëóþ â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâ-

íîñòè íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ íà K .

Óïðàæíåíèå. Äàòü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû.

Âûÿñíèì òåïåðü, êîãäà ϕ íå òîëüêî îäíîçíà÷íîå, íî è âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ñì. ðèñ. 17.17 à), ò. å. êîãäà ñóùåñòâóåò

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ψ = ϕ−1
? ×òî ýòî çíà÷èò àíàëèòè÷åñêè?

�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

, îïðåäåëÿþùèõ

x è y êàê �óíêöèè îò u è v. Îñíîâíîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äëÿ
ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ

D (x,y)
(u,v) =

∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ 6= 0 .

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â òî÷êå (u, v), òî â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x(u, v), y(u, v)) ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
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(ï. 57.2 ñ. 283) (èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò òîò �àêò, ÷òî âíóò-

ðåííÿÿ òî÷êà ïðè äè��åðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò âî

âíóòðåííþþ æå òî÷êó).

Âñïîìíèì, ÷òî óñëîâèå íà ÿêîáèàí åñòü óñëîâèå ëîêàëüíîå.

Åñëè ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ âî âñåé îáëàñòè K , òî èç ýòîãî íå

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå âî âñåé îáëàñòè.

�èñ. 17.17.

Ïðèìåð. Ïóñòü â ïëîñêîñòè (u, v) ìíîæåñòâî K � äëèííàÿ ïî-

ëîñêà (ñì. ðèñ. 17.17 á), îòîáðàæåíèå "ñêðó÷èâàåò" ïîëîñêó. Äàæå

â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà î íåÿâíûõ �óíêöèÿõ ïðîäîëæàåò äåéñòâî-

âàòü ëîêàëüíî. Åñëè òî÷êà (u0, v0) îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó (x0, y0),
òî ó òî÷êè (x0, y0) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îá-

ðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò.

Áåç óñëîâèÿ D (x,y)
(u,v) 6= 0 âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìîæåò ïåðåõîäèòü

íå âî âíóòðåííþþ.

�èñ. 17.18.

Ïóñòü K � îãðàíè÷åííîå çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî è ÿêîáèàí

îòëè÷åí îò íóëÿ D (x,y)
(u,v) 6= 0 âî

âñåé îáëàñòè K . Äîêàçàíî, ÷òî

êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëà-

ñòè K ïåðåõîäèò âî âíóòðåííþþ

òî÷êó îáðàçà. Îáðàç èìååò ãðàíèöó. Òàê êàê ïðè íàøåì îòîáðàæå-

íèè âíóòðåííèå òî÷êè ïåðåõîäÿò âî âíóòðåííèå, òî ãðàíèöà îáðà-

çà ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå ãðàíèöû.

10)
Åñëè îòîáðàæåíèå âçàèìíî

10)
Ïðè îòîáðàæåíèè ϕ :

{

x = r cosϕ
y = r sinϕ

ïðÿìîóãîëüíèê K : 0 ≤ ϕ ≤ 3π ,

1
2
≤ r ≤ 1 , ëåæàùèé íà ïëîñêîñòè (ϕ, r) , ïåðåõîäèò â êîëüöî 1

4
≤ x2+y2 ≤ 1

íà ïëîñêîñòè (x, y) è ïðè ýòîì íàðóøàåòñÿ âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðà-

æåíèÿ (ðèñ. 17.18). �ðàíèöà îáðàçà ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé r = 1
2

è
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îäíîçíà÷íî íà âñåì K , òî ãðàíèöà îáðàçà ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì

ãðàíèöû.

Ìû çíàåì, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (ò. å. êîìïàêòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè

íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè).

Îáû÷íî ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî D (x,y)
(u,v) 6= 0 è, êðîìå òîãî, ÷òî

îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

81.3. Ïîâåäåíèå ìåðû ïðè îòîáðàæåíèÿõ

Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Ku,v ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ϕ
ïåðåõîäèò â êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Kx,y . Êîìïàêòíûå ìíîæå-

ñòâà èìåþò ìåðó. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî F ⊂ Ku,v , òî äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-

íèÿ ϕ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ìåðå mx,y(ϕ(F )) åãî îáðàçà. Ìû

õîòèì óêàçàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ìåðû îáðàçà ìíîæåñòâà F :

mx,y(ϕ(F )) =
˜

F

∣∣∣D (x,y)
(u,v)

∣∣∣ dudv .
Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îòîáðàæå-

íèå ϕ íà ìíîæåñòâå F âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Åñëè îòîáðàæåíèå

íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, �îðìóëà âñå æå äàåò íåêîòîðûé ãåîìåò-

ðè÷åñêèé �àêò, à èìåííî âûðàæàåò ïëîùàäü ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè

îòîáðàæåíèÿ.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 7

(05.03.69)

Âûÿñíèì, êàê âåäóò ñåáÿ ïëîùàäè ïðè äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ. Ïóñòü Gu,v � îòêðûòàÿ îáëàñòü. �àññìîòðèì îòîáðà-

æåíèå ϕ :

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

, (u, v) ∈ Gu,v . Ïóñòü êîìïàêò K ⊂ Gu,v .

Ïðè îòîáðàæåíèè ϕ îí ïåðåõîäèò â M = ϕ(K) íà ïëîñêîñòè

(x, y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ îáëàäàåò íåêîòîðûìè "õîðîøèìè"

ñâîéñòâàìè:

1) ϕ âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà K ;

r = 1 ; îáðàç ãðàíèöû ñîñòîèò èç îêðóæíîñòåé r = 1
2

è r = 1 , è îòðåç-

êîâ [ 1
2
, 1] è [−1,− 1

2
] äåéñòâèòåëüíîé îñè, ò. å. ãðàíèöà îáðàçà ñîäåðæèòñÿ â

îáðàçå ãðàíèöû. (�åä.)
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2)

∂x
∂u ,

∂x
∂v ,

∂y
∂u ,

∂y
∂v ∈ C(Gu,v).

Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1) è 2), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì íà

K . �åãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è äè��åðåíöèðóåìî íà

Gu,v . Êàñàòåëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ï. 81.2 ñ. 482) â òî÷êå

(u, v) îáîçíà÷èì Lu,v = Dϕ .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, v) ∈ K è áëèçêóþ òî÷êó

(u′, v′)∈K è ðàññìîòðèì åå îáðàçû ïðè ϕ è ïðè L. Ñ�îðìóëèðó-
åì ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ ,
äàííîå íà ñ. 481, íà ÿçûêå "ε− δ". Îáîçíà÷èì (x′, y′)=ϕ (u′, v′),

(x′′, y′′)=L (u′, v′), ∆u=u′−u, ∆ v=v′−v, r=
√
(∆u)

2
+ (∆ v)

2
.

Îòîáðàæåíèå ϕ ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèðóåìî íà K , åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

(u, v) , (u′, v′) ∈ K òàêèõ, ÷òî r < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρx,y ((x
′, y′) , (x′′, y′′))≤εr . Ýòî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé äè��åðåí-

öèðóåìîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé ëåì-

ìû.

Ëåììà î ïëîùàäè îáðàçà êâàäðàòà. Ïóñòü ϕ � ðåãóëÿðíîå

îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K , è ïóñòü

K èìååò âíóòðåííèå òî÷êè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåò-

ñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà Q ⊂ K , d(Q) < δ,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mx,y(ϕ(Q)) ≤
{
max
Q

∣∣∣D (x,y)
(u,v)

∣∣∣+ ε

}
mu,v(Q) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (u0, v0) � âíóòðåííÿÿ òî÷-

êà êîìïàêòà K . �àññìîòðèì çàìêíóòûé êâàäðàò Q ñ öåíòðîì

â ýòîé òî÷êå, Q ⊂ K , ðàçìåð Q îïðåäåëèì ïîçæå. Îáðàç ϕ(Q)
êâàäðàòà Q ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê îòîáðà-

æåíèå ϕ íåïðåðûâíî. Ïîñòðîèì îáðàç Q ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè Dϕ. Òàê êàê Dϕ � à�èííîå îòîáðàæå-

íèå (ñì. ï. 81.2 ñ. 482), òî ýòîò îáðàç áóäåò ïàðàëëåëîãðàìì (èëè

îòðåçîê, â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ ). Âîêðóã ýòîãî
ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòðîèì "ðàìêó". Äëÿ ýòîãî "ðàçäóåì" ïà-

ðàëëåëîãðàìì íà íåêîòîðîå ÷èñëî η (ñì. ðèñ. 17.19). Îáîçíà÷èì

Qx,y = Dϕ (Q) è (Qx,y)η = {p : d(Qx,y, p) ≤ η} ( (Qx,y)η ÿâëÿåò-

ñÿ çàìûêàíèåì η-ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà Qx,y (ñì. ï. 77 ñ. 460)).
Ïîêàæåì, ÷òî η ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ϕ(Q) ⊂ (Qx,y)η , à òî-
ãäà ïîëó÷èì, ÷òî mx,y(ϕ(Q)) ≤ mx,y ((Qx,y)η) . Ïëîùàäü ðàìêè

R , íà êîòîðóþ óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà Qx,y
ïðè ïåðåõîäå ê (Qx,y)η , îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç äëèíó ïåðèìåòðà ïëþñ
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O
(
η2
)
. Ò. å. ïëîùàäü ðàìêè R ðàâíà O

(
ηl + η2

)
, ãäå l � ïåðè-

ìåòð ïàðàëëåëîãðàììà Dϕ(Q).

�èñ. 17.19. "�àìêà".

Îáîçíà÷èì N = max
(u,v)∈K

{∣∣∂x
∂u

∣∣ ,
∣∣∂x
∂v

∣∣ ,
∣∣∣ ∂y∂u
∣∣∣ ,
∣∣∣∂y∂v
∣∣∣
}
. Òîãäà l ≤ 4Nr ,

ãäå r = d(Q). Çíà÷èò, m(R) = O(rη + η2). (Ìîæíî óòî÷íèòü,

÷òî m(R) ≤ 4πη2 + 2Nd(Q)η ). Îáðàç êâàäðàòà ïðè îòîáðàæåíèè
ϕ ìîæåò è íå ëåæàòü â Dϕ(Q) . Äîêàæåì, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì

âûáîðå η îáðàç êâàäðàòà Q íå âûéäåò çà ïðåäåëû ðàìêè.

Ïóñòü çàäàíî ε > 0 . Â ñèëó ëåììû íà ñ. 483 î ðàâíîìåð-

íîé äè��åðåíöèðóåìîñòè äëÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà íà âñÿêîì

êâàäðàòå Q ⊂ K îòîáðàæåíèå ϕ ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèðó-

åìî. Íî íàì íóæíà ðàâíîìåðíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü ïî âñåì

"ìàëåíüêèì" êâàäðàòèêàì, ñîäåðæàùèìñÿ â K . È ýòî ìîæíî äî-

êàçàòü, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Ïóñòü êâàäðàò Q⊂K ,

òî÷êè (u0, v0) ∈ Q è (u, v) ∈ Q , Dϕ � êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå

ê ϕ â òî÷êå (u0, v0) . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ϕ(u, v) è

Dϕ(u, v) îöåíèâàåòñÿ (ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà) ÷åðåç ìî-

äóëü ðàçíîñòè çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂x
∂u ,

∂x
∂v ,

∂y
∂u ,

∂y
∂v

â òî÷êàõ îòðåçêà [(u0, v0) , (u, v)] è äèàìåòð êâàäðàòà Q . Ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(ϕ(u, v), Dϕ(u, v)) ≤
≤ max
M,M ′∈Q

{∣∣∣ ∂x∂u |
M

− ∂x
∂u |

M′

∣∣∣ , ...,
∣∣∣∂y∂v |

M
−∂y
∂v |

M′

∣∣∣
}
d(Q) .

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà êîìïàêòå K , îíè

ÿâëÿþòñÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè íà K , è, ñëåäîâàòåëüíî,

íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè d(Q) < δ , òî óêàçàííûé ìàêñè-

ìóì ìåíüøå ε . Çíà÷èò, ρ(ϕ(u, v), Dϕ(u, v)) ≤ εδ . Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü èìåííî òàêèå êâàäðàòû.

Ïîëîæèì η = εd(Q) . Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà,
ϕ(Q) ⊂ (Qxy)η . Ïðè ýòîì ïîëó÷èì, ÷òî
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m(R) = O
(
εd(Q)2 + ε2d(Q)2

)
= O

(
ε2d(Q)2

)
,

ãäå "O-áîëüøîå" òîæå îöåíèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì êâàäðà-

òàì Q . Òàêèì îáðàçîì, m(R) = O(εm(Q)) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m(ϕ(Q))≤m (Lu0,v0(Q))+m(R)= |J(u0, v0)|m(Q)+O(ε)m(Q)=

= (|J |+O(ε))m(Q) ∀ (u0, v0) ∈ K .

Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ðàìêè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîùàäüþ Q ,

à íå ϕ(Q) . ◮

Äîêàçàííàÿ ëåììà ìîæåò ñëóæèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêî-

òîðûõ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé.

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K êâàäðèðóåìî (èìå-

åò ïëîùàäü) è îòîáðàæåíèå ϕ � ðåãóëÿðíîå íà K è âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå âñþäó íà Gu,v , òî îáðàç ϕ(K) � êâàäðèðóåìîå ìíî-
æåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêðîåì ìíîæåñòâî K îòêðûòûìè

êâàäðàòèêàìè òàê, ÷òîáû âìåñòå ñî ñâîèìè çàìûêàíèÿìè îíè íå

âûõîäèëè çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Gu,v . Èç ïîêðûòèÿ ìîæíî âû-

áðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî êâàäðà-

òèêîâ. Îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé ýòèõ êâàäðàòèêîâ, îáîçíà÷èì åãî

K1, ñîäåðæèò K è ñîäåðæèòñÿ â Gu,v . Íà êîìïàêòå K1 îòîáðà-

æåíèå ϕ òîæå ðåãóëÿðíî. �ðàíèöà Γ ìíîæåñòâà K ìîæåò áûòü

ïîêðûòà êâàäðàòèêàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â K1, ñî ñêîëü óãîäíî

ìàëîé ñóììîé ïëîùàäåé. Ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè ïëîùàäü

ëþáîãî êâàäðàòèêà óâåëè÷èâàåòñÿ â êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, îòêóäà

âñå ñëåäóåò. ◮

Ëåììà (îöåíêà ïëîùàäè îáðàçà ñíèçó). Â óñëîâèÿõ ïðåäû-

äóùåé ëåììû

m (ϕ(Q)) ≥ (|J | − ε)m(Q) .

�èñ. 17.20.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äî-

êàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé ëåì-

ìû. Â ñëó÷àå J = 0 íåðàâåíñòâî

î÷åâèäíî, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî

J 6= 0 . Ñòðîèì ðàìêó øèðèíîé

η âíóòðè Qxy = Dϕ(Q) (ñì.

ðèñ. 17.20), åå ïëîùàäü ≈ lη
(ïðè η , íàéäåííîì ïðè çàäàí-

íîì ε â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-

ìû î ïëîùàäè êâàäðàòà, ñ. 486).
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Âíóòðåííèé ïàðàëëåëîãðàìì P ìîæåò áûòü è ïóñòûì, åñëè ÿêî-

áèàí î÷åíü ìàë. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè P ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó

òî÷êó èç ϕ(Q) , òî îí öåëèêîì çàïîëíåí òî÷êàìè èç ϕ(Q) . Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè |J | 6= 0 âíóòðåííèå òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè ϕ
ïåðåõîäÿò âî âíóòðåííèå. Ïóñòü òî÷êà M èç âíóòðåííåãî ïàðàë-

ëåëîãðàììà P ïðèíàäëåæèò ϕ(Q) , à M1 ∈ P , íî íå ïðèíàäëå-

æèò ϕ(Q) . Òîãäà â P íàéäåòñÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà M2 ìíîæåñòâà

ϕ(Q) . Òîãäà M2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé òî÷êè E , ïðèíàä-

ëåæàùåé ãðàíèöå êâàäðàòà Q : M2 = ϕ(E) . Ïðè îòîáðàæåíèè

Dϕ âñå òî÷êè ãðàíèöû êâàäðàòà Q ïåðåøëè â òî÷êè ãðàíèöû ïà-

ðàëëåëîãðàììà Dϕ(Q) . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ϕ(E) è
Dϕ(E) áóäåò áîëüøå η , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâíîìåðíîé äè��å-

ðåíöèðóåìîñòè ïî âñåì "ìàëåíüêèì" êâàäðàòèêàì, ñîäåðæàùèì-

ñÿ â K . Ñëåäîâàòåëüíî, P ⊂ ϕ(Q) . Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìàÿ

îöåíêà. ◮

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ÿêîáèàíà. Ìîäóëü ÿêîáèàíà

ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ðàñòÿãèâàåòñÿ ïëîùàäü ïðè äàííîì

ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè. Èç ïîëó÷åííûõ â äâóõ ïîñëåäíèõ ëåì-

ìàõ íåðàâåíñòâ, ñëåäóåò, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀Q ⊂ K ,

d(Q) < δ ,

{|J(u, v)| − ε}m(Q) ≤ m(ϕ(Q)) ≤ {|J(u, v)|+ ε}m(Q) ,

ãäå (u, v) � òî÷êà èç êâàäðàòà Q .

Ëåììà î ìåðàõ ïðè îòîáðàæåíèè. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå

êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî, ϕ (u, v) � ðåãóëÿðíîå íà K è âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K îòîáðà-

æåíèå, ϕ(K) =M . Òîãäà m(M) =
˜

K

|J(u, v)| dudv .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñäåëàåì ìåëêèé êâàäðèëüÿæ (ï.77 ñ.458).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 îáúåäèíåíèå òåõ çàìêíóòûõ êâàäðàòèêîâ

Qi êâàäðèëüÿæà, êîòîðûå öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â K (ðèñ. 17.21):

K1 =
⋃

i:Qi⊂K
Qi, à ÷åðåç K2 � ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ K êâàäðàòèêîâ:

K2 =
⋃

i: Qi

⋂
K 6=∅

Qi. Òîãäà K1⊂K ⊂K2. Íàéäåì ìåðû ìíîæåñòâ

ϕ(K1) è ϕ(K2) . Â ñèëó íåðàâåíñòâ äëÿ ïëîùàäè îáðàçà êâàäðàòà

ìàëîãî äèàìåòðà

{|J(u, v)| − ε}m(Q) ≤ m(ϕ(Q)) ≤ {|J(u, v)|+ ε}m(Q)
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�èñ. 17.21.

áóäåì èìåòü∑ |J(ui, vi)|m(Qi)− εm(K1) ≤ m(ϕ(K1)) =
∑
m(ϕ(Qi)) ≤

≤∑ |J(ui, vi)|m(Qi) + εm(K1) .

Óñòðåìèâ äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ê 0, ïîëó÷èì

˜

K1

|J(u, v)| dudv−εm(K1)≤m(ϕ(K1))≤
˜

K1

|J(u, v)| dudv+εm(K1) .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε m(ϕ(K1)) =
˜

K1

|J(u, v)| dudv.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ íà ñ. 488 ïîëó÷èì, ÷òî

m(ϕ(K2)) =
˜

K2

|J(u, v)| dudv. Òàê êàê m(ϕ(K1)) ≤ m(ϕ(K)) ≤

≤ m(ϕ(K2)) è∣∣∣∣∣
˜

K

|J(u, v)| dudv−
˜

Ki

|J(u, v)| dudv
∣∣∣∣∣≤max

K2

|J(u, v)|·|m(K)−m(Ki)| ,

i = 1, 2 , à ìåðû ìíîæåñòâ K è Ki , i = 1, 2 , ìîãóò áûòü ñäåëàíû

êàê óãîäíî áëèçêèìè, òî m(ϕ(K))=
˜

K

|J(u, v)| dudv. ◮

Åñëè K ñâÿçíî, òî ê ïîñëåäíåé �îðìóëå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

òåîðåìó î ñðåäíåì. Ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà (ξ, η) ∈ K òàêàÿ,

÷òî m(ϕ(K)) =
˜

K

|J(u, v)| dudv = |J(ξ, η)|m(K) .

81.4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà (çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå).

Ïóñòü ϕ :

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

� ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå êîì-

ïàêòíîãî êâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâà K , âçàèìíî îäíîçíà÷íîå â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K , ϕ(K) = M è �óíêöèÿ

f(x, y) ∈ C(M). Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
˜

M

f(x, y) dxdy =
˜

K

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî îáà èíòåãðàëà ñó-

ùåñòâóþò, íàäî äîêàçàòü èõ ðàâåíñòâî. Âîçüìåì ìåëêîå ðàçáè-

åíèå (T ) = (Tuv) ìíîæåñòâà K , è ïóñòü Ki � ýëåìåíòû ýòîãî

ðàçáèåíèÿ. Òîãäà

∑
f (x(ξi, ηi), y(ξi, ηi)) |J(ξi, ηi)|m(Ki) � èíòå-

ãðàëüíûå ñóììû äëÿ èíòåãðàëà

˜

K

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv ,

à

∑
f (xi, yi)m(ϕ(Ki)) , ãäå xi = x(ξi, ηi) , yi = y(ξi, ηi) � èí-

òåãðàëüíûå ñóììû äëÿ èíòåãðàëà

˜

M

f(x, y) dxdy . Åñëè äèàìåòð

ðàçáèåíèÿ ìàë, òî ìíîæèòåëè |J(ξi, ηi)|m(Ki) è m(ϕ(Ki)) ðàâ-

íîìåðíî áëèçêè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàç-

íîñòè ìåæäó ýòèìè èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè ìàëà, åñëè äèàìåòð

ðàçáèåíèÿ ìàë. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâî. ◮

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðè ïðèìåíåíèè �îðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé

íàäî ïðîâåðÿòü âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ .
2. Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ϕ ìîæíî ðàñïðîñòðà-

íèòü íà íåêîòîðóþ îòêðûòóþ îáëàñòü G, ñîäåðæàùóþ K . Íà

ñàìîì äåëå �îðìóëà âåðíà è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîäîëæåíèè

ϕ íà G, â ýòîé òåîðåìå ýòî óñëîâèå èçëèøíå. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü,

íàäî ïðèáëèæàòü K èçíóòðè êîìïàêòàìè Kε , äëÿ êîòîðûõ �îð-

ìóëà âåðíà, è ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòèõ èíòåãðàëîâ

ïî Kε ïðè ε→ 0 , êîòîðûé äàñò èíòåãðàë ïî K .

3. Óñëîâèå f(x, y) ∈ C(M) ìîæíî îñëàáèòü, ïðåäïîëîæèâ

òîëüêî îãðàíè÷åííîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü f íà M .

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 8

(07.03.69)

Íàïîìíèì �îðìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ â îäíîìåðíîì èíòåãðàëå:

b́

a

f(x) dx =
β́

α

f(x(u))x′(u) du ,

ãäå f(x) ∈ C [a, b], x = x(u), u ∈ [α, β], x(α) = a , x(β) = b ,
x′u ∈ C[α, β] . À äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ìû ïîëó÷èëè

˜

M

f(x, y) dxdy =
˜

K

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv .

Îò÷åãî ïîÿâèëñÿ ìîäóëü â �îðìóëå çàìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ äâîé-

íîãî èíòåãðàëà? Äåëî â òîì, ÷òî çäåñü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èíòå-

ãðàë ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îðèåíòèðîâàííîìó îòðåçêó. Ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê

b́

a

f(x) dx , òàê è
á

b

f(x) dx. Â �îðìóëå çàìåíû ïå-
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ðåìåííîé ó íàñ ìîæåò îêàçàòüñÿ α > β . Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðà-

ëà ïîíÿòèÿ îðèåíòàöèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íå áûëî, íî åãî

ìîæíî ââåñòè.

Ïóñòü â ïëîñêîñòè (x, y) çàäàí äîñòàòî÷íî ãëàäêèé êîíòóð

Γ, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîæåñòâî M . "Õîäèòü ïî êîíòóðó" ìîæ-

íî â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îðèåíòàöèÿ îáëà-

ñòè ñâÿçàíà ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà åå êîíòóðà. Îáõîä ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

� îòðèöàòåëüíûì. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà,

èíäóöèðóåò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ îáëàñòè, ïëîùàäü òàêîé

îáëàñòè � îáû÷íàÿ ïëîùàäü ñî çíàêîì ïëþñ. Îòðèöàòåëüíîå íà-

ïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà, èíäóöèðóåò îòðèöàòåëüíóþ îðèåíòà-

öèþ îáëàñòè, îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü òàêîé îáëàñòè áåðåòñÿ ñî

çíàêîì ìèíóñ. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò îáëàñòü K , îãðà-

íè÷åííóþ êîíòóðîì γ íà ïëîñêîñòè (u, v) , â îáëàñòü M , îãðàíè-

÷åííóþ êîíòóðîì Γ íà ïëîñêîñòè (x, y) . Åñëè γ (â ïëîñêîñòè

(u, v) ) îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî Γ ìîæåò îá-

õîäèòüñÿ êàê â ïîëîæèòåëüíîì, òàê è â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå-

íèè. Âñå îòîáðàæåíèÿ ϕ ìîæíî ðàçáèòü íà 2 òèïà: ñîõðàíÿþùèå

è íå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ îáõîäà.

Îðèåíòàöèÿ îáõîäà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ èëè ìåíÿòüñÿ íà ïðîòè-

âîïîëîæíóþ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîõðàíÿåòñÿ èëè íåò îðèåí-

òàöèÿ äëÿ ëèíåéíîãî êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ L = Dϕ .

Åñëè J > 0, òî îðèåíòàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Åñëè J < 0, òî îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

�èñ. 17.22.

Çàìåòèì, ÷òî ó íàñ â îáëàñòè K ÿêîáèàí

íå îáðàùàåòñÿ â 0 è ïîýòîìó çíàê ÿêîáèàíà

íå ìåíÿåòñÿ â îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

ðàññìàòðèâàòü ïëîùàäü âìåñòå ñî çíàêîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì îðèåíòàöèè, òî â �îðìó-

ëå ìîæíî îïóñòèòü ìîäóëü ÿêîáèàíà.

Ñðàâíèì åùå îäíó îäíîìåðíóþ è äâó-

ìåðíóþ �îðìóëû.

Ïîëó÷èì äëÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ àíà-

ëîã ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó. Êàê èçâåñò-

íî, åñëè x0 ∈ [a, b] , f ∈ C[x0] , òî ïðîèçâîäíàÿ

d
dx

x́

a

f(u) du â

òî÷êå x0 ðàâíà çíà÷åíèþ f(x0) ( ï. 40.3 ñ. 184). Ïóñòü òî÷êà

(x0, y0) ∈ D . �àññìîòðèì

1
m(q)

˜

q

f dσ , ãäå (x0, y0) ∈ q ⊂ D
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(ðèñ. 17.22). Åñëè lim
(x0,y0)∈q
d(q)→0

1
m(q)

˜

q

f dσ ñóùåñòâóåò, òî îí íàçûâàåò-

ñÿ ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ïî ïëîùàäè â òî÷êå (x0, y0) .
11)

Åñëè

f ∈ C (D), òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

lim
(x0,y0)∈q
d(q)→0

1
m(q)

˜

q

f dσ = f(x0, y0) .

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ïëîùàäè îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé àääè-

òèâíîé �óíêöèè îáëàñòè. Èíòåãðàë � õîðîøàÿ àääèòèâíàÿ �óíê-

öèÿ îáëàñòè, èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïëîùàäè.

� 82. n -êðàòíûå èíòåãðàëû

�èñ. 17.23.

Òåîðèÿ n-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ àíàëîãè÷-

íà òåîðèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. Àíàëîãèÿ

ñîõðàíÿåòñÿ â òîé ñòåïåíè, â êàêîé ìû

ðàññìàòðèâàåì ìåðû òîé æå ðàçìåðíî-

ñòè, ÷òî è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ, ò. å.

ïëîùàäü â äâóìåðíîì ñëó÷àå è îáúåì â

òðåõìåðíîì. Íî â 2-ìåðíîì ñëó÷àå åñòü

óæå äâå ìåðû: äëèíà è ïëîùàäü, à â â 3-

ìåðíîì ñëó÷àå òðè ìåðû: äëèíà, ïëîùàäü

è îáúåì, è çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëû, íå èìåþùèå àíàëîãîâ â

ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.

Ïóñòü K ⊂ En è mn(K) � n-ìåðíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà K .

82.1. Òðîéíûå èíòåãðàëû

Ïðè n = 3 ïî ìåðå m3 îïðåäåëÿåì òðîéíîé èíòåãðàë

˝

K

f(p) dv.

Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà òå æå, ÷òî è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðà-

ëà. Ïîäîáíî âû÷èñëåíèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà (ï. 81.1 ñ. 480)

òðîéíîé èíòåãðàë

12)
ïî îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ "êðèâîëèíåéíûì

áðóñîì îãðàíè÷åííûì ñâåðõó è ñíèçó íåïðåðûâíûìè ïîâåðõíî-

ñòÿìè ϕ0 , ϕ1 , à ñ áîêîâ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðà-

11)
Â [27℄ ò.2 ï.377 è [28℄ ò.3 ï.644 òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

ïî îáëàñòè. Áëèçêèå ïîíÿòèÿ íàçûâàþò òàêæå ñèëüíîé äè��åðåíöèðóåìî-

ñòüþ, ïðîèçâîäíîé àääèòèâíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà ïî ñåìåéñòâó ìíîæåñòâ

è ò.ï. (�åä.)

12)
Ñì. áîëåå ïîäðîáíî â [27℄ ò.2 ï. 378 ñ. 334 � 336 è â [28℄ ò.3 ï.ï. 645,646

ñ. 312 � 315. (�åä.)
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çóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz (ñì. ðèñ. 17.23), âû÷èñëÿåòñÿ

ïî �îðìóëå

˝

K

f(p) dv =
˜

Dx,y

ds
ϕ1(x,y)
´

ϕ0(x,y)

f(x, y, z) dz ,

ãäå Dx,y � êâàäðèðóåìàÿ ïðîåêöèÿ áðóñà íà ïëîñêîñòü xOy .
Ôîðìóëà âåðíà, åñëè òðîéíîé èíòåãðàë ñëåâà è âíóòðåííèé èí-

òåãðàë ñïðàâà ñóùåñòâóþò.

�èñ. 17.24.

Äëÿ îáëàñòè K , ðàñïîëîæåííîé ìåæäó ïëîñ-

êîñòÿìè z = a è z = b è ñå÷åíèÿ êîòîðîé ïëîñ-

êîñòÿìè z = onst äëÿ âñÿêîãî a ≤ z ≤ b èìå-

þò êâàäðèðóåìûå ïðîåêöèè Dz íà ïëîñêîñòü xOy
(ñì. ðèñ. 17.24), òðîéíîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî

�îðìóëå

˝

K

f(p) dv =
b́

a

dz
˜

Dz

f(x, y, z) ds .

Çäåñü òàêæå �îðìóëà âåðíà, åñëè òðîéíîé èíòå-

ãðàë ñëåâà è âíóòðåííèé äâîéíîé èíòåãðàë ñïðàâà ñóùåñòâóþò.

Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ n-ìåðíîãî ñëó-

÷àÿ.

82.2. Èíòåãðàë Äèðèõëå

Èíòåãðàëîì Äèðèõëå íàçûâàåòñÿ n -êðàòíûé èíòåãðàë âèäà

n︷ ︸︸ ︷
ˆ

...

ˆ

x1≥0,...,xn≥0
x1+x2+...+xn≤1

xp1−1
1 xp2−1

2 ... xpn−1
n dx1... dxn ,

ãäå p1 > 0,. . . , pn > 0 (ñì. ðèñ. 17.25 äëÿ n = 3 ). Ïðè pi ≥ 1
( i = 1, 2, ..., n ) ýòî îáû÷íûé êðàòíûé èíòåãðàë �èìàíà, à ïðè

pi < 1 � íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Äèðèõëå:

n︷ ︸︸ ︷
ˆ

...

ˆ

x1≥0,...,xn≥0
x1+x2+...+xn≤1

xp1−1
1 xp2−1

2 ... xpn−1
n dx1... dxn =

Γ(p1)...Γ(pn)

Γ(p1+...+pn+1)
.

Çäåñü Γ(x) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà (ñì. � 69).

Ïðè n = 2 âû÷èñëÿåì äâóêðàòíûé èíòåãðàë:
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´

x≥0,

´

y≥0

x+y≤1

xp−1yq−1 dxdy = 1
q

1́

0

xp−1 dx
1−x
´

0

yq−1 dy =

�èñ. 17.25.

= 1
q

1́

0

xp−1 (1− x)
q
dx = 1

q
Γ(p)Γ(q+1)
Γ(p+q+1) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p+q+1) .

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n−1 �îðìóëà äîêàçàíà.

Ñâåäåì n-êðàòíûé èíòåãðàë ê (n − 1)-
êðàòíîìó:

1
ˆ

0

xpn−1
n dxn

n−1︷ ︸︸ ︷
ˆ

...

ˆ

x1≥0,...,xn−1≥0
x1+...+xn−1≤1−xn

x
pn−1−1
n−1 ... xp1−1

1 dx1... dxn−1 =

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ xi = (1 − xn)yi ( i = 1, ..., n − 1 ), è
ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïî-

ëó÷èì

=

1
ˆ

0

xpn−1
n (1 − xn)

p1+...+pn−1dxn

n−1︷ ︸︸ ︷
ˆ

...

ˆ

y1≥0,...,yn−1≥0
y1+...+yn−1≤1

yp1−1
1 ...ypn−1

n−1 dy1...dyn−1=

=
Γ(p1)...Γ(pn−1)

Γ(p1 + ...+ pn−1 + 1)

1
ˆ

0

xpn−1
n (1 − xn)

p1+...+pn−1 dxn =

=
Γ(p1)...Γ(pn−1)

Γ(p1+...+pn−1+1)

Γ(pn)Γ(p1+...+pn−1+1)

Γ(p1+...+pn+1)
=

Γ(p1)...Γ(pn)

Γ(p1+...+pn+1)
.

Çàìå÷àíèå. Òåîðèÿ ïðîñòûõ è òåîðèÿ êðàòíûõ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íå-

ñîáñòâåííûõ ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ îñíîâàíà íà óïîðÿäî÷åíèè òî-

÷åê íà ïðÿìîé. Åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ïëîùàäåé äëÿ ïëîñ-

êîñòè íåò. Ïîýòîìó íåò åñòåñòâåííîãî àíàëîãà óñëîâíîé ñõîäèìî-

ñòè äëÿ äâîéíûõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Âñÿêèé ñõîäÿùèéñÿ

êðàòíûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü, óïîðÿäî÷èâ íåêîòîðûì ñïåöèàëü-

íûì îáðàçîì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
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� 83. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Äëèíà êðèâîé Γ, ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿëàñü �îðìó-

ëîé l(Γ) = sup l(L) , ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âïèñàííûì

ëîìàíûì L (ï. 45.2 ñ. 202).

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè âïèñûâàòü â ïîâåðõíîñòü

ìíîãîãðàííèêè Q è ñ÷èòàòü èõ ïëîùàäè, òî â áîëüøèíñòâå ñëó-

÷àåâ ïîëó÷èì sup
Q
S(Q) = ∞.

Ïðèìåð Øâàðöà. Â áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êðóãîâîãî öèëèí-

äðà âïèñûâàþòñÿ ìíîãîãðàííèêè ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè (ñì.

ðèñ. 17.26 à). Ìîæíî òàê âïèñàòü ìíîãîãðàííèêè, ÷òî òðåóãîëü-

íèêè ëåæàò ïî÷òè ïëîñêî: ïîëó÷àåòñÿ "ãàðìîøêà "ãîëåíèùå ñà-

ïîãà". Âåðõíÿÿ ãðàíü ïëîùàäåé òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàâíà áåñ-

êîíå÷íîñòè

13)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå âïèñàíííûå ìíîãîãðàí-

íèêè îïðåäåëÿòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ. Âîçíèêàåò çàäà÷à

òàê àïïðîêñèìèðîâàòü ïîâåðõíîñòü, ÷òîáû "ãàðìîøêè" íå áûëî.

�èñ. 17.26.

Ôóíêöèÿ f(x, y) , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå D íà ïëîñêî-

ñòè, çàäà�åò ïîâåðõíîñòü

S = {(x, y, z) : z = f(x, y), (x, y) ∈ D}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D � êîìïàêò, îãðàíè÷åííûé ïðîñòûì

êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì. Îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî f ∈ C1(D) , òî åñòü f îïðåäåëåíà è äè��åðåíöèðóåìà

â îêðåñòíîñòè D , è

∂f
∂x ,

∂f
∂y ∈ C(D) .

13)
Ïîäðîáíåå ïðèìåð Øâàðöà ìîæíî ïîñìîòðåòü â [27℄ ò.2 ñ. 304 èëè â [31℄

ïðèìåð 16.11 ñ. 456. (�åä.)

496



�åîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Âîçü-

ìåì ðàçáèåíèå (T ) êîìïàêòà D íà "ìàëåíüêèå ýëåìåíòàðíûå

ïëîùàäè": D =
n⋃
i=1

Ki . ß÷åéêà K ⊂ D çàäàåò íà ïîâåðõíîñòè

"øàïêó"L ⊂ S . Âîçüìåì òî÷êó p ∈ L , ïîñòðîèì ïëîñêîñòü P ,

êàñàòåëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå p . Ñïðîåêòèðóåì L îðòîãî-

íàëüíî íà P , ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Q (ðèñ 17.26 á). Ïëîùàäüþ

ïîâåðõíîñòè S íàçîâåì âåëè÷èíó

lim
d(T )→0

∑n
i=1m(Qi) .

Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè ìû ïîëó÷èëè "ïàíöèðü ÷åðåïà-

õè"

n⋃
i=1

Qi . Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèå ìíîæåñòâà Qi , ïðèáëèæàþ-

ùèå S , áëèçêè ê S ðàâíîìåðíî è â ñìûñëå "íàêëîíà".

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 9

(12.03.69)

�åîìåòðè÷åñêàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò îò ïîëîæå-

íèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-

íî äâèæåíèé (ýòî ìîæíî âûâåñòè èç òîãî, ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðî-

åêòèðîâàíèå íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-

íî äâèæåíèé). Íåäîñòàòîê ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïëîùà-

äè â òîì, ÷òî åãî íåóäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûðàæåíèÿ ïëîùàäè

ïîâåðõíîñòè â âèäå èíòåãðàëà ïî îáëàñòè D . Ïîýòîìó áóäåò äàíî

åùå "òåõíè÷åñêîå" îïðåäåëåíèå ïëîùàäè, êîòîðîå ëåãêî ñâåäåòñÿ

ê èíòåãðàëó, à ïîòîì áóäåò ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðå-

äåëåíèé.

Òåõíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Âîçüìåì

ÿ÷åéêó K ⊂ D , îíà çàäàåò íà ïîâåðõíîñòè "øàïêó" L ⊂ S .
Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü P , êàñàòåëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè â íåêîòîðîé

òî÷êå p ∈ L . Ñïðîåêòèðóåì L íà P ïàðàëëåëüíî îñè Oz . Ïî-
ëó÷èì ìíîæåñòâî L′

(ðèñ. 17.27). "Òåõíè÷åñêîé" ïëîùàäüþ ïî-

âåðõíîñòè S íàçîâåì âåëè÷èíó

σ(S) = lim
d(T )→0

n∑
i=1

m(L′
i) .

Îòëè÷èå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îò ãåîìåòðè÷åñêîãî â òîì, ÷òî ïðî-

åêòèðîâàíèå íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ìû ïðîèçâîäèì íå îðòî-

ãîíàëüíî, à âäîëü îñè Oz. Ïðè ýòîì ìû ñíîâà ïîëó÷èì "ïàíöèðü
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÷åðåïàõè âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîé, ÷åì â ãåîìåòðè÷åñêîì îïðåäåëå-

íèè.

Â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

è âåêòîð n íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Çàïèøåì n ÷åðåç íàïðàâëÿ-

þùèå êîñèíóñû: n = (cosα, cosβ, cos γ) ; çäåñü áåçðàçëè÷íî, êóäà
ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí, ââåðõ èëè âíèç. Åñëè íîðìàëü ïî÷òè ãî-

ðèçîíòàëüíà, òî åñòü cos γ áëèçîê ê íóëþ, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî ÿ÷åéêà K ìàëà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÿ÷åéêà L′
íà êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè áîëüøàÿ � òàêàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ íàñ íåæåëàòåëüíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â òî÷êå

(x0, y0, z0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z − z0 =
(
∂f
∂x

)
0
(x− x0) +

(
∂f
∂y

)
0
(y − y0) ,

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå ( x0, y0, z0 ). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

| cos γ| = 1√
1+( ∂f

∂x )
2
+( ∂f

∂y )
2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó f ∈ C1(D) , òî cos γ îòäåëåí îò íóëÿ

è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü íèãäå íå âåðòèêàëüíà.

Òåîðåìà î òåõíè÷åñêîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü D �

êîìïàêò íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûé ïðîñòûì êóñî÷íî-ãëàäêèì

êîíòóðîì è �óíêöèÿ f ∈ C1(D) . Òîãäà "òåõíè÷åñêàÿ"ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè S : z = f(x, y), (x, y) ∈ D , ñóùåñòâóåò è âûðàæà-

åòñÿ �îðìóëîé

σ(S) =
˜

D

dxdy
|cos γ(x,y)| =

˜

D

√
1 +

(
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
dx dy .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå (T ) : D =
n⋃
i=1

Ki .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äâóìåðíàÿ ìåðà m(L′
i) = m(Ki)

| cos γ(ξi,ηi)| , ãäå

(ξi, ηi) ∈ Ki , ïîñêîëüêó L′
i åñòü ïðîåêöèÿ Ki íà êàñàòåëüíóþ

ïëîñêîñòü. ßñíî, ÷òî

n∑
i=1

m(L′
i) =

n∑
i=1

m(Ki)
| cos γ(ξi,ηi)| . Ýòà ñóììà åñòü

èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà �èìàíà

σ(S) =
˜

D

dxdy
|cos γ(x,y)| ,

êîòîðûé ñóùåñòâóåò, òàê êàê �óíêöèÿ | cos γ|−1
íåïðåðûâíà íà

D ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. ◮
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×àñòî ýëåìåíò ïëîùàäè dx dy îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ds ; �îðìó-
ëà äëÿ ïëîùàäè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå σ(S) =

˜

D

| cos γ(x, y)|−1 ds .

Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé è òåõíè÷åñêîé ïëî-

ùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü D � êîìïàêò íà ïëîñêîñòè, îãðà-

íè÷åííûé ïðîñòûì êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì è f ∈ C1(D) .
Òîãäà "ãåîìåòðè÷åñêàÿ" ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S : z = f(x, y) ,
(x, y) ∈ D , ñîâïàäàåò ñ "òåõíè÷åñêîé".

C õ å ì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Ïóñòü (ñì. ðèñ. 17.27)

K � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ρ ;
L � ïðîåêöèÿ K âäîëü îñè Oz íà ïîâåðõíîñòü;

L′
� ïàðàëëåëîãðàìì, ïîëó÷åííûé ïðîåêöèåé K âäîëü îñè Oz

íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü P ê ïîâåðõíîñòè, ïðîâåäåííóþ â òî÷êå

p ∈ L ; î÷åâèäíî, ÷òî L′
ïîëó÷àåòñÿ ïðîåêöèåé L âäîëü îñè Oz

íà P ;

Ln � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ L íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü P ;

Ln � êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

�èñ. 17.27.

�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé íà L è

åå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà P åñòü

âåëè÷èíà o(ρ) ( ρ → 0 ). Òî æå âåðíî

è äëÿ ïðîåêöèè âäîëü Oz , ïîñêîëüêó
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âäîëü Oz è îðòî-

ãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êîé è ïðîåêöèåé îòëè÷àåò-

ñÿ â | cosγ|−1
ðàç. �àññóæäåíèÿ, àíà-

ëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó ëåììû î ïëî-

ùàäè îáðàçà êâàäðàòà (ï. 81.3 ñ. 486),

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè çàìåíå îäíîé ïëî-

ùàäè ïðîåêöèè äðóãîé ìû äåëàåì îøèáêó ðàâíîìåðíî áåñêîíå÷íî

ìàëóþ îòíîñèòåëüíî ïëîùàäè ÿ÷åéêè K . Ýòà îøèáêà ïðè ïðå-

äåëüíîì ïåðåõîäå ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïðåâðàùàåòñÿ â 0.

◮

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ïëîùàäè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà

ìíîæåñòâ. Ïîâåðõíîñòè âèäà S : z = f(x, y), (x, y) ∈ D , ðàññìîò-

ðåííûå íàìè, íàçîâåì ýëåìåíòàðíûìè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïîâåðõ-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ (x, y) ∈ ∂D , íàçîâåì êðàåì ïîâåðõíîñòè

( ∂D � ãðàíèöà êîìïàêòà D ); î÷åâèäíî, ÷òî êðàé ñóòü êóñî÷íî-

ãëàäêèé êîíòóð â ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ýëåìåí-

òàðíûå ïîâåðõíîñòè âèäà {x = f(y, z)} èëè {y = f(x, z)} , äëÿ
íèõ âñå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íû. (Åñëè ïîâåðõíîñòü ìîæíî ïðåä-
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ñòàâèòü áîëåå ÷åì îäíèì èç ñïîñîáîâ, òî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü,

ïîíÿòèÿ ïëîùàäè è êðàÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñïîñîáà.)

Ïóñòü ìíîæåñòâî S â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòî-

ðûå ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî êðàÿì. Ïëîùàäüþ S íàçîâåì ñóììó

ïëîùàäåé ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Òàê îïðåäåëåííàÿ ïëîùàäü íå çà-

âèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ S íà "êóñî÷êè". Äîêàçûâàòü ýòî ìû

íå áóäåì.

Â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðèíÿòî ïîâåðõíîñòè çàäà-

âàòü ïàðàìåòðè÷åñêè

S :





x = x(u, v)

y = y(u, v),

z = z(u, v)

(u, v) ∈M .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• M � êîìïàêò íà ïëîñêîñòè (u, v) , îãðàíè÷åííûé ïðîñòûì

êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì, x, y, z ∈ C1(M) ;

• ïîâåðõíîñòü íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, ò. å. äëÿ ëþáûõ ðàç-

ëè÷íûõ (u, v), (u′, v′)∈M òî÷êè P =(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
è P ′ = (x(u′, v′), y(u′, v′), z(u′, v′)) ðàçëè÷íû;

• â ëþáîé òî÷êå (u, v) ∈M îòëè÷åí îò íóëÿ ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí èç îïðåäåëèòåëåé D (x,y)
(u,v) , D

(x,y)
(u,v) èëè D (x,y)

(u,v) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∣∣∣D (x,y)
(u,v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣D (y,z)

(u,v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣D (z,x)

(u,v)

∣∣∣
2

> 0 .

Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè (u, v) èç
M êàêèå-òî äâà óðàâíåíèÿ èç òðåõ, çàäàþùèõ S , ìîãóò áûòü ðàç-
ðåøåíû îòíîñèòåëüíî u è v . Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî S ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå {x = f(y, z)} , {y = f(x, z)} èëè {z = f(x, y)} .
�àçáèâàÿ ìíîæåñòâî M íà ìàëåíüêèå ÷àñòè, ìû ïðåäñòà-

âèì S â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïåðåñå-

êàþùèõñÿ ïî êðàÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ S îïðåäåëåíà ïëîùàäü

σ(S) , âûâåäåì äëÿ íåå �îðìóëó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

{z=f(x, y)} , ãäå (x, y) ∈ D îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò (u, v)∈M .

Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷èì, ðàçáèâàÿ ïîâåðõíîñòü íà ìàëåíüêèå

"êóñî÷êè".
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�àññìîòðèì òî÷êó (u0, v0) ∈ M . Òîãäà �óíêöèè x, y, z , êàê
�óíêöèè îò u ïðè �èêñèðîâàííîì v0 , áóäóò îïðåäåëÿòü â ïðî-
ñòðàíñòâå íåêîòîðóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç (u0, v0) . Òåïåðü
çà�èêñèðóåì u0 , ïîëó÷èì åùå îäíó êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó (u0, v0) . ßñíî, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ñîîòâåòñòâó-

þùèå êàñàòåëüíûå

x−x0

( ∂x
∂u )0

= y−y0
( ∂y

∂u )0
= z−z0

( ∂z
∂u )0

, x−x0

( ∂x
∂v )0

= y−y0
( ∂y

∂v )0
= z−z0

( ∂z
∂v )0

ê ïîëó÷åííûì íàìè êðèâûì. Çíà÷èò, âåêòîð íîðìàëè ê êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè â òî÷êå (u0, v0) èìååò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

n =

∣∣∣∣∣∣

i j k
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∣∣∣∣∣∣
.

Îáîçíà÷èì

A = D (x,y)
(u,v) =

∣∣∣∣
∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ , B = D (y,z)
(u,v) , C = D (x,z)

(u,v) .

Èç �îðìóëû äëÿ n ïîëó÷àåì | cos γ| = |A|√
A2+B2+C2

. Òåïåðü â

�îðìóëå äëÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè σ(S) =
˜

D

dxdy
| cos γ(x,y)| ñäåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ �îðìóëó

σ(S)=
˜

D

dxdy
| cos γ(x,y)| =

˜

M

|D (x,y)
(u,v) |

| cos γ(x,y)| du dv=
˜

M

√
A2 +B2 + C2 du dv .

Ïîäñ÷èòàâ, ïîëó÷èì A2 +B2 + C2 = EG− F 2
, ãäå

E =
(
∂x
∂u

)2
+
(
∂y
∂u

)2
+
(
∂z
∂u

)2
, G =

(
∂x
∂v

)2
+
(
∂y
∂v

)2
+
(
∂z
∂v

)2
,

F = ∂x
∂u

∂x
∂v + ∂y

∂u
∂y
∂v + ∂z

∂u
∂z
∂v .

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ ïëîùàäè ïîâåðõ-

íîñòè èìååò âèä

σ(S) =
˜

M

√
EG− F 2 du dv .
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�ëàâà 18

Êðèâîëèíåéíûå è

ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû

Â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû ñòðîèëè n -ìåðíóþ ìåðó mn . �àñ-

ñìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé n = 3 . Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü òðè

ìåðû: m3 � îáúåì òåëà, m2 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, m1 � äëè-

íà êðèâîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñòðîèòü èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå

è ïî îòíîøåíèþ ê ìåðàì m2 è m1 è ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî,

ïîâåðõíîñòíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû, ïîðîæäåííûå ýòèìè

íåïîëíîðàçìåðíûìè ìåðàìè.

Ìû ìîæåì íàêëàäûâàòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, èìåííî, â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïî òàêèì êðèâûì

Γ è ïîâåðõíîñòÿì S , êîòîðûå èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, äëèíó è

ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, âûðàæàåìûå ïðîñòûìè èíòåãðàëàìè

l(Γ)=
β́

α

√
x′2(t)+y′2(t)+z′2(t) dt, σ(S)=

˜

M

√
EG−F 2 dudv .

Ôàêòè÷åñêè, ìû áóäåì äàæå ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü ïîäûí-

òåãðàëüíûõ �óíêöèé.

Òåîðèÿ êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ðàñïàäà-

åòñÿ íà äâå ÷àñòè: íà ÷àñòü, êîòîðàÿ íå çàâèñèò, è ÷àñòü, êîòîðàÿ

çàâèñèò îò îðèåíòàöèè êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé. Ïîýòîìó ðàçëè÷à-

þòñÿ êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâåí-
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íî, ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà áîëåå ïðî-

ñòûå, âòîðîãî � "áîëåå ïîëåçíûå".

� 84. Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

84.1. Îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî

è ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

�èñ. 18.1.

Ïóñòü Γ ⊂ E3
� ïðîñòàÿ ðåãóëÿðíàÿ

êðèâàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Γ ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå Γ = {r(t) : t ∈ [a, b]} , ãäå
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) , x, y, z ∈ C1[a, b] ,
ðàçíûì òî÷êàì t1, t2 ∈ [a, b] ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûå òî÷êè r(t1), r(t2) ∈ Γ , è
âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè: âåêòîð

r′(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïóñòü íà êðèâîé Γ çàäàíà íåïðåðûâ-

íàÿ �óíêöèÿ f ∈ C(Γ) . �àçîáüåì Γ íà

"êóñî÷êè" Γk ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû òî÷åê p0, . . . , pn (ñì. ðèñ. 18.1).

Êàæäûé òàêîé êóñî÷åê èìååò äëèíó m1(Γk) = l(Γk) . Äèàìåòðîì
ïîëó÷åííîãî ðàçáèåíèÿ T íàçîâåì d(T ) = max

k
d(Γk) (ñðàâíè ñ

îïðåäåëåíèåì íà ñ. 462). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè qk ∈ Γk è

ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

n∑
k=1

f(qk)l(Γk) .

Îïðåäåëåíèå. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà îò �óíê-

öèè f ïî êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë:

´

Γ

f(p) dl = lim
d(TΓ)→0

n∑
k=1

f(qk)l(Γk) .

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð, îíî

ñâÿçàíî òîëüêî ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè (äëèíà êðèâîé, äèà-

ìåòð êóñî÷êà êðèâîé), è íå ñâÿçàíî ñî ñïîñîáîì àíàëèòè÷åñêîãî

çàäàíèÿ Γ . Çíà÷èò, èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïàðàìåòðèçà-
öèè êðèâîé.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà ìû ìîãëè áû áðàòü â êà-

÷åñòâå äèàìåòðà d(T ) = max
k

l(Γk) èëè d(T ) = max
k

|tk − tk+1| ,
ãäå òî÷êè tk ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèþ [a, b] (äëÿ íåêîòîðîé ïà-
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ðàìåòðèçàöèè).

Çàìå÷àíèå. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ïî ïðîñòûì ñïðÿìëÿåìûì êðèâûì Γ , óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè
èçëèøíå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî

ðîäà

˜

S

f(p) dσ. Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ ïîâåðõíîñòü S , èìåþùàÿ

ïëîùàäü. Âîçüìåì ðàçáèåíèå T ïîâåðõíîñòè S íà êóñî÷êè Sk
(ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî ïî êðàÿì),

êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ïëîùàäü σ(Sk) , ñîñòàâèì èíòåãðàëü-

íóþ ñóììó è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè d(T ) = max
k

d(Sk) → 0 :

˜

S

f(p) dσ = lim
d(T )→0

n∑
k=1

f(qk)σ(Sk) .

Ýòî îïðåäåëåíèå òîæå ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå è íå çàâèñèò îò

ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 10

(14.03.69)

�èñ. 18.2.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå çàìêíóòûõ êðèâûõ

è ïîâåðõíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèå èíòå-

ãðàëû îáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

¸

Γ

f(p) dl,
‚

S

f(p) dσ.

(Ôîðìàëüíî, èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé êðè-

âîé íå ïîäõîäèò ïîä íàøå îïðåäåëåíèå �

íà çàìêíóòîé êðèâîé åñòü êðàòíûå òî÷-

êè: íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ êîíå÷-

íîé. Íî ìû ìîæåì ðàçáèòü êðèâóþ Γ íà

äâå ïðîñòûå êðèâûå Γ1 è Γ2 (ñì. ðèñ. 18.2) è îïðåäåëèòü

´

Γ

f(p) dl =
´

Γ1

f(p) dl+
´

Γ2

f(p) dl .)

84.2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ è

ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

Ñëåäóþùåé íàøåé çàäà÷åé áóäåò ñâåñòè òåîðèþ êðèâîëèíåéíîãî

è ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ê òåîðèè ïðîñòûõ è äâîéíûõ èíòå-

ãðàëîâ �èìàíà (ïðè èçâåñòíûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè íà êðèâûå è
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ïîâåðõíîñòè). Îòìåòèì, ÷òî åñëè f(p) ≡ 1, òî èíòåãðàëüíûå ñóì-
ìû ïðîñòî ðàâíû äëèíå êðèâîé èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäè ïî-

âåðõíîñòè.

Òåîðåìà (âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî

ðîäà). Ïóñòü ïðîñòàÿ êðèâàÿ Γ âûðàæàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè:

Γ :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, a ≤ t ≤ b , r(t) ∈ C1 [a, b]. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

f(p) ∈ C (Γ). Òîãäà
´

Γ

f(p) dl =
b́

a

f(p(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â îïðå-

äåëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà áûë îïðåäåëåí ãåîìåòðè÷å-

ñêè, ïðè ñâåäåíèè ê èíòåãðàëó �èìàíà íàäî ñâÿçàòü ãåîìåòðè-

÷åñêèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïî ïàðà-

ìåòðó. Ïîñêîëüêó êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî îòîáðàæåíèå

r : [a, b] → Γ , r(t) = (x(t), y(t), z(t)) , âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïî-

ñêîëüêó r íåïðåðûâíî, òî, ïî òåîðåìå î ãîìåîìîð�èçìå (åñ-

ëè îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà êîìïàêòå, íåïðåðûâíî è âçàèìíî-

îäíîçíà÷íî, òî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî), îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå r−1
òîæå íåïðåðûâíî. Òàê êàê ýòè îòîáðàæåíèÿ

çàäàíû íà êîìïàêòå, òî îíè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû è, ñëåäî-

âàòåëüíî, d(TΓ) → 0 ⇔ d(T[a,b]) → 0 . Çíà÷èò, ïðåäåëüíûé ïå-

ðåõîä ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà ýêâèâàëåíòåí ïðåäåëüíîìó ïå-

ðåõîäó àíàëèòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Çàïèøåì èíòåãðàëüíûå ñóììû

äëÿ

´

Γ

f(p) dl , ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû äëè-

íà êðèâîé âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì �èìàíà:

n∑
k=1

f(qk)l (Γk) =
n∑
k=1

f(p(τk))
bḱ

ak

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt . (∗)

Çäåñü ðàçáèåíèþ êðèâîé Γ òî÷êàìè p0, . . . , pn ñîîòâåòñòâóåò

ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè t0, . . . , tn , ïðè÷åì ak = tk−1 ,

bk = tk , r(τk) = qk , tk−1 ≤ τk ≤ tk .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

bḱ

ak

f(p(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt . (v)

Ñîñòàâèì äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Σ1 =
n∑
k=1

f(p(τk))
√
x′2(τk) + y′2(τk) + z′2(τk)∆tk .
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Ïðèìåíèâ ê èíòåãðàëàì â (∗) òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷èì

n∑
k=1

f(qk)l (Γk)=
n∑
k=1

f(p(τk))
√
x′2(τ ′k)+y

′2(τ ′k)+z
′2(τ ′k)∆tk=Σ2.

Çäåñü ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè äëÿ f è äëÿ x, y, z ðàçíûå. Çàìå-

òèì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè Σ1 − Σ2 → 0
ïðè d

(
T[a,b]

)
→ 0 â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t). À òàê êàê èíòåãðàë �èìàíà (v) ñóùåñòâó-

åò, ïðåäåëû Σ1 , Σ2 ñóùåñòâóþò è ðàâíû. ◮

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ ïîâåðõíîñòåé, òîëüêî âìå-

ñòî îòðåçêà [a, b] ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæå-

ñòâî K íà ïëîñêîñòè è ðàññìàòðèâàåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K íà ïîâåðõíîñòü. Çíà÷èò, èìå-

åì ïðàâî âìåñòî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññìîò-

ðåòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä àíàëèòè÷åñêèé.

Òåîðåìà (âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî

ðîäà). Äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà îò �óíêöèè

f ∈ C(S) ïî ïîâåðõíîñòè S :





x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

, ãäå (u, v) ∈ K ,

x, y, z ∈ C1(M) è

∣∣∣D (x,y)
(u,v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣D (y,z)

(u,v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣D (z,x)

(u,v)

∣∣∣
2

> 0, èìååò

ìåñòî �îðìóëà

˜

S

f(p) dσ =
˜

K

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 dudv . (I)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòîáðàæåíèå r : K → S , ïàðàìåòðèçó-
þùåå ïîâåðõíîñòü, íåïðåðûâíî è âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó,

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà ýêâèâàëåíòåí ïðå-

äåëüíîìó ïåðåõîäó àíàëèòè÷åñêîìó.

Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà (I) ñëåâà∑
k

f(qk)σ(Sk) =
∑
k

f(qk)
˜

Kk

√
EG− F 2 dudv ,

à ñïðàâà ïîëó÷èì∑
k

f(qk)
(√
EG− F 2

)
(uk,vk)

m(Kk) .

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

√
EG− F 2

, ìû

ìîæåì îöåíèòü äâîéíîé èíòåãðàë: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ ñ d(T ) < δ∣∣∣∣∣
˜

Kk

√
EG− F 2 dudv −

(√
EG− F 2

)
(uk,vk)

m(Kk)

∣∣∣∣∣ < εm(Kk) .
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Ñóììèðóÿ ïî k , ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàëüíûå ñóììû îòëè÷àþòñÿ

íå áîëåå ÷åì íà εLm(K) , ãäå L = max
p∈S

|f(p)| . Ïîñêîëüêó ïðè

d(T ) → 0 ìû ìîæåì óñòðåìèòü ε → 0 , ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà ñâåäåí ê äâîéíîìó èíòåãðàëó �èìàíà. ◮

84.3. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè

êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ

èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

Äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Γ çà-

äàåòñÿ òàê, ÷òî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðèíèìàåòñÿ ïåðåìåííàÿ x :

Γ :

{
y = y(x)
z = z(x)

, a ≤ x ≤ b. Â òàêîì ñëó÷àå

´

Γ

f(p) dl =
b́

a

f(p(x))
√

1 + y′2 + z′2 dx .

Êîðåíü

√
1 + y′2 + z′2 èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Åñ-

ëè ðàññìîòðèì âåêòîð t êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ñ íàïðàâëÿþùèìè
êîñèíóñàìè (cosα, cosβ, cos γ), òî

´

Γ

f(p) dl =
b́

a

f(p(x))
√

1 + y′2 + z′2 dx =
b́

a

f(p(x))∣∣∣cos t̂,x
∣∣∣
dx .

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü íå ìîæåò áûòü îñîáåííîñòè â ñèëó óñëîâèé

íà Γ.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà òàê, ÷òî S : z = z(x, y),

ãäå (x, y) ∈ K ⊂ E2
(x,y), òî

˜

S

f(p) dσ =
˜

K

f(p(x, y)) dxdy|cos γ| . Çäåñü

cos γ � íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïî îòíî-

øåíèþ ê îñè Oz, ò. å. γ = n̂, z.
Òåîðèÿ êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî

ðîäà çàêîí÷åíà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðèëîæåíèé áûâàþò íóæíû èíòåãðàëû è ïî

ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåêòàì.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè êðèâàÿ Γ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Γ =
n⋃
k=1

Γk , ãäå Γk � ïðîñòûå êðèâûå, òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ýòèõ

êðèâûõ èìååò ïåðåñå÷åíèå íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå, òî ïî îïðå-

äåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü

´

Γ

f(p) dl =
n∑
k=1

´

Γk

f(p) dl . È äàæå áîëüøå,

äîïóñòèì, ÷òî Γ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíå-
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íèå Γ =
∞⋃
k=1

Γk òàêèõ êðèâûõ Γk � ïðîñòûõ è èìåþùèõ ïîïàðíî

ïåðåñå÷åíèå íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü ïî

îïðåäåëåíèþ

´

Γ

f(p) dl =
∞∑∗

k=1

´

Γk

f(p) dl , åñëè ðÿä

∞∑∗

k=1

´

Γk

f(p) dl .

"Çäåñü ó çíàêà ñóììû ïîñòàâëåíà * ïîòîìó, ÷òî ê ýòîìó îïðå-

äåëåíèþ íàäî îòíîñèòüñÿ îñòîðîæíî: ìû ãîâîðèì, ÷òî

´

Γ

f(p) dl

ñóùåñòâóåò, åñëè òîëüêî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ ðÿä ñõî-

äèòñÿ è èìååò ñóììó, íå çàâèñÿùóþ îò ðàçáèåíèÿ Γ =
∞⋃
k=1

Γk .

Òî÷íî òàêæå, åñëè S =
n⋃
k=1

Sk , ãäå σ (Sk
⋂
Sl) = 0 ( l 6= k ), òî ìû

ïîëîæèì

˜

S

f(p) dσ =
n∑
k=1

˜

Sk

f(p) dσ . È ñ òîé æå îñòîðîæíîñòþ äëÿ

ðÿäà

˜

S

f(p) dσ =
∞∑∗

k=1

˜

Sk

f(p) dσ , åñëè S =
∞⋃
k=1

Sk . Òåïåðü îïðåäå-

ëåíèÿ èìåþò äîñòàòî÷íóþ äëÿ ïðèëîæåíèé îáùíîñòü." (Ñ.Á.Ñ.)

84.4. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì

êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Â ïðîñòîì èíòåãðàëå �èìàíà

b́

a

fn(x) dx →
b́

a

f(x) dx ïðè n→ ∞ ,

åñëè fn(x) ⇒ f(x) íà [a, b] ïðè n → ∞. Äëÿ

´

Γ

f(p) dl = F (f,Γ)

ýòî áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ.

Âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ìîæíî ñòàâèòü äâîÿêèì ñïîñî-

áîì � ïî îòíîøåíèþ ê f è ïî îòíîøåíèþ ê Γ. Â ñëó÷àå ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè fn(x) ⇒ f(x) ( n → ∞ ) ÿñíî, ÷òî çàêîíåí

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

´

Γ

fn(p) dl →
´

Γ

f(p) dl ( n → ∞ ) ïîä çíàêîì

êðèâîëèíåéíîãî (è, àíàëîãè÷íî, ïîâåðõíîñòíîãî) èíòåãðàëà.

Íåñêîëüêî áîëåå "õèòðûì" ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå ïî êðèâîé ïðè Γn → Γ :
´

Γn

f(p) dl →
´

Γ

f(p) dl ( n → ∞) .

Êàêàÿ ñõîäèìîñòü êðèâûõ õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíîñòü ïðåäåëü-

íîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà? Îäíîé ðàâ-

íîìåðíîé ñõîäèìîñòè Γn ê êðèâîé Γ â íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçà-

öèè íåäîñòàòî÷íî. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íàäî ïåðåéòè ê èí-

508



òåãðàëó �èìàíà. Ïîä èíòåãðàëîì ñòîÿò íå òîëüêî x, y, z êàê

�óíêöèè îò t ( a ≤ t ≤ b ), íî è x′ , y′, z′ . Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòà-
òî÷íî ñëåäóþùèõ óñëîâèé "ãëàäêîé" ñõîäèìîñòè êðèâûõ:

xn(t) ⇒ x(t), x′n(t) ⇒ x′(t),

yn(t) ⇒ y(t), y′n(t) ⇒ y′(t),

zn(t) ⇒ z(t), z′n(t) ⇒ z′(t)

(ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà [a, b] ïðè n→ ∞ ).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èí-

òåãðàëà.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 11

(19.03.69)

� 85. Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

85.1. Îðèåíòàöèÿ êðèâîé è ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ Γ , r(t) ∈ C1[a, b] ,
|r′(t)| > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé τ îïðå-

äåëåí â êàæäîé òî÷êå êðèâîé îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâ-

ëåíèÿ. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé ìû âûáåðåì íàïðàâëåíèå

åäèíè÷íîãî âåêòîðà êàñàòåëüíîé τ0 , òî ìû ìîæåì ïî íåïðåðûâ-

íîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà êàñàòåëüíîé â

êàæäîé òî÷êå êðèâîé. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü íå ïðîñòî î êðèâîé,

à îá îðèåíòèðîâàííîé èëè íàïðàâëåííîé êðèâîé, ìîæíî ãîâîðèòü

î íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ êðèâîé.

Íàïðàâëåíèå íà êðèâîé ìîæíî çàäàòü, óïîðÿäî÷èâ êîíöåâûå

òî÷êè êðèâîé A è B òàê, ÷òî íà ïåðâîå ìåñòî â ïàðå ñòàâèì

íà÷àëüíóþ, à íà âòîðîå � êîíå÷íóþ òî÷êó êðèâîé: (A,B) ëèáî

(B,A) (ðèñ. 18.3 à).

1)

1)
Â òîìå 1 (�34 ï.34.1 ñ.139) ýëåìåíòàðíîé êðèâîé íàçûâàëñÿ îáðàç èíòåð-

âàëà ïðè òîïîëîãè÷åñêîì îòîáðàæåíèè, èëè, ÷òî òî æå, ãîìåîìîð�íûé îáðàç

èíòåðâàëà. Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè ñ ïîìîùüþ íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà ãîäèòñÿ è äëÿ ãëàäêîé ýëåìåíòàðíîé êðèâîé. Â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ

ñ âû÷èñëåíèåì äëèíû êðèâîé è èíòåãðèðîâàíèåì ïî êðèâîé, ðàññìàòðèâà-

þòñÿ êðèâûå r = r(t) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ìåíÿþùåãîñÿ íà îòðåçêå.

509



Îðèåíòàöèÿ èëè íàïðàâëåíèå N(Γ) êðèâîé Γ åñòü ðåëåéíàÿ

èëè ëîãè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îò êðèâîé, ò. å. �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò

ïðèíèìàòü ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó äâà çíà÷åíèÿ "+ " èëè

"− åñëè ìû ñ÷èòàåì åå ðåëåéíîé, è " 1 " èëè " 0 åñëè ñ÷èòàåì

åå ëîãè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè N(
⌣

AB) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

"+ òî N(
⌣

BA) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå "− ". Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðè-

âàÿ îðèåíòèðóåìà.

Íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ñâÿçàíî ñ îðèåíòàöèåé êðè-

âîé òîëüêî òåì, ÷òî îíî äàåò íàãëÿäíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå. Íà ñàìîì äåëå îðèåíòàöèþ êðèâîé (íàïðàâëåíèå íà êðè-

âîé) ìîæíî çàäàòü, óïîðÿäî÷èâ ïàðó êîíöåâûõ òî÷åê A è B . Òà-

êèì îáðàçîì, ãëàäêîñòü êðèâîé è íàëè÷èå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

â ýòîì âîïðîñå íå ïî ñóùåñòâó, à ïî ñóùåñòâó çíà÷åíèå ðåëåéíîé

�óíêöèè.

�èñ. 18.3.

Êðèâàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé. Ïðè ýòîì îðè-

åíòàöèÿ òàêèõ ÷àñòåé ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàííîé èëè íåñîãëàñî-

âàííîé. Îò ýòîãî çàâèñèò, ìîæíî ëè ðàñïðîñòðàíèòü îðèåíòàöèþ

íà âñþ êðèâóþ. Íàïðèìåð, ïóñòü òî÷êà C äåëèò êðèâóþ Γ ñ êîí-

öåâûìè òî÷êàìè A è B íà äâå ÷àñòè: Γ1 =
⌣

AC ñ îðèåíòàöèåé

(A,C) è Γ2 =
⌣

CB ñ îðèåíòàöèåé (C,B) . Òîãäà îðèåíòàöèÿ Γ1 è

Γ2 ñîãëàñîâàíà è äàåò îðèåíòàöèþ âñåé êðèâîé Γ =
⌣

AB .

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîñòàÿ (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé)

ïîâåðõíîñòü S . Íàäî íàéòè íà S òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó, êîòî-

ðàÿ áûëà áû, âî-ïåðâûõ, ðåëåéíîé è, âî-âòîðûõ, äëÿ ãëàäêèõ ïî-

âåðõíîñòåé ìîãëà áû ïî íåïðåðûâíîñòè áûòü ïåðåíåñåíà îò òî÷-

êè ê òî÷êå. Äëÿ ïîâåðõíîñòè ýòî, åñòåñòâåííî, âåêòîð íîðìàëè

Äëÿ íèõ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí "êðèâàÿ". Åñëè íà ýëåìåíòàðíîé êðèâîé

íåò êîíöåâûõ òî÷åê, òî îðèåíòàöèþ âñå æå ìîæíî çàäàòü è ïðè îòñóòñòâèè

êîíöåâûõ òî÷åê, âûáðàâ äâå òî÷êè íà êðèâîé è óïîðÿäî÷èâ èõ. (�åä.)
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n . Âåêòîð íîðìàëè â ëþáîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ñ
òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ è äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé äîïóñêàåò

íåïðåðûâíûé ïåðåíîñ ïî ïîâåðõíîñòè (íå ïåðåñåêàÿ êðàÿ ïîâåðõ-

íîñòè) (ðèñ. 18.3 á). Íî, îêàçûâàåòñÿ, ýòîãî íå äîñòàòî÷íî. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ëèñòà Ìåáèóñà

2)
(ðèñ. 18.3 â) ïîñëå îáõîäà ïî íåêî-

òîðûì çàìêíóòûì êðèâûì, íå ïåðåñåêàþùèì êðàÿ ïîâåðõíîñòè,

íîðìàëü ïðè âîçâðàùåíèè â íà÷àëüíóþ òî÷êó äâèæåíèÿ ìåíÿåò

ñâîå íàïðàâëåíèå. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííè-

ìè ïîâåðõíîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, íå âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç ñà-

ìîïåðåñå÷åíèé îðèåíòèðóåìà, â îòëè÷èå îò êðèâûõ. (Íà êðèâîé

óñëîâèå îðèåíòèðóåìîñòè â ìàëîì ïåðåíîñèòñÿ íà âñþ êðèâóþ, à

ñ ïîâåðõíîñòüþ äåëî îáñòîèò íå òàê.)

"Â ìàòåìàòèêå åñòü ïðèíöèï: åñëè ÷òî-íèáóäü â ñàìîì îáùåì

âèäå íå ïîëó÷àåòñÿ, òî íàäî âûäåëèòü êëàññ îáúåêòîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ ýòî âåðíî" (Ñ.Á.Ñ.).

Â íàøåì ñëó÷àå ïðàâèëüíàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû ñðåäè âñåõ ïðîñòûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé âûäåëèòü êëàññ

îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé.

�èñ. 18.4.

Ïîìèìî êðèâûõ îïðåäåëèì åùå äóãè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòîé äóãîé (ðèñ. 18.4 à) íàçîâåì âçàèìíî îä-

íîçíà÷íûé è âçàèìíî íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà ïðè îòîáðàæå-

íèè â n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (èëè, èíà÷å, ïðîñòàÿ äóãà

� ýòî ãîìåîìîð�íûé îáðàç îòðåçêà).

Íà ïðîñòîé äóãå ìîæíî ââåñòè îðèåíòàöèþ, óïîðÿäî÷èâ êîí-

öåâûå òî÷êè.

2)
Ëèñò Ìåáèóñà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îòîæäåñòâëåíèåì äâóõ ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ñòîðîí AB è DC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD òàê, ÷òî òî÷êè A è B
ñîâìåùàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ òî÷êàìè C è D (èç Ìàòåìàòè÷å÷êîé ýíöèê-

ëîïåäèè [14℄ ò. 3 ñ. 630; ñì. òàêæå [28℄ ò. 3 ñ. 242). (�åä.)
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Êàê ìû çíàåì, ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ åñòü ãîìåîìîð�íûé

îáðàç îêðóæíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ñâÿçíî, åñëè åãî íåëüçÿ ðàç-

áèòü íà äâå íåïóñòûå ÷àñòè, îòäåëÿþùèåñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðî-

ñòðàíñòâå, êîòîðîå ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ

äóã. Åñëè îðèåíòàöèÿ ïðîñòûõ äóã ñîãëàñîâàíà, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü îðèåíòàöèþ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòîé êóñîê ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 18.4 á) � ýòî

âçàèìíî îäíîçíà÷íûé è âçàèìíî íåïðåðûâíûé îáðàç êâàäðàòà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðî-

ñòûõ êóñêîâ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî êðà-

ÿì.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ëèñò Ìåáèóñà � ïðîñòàÿ ïîâåðõíîñòü,

òàê êàê åãî ìîæíî ñêëåèòü èç äâóõ êâàäðàòîâ.

Íà ïðîñòîì ãëàäêîì êóñêå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ââåñòè îðèåí-

òàöèþ, íî íå íà âñÿêîé ïðîñòîé ïîâåðõíîñòè (íà ëèñòå Ìåáèóñà,

íàïðèìåð, íåëüçÿ ââåñòè îðèåíòàöèþ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåêîòîðîé êëàññè�èêàöèè: ïî-

âåðõíîñòè áûâàþò îðèåíòèðóåìûå è íå îðèåíòèðóåìûå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòàÿ ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, åñëè äëÿ

ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè è

íå ïåðåñåêàþùåé åå êðàÿ, ïðè îáõîäå ïî êðèâîé âåêòîð íîðìàëè

âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñ èñõîäíûì íàïðàâëåíèåì

(ðèñ. 18.4 â).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, åñëè ìû âû-

áåðåì íàïðàâëåíèå íîðìàëè â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, òî

è â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèå âåêòîðà íîðìàëè

áóäåò îïðåäåëåíî (ò. å. âåêòîð íîðìàëè ìîæíî îäíîçíà÷íî ïåðåíî-

ñèòü ïî ïîâåðõíîñòè). Ïðîòèâîïîëîæíîå îçíà÷àëî áû, ÷òî íàéäåò-

ñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ïðè îáõîäå êîòîðîé âåêòîð íîðìàëè ìåíÿåò

íàïðàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèïèñàòü ïîâåðõíîñòè äâå ñòîðî-

íû (N(S) = "+ " è N(S) = "− ") è âûáîð ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè

îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáðàëè íàïðàâëåíèå íîðìàëè â íåêîòîðîé òî÷-

êå ïîâåðõíîñòè, à çíà÷èò, è âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè. Òàêèì

îáðàçîì, ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè � ýòî ïîâåðõíîñòü ñ âûáðàííûìè

íà íåé óêàçàííûì ñïîñîáîì íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé.
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85.2. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü Γ åñòü ïðîñòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ äóãà â ïðîñòðàíñòâå (èëè

íà ïëîñêîñòè) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé A è êîíå÷íîé òî÷êîé B . Ïóñòü

çàäàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ P ∈ C(Γ). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå

ðàçáèåíèå (TΓ) äóãè Γ òî÷êàìè Ak = (xk, yk, zk) ( k = 0, 1, ..., n ),

A0 = A , An = B , íà êóñî÷êè Γk =
⌣

Ak−1Ak ( k = 1, ..., n ).
Êàæäûé èç ýòèõ êóñî÷êîâ îðèåíòèðîâàí, òàê êàê îðèåíòàöèÿ

êðèâîé èíäóöèðóåò íà Γk ñîãëàñîâàííóþ îðèåíòàöèþ. Âûáåðåì

òî÷êè qk ∈ Γk ( k = 1, ..., n ) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

n∑
k=1

P (qk)∆xk , ãäå ∆xk = xk − xk−1 (∆xk � çäåñü íå ìåðà!).

Îïðåäåëåíèå. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà

3)
´

Γ

P (p) dx îò �óíêöèè P (p) ïî ïðîñòîé îðèåíòèðîâàííîé äóãå Γ

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

´

Γ

P (p) dx = lim
d(TΓ)→0

n∑
k=1

P (qk)∆xk ,

åñëè îí ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ Γ íà ÷àñòè

è îò âûáîðà òî÷åê qk .
Ïóñòü çàäàíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè P , Q , R ∈ C(Γ). Òî-

ãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

´

Γ

P (p) dx ,
´

Γ

Q(p) dy ,
´

Γ

R(p) dz , ãäå

âòîðîé è òðåòèé èíòåãðàëû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó,

òîëüêî ïðîåêöèè ÷àñòè÷íûõ äóã áåðóòñÿ íà îñè Oy è Oz . Ñóì-
ìó ýòèõ èíòåãðàëîâ íàçûâàþò îáùèì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà è

îáîçíà÷àþò

´

Γ

P (p) dx+Q(p) dy +R(p) dz

(â ïëîñêîì ñëó÷àå òðåòüåãî ñëàãàåìîãî íåò).

4)

�àññìàòðèâàÿ èíòåãðàëüíûå ñóììû ìû âèäèì, ÷òî

´

⌣

AB

P (p)dx +Q(p)dy +R(p)dz=−
´

⌣

BA

P (p) dx+Q(p)dy+R(p)dz .

3)
Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî òèïà â [27℄ è â [28℄. Â ëåêöèÿõ óïî-

òðåáëÿëèñü îáà íàçâàíèÿ. (�åä.)

4)
Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê

´

Γ

(P cosα+Q cos β+R cos γ)ds , ãäå (cosα, cos β, cos γ) � åäèíè÷íûé

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé, s = s(t) � ïåðåìåííàÿ äëèíà äóãè (ñì., íà-

ïðèìåð, [8℄ ò. 2 ï. 47.2). (�åä.)
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Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïðîñòîé êðèâîé Γ
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åå íà äóãè Γ1 è Γ2 , îðèåíòà-

öèÿ êîòîðûõ èíäóöèðóåòñÿ îðèåíòàöèåé êðèâîé. Ïî îïðåäåëåíèþ,

¸

Γ

=
´

Γ1

+
´

Γ2

.

"Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî òèïà è åñòü ñà-

ìîå âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé." (Ñ.Á.Ñ.)

Îñîáåííî ïðîñòûì ýòî îïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ â òîì ñëó÷àå,

åñëè ïðîñòàÿ äóãà Γ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

{
y = y(x)
z = z(x)

. Òîãäà

ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè qk èìåþò êîîðäèíàòû (ξk, y (ξk) , z (ξk))
è èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ èíòåãðàëà

´

Γ

P (p)dx áóäóò

n∑
k=1

P (ξk, y (ξk) , z (ξk))∆xk .

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà x îò a äî

b ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèå òî÷êè p = (x, y, z) = (x, y(x), z(x))
îò íà÷àëüíîé òî÷êè A äî êîíå÷íîé òî÷êè B , òî ïðè ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ d (TΓ) → 0 ⇔ d
(
T[a,b]

)
→ 0 (ýòî ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî äóãà � íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè

y(x) è z(x) íåïðåðûâíû). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíûå ñóììû

äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó �èìàíà

n∑
k=1

P (ξk, y (ξk) , z (ξk))∆xk →
b́

a

P (x, y(x), z(x)) dx .

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ìû òðå-

áîâàëè, ÷òîáû êðèâàÿ Γ áûëà ñïðÿìëÿåìîé, çäåñü ìû ïðîñòî òðå-

áóåì, ÷òîáû P ∈ C(Γ) , à Γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîñòàÿ äóãà (ñïðÿì-

ëÿåìîñòü êðèâîé Γ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ).

Âû÷èñëèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà åùå â îä-

íîì ñëó÷àå: ïóñòü íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ Γ ëåæèò â ïëîñêîñòè

x = x0 . Â èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà ñòîÿò ∆xk ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ (TΓ) êðèâîé Γ íà êóñî÷êè Γk . Òàê
êàê x íå ìåíÿåòñÿ, òî ∆xk = 0 ( k = 1, ..., n ). Çíà÷èò, èíòåãðàë
´

Γ

P (p) dx = 0 .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü ðàñ-

ñìîòðåíû è äëÿ èíòåãðàëîâ

´

Γ

Q(p) dy è

´

Γ

R(p) dz .

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 12

(21.03.69)
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85.3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ

âòîðîãî ðîäà, ñâÿçü ñ êðèâîëèíåéíûìè

èíòåãðàëàìè ïåðâîãî ðîäà

�àññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

´

Γ

P (p) dx + Q(p) dy + R(p) dz ïî êðèâîé Γ =
⌣

AB :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

,

t ∈ [α, β] , ãäå (x(α), y(α), z(α)) = A , (x(β), y(β), z(β)) = B , à

�óíêöèè P , Q è R íåïðåðûâíû íà Γ .
Ïóñòü ñíà÷àëà ó íàñ åñòü

´

Γ

P (p) dx ïî ïðîñòîé ãëàäêîé êðè-

âîé Γ . Èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà èìåþò âèä

n∑
k=1

P (ξk, ηk, ζk)∆xk äëÿ ðàçáèåíèÿ (TΓ) êðèâîé Γ , êîòîðîå ñî-

îòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ (T ) îòðåçêà [α, β] . Òîãäà ìîæíî âûðà-

çèòü ∆xk =
tḱ

tk−1

x′(t) dt , è åñëè òî÷êà (ξk, ηk, ζk) ñîîòâåòñòâóåò

ïàðàìåòðó tk−1 ≤ τk ≤ tk , òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà çàïèøåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

n∑
k=1

P (x(τk), y(τk), z(τk))
tḱ

tk−1

x′(t) dt . Â ñèëó

ãëàäêîñòè êðèâîé Γ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë �èìàíà

β́

α

P (x(t), y(t), z(t)) x′(t) dt .

Òàê êàê �óíêöèÿ x′(t) íåïðåðûâíà, à çíà÷èò è ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [α, β] , òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü

δ > 0 òàê, ÷òî |x′(t) − x′(τ)| < ε , åñëè |t − τ | < δ . Òîãäà ìîäóëü
ðàçíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì äëÿ èíòåãðàëà ïî êðèâîé è äëÿ èí-

òåãðàëà �èìàíà íå ïðåâîñõîäèò∣∣∣∣∣
n∑
k=1

P (x(τk), y(τk), z(τk))
tḱ

tk−1

x′(t) dt−

−
n∑
k=1

P (x(τk), y(τk), z(τk))x
′(τk)∆tk

∣∣∣∣≤

≤
n∑
k=1

∣∣∣∣∣P (x(τk), y(τk), z(τk))

(
tḱ

tk−1

x′(t) dt− x′(τk)∆tk

)∣∣∣∣∣ ≤

≤ max
p∈Γ

|P (p)|ε
n∑
k=1

|∆tk| < Cε ,

åñëè |tk − tk−1| < δ . Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êðèâîëèíåé-
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íîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà è åãî ðàâåíñòâî èíòåãðàëó �èìàíà

´

Γ

P (p) dx =
β́

α

P (x(t), y(t), z(t)) x′(t) dt .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ x′(t) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà

òîëüêî íà èíòåðâàëå (α, β) , íî îãðàíè÷åíà íà íåì, òî äîêàçà-

òåëüñòâî òîæå ïðîõîäèò. Ïóñòü òåïåðü �óíêöèè x , y , z èìåþò

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà [α, β] , ò. å. îòðåçîê ðàçáè-

âàåòñÿ òî÷êàìè αk íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé òàêèõ, ÷òî �óíêöèè

x′ , y′ , z′ èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà êàæäîì èíòåðâà-

ëå (αk−1, αk) , k = 1, ...,m , ãäå α0 = α , αm = β , ïðè ýòîì,

åñëè t → αk ± 0 , òî x′ , y′ , z′ èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû. Òàêàÿ
êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé �îðìóëà òîæå ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü äó-

ãà Γk =
⌣

Ak−1Ak êðèâîé Γ èìååò îðèåíòàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ

îðèåíòàöèåé Γ è ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòêó èçìåíåíèÿ t íà îò-

ðåçêå [αk−1, αk] . Òîãäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îò
�óíêöèè P ïî äóãå Γk ðàâåí

´

Γk

P (p) dx =
αk
´

αk−1

P (x(t), y(t), z(t)) x′(t) dt .

Ñóììà ýòèõ èíòåãðàëîâ ðàâíà

m∑
k=1

´

Γk

P (p) dx =
m∑
k=1

αk
´

αk−1

P (x(t), y(t), z(t)) x′(t) dt =

=
β́

α

P (x(t), y(t), z(t)) x′(t) dt .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ñðàâíèâ èíòåãðàëüíûå ñóììû, ÷òî ñóììà èí-

òåãðàëîâ ñëåâà ðàâíà èíòåãðàëó ïî âñåé êðèâîé Γ . Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ îáùåãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

´

Γ

P (p) dx+Q(p) dy +R(p) dz . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà (ñâåäåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðî-

äà ê èíòåãðàëó �èìàíà). Ïóñòü Γ =
⌣

AB :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

,

t ∈ [α, β] , � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ãäå (x(α), y(α), z(α)) = A ,

(x(β), y(β), z(β)) = B , à �óíêöèè P , Q è R íåïðåðûâíû íà Γ .
Òîãäà

´

Γ

P (p) dx+Q(p) dy + R(p) dz =
β́

α

(P (x(t), y(t), z(t)) x′(t)+

+Q (x(t), y(t), z(t)) y′(t) +R (x(t), y(t), z(t)) z′(t)) dt .
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Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α < β , à ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îò α ê β , êðèâàÿ Γ
ïðîáåãàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì åå

îðèåíòàöèè îò A ê B .

�àññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà t = l (l �

äëèíà äóãè). Òîãäà x′ , y′ , z′ èìåþò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë � ýòî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà êàñàòåëüíîé ê êðè-

âîé Γ , ò. å. t = (cosα, cosβ, cos γ) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì �îð-

ìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà

5)

´

Γ

Pdx+Qdy +Rdz =
Ĺ

0

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dl =

=
´

Γ

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dl .

85.4. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî êðèâûì

â êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëàõ âòîðîãî ðîäà

�àññìîòðèì ïëîñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü â îáëàñòè D ⊂ E2
(ò. å. D

� îòêðûòíîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî) çàäàíà êðèâàÿ Γ =
⌣

AB è âî

âñåé îáëàñòè D çàäàíû �óíêöèè P (x, y) è Q(x, y) . Ïóñòü åñòü

åùå îäíà êðèâàÿ Γ′ =
⌣

A′B′
â îáëàñòè D (ñì. ðèñ. 18.5 à). Ìû

õîòèì âûÿñíèòü, êîãäà

´

Γ

Pdx+Qdy áëèçîê ê

´

Γ′

P dx+Qdy . Èëè

òî÷íåå, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êðèâûå {Γn} , ñõîäÿùèåñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå ê Γ , è ïðè êàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà �óíêöèè
P è Q

´

Γn

P dx+Qdy →
´

Γ

Pdx+Qdy (n→ ∞) .

Ôîðìóëà ñâåäåíèÿ ê èíòåãðàëó �èìàíà ïîçâîëÿåò ëåãêî îòâåòèòü

íà ýòîò âîïðîñ (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïðîäîëæàòü ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïëîñêèé ñëó÷àé). Çàäàäèì Γn :

{
x = xn(t)
y = yn(t)

. Îò-

ðåçîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì îäíèì è

5)
Åñëè îáîçíà÷èòü âåêòîðíóþ �óíêöèþ Ā = (P,Q,R) , òî ïîäûíòåãðàëü-

íàÿ �óíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ýòîé �îðìóëû ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèåì Ā è t̄ è �îðìóëà ñâÿçè ìåæäó èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

´

Γ

Pdx + Qdy + Rdz =
´

Γ

(Ā, t̄) dl . Ìû

ïðèøëè ê �îðìóëå, êîòîðàÿ ÷àñòî áåðåòñÿ çà îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà (ñì. ñíîñêó íà ñ. 513). (�åä.)
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òåì æå [α, β] äëÿ Γ è âñåõ êðèâûõ Γn , à �óíêöèè P è Q ïðåäïî-

ëîæèì íåïðåðûâíûìè â îáëàñòè D . Òîãäà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè

´

Γn

P dx+Qdy →
´

Γ

Pdx+Qdy (n → ∞) ñâîäèòñÿ ê òîìó, êîãäà

β́

α

(P (xn(t), yn(t))x
′
n(t) +Q (xn(t), yn(t)) y

′
n(t)) dt →

→
β́

α

(P (x(t), y(t)) x′(t) +Q (x(t), y(t)) y′(t)) dt .

�èñ. 18.5.

Ò. å. íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ: êîãäà ïðè ýòîì áóäåò ñïðàâåäëèâ ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà? Ïî òåîðåìå íà ñ. 362

äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé. Â èíòåãðàëå �èìàíà �èãóðèðóþò

ïðîèçâîäíûå, ïîýòîìó îäíîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé

xn , yn íåäîñòàòî÷íî; äîñòàòî÷íî áóäåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

xn , yn è èõ ïðîèçâîäíûõ îäíîâðåìåííî. Ïî óñëîâèþ, �óíêöèè

P è Q íåïðåðûâíû â îáëàñòè D , à òîãäà îíè íåïðåðûâíû è â

íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå D1 òàêîì, ÷òî Γ ⊂ D1 ⊂ D ,

çàìûêàíèå êîòîðîãî K = D1 ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D è ÿâëÿ-

åòñÿ êîìïàêòîì. Ôóíêöèè P è Q ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà

K , ïîýòîìó èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè xn è yn ê �óíêöèÿì

x è y ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà [α, β] ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé �óíêöèé P (xn(t), yn(t)) è Q (xn(t), yn(t)) ê �óíêöèÿì

P (x(t), y(t)) è Q (x(t), y(t)) , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé â èíòåãðàëàõ ñëåâà, ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè

P (x(t), y(t)) x′(t) +Q (x(t), y(t)) y′(t) .

Çíà÷èò, åñëè �óíêöèè P,Q ∈ C(D) , à �óíêöèè xn , yn è x ,
y èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì xn → x , ..., y′n → y′

ðàâíîìåðíî íà [α, β] , òî çàêîíåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.
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Ïóñòü òåïåðü êðèâûå Γ è Γn � êóñî÷íî-ãëàäêèå, à �óíêöèè

P è Q ïî-ïðåæíåìó íåïðåðûâíû â îáëàñòè D . Òîãäà çíà÷å-

íèé t , ãäå �óíêöèÿ x(t) èëè y(t) íå èìååò ïðîèçâîäíîé, êî-

íå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì èõ α1 , ..., αk . Äëÿ êðèâûõ Γn ïðîèç-

âîäíûå �óíêöèé xn(t) , yn(t) äîîïðåäåëèì â òî÷êàõ ðàçðûâà ïî

íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè). Òåïåðü ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ïîìèìî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé xn(t) , yn(t)
ê x(t) , y(t) íà [α, β] äîîïðåäåëåííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåð-

íî ñõîäÿòñÿ ê x′(t) , y′(t) íà âñÿêîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå

îòðåçêà [α, β] , íå ñîäåðæàùåì òî÷åê α1 , ..., αk , è ýòè ïðîèçâîä-
íûå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè: |x′n(t)| ≤ M , |y′n(t)| ≤ M , ãäå

M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ (ñì. ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó), è àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ãëàäêèõ êðèâûõ, èìååì

´

Γn

P dx+Qdy →
´

Γ

Pdx+Qdy (n → ∞) .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïóñòü Γn = Ln � ëîìàíûå, âïèñàííûå â

êðèâóþ Γ (ðèñ. 18.5 á), âåðøèíû êîòîðûõ çàäàþò ðàçáèåíèÿ êðè-

âîé Γ , òàêèå, ÷òî ïðè n → ∞ äèàìåòðû ðàçáèåíèé d(TΓ) → 0 .
Ïóñòü Γ � êðèâàÿ ñ èçëîìàìè (ðèñ. 18.5 â). Òîãäà ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé (ïðè ïåðåõîäå ê èíòåãðà-

ëàì �èìàíà) ìîæåò íå áûòü. Òî÷êè èçëîìà êðèâîé Γ âêëþ÷èì â

ðàçáèåíèå. Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, êîãäà îñîáûå òî÷êè âêëþ-

÷àþòñÿ â ðàçáèåíèå, íàçûâàåòñÿ òîíêèì. Åñëè âçÿòü òîíêèé ïðå-

äåë ëîìàíûõ, âïèñàííûõ â êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ, òî áóäåò çà-

êîíåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. "Íà ñàìîì äåëå

òîíêîñòè çäåñü íå íóæíî, ïðîñòî ó íàñ íå áûëî äîêàçàíî ñîîòâåò-

ñòâóþùåé òåîðåìû". (Ñ.Á.Ñ.)

Ïóñòü åñòü îòðåçîê [a, b] . Äîïóñòèì, ÷òî íà ëþáîì çàìêíóòîì

ìíîæåñòâå, íå ñîäåðæàùåì òî÷êó c (ñì. ðèñ. 18.5 ã), ñõîäèìîñòü

fn(x) ê f(x) ðàâíîìåðíàÿ. Òîãäà ê îòðåçêàì [a, c′] è [c′′, b] òåî-
ðåìà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðèìåíèìà, à òî-

ãäà íàì íàäî òîëüêî, ÷òîáû îòðåçîê [c′, c′′] "íå èñïîðòèë äåëî à

äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé. Ò. å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Åñëè èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c èëè êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî òî÷åê òàêèõ, ÷òî íà ëþáîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

F ⊂ [a, b] , c /∈ F , fn(x) ⇒ f(x) íà F ( n→ ∞ ), à |fn(x)| ≤M íà

[a, b] , òî òîãäà, åñëè �óíêöèè fn èíòåãðèðóåìû, òî è ïðåäåëü-

íàÿ �óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà, è çàêîíåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

b́

a

fn(x) dx →
b́

a

f(x) dx (n→ ∞) .
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� 86. Íåçàâèñèìîñòü êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü D � ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü (ò. å. îòêðûòîå ñâÿçíîå

ìíîæåñòâî), â êîòîðîé çàäàíû �óíêöèè P,Q,R ∈ C (D) . Âîçü-
ìåì â îáëàñòè äâå òî÷êè A,B ∈ D è ðàññìîòðèì äâå êðèâûå Γ
è Γ′

(ðèñ. 18.6) òàêèå, ÷òî Γ,Γ′ ⊂ D è îíè èìåþò îáùåå íà÷à-

ëî � òî÷êó A è îáùèé êîíåö � òî÷êó B : Γ =
⌣

AB , Γ′ =
⌣

AB .

Åñëè îáå ýòè êðèâûå êóñî÷íî-ãëàäêèå, òî ñóùåñòâóþò îáà èíòå-

ãðàëà

´

Γ

Pdx+Qdy+Rdz ,
´

Γ′

P dx+Qdy+Rdz . Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè

èíòåãðàëû íå áóäóò ñîâïàäàòü (ýòî ïîêàçûâàþò ïðîñòåéøèå ïðè-

ìåðû), ò. å. êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû 2-ãî ðîäà çàâèñÿò íå òîëüêî

îò �óíêöèé, íî è îò êðèâûõ, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,

çàâèñÿò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà P,Q,R
äëÿ ëþáûõ òî÷åê A,B ∈ D è ëþáûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ

Γ,Γ′ ⊂ D êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ñîâïàäàþò:

´

Γ

Pdx+Qdy +Rdz =
´

Γ′

P dx+Qdy +Rdz ?

�èñ. 18.6.

Ýòîò âîïðîñ âàæåí ïîòîìó, ÷òî îí ñâÿ-

çàí ñ âîïðîñàìè òåîðèè ïîëÿ è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé �èçèêè è ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ òåîðèè ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Ïîä

çíàêîì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðî-

ãî ðîäà ñòîèò äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà

Pdx + Qdy + Rdz (ò. å. ëèíåéíàÿ �îðìà

îò äè��åðåíöèàëîâ ïåðåìåííûõ). Ìû çíà-

åì, ÷òî ïîëíûé äè��åðåíöèàë � òàêæå

äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà. Åñëè â îáëà-

ñòè D åñòü äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ U(x, y, z), òî åå äè�-

�åðåíöèàë dU = Adx + Bdy + Cdz , ïðè÷åì A = ∂U
∂x , B = ∂U

∂y ,

C = ∂U
∂z . Íå âñÿêàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà îòíîñèòåëüíî dx

è dy (äëÿ ïðîñòîòû âçÿòî äâå ïåðåìåííûõ) åñòü äè��åðåíöèàë

îò íåêîòîðîé �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

U(x, y) ∈ C2(D) . Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî

∂2U
∂x∂y = ∂2U

∂y∂x . Äëÿ äè�-

�åðåíöèàëà ýòî çíà÷èò

∂2U
∂x∂y = ∂B

∂x ,
∂2U
∂y∂x = ∂A

∂y . Îòñþäà âû-

òåêàåò, ÷òî äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà, äëÿ êîòîðîé �óíêöèè A
è B äè��åðåíöèðóåìû, ìîæåò áûòü äè��åðåíöèàëîì íåêîòî-

ðîé �óíêöèè òîëüêî åñëè

∂A
∂y = ∂B

∂x (ýòî îäíî èç íåîáõîäèìûõ

óñëîâèé). Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ è â ñëó÷àå ìíîãèõ
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ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ñóùåñòâóåò

òàêàÿ �óíêöèÿ U, ÷òî åå äè��åðåíöèàë åñòü ýòà äè��åðåíöè-

àëüíàÿ �îðìà, òî �óíêöèÿ U íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé

6)
äëÿ

ýòîé äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû, à ïðî äè��åðåíöèàëüíóþ �îð-

ìó ãîâîðÿò, ÷òî îíà èìååò ïîòåíöèàëüíóþ �óíêöèþ U .

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà åñòü èíòåãðàë îò äè�-

�åðåíöèàëüíîé �îðìû. Èññëåäóåì, êîãäà îí íå çàâèñèò îò ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò

ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü D ⊂ E3
� ïðîñòðàíñòâåííàÿ îá-

ëàñòü, â êîòîðîé çàäàíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè P,Q,R ∈ C(D) .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

´

Γ

P dx +Qdy + Rdz

ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ D íå çàâèñåë îò ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâà-

ëà òàêàÿ îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ U(x, y, z) (ãäå (x, y, z) ∈ D ), ÷òî

âî âñåé îáëàñòè D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

7)

dU = P dx+Qdy +Rdz .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà åñòü

ïîëíûé äè��åðåíöèàë. �àññìîòðèì

´

Γ

P dx+Qdy+Rdz =
´

Γ

dU .

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ñâåäåíèÿ èíòåãðàëà ê èíòåãðàëó �èìà-

íà. Ïóñòü Γ :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, t ∈ [α, β] , ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé

êðèâîé. Òîãäà

´

Γ

P dx+Qdy+Rdz=
β́

α

{P x′(t)+Qy′(t)+Rz′(t)} dt .
Òàê êàê íàøà äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà åñòü ïîëíûé äè��åðåí-

öèàë, òî P = ∂U
∂x , Q = ∂U

∂y , R = ∂U
∂z . Òîãäà â �èãóðíûõ ñêîáêàõ

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò âûðàæåíèå

∂U
∂x x

′(t) + ∂U
∂y y

′(t) + ∂U
∂z z

′(t) = d
dtU (x(t), y(t), z(t))

äëÿ âñåõ t ∈ [α, β] , çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà

6)
Ýòà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé

�îðìû Pdx+Qdy +Rdz . Ñì., íàïðèìåð, [28℄ ò. 3 ï.ï. 557 � 559. (�åä.)
7)
Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë íå çà-

âèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â îáëàñòè D
äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà P dx+Qdy +Rdz èìåëà îäíîçíà÷íóþ ïîòåíöè-

àëüíóþ (ïåðâîîáðàçíóþ) �óíêöèþ U(x, y, z) , ò. å. dU = P dx + Qdy + Rdz
âî âñåé îáëàñòè. (�åä.)
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çíà÷åíèé t . Çíà÷èò, �óíêöèÿ U(x(t), y(t), z(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâî-

îáðàçíîé �óíêöèè

∂U
∂t è ìû ìîæåì ðàñïèñàòü íàø èíòåãðàë êàê

´

Γ

P dx+Qdy +Rdz =
β́

α

d
dtU (x(t), y(t), z(t)) dt =

= U (x(β), y(β), z(β)) − U (x(α), y(α), z(α)) = U(B)− U(A) .

Ýòà �îðìóëà è ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èí-

òåãðèðîâàíèÿ, à åñòü ïðîñòî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè

U îò òî÷êè A äî òî÷êè B :

´

⌣

AB

P dx +Qdy +Rdz =
´

⌣

AB

dU = U(M)|BA = U(B)− U(A) .

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. ×òî çíà÷èò, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

´

Γ

P dx+Qdy+Rdz =
´

⌣

AB

P dx+Qdy+Rdz íå çàâèñèò îò ïóòè èí-

òåãðèðîâàíèÿ? Çà�èêñèðóåì òî÷êó A , à òî÷êà B ïóñòü "áåãàåò"

ïî D . Îáîçíà÷èì

´

⌣

AB

P dx + Qdy + Rdz = U(B) (òàê êàê ìíî-

æåñòâî D ñâÿçíî, êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó A ñ òî÷êîé B ,

ñóùåñòâóþò).

Äîêàæåì, ÷òî U � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ è åå äè��å-

ðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ �îð-

ìó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ U
èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ñîâïàäàþùèå ñ P , Q
è R , ò. å. îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

∂U
∂x = P ,

∂U
∂y = Q ,

∂U
∂z = R ,

òàê êàê �óíêöèè P , Q è R ïî óñëîâèþ íåïðåðûâíû. Òàê êàê

âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, äîêàæåì òîëü-

êî, ÷òî

∂U
∂x = P . Åñëè h äîñòàòî÷íî ìàëî, òî âìåñòå ñ òî÷êîé

(x, y, z) øàð ðàäèóñà h ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå ñîäåðæèòñÿ â D
(òàê êàê D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî). Èìååì

∆x,hU=U(x+h, y, z)−U(x, y, z)=
´

⌣

(x,y,z)(x+h,y,z)

P dx+Qdy+Rdz .

�èñ. 18.7.

Òàê êàê èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïó-

òè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî èíòåãðèðîâàíèå

ìîæíî âåñòè ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó

(ðèñ. 18.7), ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè (x, y, z)
è (x+h, y, z) . Ïðè ýòîì y è z íå ìåíÿþòñÿ

è ïî çàìå÷àíèþ, ñäåëàííîìó â êîíöå ïðî-

øëîé ëåêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû

îò Qdy è îò Rdz ðàâíû íóëþ, ñëåäîâà-
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òåëüíî, ∆x,hU =
´

⌣

(x,y,z)(x+h,y,z)

P dx =
x+h
´

x

P (ξ, y, z) dξ . �àçäåëèâ

∆x,hU íà h è óñòðåìèâ h ê íóëþ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíî

∂U
∂x = P (x, y, z) . ◮

Ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé òåîðåìîé íàäî ñ îñòîðîæíîñòüþ. ×àñòî

äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ìîæíî ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëüíóþ

�óíêöèþ, íî èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî �óíêöèÿ ìíîãîçíà÷íàÿ.

Ïîýòîìó ïðè ïðèìåíåíèè ýòîé òåîðåìû íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî ïî-

ëó÷åííàÿ �óíêöèÿ U îäíîçíà÷íà. Èíà÷å òåîðåìà íå ïðèìåíèìà.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 13

(26.03.69)

Òåîðåìà ïåðåíîñèòñÿ íà n -ìåðíûé ñëó÷àé:

Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò

ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè

D ⊂ En çàäàíû �óíêöèè Pi ∈ C(D) ( i = 1, ..., n ). Äëÿ òîãî,

÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

´

Γ

P1 dx1 + P2 dx2 + ...+ Pn dxn ,

ãäå Γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ

îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ U(x1, ..., xn) ( (x1, ..., xn) ∈ D ), ÷òî âî âñåé

îáëàñòè D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dU = P1 dx1 + P2 dx2 + ...+ Pn dxn .

"Ïî÷åìó ñèå âàæíî?" (Ñ.Á.Ñ.) �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå

P (x, y) dx+Q (x, y) dy = 0 .

Åñëè �óíêöèè P è Q òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåò òåîðå-

ìå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî ó

íåãî ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ (x, y) ([5℄ ï. 4.13

ñ. 49). Ýòî òàêàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ µ (x, y) 6= 0 , ÷òî

µ (x, y) {P (x, y) dx+Q (x, y) dy} = dU (x, y)

� ïîëíûé äè��åðåíöèàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ U (x, y) = C , ãäå

U (x, y)− U (x0, y0)︸ ︷︷ ︸
const

=
´

⌣

M0M

µP dx+ µQdy ,

M0 = (x0, y0) , M = (x, y) . Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ýòîãî äè�-

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå
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´

⌣

M0M

µP dx+ µQdy = C .

Çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî óñëîâèé òåîðåìû î íåçàâèñèìî-

ñòè èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. 1. D � îáëàñòü

(îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî). Îòêðûòîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà áû-

ëà èñïîëüçîâàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíê-

öèè U . �äå èñïîëüçîâàëàñü ñâÿçíîñòü? Ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèè

U (x, y) êàê êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

´

Γ

P dx + Qdy = U − U0

âäîëü ïóòè, ñâÿçûâàþùåãî �èêñèðîâàííóþ òî÷êó M0 è ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó M = (x, y) ìíîæåñòâà D . Äëÿ íåñâÿçíîãî ìíî-

æåñòâà ýòà êîíñòðóêöèÿ íå ïðîõîäèò: íåëüçÿ îïðåäåëèòü U íà

âñåé îáëàñòè D . Âîîáùå, åñëè ìíîæåñòâî D íåñâÿçíî, òî íåëüçÿ

ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A è B èç ìíîæåñòâà D ñîåäèíèòü êðè-

âîé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñâÿçíîñòè íåîáõîäèìî (è äîñòàòî÷íî

òîæå).

2. Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè îäíîçíà÷íîñòè �óíêöèè U .

8)
Åñ-

ëè, íàïðèìåð, îáëàñòü D èìååò âèä êîëüöà èëè "îáëàñòè ñ äûð-

êàìè" (ðèñ. 18.8 à), òî ìîãóò áûòü òàêèå ñëó÷àè, êîãäà êðèâîëè-

íåéíûé èíòåãðàë çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî ðàç ïóòü îáåãàåò îò-

âåðñòèå:

´

Γ

P dx+Qdy =
´

Γ0

P dx+Qdy + nω ,

ãäå ω íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíòóðà. Èëè, êàê âî âòîðîì ñëó÷àå

íà ðèñ. 18.8 à), èíòåãðàë ìîæåò çàâèñåòü îò òîãî, ñêîëüêî ðàç è

â êàêîì íàïðàâëåíèè êðèâàÿ îáåãàåò îòâåðñòèÿ; ïåðâîìó îòâåð-

ñòèþ îòâå÷àåò çíà÷åíèå ω 1 , âòîðîìó ω 2 ; ïðè îáõîäå êîíòóðà â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ îòâåðñòèé

ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïðèáàâëÿþòñÿ, â îòðèöàòåëüíîì íà-

8)
Êàê ïðàâèëî, ìû èìåëè äåëî ñ îäíîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè. Íî îïðå-

äåëÿÿ ïåðâîîáðàçíóþ �óíêöèþ U �îðìóëîé

´

⌣
AB

P dx + Qdy = U(B) ,

ìû, îêàçûâàåòñÿ, ìîæåì ïîëó÷èòü ìíîãîçíà÷íóþ �óíêöèþ. �àññìîòðèì

´

⌣
AB

−y dx+x dy

x2+y2 = U(B) , íàïðèìåð, â êîëüöå (ðèñ. 18.8 à), ãäå íà÷àëî êîîðäèíàò

ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé � ãðàíèö êîëüöà. Ïðîâåäÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî äóãå èëè çàïèñàâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ, ìîæåì íàéòè �óíêöèþ U äëÿ íåãî. Îíà èìååò çíà÷åíèå

ïîëÿðíîãî óãëà θ , êîòîðîå áóäó÷è çàäàííûì â íåêîòîðîé òî÷êå, ïðè âîçâðà-

ùåíèè â íåå ïîñëå n îáîðîòîâ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå

±2πn . Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ U = θ ± 2πn ,
äè��åðåíöèàë îò êàæäîé âåòâè êîòîðîé ðàâåí ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæå-

íèþ, íî îíà ìíîãîçíà÷íàÿ. (Ñì. [28℄ ò. 3 ï. 562.) (�åä.)
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ïðàâëåíèè � âû÷èòàþòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç îáõîäèì âîêðóã

îòâåðñòèÿ.

�èñ. 18.8.

3. Åñëè îáëàñòü D òàêîâà, ÷òî èíòåãðàë çàâèñèò íå îò ïóòè,

à îò ÷èñëà îáõîäîâ îòâåðñòèÿ, òî íàäî "çàïðåòèòü" êîíòóðó îá-

õîäèòü îòâåðñòèå. Äëÿ ýòîãî íàäî ñäåëàòü â îáëàñòè ðàçðåç ïî

êðèâîé ∆ (ðèñ. 18.8 á) òàêîé, ÷òî â D′ = D\∆ ìû íå ìîãëè áû

îáõîäèòü âîêðóã "äûðêè" (âîêðóã "òåëåãðà�íîãî ñòîëáà"). Ôóíê-

öèÿ U ∈ C(D′) , õîòÿ âî âñåé îáëàñòè D �óíêöèÿ U ïåðåñòàåò

áûòü íåïðåðûâíîé.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïóòè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ (ñì. ñ. 521) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (î ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîí-

òóðó). Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

´

Γ=
⌣

AB

P dx + Qdy íå çàâèñèò

îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ â îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èíòåãðàë ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë íå

çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ:

´

Γ=
⌣

AB

P dx +Qdy =
´

Γ1=
⌣

AB

P dx +Qdy

äëÿ ëþáûõ ïóòåé èç òî÷êè A â òî÷êó B . Ïóñòü åñòü çàìêíóòûé

êîíòóð ∆ (ðèñ. 18.9 à). �àçîáüåì ýòîò êîíòóð íà äâå êðèâûå Γ1

è Γ2 òî÷êàìè A è B . Òîãäà

¸

∆

P dx+Qdy =
´

Γ

P dx+Qdy +
´

Γ1

P dx+Qdy =

=
´

Γ

P dx+Qdy −
´

Γ′=−Γ1

P dx+Qdy = 0 .

Îáðàòíî, ïóñòü

¸

∆

P dx + Qdy = 0 . Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë íå

çàâèñèò îò ïóòè. Êîíòóð ìîæåò èìåòü áåêîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåñå-

÷åíèé è åãî áóäåò íåóäîáíî ðàçáèâàòü íà ÷àñòè. Ìîæíî ïîñòðîèòü

òàêèå äâå, ñêîëü óãîäíî ãëàäêèå êðèâûå, êîòîðûå ñîåäèíÿþò òî÷-

êè A è B , è ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
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(ðèñ. 18.9 á). Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè î ïåðåõîäå ê ïðå-

äåëó ïî êðèâûì.

Ìû çíàåì, ÷òî

´

Γ

Pdx+Qdy = lim
n→∞

´

Γn

P dx+Qdy ,

´

Γ′

Pdx+Qdy = lim
n→∞

´

Γ′
n

P dx+Qdy ,

ãäå êðèâûå Γn àïïðîêñèìèðóþò Γ , à Γ′
n àïïðîêñèìèðóþò Γ′

.

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùèõ êðèâûõ âîçüìåì âïèñàííûå â Γ
è Γ′

ëîìàíûå, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ � çâåíüåâ.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

´

Γn

P dx+Qdy =
´

Γ′
n

P dx+Qdy .

Ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ëîìàíûõ (ðèñ. 18.9 â) ìîæíî ðàçáèòü èõ íà

êîíå÷íîå ÷èñëî êóñî÷êîâ, íà êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó

äëÿ èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Òàêèì îáðàçîì,

´

Γn

P dx+Qdy −
´

Γ′
n

P dx+Qdy=
m∑
k=1

¸

∆k

P dx+Qdy=0. ◮

�èñ. 18.9.

Ñàìàÿ óäîáíàÿ �îðìóëèðîâêà òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè èíòå-

ãðàëà îò ïóòè ñëåäóþùàÿ:

Óñëîâèå ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îð-

ìà åñòü ïîëíûé äè��åðåíöèàë íåêîòîðîé îäíîçíà÷íîé �óíêöèè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî, çàìêíóòîãî,

êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ

â íóëü.

Íî âîîáùå-òî ýòî óñëîâèå íåý��åêòèâíî (â ñèëó ïðèñóòñòâèÿ

êâàíòîðà ∀ ). Õîòåëîñü áû óçíàâàòü íåçàâèñèìîñòü îò ïóòè ïî

�óíêöèÿì P , Q . Êàê ìû çíàåì, óñëîâèå

∂P
∂y − ∂Q

∂x = 0 íåîáõî-

äèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû �îðìà Pdx + Qdy áûëà ïîëíûì äè��å-

ðåíöèàëîì. Íî ýòî óñëîâèå ëîêàëüíî, ò. å. åñëè

∂P
∂y = ∂Q

∂x âñþäó â

îáëàñòè D , òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷-
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êè îáëàñòè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ U òàêàÿ, ÷òî dU = Pdx+Qdy â

ýòîé îêðåñòíîñòè. Íî ìîæíî ëè îïðåäåëèòü �óíêöèþ U , äëÿ êî-

òîðîé dU = Pdx +Qdy âî âñåé îáëàñòè D , çàâèñèò îò îáëàñòè.

Ïîýòîìó äàííîå óñëîâèå íå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íûì. (�ëîáàëü-

íî âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ïåðèîäîâ ω ïðè îáõîäå êîíòóðà)

9)
.

Îïðåäåëèì òåïåðü îáëàñòè, â êîòîðûõ óñëîâèå

∂P
∂y −

∂Q
∂x = 0 ÿâëÿ-

åòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû

�îðìà Pdx+Qdy áûëà ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì.

Êàê ìû çíàåì, ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð äåëèò ïëîñêîñòü íà

äâå ÷àñòè, îáùåé ãðàíèöåé êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ: îãðàíè÷åííóþ

è íåîãðàíè÷åííóþ. Îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé

÷àñòüþ èëè âíóòðåííîñòüþ êîíòóðà, è íåîãðàíè÷åííàÿ � âíåø-

íåé ÷àñòüþ èëè âíåøíîñòüþ êîíòóðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêàÿ îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè

âíóòðåííîñòü ëþáîãî ïðîñòîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, ïðèíàäëåæà-

ùåãî îáëàñòè, òîæå ëåæèò â îáëàñòè.

�ðóáî ãîâîðÿ, îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü � ýòî îáëàñòü "áåç äûðîê".

Ìîæíî äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè: ëþáîé êîí-

òóð â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó, íå âûõîäÿ çà ïðåäå-

ëû îáëàñòè. Ïóñòü Γ0 = M0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â îáëàñòè, à

Γ1 = Γ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â îáëàñòè è ñîäåðæàùàÿ

â ñâîåé âíóòðåííîñòè M0 . Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíòóðîâ Γt ⊂ D , ãäå 0 ≤ t ≤ 1 , íåïðåðûâíî
çàâèñÿùåå îò t .

Ïóñòü D � îáëàñòü, K � åå ãðàíèöà. Êàê ñ�îðìóëèðîâàòü

óñëîâèå îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè D ÷åðåç ãðàíèöó? Êàêîé äîëæíà

áûòü ãðàíèöà îáëàñòè D , ÷òîáû îáëàñòü áûëà îäíîñâÿçíîé?

�èñ. 18.10.

�àññìîòðèì

9)
Ýòî âèäíî è èç ïðèìåðà íà ñ. 532. (�åä.)
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Ïðèìåðû. 1 (ðèñ. 18.10 à). D � ïëîñêîñòü ñ îäíîé âûêîëîòîé

òî÷êîé (ãðàíèöà åñòü òî÷êà); íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé.

2 (ðèñ. 18.10 á). Îáëàñòü îäíîñâÿçíàÿ, à ãðàíèöà íåñâÿçíàÿ.

3 (ðèñ. 18.10 â). D � ïëîñêîñòü ñ âûáðîøåííîé âíóòðåííîñòüþ

êðóãà. Çäåñü ãðàíèöà îáëàñòè ñîñòîèò èç îäíîé êðèâîé, à îáëàñòü

íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé.

Îáëàñòü íà ïëîñêîñòè îäíîñâÿçíà, åñëè åå ãðàíèöà åñòü ïðî-

ñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, è îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåí-

íîñòü ýòîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà. Èç òîãî, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè

åñòü ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, åùå íå ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îä-

íîñâÿçíà.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü îäíîñâÿçíî, íî íå ñâÿçíî, è,

íàîáîðîò, ñâÿçíî, íî íå îäíîñâÿçíî. Èäåÿ ðàçðåçà ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû D′ = D\∆ ñòàëî îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ (ðèñ. 18.11 à).

�èñ. 18.11.

� 87. Ôîðìóëà �ðèíà

Ïóñòü îðèåíòàöèÿ êîíòóðà ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé ïëîñêîñòè.

Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïðàâóþ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò xOy , òî ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ïîâîðîò îò ïåð-

âîé îñè Ox êî âòîðîé Oy (íà íàèìåíüøèé óãîë), êîòîðûé ñîâåð-

øàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñîîòâåòñòâåííî îáõîä ïðîñòîãî

êîíòóðà íà ýòîé ïëîñêîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí

ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè òàêîì îáõîäå êîíòóðà

áëèæàéøàÿ ê íàáëþäàòåëþ ÷àñòü îáëàñòè íàõîäèòñÿ ñëåâà îò íà-

áëþäàòåëÿ. Äëÿ ëåâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîëîæèòåëüíûé îáõîä

êîíòóðà ñîâåðøàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â �îðìóëàõ äëÿ èíòå-

ãðàëîâ âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

¸

Γ

P dx áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ êîíòóðà è ïëîñêîñòè ñîãëàñîâàíû, ò.å. ÷òî
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áåðåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà.

Ïåðâûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü Γ ⊂ D ⊂ E2
, D � îáëàñòü,

Γ � ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé êðèâîëèíåé-

íóþ òðàïåöèþ D1 = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)} ⊂ D .

Ïóñòü P (x, y) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ â D ,

∂P
∂y ∈ C(D) . Òîãäà

ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

˜

D1

∂P
∂y dxdy = −

¸

Γ

P dx .

Îáîçíà÷èì Γ=
4⋃
i=1

Γi , ãäå Γ1 , Γ3 � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ, Γ2 , Γ4 �

ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû îáëàñòè D1 (ñì. ðèñ. 18.11 á). Âû÷èñëèì

èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû:

˜

D1

∂P
∂y dxdy=

b́

a

dx
f2(x)
´

f1(x)

∂P
∂y dy=

b́

a

{P (x, f2(x))−P (x, f1(x))} dx=

= −
´

Γ1

P (x, y) dx−
´

Γ3

P (x, y) dx−
´

Γ2

P (x, y) dx−
´

Γ4

P (x, y) dx =

= −
¸

Γ

P (x, y) dx ,

òàê êàê

´

Γ2

P (x, y) dx = 0 ,
´

Γ4

P (x, y) dx = 0 .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

10)

Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü Γ ⊂ D ⊂ E2
, D � îáëàñòü,

Γ � ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé êðèâîëèíåé-

íóþ òðàïåöèþ D2 = {(x, y) : c ≤ x ≤ d, f1(y) ≤ x ≤ f2(y)} ⊂ D .

Ïóñòü Q (x, y) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ â D ,

∂Q
∂x ∈ C(D) . Òîãäà

ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

˜

D2

∂Q
∂x dxdy =

¸

Γ

Qdy .

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà �ðèíà

¸

Γ

P dx+Qdy =
˜

D1

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy

ñïðàâåäëèâà äëÿ îáëàñòåé D1 ⊂ D , óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðå-

ìåííî è ïåðâîìó è âòîðîìó ñëó÷àþ. Â ÷àñòíîñòè, D1 ìîæåò áûòü

òðåóãîëüíèêîì (çàìêíóòûì).

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü �îðìóëó �ðèíà äëÿ ëþáîé îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðîñòîé ãëàäêîé êðèâîé.

Òåîðåìà �ðèíà (�îðìóëà �ðèíà). Ïóñòü D ⊂ E2
, Γ ⊂ D ,

Γ � ïðîñòîé çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð, îãðàíè÷èâà-

10)
Åñëè ìû âòîðîé ñëó÷àé ïîïûòàåìñÿ ñâåñòè ê ïåðâîìó, òî ó íàñ áóäåò âñå

òî æå, íî â ëåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò yOx . Ïîýòîìó îáõîä êîíòóðà ñòàíåò

îòðèöàòåëüíûì, è, çíà÷èò, �îðìóëà áóäåò îòëè÷àòüñÿ çíàêîì, ò. å. âìåñòî

ìèíóñà â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ïëþñ. (�åä.)
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þùèé îáëàñòü D1 ⊂ D , D1 îäíîñâÿçíà. Ïóñòü â D çàäàíû

íåïðåðûâíûå �óíêöèè P è Q , òàêèå, ÷òî

∂P
∂y ,

∂Q
∂x ∈ C(D) . Òî-

ãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà �ðèíà

¸

Γ

P dx+Qdy =
˜

D1

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy .

�èñ. 18.12.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àïïðîêñèìèðóåì êîíòóð Γ ïðîñòîé çà-

ìêíóòîé ëîìàíîé Γn (ðèñ. 18.12 à), îãðàíè÷èâàþùåé ìíîãîóãîëü-

íèê Dn , Dn ⊂ D . �àçîáüåì ìíîãîóãîëüíèê Dn íà òðåóãîëüíè-

êè ∆k : Dn =
n⋃
k=1

∆k . Ê êàæäîìó òðåóãîëüíèêó ∆k ïðèìåíèì

�îðìóëó �ðèíà. Çàòåì �îðìóëû ñëîæèì. Äîáàâî÷íûå ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå âõîäÿò â Γn , ïðîõîäÿòñÿ â äâóõ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, è ïîýòîìó èíòåãðàë ïî íèì ðàâåí

íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

¸

Γn

P dx+Qdy =
˜

Dn

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy .

Òåïåðü óñòðåìèì n→ ∞ . ◮

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 14

(28.03.69)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå �îðìóëû �ðèíà áûëî íåñêîëüêî îãðàíè-

÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

1. Îáëàñòü D1 ⊂ D ïðåäïîëàãàëàñü îäíîñâÿçíîé. Ïóñòü òå-

ïåðü D1 íåîäíîñâÿçíàÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû òåîðåìà �ðèíà áûëà ïðèìåíèìà, ìû äîëæíû

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî D1 ⊂ D è åå ãðàíèöà Γ ñîñòîèò èç êîíå÷-

íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîíòóðîâ, ò. å. Γ =
n⋃
k=1

Γk (íà ðè-

ñóíêå 18.12 á) åñòü äâà òàêèõ êîíòóðà). Íî ñëåâà, åñòåñòâåííî,
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áóäåò ñòîÿòü óæå èíòåãðàë ïî ñëîæíîìó êîíòóðó, ïðè÷åì äëÿ ñî-

ãëàñîâàíèÿ íàäî, ÷òîáû ïðè îáõîäå êàæäîãî èç êîíòóðîâ îáëàñòü

èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàâàëàñü ñëåâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ñäå-

ëàòü òàêîå êîëè÷åñòâî ðàçðåçîâ Ki , ÷òîáû îáëàñòü D2 , ïîëó-

÷èâøàÿñÿ èç D1 çà âû÷åòîì ýòèõ ðàçðåçîâ K =
⋃
i=1

Ki , ñòàëà

îäíîñâÿçíîé (íà ðèñóíêå 18.12 á) îäèí ðàçðåç K ). Òîãäà ïî �îð-

ìóëå �ðèíà

˜

D2

=
´

Γ
⋃
K

=
´

Γ

+
´

K

=
´

Γ

. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ðàçðåçó

ïðîâîäèòñÿ äâàæäû, ëþáîé ðàçðåç ïðîõîäèòñÿ è ñ "ëåâîãî áåðå-

ãà" è ñ "ïðàâîãî áåðåãà òàê ÷òî èíòåãðàëû ïî ðàçðåçàì âçàèìíî

óíè÷òîæàþòñÿ.

Çíà÷èò, �îðìóëó �ðèíà ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé D1 ⊂ D ,

ãäå D1 îãðàíè÷èâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîí-

òóðîâ.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D îãðàíè÷åíà è åå ãðàíèöà

Γ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ. Ïðåä-

ïîëîæèì òàêæå, ÷òî �óíêöèè P , Q ,

∂P
∂y è

∂Q
∂x íåïðåðûâíû

íå òîëüêî â îáëàñòè D , íî è â åå çàìûêàíèè D . Îáîçíà÷èì

K = D
⋃
Γ . Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû �ðèíà, ìîæíî åå

äîêàçàòü äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ . Èíà÷å ýòî
ìîæíî äîêàçàòü, àïïðîêñèìèðóÿ îáëàñòü D èçíóòðè îáëàñòÿìè

{Dn} , îãðàíè÷åííûìè êóñî÷íî-ãëàäêèìè êîíòóðàìè {Γn} , ãëàä-
êî ñõîäÿùèìèñÿ ê Γ . Äëÿ íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
êîíå÷íûì ÷èñëîì êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ, äîêàçàòåëüñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê â ï.1. Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Îáîáùåíèå �îðìóëû �ðèíà. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ E2
îãðà-

íè÷åíà êîíòóðîì Γ , ÿâëÿþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ. Ïóñòü �óíêöèè P , Q ,

∂P
∂y è

∂Q
∂x

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â K = D
⋃
Γ � çàìûêàíèè îáëàñòè

D . Òîãäà

¸

Γ

P dx+Qdy =
˜

K

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy

(äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà êîíòóðà).

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ �îðìóëû �ðèíà.

1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè. Ïóñòü �óíêöèè P è Q òàêîâû, ÷òî

∂Q
∂x − ∂P

∂y = 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ D è âñå îñòàëüíûå óñëî-

âèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó �ðèíà, ïîëó÷àåì â

ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü îáëàñòè:

¸

Γ

P dx+Qdy =
˜

D1

dxdy = S (D1) .

Çíà÷èò, �îðìóëà �ðèíà ïîçâîëÿåò íàéòè ïëîùàäü ïëîñêîé îáëà-
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ñòè. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, íàäî âûáðàòü P è Q ñîîòâåòñòâóþùèì

îáðàçîì; âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêîãî âûáîðà:

à) Q (x, y) = x , P (x, y) ≡ 0 ;
á) P (x, y) = −y , Q (x, y) ≡ 0 ;
â) P (x, y) = − 1

2y , Q (x, y) = 1
2x .

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå â) èìååì: S (D1) =
1
2

¸

Γ

x dy − y dx .

2. Ïðèëîæåíèå ê òåîðèè ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Ïóñòü

∂Q
∂x − ∂P

∂y = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ D . Â ýòîì ñëó÷àå ïî �îðìóëå

�ðèíà ïîëó÷èì

¸

Γ

P dx+Qdy = 0 ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðè-

âîé Γ , îãðàíè÷èâàþùåé îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü D1 ⊂ D . Ïî óñëî-

âèþ ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà (ñ. 526) ïîëó÷àåì P dx+Qdy = dU ,

ò. å. óñëîâèå

∂Q
∂x − ∂P

∂y = 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû

äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà P dx+Qdy áûëà ïîëíûì äè��åðåí-

öèàëîì íåêîòîðîé îäíîçíà÷íîé �óíêöèè U . Ñ ïîìîùüþ �îðìó-

ëû �ðèíà òàêæå ëåãêî äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå M0 âûðàæåíèå

∂Q
∂x − ∂P

∂y 6= 0 , ïóñòü, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè,

∂Q
∂x − ∂P

∂y > 0 , òî ýòî óñëîâèå, â ñèëó íåïðåðûâíî-

ñòè, âûïîëíÿåòñÿ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 . Âîçüìåì

êðóã ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, â êîòîðîì

∂Q
∂x − ∂P

∂y > 0 . Èíòå-

ãðàë ïî êðóãó ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, ïî �îðìóëå �ðèíà è

èíòåãðàë ïî îãðàíè÷èâàþùåé îêðóæíîñòè ïîëîæèòåëåí. Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂Q
∂x = ∂P

∂y âñþäó â îáëàñòè D .

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì

Êðèòåðèé ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Ïóñòü P è Q îïðåäå-

ëåíû è íåïðåðûâíû â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ⊂ E2
è èìåþò â

D íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂P
∂y ,

∂Q
∂x . Òîãäà äëÿ òîãî,

÷òîáû äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà Pdx +Qdy áûëà ïîëíûì äè�-

�åðåíöèàëîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∂Q
∂x = ∂P

∂y .

Èç ýòîãî êðèòåðèÿ è òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò

ïóòè ñëåäóåò, ÷òî â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè óñëîâèå

∂Q
∂x = ∂P

∂y íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-

ëà âòîðîãî ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îäíîñâÿçíîñòü çäåñü ïî

ñóùåñòâó.

Ïðèìåð. Âîçüìåì �óíêöèè P = − y
x2+y2 , Q = x

x2+y2 .
11)

Â îá-

11)
Ýòè �óíêöèè óæå ðàññìàòðèâàëèñü â ñíîñêå íà ñ. 524, ãäå ïðèâîäèëñÿ
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ëàñòè D = E2\ (0, 0) ýòè �óíêöèè íåïðåðûâíû è èìåþò ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

∂Q
∂x = ∂P

∂y âñþäó â D . Çíà÷èò, âåçäå â D âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-

ðåìû �ðèíà. Åñëè âîçüìåì ëþáîé êîíòóð, íå ñîäåðæàùèé òî÷-

êó (0, 0) âíóòðè ñåáÿ (ðèñ. 18.13 à), òî ïîëó÷èì ïî òåîðåìå �ðè-

íà

¸

Γ

x dy−y dx
x2+y2 = 0 . Åñëè âîçüìåì â êà÷åñòâå êîíòóðà åäèíè÷íóþ

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 18.13 á), òî ïîëà-

ãàÿ x = cosϕ , y = sinϕ , ïîëó÷èì
´

x2+y2=1

P dx+Qdy=
2π́

0

dϕ = 2π .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî âî âíóò-

ðåííîñòè íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîõîäèìîãî â ïîëîæèòåëüíîì íà-

ïðàâëåíèè, ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû è �îðìóëû �ðèíà,

÷òî èíòåãðàë ïî òàêîìó êîíòóðó òîæå ðàâåí 2π .
Ìû ðàññìàòðèâàåì èíòåãðàëû ïî òàêèì êîíòóðàì, âäîëü êî-

òîðûõ �óíêöèè è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû,

è ýòîò âîïðîñ ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí. Íî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî

óêàçàòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà è ïî íåêîòîðûì êîíòóðàì, ïðîõîäÿ-

ùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

12)
Íàïðèìåð, èíòåãðàë ïî êîíòóðó

ïîëóêðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàâåí π , ïî êîíòóðó

òðåòè ýòîãî êðóãà ðàâåí

2π
3 . Çäåñü è äàëüøå ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûé îáõîä êîíòóðîâ. Åñëè äëÿ êîíòóðà òî÷êà (0, 0)
ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé (ðèñ. 18.13 â), è óãîë ìåæäó îäíîñòîðîííèìè

êàñàòåëüíûìè ê êîíòóðó â ýòîé òî÷êå ðàâåí α , òî è èíòåãðàë

âäîëü ýòîãî êîíòóðà ðàâåí α . Íî ýòî óæå áóäóò íåñîáñòâåííûå

èíòåãðàëû.

�èñ. 18.13.

3. Ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Çàäàíèå �óíêöèé P , Q â îá-

ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè

´

⌣
AB

P dx+Qdy = U(B) . (�åä.)

12)
Ñì. èíòåãðàë �àóññà â [28℄ ò. 3 ï. 563 ñ. 64. (�åä.)
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ëàñòè D íà ïëîñêîñòè èëè �óíêöèé P , Q , R â îáëàñòè D â

ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäàíèå âåêòîð-�óíêöèè

A = (P,Q) èëè A = (P,Q,R) â îáëàñòè D . �îâîðÿò òàêæå,

÷òî â îáëàñòè D çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå A . Ïîýòîìó èíòåãðàë

´

Γ

P dx+Qdy+Rdz ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêó

âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïóñòü A � ñèëîâîå ïîëå. Òîãäà ðàáîòà âåêòîðíîãî ïîëÿ A ïî

ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç ïîëîæåíèÿ M0 â M1 âäîëü

êðèâîé Γ âûðàçèòñÿ èíòåãðàëîì a =
´

Γ

P dx +Qdy , ãäå ýëåìåí-

òàðíàÿ ðàáîòà da =
(
A, t
)
= P dx+Qdy , à t � âåêòîð êàñàòåëüíîé

ê êîíòóðó. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ðàáîòà âäîëü ïðîñòðàíñòâåííî-

ãî êîíòóðà. Â ñëó÷àå çàìêíóòîãî êîíòóðà ∆ ýòà ðàáîòà áóäåò

a =
¸

∆

P dx+Qdy .

Èíòåãðàë γ(∆) =
¸

∆

P dx + Qdy =
¸

∆

(
A, t
)
dl íàçûâàåòñÿ öèð-

êóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ A âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé ∆ .

Åñëè P dx + Qdy = dU � ïîëíûé äè��åðåíöèàë, òî âåêòîð-

íîå ïîëå A = (P,Q) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå

P = ∂U
∂x è Q = ∂U

∂y . Òîãäà ðàáîòà ïî ëþáîìó êîíòóðó íå çàâèñèò

îò ïóòè, à çàâèñèò îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè ýòîãî ïóòè, à

öèðêóëÿöèÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà íóëþ (äëÿ îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòè D ).

Ïðèìåð. Ïóñòü åñòü ïëîñêèé ïîòîê æèäêîñòè ñ íàïðàâëåíèåì

äâèæåíèÿ F (ðèñ. 18.13 ã). Ìû õîòèì óçíàòü, êàêîå êîëè÷åñòâî

æèäêîñòè ïðîòåêàåò ÷åðåç êîíòóð ∆ â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó

13)
.

Ïóñòü n � íîðìàëü ê êîíòóðó ∆ , ñîñòàâëÿþùàÿ óãîë

π
2 ñ íà-

ïðàâëåíèåì êàñàòåëüíîé êîíòóðà, ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó

íà êîíòóðå íàïðàâëåíèþ. Òîãäà áàëàíñ æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé

÷åðåç êîíòóð, áóäåò

´

∆

(
F , n

)
ds .

13)
Ñì. â [28℄ ò. 3 ï. 554 ñ. 41 � 43 çàäà÷ó î ïëîñêîì óñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. (�åä.)
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� 88. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

âòîðîãî ðîäà

88.1. Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ

ïîâåðõíîñòü

Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïîíÿòèÿìè ïîâåðõíîñòè è åå ïëîùàäè

(� 83). Äàäèì íåêîòîðîå óïðîùåíèå ïîíÿòèÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé îðè-

åíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè "íàèâíûìè ñëîâàìè, åñëè êòî õî÷åò

áîëåå ñåðüåçíî ïî÷èòàòü, êàê ýòè ñëîâà íàäî ïðîèçíîñèòü ïðà-

âèëüíî, åñòü êíèæêà Ñïèâàêà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ" [22℄". (Ñ. Á.Ñ.) Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðîñòîãî êóñêà

�èñ. 18.14.

ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (u, v) åñòü

ìíîæåñòâî D , ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, îãðà-

íè÷åííóþ êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì γ . Ìû ðàññìàòðèâàåì âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå, âçàèìíî íåïðåðûâíîå è â îáå ñòîðîíû äè��å-

ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå ϕ èç D â E3
, ϕ : (u, v)

ϕ↔ σ ⊂ E3
.

Îáðàç σ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â E3
è åñòü ïðîñòîé êóñîê ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 18.14 à).

Òî÷êè íà ïðîñòîì êóñêå ïîâåðõíîñòè áûâàþò äâóõ âèäîâ:

1) òî÷êè, èìåþùèå îêðåñòíîñòü, ïîäîáíóþ êðóãó. Ò. å. èìåþ-

ùèå îêðåñòíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì êðóãà, ñîäåðæàùåãîñÿ â

D , ïðè îòîáðàæåíèè ϕ . �îâîðÿò, ÷òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü äè��åî-
ìîð�íà êðóãó;

2) òî÷êè, èìåþùèå îêðåñòíîñòè, ïîäîáíûå ïîëóêðóãó. Îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ îáðàçàìè òî÷åê ãðàíèöû îáëàñòè D .

Òî÷êè âòîðîãî âèäà îáðàçóþò êðàé ïðîñòîãî êóñêà ïîâåðõíî-

ñòè.

Îïðåäåëåíèå êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S . Ìíîæåñòâî

S íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè äëÿ íåãî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
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1. Íà S âñå òî÷êè èìåþò îêðåñòíîñòè ïîäîáíûå (äè��åîìîð�-

íûå) êðóæêàì èëè îêðåñòíîñòè ïîäîáíûå ïîëóêðóæêàì.

2. S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ïðîñòûõ êóñêîâ, îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè è

ïåðåñåêàþùèõñÿ òîëüêî ïî êðàÿì.

Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíûõ äè�-

�åðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì.

Ëèñò Ìåáèóñà âõîäèò â ÷èñëî ïðîñòûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïðîñòûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü îðèåíòèðóåìûå è

íåîðèåíòèðóåìûå.

Ñîãëàñîâàíèå îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè ñ îðèåíòàöèåé åå êîí-

òóðà çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà. Ìû ðàññìàòðèâàåì âñå

óæå â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E3
(ò. å. â ïðîñòðàíñòâå, â

êîòîðîì âûáðàíà ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò).

"Êàêèå îò ýòîãî ðàäîñòè?" Â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

ìîæíî ââåñòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå c = a × b . Ýòî ïåðâàÿ

"ïîëüçà". Âòîðàÿ "ïîëüçà" ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñîãëàñîâàòü îðèåíòàöèþ êîíòóðà ñ îðèåíòà-

öèåé ïîâåðõíîñòè: êðàÿ Γ ñ ïîâåðõíîñòüþ S ( Γ åñòü êðàé, à íå

ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè S ). Áóäåì ñîãëàñîâûâàòü íàïðàâëåíèå íîð-

ìàëè ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà òàêèì îáðàçîì: íàïðàâèì îñü Ox
ïî êàñàòåëüíîé ê Γ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî Γ ; Oy â êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ ê S, òîãäà îñü

Oz ïîêàæåò íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Åñëè åñòü íà-

ïðàâëåíèå â îäíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, ìû ìîæåì ïåðåíåñòè åãî â

ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 18.14 á).

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 15

(02.04.69)

Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè íîðìàëè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â

îïðåäåëåíèè îðèåíòàöèè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ò. å. â âûáîðå ñòî-

ðîíû ïîâåðõíîñòè. Åñëè áû íà ïîâåðõíîñòè áûëè òàêèå ëèíèè, â

êîòîðûõ íîðìàëü òåðïèò ðàçðûâ, òî âûáîð íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè

áûë áû áåññîäåðæàòåëåí (ò. å. îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå íîðìàëè â

òî÷êàõ ðàçðûâà íåâîçìîæíî, â òîì ÷èñëå â òîì îïðåäåëåíèè ïî

íåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå áûëî äàíî).

Â îïðåäåëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íàì ìàëî áûëî ïî-

íÿòèÿ ãëàäêîé êðèâîé. Íàì íàäî áûëî ââåñòè ïîíÿòèå êóñî÷íî-

ãëàäêîé êðèâîé. Àíàëîãè÷íî, ïîíÿòèå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ìû

ðàñøèðÿåì â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:
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1. ×òîáû êðàé áûë íå ãëàäêèé, à êóñî÷íî-ãëàäêèé.

2. ×òîáû íîðìàëü áûëà íåïðåðûâíà íå âñþäó, à çà èñêëþ÷å-

íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

Òàêèì îáðàçîì, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 18.14 â)

ñêëååíà èç êóñêîâ îáðàçîâ êâàäðàòîâ è ïî ðåáðó ñêëåéêè íîðìàëü

ìîæåò òåðïåòü ðàçðûâû.

Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõ-

íîñòè. Äëÿ îðèåíòàöèè êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿ-

ùåé èç ïðîñòûõ êóñêîâ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Sk ( k = 1, 2, ..., n )
ïðåæäå âñåãî ìû çàäàäèì íîðìàëü â íåêîòîðîé òî÷êå îäíîãî èç

êóñêîâ, íàïðèìåð, êóñêà S1 . Íàïðàâëåíèå ýòîé íîðìàëè îïðåäå-

ëÿåò íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà êóñêà (òàê êàê ìû íàõîäèìñÿ â

îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E3
+ ). Íàïðàâëåíèå îáõîäà (îðè-

åíòàöèÿ) íà êîíòóðå íå òðåáóåò, ÷òîáû îí áûë ãëàäêèì, îí ìîæåò

áûòü è êóñî÷íî-ãëàäêèì. �àññìîòðèì òîò êóñîê êîíòóðà, êîòîðûé

îòäåëÿåò êóñîê S1 îò ñîñåäíåãî êóñêà S2 . Ââåäåì îðèåíòàöèþ íà

S2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà îáùåé ÷àñòè êîíòóðîâ Γ1 è Γ2 íà

Γ2 ïðèìåì îðèåíòàöèþ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèè íà Γ1 . Òî-

ãäà íà Γ2 âîçíèêàåò îðèåíòàöèÿ, è òåïåðü óæå ìîæíî îïðåäåëèòü

íàïðàâëåíèå íîðìàëè â S2 , ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé îðèåíòàöèè

Γ2 . Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîðìàëü íà âñåé ïî-

âåðõíîñòè S , çà èñêëþ÷åíèåì ðåáåð ñêëåéêè êóñêîâ Sk . Åñëè
ïðè ýòîì, íà âñåõ îáùèõ ÷àñòÿõ êîíòóðîâ êóñêîâ Sk ïîâåðõíî-

ñòè, íàïðàâëåíèå îáõîäà ìîæíî âûáðàòü ïðîòèâîïîëîæíûì, òî

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé.

Åñëè òàêîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ íåîðè-

åíòèðóåìîé èëè îäíîñòîðîííåé. Ïðèìåð òàêîé ïîâåðõíîñòè äà-

åò ëèñò Ìåáèóñà. Îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ òàêæå

äâóñòîðîííåé, ò.ê. ìîæíî âûáðàòü è ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëå-

íèå íîðìàëåé, ò.å. äðóãóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü

â ïðîñòðàíñòâå.

88.2. Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà

âòîðîãî ðîäà

Êëàññ ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé

èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà � êëàññ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îðèåíòèðîâàííûõ

ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü S � ïðîñòîé êóñîê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû (u, v) ∈ D . Òîãäà ïëîùàäü ýòîé ïî-
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âåðõíîñòè σ (S) =
˜

D

√
A2 +B2 + C2 dudv (ñì. � 83 ñ. 501).

Ïóñòü S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü, êî-

òîðàÿ ñîñòîèò èç ïðîñòûõ ãëàäêèõ êóñêîâ S1, ..., Sk , êàæäûé èç

êîòîðûõ îïðåäåëåí â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ D1, ..., Dk . Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè σ (S) åñòü ñóììà

ïëîùàäåé ýòèõ êóñêîâ. Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáëàñòè èçìå-

íåíèÿ ïàðàìåòðîâ êàæäîãî êóñêà îòäåëüíî (ðèñ. 18.15 à).

�èñ. 18.15.

Ïóñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà ÿâíûì îáðàçîì ñ ïîìî-

ùüþ �óíêöèè z = f(x, y) , (x, y) ∈ D , è íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà

�óíêöèÿ F (x, y, z) , (x, y, z) ∈ S . Âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè

âåðõíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùåå åé íàïðàâëåíèå

íîðìàëåé n = (cosλ, cosµ, cos ν) (ðèñ. 18.15 á). �àññìîòðèì ðàç-

áèåíèå TS ïîâåðõíîñòè S êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè íà êóñî÷-

êè Sk . Îáîçíà÷èì Dk ïðîåêöèþ êóñî÷êà Sk íà ïëîñêîñòü xOy .
�àçáèåíèå ïîâåðõíîñòè TS ïîðîæäàåò, òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå

TD îáëàñòè D íà ÷àñòè Dk . Ìåðà Dk ðàâíà σ (Sk) cos ν̃k , ãäå
σ (Sk) � ïëîùàäü êóñî÷êà Sk , à ν̃k � óãîë ìåæäó îñüþ Oz è íà-

ïðàâëåíèåì íîðìàëè â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè Sk . Âûáåðåì
â êàæäîé ÷àñòè Sk òî÷êó Mk(xk, yk, zk) è ñîñòàâèì èíòåãðàëü-

íóþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
k=1

F (xk, yk, zk)σ (Sk) cos νk .

Çäåñü F (xk, yk, zk) � çíà÷åíèå �óíêöèè F â òî÷êå Mk êóñî÷êà

Sk , à νk � óãîë ìåæäó îñüþ Oz è íàïðàâëåíèåì íîðìàëè â òî÷êå

Mk ïîâåðõíîñòè Sk . Ïðè ýòîì âåëè÷èíû mDk = σ (Sk) cos ν̃k è

σ (Sk) cos νk ðàâíîìåðíî áëèçêè, åñëè äèàìåòð ðàçáèåíèÿ TS ìàë.

Ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïðè äèàìåòðå ðàçáèåíèÿ d(TS) → 0
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(åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê Mk )

íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò �óíê-

öèè F ïî ïîâåðõíîñòè S :

lim
d(TS)→0

n∑
k=1

F (xk, yk, zk)σ (Sk) cos νk =
˜

S

F (x, y, z) dxdy .

Íî, êàê ìû çíàåì, ïðåäåë ñëåâà åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà îò �óíêöèè F cos ν ïî ïîâåðõíîñòè S . Òàêèì îá-

ðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ �îðìóëà ñâÿçè ìåæäó ïîâåðõíîñò-

íûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

˜

S

F (x, y, z) cos ν dS =
˜

S

F (x, y, z) dxdy .

Â îáîçíà÷åíèè èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà íå âèäíî, ïî êàêîé

ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè îí áåðåòñÿ è ýòî íàäî óêàçûâàòü äîïîëíè-

òåëüíî, à â îáîçíà÷åíèè èíòåãðàëà ñëåâà ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè

ïîêàçûâàåò íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ íîðìàëè. Çàòî ìåðà â èíòå-

ãðàëå âòîðîãî ðîäà îáû÷íàÿ äâóìåðíàÿ ìåðà, à íå dS . Âîïðîñ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ñâîäèò-

ñÿ ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîãî åìó èíòåãðàëà ïåðâîãî ðî-

äà. Äëÿ îãðàíè÷åííîé �óíêöèè F ïðåäåëû èíòåãðàëüíûõ ñóìì

n∑
k=1

F (xk, yk, zk) σ (Sk) cos νk è

n∑
k=1

F (xk, yk, zk)mDk ñîâïàäàþò

è, êîãäà âçÿòà âåðõíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè, òî

˜

S

F (x, y, z) dxdy = lim
d(TS)→0

n∑
k=1

F (xk, yk, zk) σ (Sk) cos νk =

= lim
d(TD)→0

n∑
k=1

F (xk, yk, zk)mDk =
˜

D

F (x, y, z(x, y)) dxdy .

Â ñëó÷àå íèæíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè âî âòîðîé ñòðî÷êå, ïåðåä

ïîñëåäíèìè èíòåãðàëüíîé ñóììîé è èíòåãðàëîì, áóäåò çíàê ìè-

íóñ.

Åñëè ó íàñ åñòü áîëåå îáùàÿ ïîâåðõíîñòü S , òî ìû ìîæåì

ïîñòóïèòü òàê æå: ìû ïðîåêòèðóåì åå íà ïëîñêîñòü (x, y) è ñî-

ñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó. Ïðè ýòîì êóñî÷êè, íîðìàëè â êî-

òîðûõ íàïðàâëåíû ââåðõ, áóäóò èìåòü ïîëîæèòåëüíûå ïðîåêöèè

íà ïëîñêîñòü (x, y) , à êóñî÷êè, íîðìàëè â êîòîðûõ íàïðàâëåíû

âíèç � îòðèöàòåëüíûå.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïîâåðõíîñò-

íûé èíòåãðàë ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè

è òîãäà îí îáîçíà÷àåòñÿ

‚

S

F (x, y, z) dxdy . Êîãäà èíòåãðèðîâàíèå

âåäåòñÿ ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð ïî ñ�åðå, ñòîðîíà
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ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, äîëæíà áûòü

îãîâîðåíà (îïðåäåëåíà) çàðàíåå.

Åñëè cos ν = 0 íà ïîâåðõíîñòè S , ò. å. íîðìàëü ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îñè Oz (ðèñ. 18.15 â), òî

˜

S

F dxdy = 0 .

Íàðÿäó ñ èíòåãðàëîì ïî dxdy ìîæíî ââåñòè èíòåãðàëû ïî

dydz è dzdx , äåëàÿ êðóãîâóþ ïîäñòàíîâêó êîîðäèíàò. Îáùèé ïî-

âåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà áóäåò èìåòü âèä

˜

S

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy =
˜

S

(P cosλ+Q cosµ+R cos ν) dS .

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè, òî ìû ìîæåì âûðà-

çèòü íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè ÷åðåç ïàðàìåòðû (ñì. � 83

ñ. 501)

cosλ=
A

±
√
A2+B2+C2

, cosµ=
B

±
√
A2+B2+C2

, cosν=
C

±
√
A2+B2+C2

.

Âûáðàâ îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè ìû óñòàíîâèì íà íåé

îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî

ïðè ïðîõîæäåíèè ãðàíèöû îáëàñòè D â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïîâåðõíîñòü S , òîæå ïðîõîäèòñÿ
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåä êâàäðàòíûì

êîðíåì â âûðàæåíèÿõ äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ âûáèðàåòñÿ

çíàê ”+ ” è, òàê êàê ýëåìåíò ïëîùàäè dS =
√
A2 +B2+ C2dudv ,

ìû ïîëó÷èì

˜

S

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =
˜

D

(AP +BQ+ CR) dudv .

88.3. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ôîðìóëà Ñòîêñà è ïî ñóùåñòâó è �îðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-

íèåì �îðìóëû �ðèíà

¸

Γ

P dx + Qdy =
˜

D

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy äëÿ

òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà Ñòîêñà. Ïóñòü â 3-õ ìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå E3
èìååòñÿ îáëàñòü V ⊂ E3

è â ýòîé îáëàñòè

çàäàíû òðè �óíêöèè P, Q, R ∈ C1 (V ) . Äîïóñòèì, ÷òî â îá-

ëàñòè V çàäàíà îðèåíòèðîâàííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü

S ⊂ V , S ∈ C2 (D) , ñ êðàåì Γ , ÿâëÿþùèìñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé

êðèâîé, ïðè ýòîì îðèåíòàöèè êîíòóðà Γ è ïîâåðõíîñòè ñîãëà-

ñîâàíû. Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà Ñòîêñà

¸

Γ

Pdx+Qdy +Rdz =
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=
˜

S

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R
∂y − ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P
∂z − ∂R

∂x

)
dzdx

(�îðìóëà ïîëó÷åíà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé áóêâ P , Q , R
è x , y , z â �îðìóëå �ðèíà).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü �îðìóëó îòäåëüíî

äëÿ êàæäîé èç �óíêöèé P , Q , R . Ñîáåðåì âñå ÷àñòè �îðìóëû,

êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå ê �óíêöèè P :

¸

Γ

P dx=
˜

S

(
∂P
∂z dzdx− ∂P

∂y dxdy
)
,

è äîêàæåì ýòó ýëåìåíòàðíóþ �îðìóëó Ñòîêñà.

�èñ. 18.16.

Ïîâåðõíîñòü S ìîæåò áûòü

ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðî-

ñòûõ êóñêîâ. Ïîýòîìó äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü �îðìóëó äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà S � ïðîñòîé êó-

ñîê ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü S çà-

äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ

(u, v) ∈ D , ãäå D � îáëàñòü,

îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì

êîíòóðîì ∆ , è ïóñòü îðèåíòà-

öèè êîíòóðà Γ è ïîâåðõíîñòè

S ñîãëàñîâàíû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîæè-

òåëüíîå íàïðàâëåíèå íà ∆ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó íà-

ïðàâëåíèþ íà Γ .
×òîáû îò êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïî êðè-

âîé Γ ïðèéòè ê ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó âòîðîãî ðîäà ïî ïî-

âåðõíîñòè S , ìû ñäåëàåì ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé:

´

Γ

→
β́

α

→
´

∆

→
˜

D

→
˜

S

, îò èíòåãðàëà ïî Γ ê îáû÷-

íîìó îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó, îò íåãî ê èíòåãðàëó ïî ïëîñ-

êîìó êîíòóðó ∆ , çàòåì ê äâîéíîìó èíòåãðàëó ïî îáëàñòè D ,

è íàêîíåö, ê ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó ïî S . Ïîâåðõíîñòü S

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè S :
x = x (u, v)
y = y (u, v)
z = z (u, v)



 , (u, v) ∈ D .

�ðàíèöà ∆ îáëàñòè D ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè:

u = u(t) , v = v(t) , α ≤ t ≤ β . Òîãäà óðàâíåíèå êîíòóðà Γ

áóäåò





x = x (u(t), v(t))
y = y (u(t), v(t))
z = z (u(t), v(t))

. Âû÷èñëèì òåïåðü êðèâîëèíåéíûé èí-
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òåãðàë

¸

Γ

Pdx . Ïî ïðàâèëó ñâåäåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

îò �óíêöèè P = P (x, y, z) ê èíòåãðàëó ïî ïàðàìåòðó

¸

Γ

P dx =
β́

α

P dx
dt dt =

β́

α

P
(
∂x
∂u

du
dt +

∂x
∂v

dv
dt

)
dt ,

ãäå P = P (x, y, z) . Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê

êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ∆ îáëàñòè D

β́

α

P
(
∂x
∂u

du
dt +

∂x
∂v

dv
dt

)
Pdt =

´

∆

(
P ∂x
∂u du+ P ∂x

∂v dv
)
.

Ê ïîëó÷èâøåìóñÿ êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó ïî ïëîñêîé êðèâîé

óæå ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó �ðèíà:

´

∆

P ∂x
∂u du+ P ∂x

∂v dv =
˜

D

{
∂
∂u

(
P ∂x
∂v

)
− ∂

∂v

(
P ∂x
∂u

)}
dudv .

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 16

(09.04.69)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

¸

Γ

P dx =
˜

D

{
∂
∂u

(
P ∂x
∂v

)
− ∂

∂v

(
P ∂x
∂u

)}
dudv .

Òåïåðü, ïî �îðìóëàì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè ïî-

ëó÷èì

∂
∂u

(
P ∂x
∂v

)
− ∂

∂v

(
P ∂x
∂u

)
=
(
∂P
∂x

∂x
∂u + ∂P

∂y
∂y
∂u + ∂P

∂z
∂z
∂u

)
∂x
∂v+

+P ∂2x
∂u∂v −

(
∂P
∂x

∂x
∂v + ∂P

∂y
∂y
∂v + ∂P

∂z
∂z
∂v

)
∂x
∂u − P ∂2x

∂v∂u =

(è äàëåå, ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂2x
∂u∂v =

∂2x
∂v∂u ,

òàê êàê x(u, v) ∈ C2(D) )

= ∂P
∂y

{
∂x
∂v

∂y
∂u − ∂x

∂u
∂y
∂v

}
+ ∂P

∂z

{
∂x
∂v

∂z
∂u − ∂x

∂u
∂z
∂v

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

¸

Γ

P dx=
˜

D





∂P
∂z

(
∂x

∂v

∂z

∂u
− ∂x

∂u

∂z

∂v

)

︸ ︷︷ ︸
B

−∂P
∂y

(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)

︸ ︷︷ ︸
C




dudv ,

èëè

¸

Γ

P dx =
˜

D

{
∂P
∂z B − ∂P

∂y C
}
dudv .
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Ïåðåïèñûâàÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë êàê ïîâåðõíîñòíûé âòîðîãî ðî-

äà, ïîëó÷èì â íàøèõ óñëîâèÿõ

¸

Γ

P dx =
˜

S

(
∂P
∂z dzdx− ∂P

∂y dxdy
)
.

Ïðîñòåéøàÿ �îðìóëà Ñòîêñà äîêàçàíà. Ñîåäèíÿÿ �îðìóëû äëÿ

P, Q, R , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì �îðìóëó Ñòîêñà. ◮

Çàìå÷àíèÿ. 1. Óñëîâèå S ∈ C2 (D) ïîíàäîáèëîñü â ïðîìåæó-

òî÷íûõ âûêëàäêàõ, â îêîí÷àòåëüíîì ðàâåíñòâå íåò âòîðûõ ïðî-

èçâîäíûõ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî íà ñà-

ìîì äåëå òåîðåìà âåðíà ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ. Äåéñòâèòåëü-

íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà Ñòîêñà ñïðàâåäëèâà ïðè óñëîâèè

x, y, z ∈ C1 (D) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ãëàäêî àïïðîêñèìèðî-

âàòü S äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ.

2. Ìû çàïèñàëè �îðìóëó Ñòîêñà â âèäå ïîâåðõíîñòíîãî èíòå-

ãðàëà âòîðîãî ðîäà. Ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòîò ïîâåðõíîñòíûé èí-

òåãðàë â âèäå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, è �îðìóëà

Ñòîêñà ïðèìåò âèä

¸

Γ

P dx+Qdy +Rdz =

=
˜

S

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R
∂y −

∂Q
∂z

)
dydz +

(
∂P
∂z − ∂R

∂x

)
dzdx =

=
˜

S

{(
∂R
∂y −

∂Q
∂z

)
cosλ+

(
∂P
∂z − ∂R

∂x

)
cosµ+

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
cos ν

}
ds ,

ãäå cosλ, cosµ, cos ν � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà íîðìàëè

n ê âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S .
Ïðèëîæåíèÿ �îðìóëû Ñòîêñà. Ïîäîáíî �îðìóëå �ðèíà

â ïëîñêîì ñëó÷àå, �îðìóëà Ñòîêñà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âîïðîñ

îá îáðàùåíèè â íóëü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîé

ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü �îðìóëó

Ñòîêñà ê ïðîñòðàíñòâåííîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ ⊂ V , ìû äîëæ-

íû ïîñòðîèòü äâóñòîðîííþþ ãëàäêóþ èëè êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïî-

âåðõíîñòü S ⊂ V òàêóþ, ÷òî S èìååò ñâîèì êðàåì êðèâóþ Γ .
Åñòü òåîðåìà Ôðàíêëÿ � Ïîíòðÿãèíà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî

íà ëþáóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ Γ â ïðîñòðàíñòâå

ìîæíî íàòÿíóòü êóñî÷íî-ãëàäêóþ äâóñòîðîííþþ ïîâåðõíîñòü áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé.

14)
Ïîä òåðìèíîì "íàòÿíóòü" íàäî ïîíèìàòü �

14)
Ñ.Á.Ñ. èìååò â âèäó ðàáîòó Ô. Ôðàíêëÿ è Ë. Ïîíòðÿãèíà [29℄. Âïîñëåä-

ñòâèè òàêàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Çåé�åðòîì [3℄ (ñì. [18℄ ñ. 22) äëÿ êîíå÷-

íîãî îáúåäèíåíèÿ ãëàäêèõ èëè êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ ñ óòâåæäåíèåì, ÷òî
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ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì Γ . Òàêèì îáðàçîì, åñëè V = E3
,

òî òåîðåìà Ñòîêñà âñåãäà ïðèìåíèìà. Íå âñåãäà ìîæíî íàòÿ-

íóòü "øàïêó íî âñåãäà ìîæíî íàòÿíóòü ïîâåðõíîñòü "ñ ðó÷êà-

ìè" (ñì. äèàãðàììó êðèâîé è �îòîãðà�èþ ìîäåëè ïîâåðõíîñòè

íà ðèñ. 18.17 à) è á)).

�èñ. 18.17.

Íà çàìêíóòóþ êðèâóþ ìîæíî íàòÿíóòü ïîâåðõíîñòü â âèäå êîíóñà

ñ âåðøèíîé â ïðîèçâîëüíîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå, íàïðàâëÿþùåé

êîíóñà ñëóæèò çàäàííàÿ êðèâàÿ.

15)
Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü ìîæåò

ïîëó÷èòüñÿ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè (êàê íà ðèñ. 18.17 ã). Â ýòîì

ñëó÷àå ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå ðàçðåçû, ïî êîòîðûì èíòåãðàëû

óíè÷òîæàþòñÿ, òàê êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàçðåçû ïðîõîäÿò-

ñÿ äâàæäû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Òàê íà ðèñóíêå

18.17 ã) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ðàçðåçå γ ïîâåðõíîñòü ðàñïàäàåòñÿ

íà äâå êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ ðàçðåçàìè ïî îáðàçóþùåé γ .

Ìû âèäèì, â ñèëó �îðìóëû Ñòîêñà, ÷òî èíòåãðàë ïî çàìêíó-

òîìó êîíòóðó îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂Q
∂x − ∂P

∂y =0 , ∂P
∂z − ∂R

∂x =0 , ∂R
∂y −

∂Q
∂z =0, (x, y, z) ∈ V = E3

.

Çíà÷èò, åñëè V = E3
, òî ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû, ÷òîáû êðè-

âîëèíåéíûé èíòåãðàë îáðàùàëñÿ â íóëü, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå êðè-

âîëèíåéíûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì.

ñ. 526). Íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé ìû òîæå ðàññìàòðèâàëè

(ñì. ñ. 523). Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ �îðìà

Pdx+Qdy+Rdz ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì, òî ýòè óñëî-

âèÿ âûðàæàþò ïîïàðíûå ðàâåíñòâà øåñòè ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-

íûõ. Çíà÷èò, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

íàòÿíóòàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò ãëàäêîé è áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. (�åä.)

15)
Ñì., íàïðèìåð, [8℄ ò. 2 ï. 52.6. (�åä.)
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Òåîðåìà (íåçàâèñèìîñòü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïó-

òè). Ïóñòü P,Q,R ∈ C1
(
E3
)
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé

èíòåãðàë íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû â E3
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

∂Q
∂x − ∂P

∂y = 0 , ∂P
∂z − ∂R

∂x = 0 , ∂R
∂y − ∂Q

∂z = 0 .

Ïóñòü òåïåðü �óíêöèè çàäàíû íå â E3
, à â íåêîòîðîé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V ⊂ E3
. Òîãäà ìîæåò áûòü äâà ïîäõîäà

ê ðåøåíèþ ðàññìîòðåííûõ çäåñü âîïðîñîâ.

1. Ïðîñòîé ëîêàëüíûé ïîäõîä: ïóñòü M ∈ V è O(M) �

îêðåñòíîñòü òî÷êè M . Ñïðàøèâàåòñÿ, äëÿ êàêèõ Γ ⊂ O(M) êðè-
âîëèíåéíûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè? Â ëîêàëüíîì ñìûñëå

íèêàêèõ íîâûõ çàòðóäíåíèé íå âîçíèêàåò.

2. Â ãëîáàëüíîì ñìûñëå ìû äîëæíû íàêëàäûâàòü äîïîëíè-

òåëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû

Ñòîêñà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü V íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòüþ, åñëè íà ëþáîé çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð

Γ ⊂ V ìîæíî íàòÿíóòü ãëàäêóþ (èëè êóñî÷íî-ãëàäêóþ) äâóñòî-

ðîííþþ ïîâåðõíîñòü S , öåëèêîì ëåæàùóþ â ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåðû. Øàð ñ ïóçûðüêîì âíóòðè � ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿç-

íàÿ îáëàñòü (ðèñ. 18.18 a). Òîð íå áóäåò ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíîé

îáëàñòüþ: íà "øíóðîê" âíóòðè òîðà íåëüçÿ íàòÿíóòü "ïëåíêó öå-

ëèêîì ëåæàùóþ â òîðå (ðèñ. 18.18 á).

�èñ. 18.18.

Ïîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó çàäà÷àìè ëîêàëü-

íîé è ãëîáàëüíîé. Â ëîêàëüíîì ñëó÷àå çàäà÷à íå îòëè÷àåòñÿ îò

ñëó÷àÿ V = E3
, â ãëîáàëüíîì ñëó÷àå âñå õîðîøî, åñëè ìîæíî

ïðèìåíèòü òåîðåìó Ñòîêñà, à ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè îáëàñòü

ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíà. Çíà÷èò, äëÿ ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíîé
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îáëàñòè âåðíà òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-

ëà îò ïóòè.

88.4. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî

"Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ îíà, åñòåñòâåííî, íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé

�àóññà". (Ñ.Á.Ñ.)

�èñ. 18.19.

�å÷ü èäåò î ñâåäåíèè èíòå-

ãðàëà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíî-

ñòè ê èíòåãðàëó ïî îáúåìó, êî-

òîðûé îãðàíè÷èâàåòñÿ ýòîé ïî-

âåðõíîñòüþ. Ìû óæå çíàêîìû

ñ �îðìóëàìè, êîòîðûå ïîçâî-

ëÿþò èíòåãðàë ïî îáëàñòè ñâå-

ñòè ê èíòåãðàëó ïî åå ãðàíè-

öå. Ñàìàÿ ïåðâàÿ � ýòî îñíîâ-

íàÿ �îðìóëà èíòåãðàëüíîãî èñ-

÷èñëåíèÿ � �îðìóëà Íüþòîíà �

Ëåéáíèöà, ñâîäÿùàÿ èíòåãðàë ïî îòðåçêó ê ðàçíîñòè çíà÷åíèé

ïåðâîîáðàçíîé â êîíöàõ îòðåçêà; çàòåì �îðìóëû �ðèíà è Ñòîê-

ñà, ñâÿçûâàþùèå èíòåãðàëû ïî ïëîñêîé îáëàñòè è ïî ïîâåðõíîñòè

ñ èíòåãðàëàìè ïî ãðàíèöå îáëàñòè è ïî êðàþ ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S îãðàíè÷èâàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ çàìêíó-

òóþ îáëàñòü V ; W � îòêðûòàÿ îáëàñòü, S ⊂ V ⊂ W ⊂ E3
(W

ââîäèòñÿ, ÷òîáû íå ãîâîðèòü îá îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ).

Òåîðåìà (�îðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî). Ïóñòü çàäàíû �óíêöèè

P, Q, R ∈ C1 (W ) è ïóñòü S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü,

îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü V ⊂W . Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

‚

S

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =
˝

V

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z

)
dxdydz ,

ãäå ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âíåøíåé ñòîðîíå ïî-

âåðõíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà V

� îáëàñòü ïðîñòåéøåãî âèäà, ò. å. öèëèíäðè÷åñêàÿ ïî îòíîøåíèþ

ê îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, îáëàñòü

V îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîâåðõíîñòüþ S0 : z = f0 (x, y) , (x, y) ∈ D ,

ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ S1 : z = f1 (x, y) , (x, y) ∈ D , à S2 � áî-

êîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü îáëàñòè V ñ îáðàçóþùèìè,

ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz (ðèñ. 18.19). �àññìîòðèì èíòåãðàë
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˝

V

∂R
∂zdxdydz=

˜

D

dxdy
f1(x,y)
´

f0(x,y)

∂R
∂z dz=

˜

D

{R(x, y, f1)−R(x, y, f0)} dxdy .

Ìû ïîëó÷èëè ðàçíîñòü äâîéíûõ èíòåãðàëîâ, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ

ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì ïåðâîå ñëàãà-

åìîå � èíòåãðàë îò �óíêöèè R ïî âåðõíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè

S1 : z = f1 (x, y) , à âòîðîé (ñî çíàêîì ìèíóñ) � èíòåãðàë îò

�óíêöèè R ïî íèæíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S0 : z = f0 (x, y) .
Âûáèðàÿ âíåøíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè S , îãðàíè÷èâàþùåé òå-
ëî V , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

˜

S2

Rdxdy = 0 , ïîëó÷èì

˝

V

∂R
∂z dxdydz=

˜

S1

Rdxdy +
˜

S0

Rdxdy +

¨

S2

Rdxdy

︸ ︷︷ ︸
=0

=
˜

S

Rdxdy .

Äëÿ �óíêöèé Q è R àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû, åñ-

ëè âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå öèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè,

âñå òðè �îðìóëû ñïðàâåäëèâû, åñëè â êà÷åñòâå V âçÿòü òåòðà-

ýäðû èëè ìíîãîãðàííèêè (âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ ðàçáèåíèåì íà òåò-

ðàýäðû). Ñêëàäûâàÿ òðè òàêèõ ðàâåíñòâà äëÿ �óíêöèé P , Q è

R , ïîëó÷àåì �îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ îáëàñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ

ìíîãîãðàííèêàìè. Àïïðîêñèìèðóÿ ãëàäêî îáëàñòü V ìíîãîãðàí-

íèêàìè, ìîæíî âèäåòü, ÷òî �îðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî ïðèìåíèìà

äëÿ ëþáûõ îáëàñòåé V , îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõ-

íîñòÿìè. ◮

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 17

(11.04.69)

Çàìå÷àíèå ê �îðìóëå Ñòîêñà. Äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé �îð-

ìû Pdx+Qdy , ãäå P = P (x, y) , Q = Q (x, y) , (x, y) ∈ D ⊂ E2
,

ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ (x, y) , ò. å. òàêàÿ äè�-
�åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ íå ðàâíàÿ íóëþ, ÷òî µPdx+µQdy áóäåò

ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì µPdx + µQdy = dU íåêîòîðîé �óíê-

öèè U (ñì. ñ. 523). Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ

∂(µP )
∂y = ∂(µQ)

∂x . Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà äëÿ äè��å-

ðåíöèàëüíîé �îðìû Pdx+Qdy+Rdz , ãäå �óíêöèè P , Q , R çà-

âèñÿò îò (x, y, z) ∈ D ⊂ E3
, íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò èíòåãðè-
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ðóþùèé ìíîæèòåëü. Ôîðìóëà Ñòîêñà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå µ(Pdx+Qdy+Rdz)
áûëî ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì. Åñëè èíòåãðèðóþùèé ìíîæè-

òåëü µ ñóùåñòâóåò, òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂(µQ)
∂x = ∂(µP )

∂y ,

∂(µP )
∂z = ∂(µR)

∂x ,

∂(µR)
∂y = ∂(µQ)

∂z .

Çàìå÷àíèå ê �îðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî

‚

S

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy=
˝

V

(
∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z

)
dxdydz .

Ïåðåõîäÿ ê ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëàì ïåðâîãî ðîäà, ïîëó÷èì

‚

S

{P cosλ+Qcosµ+Rcos ν} dσ=
˝

V

(
∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z

)
dxdydz ,

ãäå cosλ , cosµ , cos ν � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîð-

ìàëè ê ïîâåðõíîñòè S .
�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ �îðìóëû Îñòðîãðàäñêî-

ãî.

1. Âûáåðåì P = x , Q = y , R = z . Òîãäà îáúåì V(V ) îáëàñòè
V ⊂ E3

V(V ) = 1
3

˝

V

3dxdydz = 1
3

‚

S

xdydz + ydzdx+ zdxdy =

= 1
3

‚

S

(x cosλ+ y cosµ+ z cos ν) dσ = 1
3

‚

S

rn dσ ,

ãäå rn � ïðîåêöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r ïîâåðõíîñòè S íà âíåøíþþ

íîðìàëü n .
2. Ïóñòü åñòü êîíòóð Γ , íà íåãî ìîæíî íàòÿíóòü ìíîãî "øà-

ïîê ò. å. ïîâåðõíîñòåé S , S1 ,. . . . Íàéäåì óñëîâèå òîãî, ÷òî ïî-

âåðõíîñòíûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïîâåðõíîñòè, à çàâèñèò òîëü-

êî îò êðàÿ ïîâåðõíîñòè. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âîïðîñó îá îáðàùå-

íèè â íóëü èíòåãðàëà ïî ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ òî-

ãî ÷òîáû ëîêàëüíî èíòåãðàë ïî ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè

îáðàùàëñÿ â íóëü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáðàùàëîñü

â íóëü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â �îðìóëå Îñòðîãðàäñêî-

ãî,

∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z = 0 , ãäå ∂P

∂x ,
∂Q
∂y ,

∂R
∂z ∈ C(D) . À ãëîáàëüíî

ïðèäåòñÿ íàêëàäûâàòü óñëîâèÿ íà P , Q , R è íà îáëàñòü D :

S ⊂ D ⇒ V ⊂ D .

Îïðåäåëåíèå. Òðåõìåðíàÿ îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñò-

âåííî îäíîñâÿçíîé, åñëè âíóòðåííîñòü ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõ-

íîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â îáëàñòè, ñîäåðæèòñÿ â ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåðû.Øàð ñ ïóçûðüêîì âíóòðè íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íî îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ, à òîð � ïðîñòðàíñòâåííî îäíîñâÿçíàÿ
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îáëàñòü (ðèñ. 18.18)

16)
.

Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî äîêàçûâàåòñÿ

Óòâåðæäåíèå. Åñëè îáëàñòü D ïðîñòðàíñòâåííî îäíîñâÿçíàÿ,

òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ëþáîé çàìêíó-

òîé ïîâåðõíîñòè S îáðàùàëñÿ â íóëü:

‚

S

{P cosλ+Q cosµ+R cos ν} dσ = 0 ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z ≡ 0 ,

ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè S è �óíêöèé P , Q , R .

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, à íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ êàê â

ëîêàëüíîì ñëó÷àå, îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü åñòü òî÷êà, â êîòîðîé

∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z 6= 0 . Òîãäà ïî íåïðåðûâíîñòè íàéäåòñÿ è îêðåñò-

íîñòü, â êîòîðîé

∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z 6= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê. Òîãäà äëÿ

ëþáîé ïîâåðõíîñòè S èç ýòîé îêðåñòíîñòè

‚

S

{P cosλ+Q cosµ+R cos ν} dσ 6= 0

� ïðîòèâîðå÷èå. ◮

� 89. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëÿ

Ñêàëÿðíîå ïîëå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî â îáëàñòè D ⊂ E3
çàäàíî

ñêàëÿðíîå ïîëå, åñëè â îáëàñòè D çàäàíà ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ òî÷-

êè U = U (x, y, z) , (x, y, z) ∈ D . Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ SC � ýòî

ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ U (x, y, z) = C .

Î÷åâèäíî, SC è SC′
íå ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè C 6= C′

, è âñå ïî-

âåðõíîñòè óðîâíÿ èñ÷åðïûâàþò îáëàñòü D . Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïóñòü òî÷êà M0 = (x0, y0, z0) ∈ D è l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó M0 , à l = {cosα, cosβ, cos γ} � åäèíè÷íûé íàïðàâ-

ëÿþùèé âåêòîð ýòîé ïðÿìîé.

16)
Ýòè æå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü

ìîæåò íå áûòü ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíîé (òîð) (ñì. îïðåäåëåíèå íà ñ. 545). È

íàîáîðîò, ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ìîæåò íå áûòü ïðîñòðàíñòâåííî

îäíîñâÿçíîé (øàð ñ ïóçûðüêîì âíóòðè). (�åä.)
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Îïðåäåëåíèå.Ïðîèçâîäíîé

∂U
∂l (M0) �óíêöèè U(M) ïî íàïðàâ-

ëåíèþ l â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ

17)
ïðåäåë

lim
M→M0
M∈l

U(M)−U(M0)
ρ(M,M0)

= ∂U
∂l ,

ãäå òî÷êà M , áëèçêàÿ ê M0 áåðåòñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l .
Êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y, z) , íàõîäÿùåéñÿ íà ïðÿìîé l íà ðàñ-
ñòîÿíèè ρ(M,M0) = t îò òî÷êè M0 â íàïðàâëåíèè l , ðàâíû
x = x0 + t cosα
y = y0 + t cosβ
z = z0 + t cos γ



 . Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî U ∈ C1

, ïîëó÷èì

∂U
∂l = ∂U

∂t

∣∣
t=0

= ∂U
∂x cosα+ ∂U

∂y cosβ + ∂U
∂z cos γ =

= ∂U
∂x

dx
ds +

∂U
∂y

dy
ds +

∂U
∂z

dz
ds =

(
g, l
)
= gl ,

ãäå g =
{
∂U
∂x ,

∂U
∂y ,

∂U
∂z

}
, gl � ïðîåêöèÿ g íà l , à ds � ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè (x0, y0, z0) è (x0 + dx, y0 + dy, z0 + dz) .
Òàêèì îáðàçîì, ãëàäêîå ñêàëÿðíîå ïîëå U ïîðîæäàåò âåê-

òîðíîå ïîëå g =
{
∂U
∂x ,

∂U
∂y ,

∂U
∂z

}
. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ

ïîëåì ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è îáîçíà÷àåòñÿ g = grad U .

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

∂U
∂l =

(
g, l
)
= gl , òî îíà

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå M0 , êîãäà íàïðàâëåíèå

l ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì g , ò. å. êîãäà l = g
|g| . Òàêèì îáðàçîì,

âåêòîð ãðàäèåíòà � âåêòîð íàèñêîðåéøåãî èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð g = grad U åñòü âåëè÷è-

íà ãåîìåòðè÷åñêàÿ, òàê êàê

∂U
∂l è max ∂U

∂l íå çàâèñÿò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âåêòîð g èìååò íàïðàâëåíèå íîðìàëè n ê

ïîâåðõíîñòè U (x, y, z) = C è íàïðàâëåí â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ

�óíêöèè U ; |g|=
√(

∂U
∂x

)2
+
(
∂U
∂y

)2
+
(
∂U
∂z

)2
.

Ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð ∇ =
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
18)

íàçûâàåòñÿ îïå-

ðàòîðîì �àìèëüòîíà è åãî ïðèìåíåíèå ê ñêàëÿðíîìó ïîëþ U

17)
Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðàâàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ïî t �óíêöèè U(M0+ tl) â òî÷êå M0 . Íåðåäêî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâ-

ëåíèþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê lim
M→M0
M∈l

U(M)−U(M0)
M0M

= ∂U
∂l

, ãäå M0M � âåëè÷èíà

íàïðàâëåííîãî îòðåçêà îò M0 äî M (ñì., íàïðèìåð, [28℄ ò. 1 ï. 184). (�åä.)

18)
Ñ .Á.Ñ. ïðåäñòàâèë íà ëåêöèè ýòîò âåêòîð (áóêâó) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

"Ýòî "íàáëà íàáëîâàòàÿ, íàáëîâàòàÿ." (�åä.)
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äàåò ãðàäèåíò

g = grad U = ∇U .

Âåêòîðíîå ïîëå. Ïóñòü â îáëàñòè D ⊂ E3
çàäàíî âåêòîðíîå

ïîëå A = (P,Q,R) . Âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ñîâîêóïíîñòü òðåõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Êðèâàÿ, íàïðàâëåíèå êàñà-

òåëüíîé â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåê-

òîðíîãî ïîëÿ A â ýòîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ ëèíèåé òîêà èëè âåê-

òîðíîé ëèíèåé ïîëÿ A . Ëèíèè òîêà èìåþò óðàâíåíèÿ

dx
P = dy

Q = dz
R .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà Pdx +Qdy + Rdz
èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ è µ(Pdx+Qdy+Rdz) = dU .

Òîãäà óðàâíåíèÿ

dx
µP = dy

µQ = dz
µR ,

ðàâíîñèëüíûå óðàâíåíèÿì ëèíèè òîêà, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàïðàâ-

ëåíèå ëèíèé òîêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëåé ê ïîâåðõ-

íîñòÿì óðîâíÿ �óíêöèè U . Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå

èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ µ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî äëÿ ëè-

íèé òîêà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, èì îðòîãîíàëüíûõ.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 18

(16.04.69)

Âåêòîðíîìó ïîëþ A=(P,Q,R), îïðåäåëåííîìó â îáëàñòè D⊂E3
,

òàêîìó, ÷òî A ∈ C1(D) , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âûðàæåíèå

∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z = divA , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàñõîäèìîñòüþ èëè äè-

âåðãåíöèåé ïîëÿ A . �àñõîäèìîñòü åñòü ñêàëÿðíîå ïîëå, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì A . Ôîðìàëüíî âûðàæåíèå äëÿ

äèâåðãåíöèè ñâÿçàíî ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, íî êàê áóäåò ïîêàçà-

íî, â äåéñòâèòåëüíîñòè äèâåðãåíöèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà îñåé

êîîðäèíàò, ò. å. ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñîáñòâåííî ïîëÿ. Îò-

ìåòèì, ÷òî divA = ∇A , ãäå ñïðàâà ñòîèò �îðìàëüíîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëè÷åñêîãî âåêòîðà ∇ è âåêòîðà A . Òàê êàê

‚

S

{P cosλ+Q cosµ+R cos ν} dσ =
‚

S

(
A · n

)
dσ =

‚

S

An dσ ,

òî �îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé âåê-

òîðíîé �îðìå
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‚

S

An dσ =
˝

V

divAdv .

Ëåâàÿ ÷àñòü �îðìóëû íå çàâèñèò îò âûáîðà îñåé êîîðäèíàò. Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü D ïðîñòðàíñòâåííî îäíîñâÿçíà. Çà�èê-

ñèðóåì òî÷êó (x, y, z) ∈ D è â êà÷åñòâå V áóäåì áðàòü øàðû Vε
ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, îãðàíè÷åííûå ñ�åðàìè Sε .
Òîãäà

˝

Vε

divAdv =
‚

Sε

An dσ, (x, y, z) ∈ Vε ,

è ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ïîëó÷èì

m (Vε) · divA (ξ, η, ζ) =
‚

Sε

An dσ ,

ãäå m(Vε) = V(Vε) � îáúåì Vε , (ξ, η, ζ) ∈ Vε . Îòñþäà, óñòðåìëÿÿ
ε ê íóëþ, èìååì

divA (x, y, z) = lim
ε→0

‚

Sε

An dσ

V(Vε)
.

Ìû ïîëó÷èëè èíâàðèàíòíîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äèâåð-

ãåíöèè â òî÷êå, íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî èç �îðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî âûòåêàåò

óòâåðæäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåãðàë

‚

S

An dσ ïî ëþáîé çà-

ìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S îáðàùàëñÿ â íóëü, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû divA = 0 . Ïîëå, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì, íà-

çûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì ïîëåì. Èíòåãðàë

‚

S

An dσ íàçûâàåò-

ñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ A ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S . Íàçâà-
íèå ñâÿçàíî ñ �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ýòîãî èíòåãðàëà. Â ñëó÷àå,

åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå, òî êî-

ëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó

ïîâåðõíîñòè S , îòíåñåííîå ê åäèíèöå âðåìåíè, âûðàçèòñÿ èíòå-

ãðàëîì

‚

S

An dσ , ãäå A = ρv , ̺ � ïëîòíîñòü, à v � ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ æèäêîñòè.

Äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ òðóáêó �

ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ âåêòîðíûìè ëèíèÿìè, ïðîõîäÿùèìè

÷åðåç íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ. Òàê êàê ÷åðåç áîêîâóþ ïî-

âåðõíîñòü âåêòîðíîé òðóáêè ïîòîê ïîëÿ ðàâåí íóëþ, òî ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî ïîòîê ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáîå ñå÷åíèå âåê-

òîðíîé òðóáêè ïîñòîÿíåí: ñêîëüêî âòåêàåò ñ îäíîãî êîíöà òðóáêè,

ñòîëüêî âûòåêàåò ñ äðóãîãî (ðèñ. 18.20 à).
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë �îðìóëû Ñòîêñà.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð

∣∣∣∣∣∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣
= ∇ × A = rotA íà-

çûâàåòñÿ âèõðåì èëè ðîòîðîì ïîëÿ A . Ôîðìóëó Ñòîêñà ìîæíî

ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

¸

Γ

(
A · t

)
dl =

˜

S

(
n,∇, A

)
dσ =

˜

S

(
rotA

)
n
dσ .

Ñëåäîâàòåëüíî, öèðêóëÿöèÿ

¸

Γ

(
A · t

)
dl âåêòîðíîãî ïîëÿ A âäîëü

êîíòóðà Γ ðàâíà ïîòîêó âèõðÿ rotA ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ñ êðà-

åì Γ (êîãäà îðèåíòàöèÿ êîíòóðà è ïîâåðõíîñòè ñîãëàñîâàíû).

�èñ. 18.20.

Ïîêàæåì, ÷òî rotA ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè-

êîé ïîëÿ. Äîñòàòî÷íî ãåîìåòðè÷åñêè îïðåäåëèòü åãî ïðîåêöèþ íà

ëþáîå çàäàííîå íàïðàâëåíèå. Ïóñòü òî÷êà (x, y, z) è íàïðàâëåíèå
n çàäàíû. Íà ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé n è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó (x, y, z) âîçüìåì êðóã Sε ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷-

êå è ñ ãðàíèöåé Γε (ðèñ. 18.20 á). Òîãäà ïîëó÷èì

˜

Sε

(
rotA

)
n
dσ =

= S(Sε)
(
rotA

)
n

∣∣∣∣
(ξ,η,ζ)

. Îòñþäà

(
rotA

)
n
= lim
ε→0

¸

Γε

(A·t) dl

S(Sε)
.

Ìû ïîëó÷èëè ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðîåêöèè âèõðÿ (ðî-

òîðà) ïîëÿ íà ëþáîå íàïðàâëåíèå.
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�ëàâà 19

Äè��åðåíöèàëüíàÿ

ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé

Ñîäåðæàíèå ãëàâû.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòè è êðèâîëèíåéíûå

êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïî-

âåðõíîñòè. Èçìåðåíèå äëèí, óãëîâ è ïëîùàäåé íà ïîâåðõíîñòè.

Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè. Âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îð-

ìà ïîâåðõíîñòè. Òåîðåìà Ìåíüå. Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà. �ëàâíûå

êðèâèçíû. Ñðåäíÿÿ è ïîëíàÿ (ãàóññîâà) êðèâèçíû. �åîäåçè÷åñêàÿ

êðèâèçíà. �åîäåçè÷åñêèå ëèíèè.

�åêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà.

Ïîãîðåëîâ [17℄ ÷àñòü II, ãë. IV ��1,2,3; ãë. V ��1,3; ãë. VI êðîìå �4;

ãë. VII äî òåîðåìû �àóññà; ãë. IX ��1,2 (��3,4 åñëè óñïååì).

�îçåíäîðí [20℄ ñ. 14 � 25 � îñíîâíûå �àêòû äè��åðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè, êðîìå ñ�åðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé è �îðìóë è òåîðåìû

�àóññà.

Íîðäåí [16℄ � ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè (ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà â [20℄

ï. 18).
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4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 19

(18.04.69)

� 90. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ïîâåðõíîñòè

�àññìîòðèì ïðîñòóþ ïîâåðõíîñòü S ⊂ E3
(ñì. îïðåäåëåíèå â

ï. 85.1 ñ. 512). Ïóñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè M ∈ S ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì è âçàèìíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè O = O (u0, v0) òî÷êè (u0, v0) íà ïëîñêîñòè (u, v) (ñì.

ðèñ. 19.1) ïðè îòîáðàæåíèè

x=x (u, v)
y=y (u, v)
z=z (u, v)



 , (u, v)∈O (u0, v0) . Â

âåêòîðíîé �îðìå ýòè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÷àñòè ïîâåðõ-

íîñòè çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì R = R (u, v) , à ïàðàìåòðû u, v
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè òî÷åê ïîâåðõíîñòè. Áó-

äåì îáîçíà÷àòü R = R . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

�èñ. 19.1.

ïîâåðõíîñòü S â îêðåñòíîñòè òî÷êè M
çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè. Åñëè ïðè ýòîì

�óíêöèè x, y, z ∈C1(O) , òî ïîâåðõíîñòü

S áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé.

1)
Òî÷êó M

ìû áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé òî÷êîé,

åñëè â ýòîé òî÷êå Ru × Rv 6= 0 . Â ýòîì

ñëó÷àå â òî÷êå M ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè n = Ru×Rv

|Ru×Rv | (ñì. � 83 ñ. 501).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé íåðàâåíñòâî

Ru × Rv 6= 0 ñîõðàíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M ,

è ïîýòîìó ýòà îêðåñòíîñòü âñÿ ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê. Ïî-

âåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, áóäåì íàçûâàòü ðå-

ãóëÿðíîé. Åñëè �óíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäà-

íèè ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè, èìåþò ãëàäêîñòü ïîðÿäêà n , ò. å.
ïðèíàäëåæàò êëàññó Cn , n ≥ 1 , òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðå-
ãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîðÿäêà n .

1)
Ñ.Á.Ñòå÷êèí ïðèäåðæèâàëñÿ â ýòîì âîïðîñå òåðìèíîëîãèè À.Â. Ïîãîðå-

ëîâà ([17℄ ãë. IV � 2 ñ. 75), ó êîòîðîãî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé,

åñëè x , y , z � k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. Ïðè k = 1
â [17℄ ãë. IV � 2 ñ. 76 ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé. (�åä.)
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Óñëîâèå Ru ×Rv 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû

(
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

)
=

(
xu yu zu
xv yv zv

)

ðàâåí 2. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî êàêîé-íèáóäü ìèíîð

âòîðîãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü, äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè, ýòî áóäåò îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣
xu yu
xv yv

∣∣∣∣ 6= 0 . Íà îñíî-

âàíèè òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè (ï. 57.2) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè íàøåé òî÷êè ìîãóò áûòü

ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî u è v :

{
u = u (x, y)
v = v (x, y)

. Òîãäà óðàâíåíèå

ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå z = z (x, y) .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü è íà íåé ðåãó-

ëÿðíàÿ òî÷êà, òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíî-

ñòè ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïàð êîîðäèíàò:

(x, y) , (x, z) èëè (y, z) .
Áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè S â îêðåñòíîñòè òî÷êè

M .

90.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿð-

íîé òî÷êè M ∈ S çàäàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì R = R (u, v) .
Îïðåäåëåíèå ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîâåðõíîñòè.

Ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ �îðìà

I = dR2 = (dR)
2
,

ãäå dR = Rudu+Rvdv . Ñëåäîâàòåëüíî,

I = dR2 = RuRudu
2 + 2RuRvdudv +RvRvdv

2 =

= Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 ,

ò. å. ýòî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îòíîñèòåëüíî du è dv ; ìû îáîçíà-

÷èëè E = R2
u , F = RuRv , G = R2

v .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà I çàâèñèò êàê îò

ïîâåðõíîñòè, òàê è îò ñïîñîáà åå ïàðàìåòðèçàöèè. Êàê áóäåò ïî-

êàçàíî äàëüøå, I âûðàæàåò íåêîòîðûå âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå

ñâîéñòâà ñàìîé ïîâåðõíîñòè.
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Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Ïåðâàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â ðåãóëÿðíîé òî÷êå

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ I = dR2
ñëåäóåò, ÷òî I ≥ 0 äëÿ

ëþáûõ du è dv . Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

I = 0 ⇔ du = 0 è dv = 0 .

Äîïóñòèì, ÷òî du è dv íå îáðàùàþòñÿ â 0 îäíîâðåìåííî, à I = 0.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî dR = 0 èëè Rudu + Rvdv = 0 . Óìíîæèì ýòî

ðàâåíñòâî âåêòîðíî íà Rv , ïîëó÷èì (Ru ×Rv) du = 0 . Òàê êàê

I = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðåãóëÿðíîé òî÷êå, òî Ru × Rv 6= 0 ,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî du = 0 . àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì dv = 0 , ÷òî
íåâîçìîæíî ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. ◮

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

íà ëþáîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â ëþáîé åå ðåãóëÿðíîé òî÷êå

E > 0 , G > 0 , EG− F 2 > 0 .
Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû

E = R2
u = x2u + y2u + z2u ,

F = RuRv = xuxv + yuyv + zuzv ,

G = R2
v = x2v + y2v + z2v .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì

z = f (x, y) , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü x = u , y = v , z = f (u, v) .
Òîãäà, î÷åâèäíî,

E = 1+

(
∂f

∂u

)2

, F =
∂f

∂u
· ∂f
∂v

, G = 1 +

(
∂f

∂v

)2

,

è â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå

I =

{
1 +

(
∂f

∂u

)2
}
du2 + 2

∂f

∂u
· ∂f
∂v
dudv +

{
1 +

(
∂f

∂v

)2
}
dv2 .

�àññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ñåòêó íà ïîâåðõíîñòè, ò. å. ñåìåé-

ñòâî ëèíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå

R = R (u, v) çíà÷åíèé v = const , ëèáî u = const . Âåêòîð
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Ru = (xu, yu, zu) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê ëèíèè

R = R (u, c) , à Rv = (xv, yv, zv) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñà-

òåëüíîé ê ëèíèè R = R (c, v) . Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíè÷íûå âåêòî-
ðû êàñàòåëüíûõ ê ëèíèÿì êîîðäèíàòíîé ñåòêè áóäóò n1 = Ru√

E
,

n2 = Rv√
G
.

�èñ. 19.2.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîé êâàä-

ðàòè÷íîé �îðìû. Çíàÿ ïåðâóþ êâàäðà-

òè÷íóþ �îðìó, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äè�-

�åðåíöèàë äóãè ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êðè-

âîé, ðàñïîëîæåííîé íà ïîâåðõíîñòè, è âû-

÷èñëèòü äëèíó êðèâîé. Íèæå ìû ïîêàæåì

ýòî.

Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà ðàäèóñ-âåêòîðîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåò-

ðà t : R(t) =





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

. Óñëîâèå ãëàäêîñòè êðèâîé ñîñòîèò â

òîì, ÷òî x, y, z ∈ C1 (O) , à óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè òî÷êè íà êðè-

âîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî x2t + y2t + z2t 6= 0 . Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò,

÷òî Rt 6= 0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå

èìååò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ êàñàòåëüíóþ (ñì. ï. 34.2).

Ïóñòü S � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíå-

íèÿìè S :
x = f1(u, v)
y = f2(u, v)
z = f3(u, v)



 , ãäå x, y, z ∈ C1 (O) è Ru ×Rv 6= 0 .

�àññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ Γ ⊂ S , çàäàííóþ óðàâíåíèÿìè

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)



 = r(t) ∈ C1 [t0, t1] , r

′ 6= 0 .

Ëåììà. Åñëè íà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ êðè-

âàÿ, òî âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ u, v åå âñåãäà ìîæíî çà-

äàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u = u(t)
v = v(t)

}
∈ C1,

(
du

dt

)2

+

(
dv

dt

)2

> 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò

íà ïîâåðõíîñòè, êîîðäèíàòû åå òî÷åê ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå

x(t) = f1(u, v)
y(t) = f2(u, v)
z(t) = f3(u, v)



 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ âíóòðåííèõ êî-
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îðäèíàò (u, v) . Â òî÷êå êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé

ïîâåðõíîñòè, ìàòðèöà

(
xu yu zu
xv yv zv

)
èìååò ðàíã 2, ò. å. êàêîé-

òî ìèíîð ýòîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî áóäåò

îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣
xu yu
xv yv

∣∣∣∣ = D(f1,f2)
D(u,v) 6= 0 . Òîãäà ïî òåîðåìå î

íåÿâíûõ �óíêöèÿõ ìû ìîæåì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ êðèâîé ðàç-

ðåøèòü îòíîñèòåëüíî u è v êàê �óíêöèé îò t . Èç òåîðåìû î íåÿâ-

íûõ �óíêöèÿõ âûòåêàåò òàêæå, ÷òî u(t), v(t) ∈ C1
. Òåïåðü ïðî-

âåðèì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè òî÷êè íà êðèâîé:

(
du
dt

)2
+
(
dv
dt

)2
> 0 .

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê r′ 6= 0 , òî êàêàÿ-òî êîìïîíåíòà âåêòîðà
r′ îòëè÷íà îò íóëÿ, ïóñòü íàïðèìåð, x′t 6= 0 . Òîãäà â óðàâíåíèè

x(t)=f1(u, v) ðàññìîòðèì u è v êàê �óíêöèè îò t , è ïðîäè��å-

ðåíöèðóåì ïî t ; ïîëó÷èì dx
dt = ∂f1

∂u
du
dt +

∂f1
∂v

dv
dt 6= 0 . Íî òîãäà îäíà

èç ïðîèçâîäíûõ

du
dt èëè

dv
dt çàâåäîìî îòëè÷íà îò 0. ◮

90.2. Äëèíà êðèâîé è óãîë ìåæäó êðèâûìè

íà ïîâåðõíîñòè. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ Γ íà ïîâåðõíî-

ñòè S çàäàíà óðàâíåíèÿìè Γ :
u = u(t)
v = v(t)

}
∈ C1

, u′2 + v′2 > 0 .

Äëèíà òàêîé êðèâîé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t ∈ [t0, t1] , êàê
íàì èçâåñòíî, âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

l =

t1
ˆ

t0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt

è äëÿ äè��åðåíöèàëà äóãè èìååò ìåñòî �îðìóëà

dl2 = dx2 + dy2 + dz2

(ñì. ï.ï. 45.3, 45.4; äëÿ ïðîñòîòû â ýòèõ ïóíêòàõ áûë ðàññìîòðåí

ïëîñêèé ñëó÷àé). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x, y, z � ñëîæíûå �óíêöèè îò

t , ìû ìîæåì ýòîò èíòåãðàë ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

559



t1
ˆ

t0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt =

=

t1
ˆ

t0

√
E

(
du

dt

)2

+ 2F

(
du

dt

dv

dt

)
+G

(
dv

dt

)2

dt =

=

t1
ˆ

t0

√
Eu′2 + 2Fu′v′ +Gv′2dt .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé íàì íóæíî çíàòü

òîëüêî ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó. Â ýòîì ñìûñëå ãîâîðÿò, ÷òî

ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïðåäåëÿåò ìåòðèêó ïîâåðõíîñòè.

Ìû âèäèì òàêæå, ÷òî ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïðè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ äè��åðåíöèàëîâ du è dv , åñòü êâàäðàò

äè��åðåíöèàëà äóãè, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ïåðâàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ òàêæå ëèíåéíûì ýëåìåíòîì ïî-

âåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Íà ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ìîæíî ñìîòðåòü

íåñêîëüêî áîëåå àáñòðàêòíî. Ïî ïîâåðõíîñòè ìû îïðåäåëèëè ïåð-

âóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó è íàó÷èëèñü ñ÷èòàòü äëèíû êðèâûõ.

Îáðàòíî, åñëè ó íàñ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïåðåìåííûõ u è v
çàäàíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îò du è

dv , òî ìû ìîæåì ñ åå ïîìîùüþ îïðåäåëèòü â îáëàñòè D ìåòðèêó,

òàê êàê ìîæåì ñ åå ïîìîùüþ îïðåäåëÿòü è âû÷èñëÿòü äëèíû äóã.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü íå òîëüêî

äëèíû êðèâûõ, íî è óãëû ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü

íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà êðèâàÿ Γ :

{
u=u(t)
v=v(t)

. Åñëè R = R(t) �

ðàäèóñ-âåêòîð êðèâîé Γ íà ïîâåðõíîñòè S , òî R′
t=Ru

du
dt +Rv

dv
dt .

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷-

êå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïðîèçâîäíûõ

(
du
dt : dvdt

)
èëè ïàðîé

äè��åðåíöèàëîâ (du, dv) , ïîñêîëüêó ýòè ïàðû ïðîïîðöèîíàëü-

íû. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì äè��åðåíöèàëîâ (du : dv) .
Ïóñòü åñòü äâå êðèâûå: Γ1 ñ íàïðàâëåíèåì (du : dv) è Γ2 ñ

íàïðàâëåíèåì (δu : δv) .

560



Îïðåäåëåíèå. Óãëîì ìåæäó êðèâûìè Γ1 è Γ2 íà S â òî÷êå

èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóäåì íàçûâàòü óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè èõ

êàñàòåëüíûõ â ýòîé òî÷êå.

Îáîçíà÷èì äè��åðåíöèàë ðàäèóñ-âåêòîðà dR = Rudu+Rvdv
äëÿ êðèâîé Γ1 è δR = Ruδu + Rvδv äëÿ êðèâîé Γ2 . Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó êðèâûìè Γ1 è Γ2 , âû÷èñëèì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (dR, δR) = |dR| |δR| cos θ è ïîëó÷èì

cos θ=
(dR, δR)

|dR| |δR|=
(dR, δR)√
dR2δR2

=
Eduδu+F (duδv+dvδu)+Gdvδv√

I(d)I(δ)
.

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîçâîëÿåò

íàõîäèòü óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè.

Íàéäåì óãîë θ ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè u = const
ñ íàïðàâëåíèåì (0 : dv) è v = const ñ íàïðàâëåíèåì (δu : 0) .
Êîñèíóñ ýòîãî óãëà áóäåò ðàâåí cos θ = Fδudv√

Gdv2Eδu2
= F√

EG
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, θ = π
2 , ò. å. cos θ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F = 0 , è ìû ïîëó÷èëè

Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè áûëè

îðòîãîíàëüíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðâàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ �îðìà èìåëà âèä I=Edu2+Gdv2 .
Ýòîò êðèòåðèé ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà îá îðòîãîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.Äëÿ ëþáîé ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè ëþáîé åå ðåãóëÿðíîé òî÷êè ìîæ-

íî ââåñòè òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, äëÿ êîòîðîé êîîðäèíàòíûå

ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè áóäóò îðòîãîíàëüíûìè.

Òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé îðòîãîíàëüíîé

ïàðàìåòðèçàöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ó íàñ åñòü êàêàÿ-òî ðåãóëÿðíàÿ

ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî âû-

áðàííîãî îäíîãî ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ëèíèé ìîæíî íàéòè òàêîå

äðóãîå ñåìåéñòâî, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà áóäóò îðòîãîíàëüíû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ (u, v) = α , ãäå ϕ (u, v) � ðåãóëÿðíàÿ

�óíêöèÿ, ò. å. �óíêöèÿ êëàññà C1
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ϕ2
u + ϕ2

v 6= 0 . Äëÿ êðèâûõ ϕ (u, v) = α = const ýòîãî ñåìåé-

ñòâà äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, ò. å. ϕudu + ϕvdv = 0 . Çíà-
÷èò, â îêðåñòíîñòè òî÷êè íà ýòîé êðèâîé îïðåäåëåíî íàïðàâëå-

íèå (du : dv) . Åñëè ψ (u, v) = β � âòîðîå ñåìåéñòâî êðèâûõ íà
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ïîâåðõíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó ñåìåéñòâó íàïðàâëåíèåì

(δu : δv) , òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè êðèâûõ èç ïåðâîãî è âòî-

ðîãî ñåìåéñòâà ìîæíî çàïèñàòü êàê cos θ = (dR,δR)√
(dR)2(δR)2

= 0 , èëè,

ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ÷èñëèòåëü, êàê

(Edu+ Fdv) δu+ (Fdu+Gdv) δv = 0 .

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Eϕv − Fϕu) δu+ (Fϕv −Gϕu) δv = 0 .

Ìû ïîëó÷èëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå u , v
è èõ äè��åðåíöèàëû δu è δv . Èç ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ìû ìîæåì íàéòè åãî îáùèé èíòåãðàë ψ (u, v) = β .

Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ

{
ϕ (u, v) = α
ψ (u, v) = β

îïðå-

äåëÿþò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ò. å. íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

D(ϕ,ψ)
D(u,v) =

∣∣∣∣
∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣ 6= 0 .

Íî äëÿ êðèâûõ ñåìåéñòâà ψ(u, v) = β äè��åðåíöèàë òàêæå ðà-

âåí íóëþ, ò. å. ψuδu + ψvδv = 0 . Çíà÷èò, çàìåíÿÿ ψu , ψv íà

−δv , δu , à δu, δv èç ïîñëåäíåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

íà −(Fϕv −Gϕu), Eϕv − Fϕu , ïîëó÷èì

D(ϕ,ψ)
D(u,v) =

∣∣∣∣
ϕu ϕv

Eϕv − Fϕu Fϕv −Gϕu

∣∣∣∣ =

= −(Eϕ2
v − 2Fϕuϕv +Gϕ2

u) 6= 0 ,

òàê êàê â ñêîáêàõ ïîëó÷èëîñü çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñ

çàìåíîé du = ϕv , dv = −ϕu , îò ÷åãî ýòî çíà÷åíèå îáðàùàòüñÿ â
0 íå ìîæåò â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé

�îðìû. Çíà÷èò, ïàðàìåòðèçàöèÿ α = α (u, v) , β = β (u, v) , ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ðàäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè â âèäå R(α, β) , ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé. ◮

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà S ïîñòðîåíà îðòîãîíàëüíàÿ êîîðäè-

íàòíàÿ ñåòü, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ñåòè ëèíåéíûé ýëåìåíò

áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîñòî ñóììó êâàäðàòîâ:

dl2 = E (α, β) dα2 +G (α, β) dβ2
.

�àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (Ru ×Rv)
2
= EG − F 2

.

Êàê íàì èçâåñòíî (ñì. � 83 ñ. 501), ïëîùàäü êóñêà ïîâåðõíîñòè

S , çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè, âûðàæàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì

S =
˜

D

√
EG− F 2 dudv =

˜

D

|Ru ×Rv| dudv .
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Çäåñü D � êîìïàêò íà ïëîñêîñòè (u, v) . Çíà÷èò, |Ru ×Rv| dudv
� ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 20

(23.04.69)

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîé

êîîðäèíàòíîé ñåòè ïðèøëîñü ðåøàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ óæå ðàññìàòðèâàëñÿ (ñì. � 86 ñ. 523). Îòìåòèì äîïîëíè-

òåëüíî, ÷òî òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ

âèäà Adu + Bdv = 0 äîêàçûâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õîòÿ

áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ A èëè B îòëè÷åí îò íóëÿ, è îáà îíè

äè��åðåíöèðóåìû (ò. å. èìåþò ãëàäêîñòü C1
); íà ñàìîì äåëå òåî-

ðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

âåðíà è áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå êîý��èöèåí-

òû A è B âûðàæàþòñÿ ÷åðåç E , F , G , ϕu , ϕv , è äëÿ òîãî,

÷òîáû A,B ∈ C1
, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû E , F , G , ϕu ,

ϕv ∈ C1
, ò. å. ÷òîáû S ∈ C2

è ϕ ∈ C2
. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòî-

ãîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè òàêàÿ, ÷òî êîîðäèíàòíûå

ëèíèè ϕ(u, v) = α , ψ(u, v) = β íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò îðòîãî-

íàëüíóþ ñåòü. Â äàííîì ñëó÷àå ìû ÷åòêî îãîâîðèëè òó ãëàäêîñòü

ïîâåðõíîñòè è �óíêöèé, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá îð-

òîãîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Âïðåäü ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì,

à áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü è �óíêöèè "äîñòàòî÷íî ãëàä-

êèå". Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â ñëó÷àÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå �óíêöèè

ãëàäêèå íà ñòîëüêî, ñêîëüêî íàäî, ÷òîáû òåîðåìû î äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìîãëè áûòü ïðèìåíåíû (îáû÷íî áóäåò ñ÷è-

òàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì áóäåò

óêàçàíî â óñëîâèÿõ �îðìóëèðîâîê òåîðåì).

90.3. Èçîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü åñòü äâå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè S1 è S2 . Ýòè äâå ïîâåðõíî-

ñòè íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê M1 ∈ S1

è M2 ∈ S2 , åñëè ó ýòèõ òî÷åê íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè, ÷òî

ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó êðèâûå áóäóò
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èìåòü îäèíàêîâûå äëèíû (ñì. ðèñ. 19.3 à). Ñóùåñòâîâàíèå äëèí

ó êðèâîé è îáðàçà êðèâîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ò. å. âñÿêàÿ êðèâàÿ,

èìåþùàÿ äëèíó, ïåðåõîäèò â êðèâóþ, òàêæå èìåþùóþ äëèíó, è

ñîîòâåòñòâóþùèå äëèíû ðàâíû.

Ïðè ïîìîùè ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìîæíî íàïèñàòü

î÷åâèäíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû äâå ïîâåðõíîñòè áû-

ëè èçîìåòðè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè S1 è S2 � ãëàäêèå ïî-

âåðõíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû îäèíàêîâûìè

âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè òàê, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ O1 (M1) è

O2 (M2) èõ ïåðâûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû ñîâïàäàþò, òî ýòè ïî-

âåðõíîñòè, î÷åâèäíî, èçîìåòðè÷íû, òàê êàê äëèíû áóäóò âûðà-

æàòüñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû ïåðâûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì (êîòîðûå

ïî óñëîâèþ ñîâïàäàþò).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êî-

òîðîå áóäåò äîêàçàíî ÷åðåç íåñêîëüêî ëåêöèé.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé St , çàâèñÿùèõ îò ïàðà-

ìåòðà t, 0 ≤ t ≤ 1 . Ïóñòü îêðåñòíîñòè òî÷åê Mt ìîãóò áûòü ïî-

ñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó òàê, ÷òî âñå ïîâåðõíîñòè St
èçîìåòðè÷íû, è, êðîìå òîãî, ïîâåðõíîñòè çàâèñÿò îò t íåïðåðûâ-

íî. Òîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó íàñ åñòü èçãèáàíèå ïîâåðõíî-

ñòè, ò. å. íåïðåðûâíàÿ äå�îðìàöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ äëèíû êðèâûõ.

Åñëè îäíà ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé èçãèáàíè-

åì, òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû, äëèíû, óãëû

è ïëîùàäè íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ, îäèíàêîâû, ò. å. èõ âíóòðåííèå

ãåîìåòðèè ñîâïàäàþò.

�èñ. 19.3.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå îòëè-

÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è èçîìåòðè÷íû.

Ïðèìåð. Ïóñòü S1 � ïðîñòî ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-

íàòàìè (ξ, η) , òàê ÷òî dl21 = dξ2 + dη2 , è S2 � öèëèíäð ñ îáðà-
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çóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz , â îñíîâàíèè êîòîðîãî ëåæèò

îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 (ñì. ðèñ. 19.3 á). Öèëèíäð ïàðàìåòðèçóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: z = v , x = cosu , y = sinu . Òîãäà

dl22 = dx2 + dy2 + dz2 = du2 + dv2 .

Ñîîòâåòñòâèå (ξ, η) ↔ (u, v) : ξ = u , η = v , 0 ≤ u < 2π , ìåæäó
ïëîñêîé ïîëîñîé 0 ≤ ξ < 2π , −∞ < η < +∞ , è öèëèíäðîì áóäåò

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì, ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êâàä-

ðàòè÷íàÿ �îðìà ñîõðàíÿåòñÿ. Äîñòàòî÷íî ìàëûì êâàäðàòèêàì íà

ïëîñêîñòè áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå èçîãíóòûå êâàäðàòè-

êè íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Çíà÷èò, ïëîñêîñòü è öèëèíäð ëî-

êàëüíî èçîìåòðè÷íû. Íî åñëè êâàäðàòèêè íà ïëîñêîñòè ñòàíåì

óâåëè÷èâàòü, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êóñî÷êè öèëèíäðà áóäóò ðàñòè

è, â êîíöå êîíöîâ, îõâàòÿò âåñü öèëèíäð; â ýòîò ìîìåíò âçàèìíàÿ

îäíîçíà÷íîñòü ñîîòâåòñòâèÿ íàðóøèòñÿ.

Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íå îïðå-

äåëÿåò âèä ïîâåðõíîñòè è åå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü

èìååì ïî÷òè òàêîå æå ïîëîæåíèå, êàê â ñëó÷àå êðèâûõ íà ïëîñêî-

ñòè è â ïðîñòðàíñòâå (êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî äâèæåíèÿ, íà ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî çíàòü êðèâèçíó ýòîé

êðèâîé, à äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé êðèâèçíó çíàòü íåäîñòà-

òî÷íî, íàäî çíàòü åùå è êðó÷åíèå ýòîé êðèâîé).

� 91. Âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ïîâåðõíîñòè

91.1. Îïðåäåëåíèå

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà âñåãäà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2
. Çíà-

÷èò, ðàäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ âåêòîð-�óíêöèåé óæå

êëàññà C2
: R = R (u, v) ∈ C2

.

Îïðåäåëåíèå. Âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïîâåðõíîñòè íà-

çûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

II = −dR · dn .
Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè îïðåäåëåí åäè-

íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, è, çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà II îïðå-

äåëåíà â ëþáîé òî÷êå. Òàê êàê dR = Rudu+Rvdv è dn = nudu+
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+nvdv , òî ìû ìîæåì çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå âòîðóþ êâàäðàòè÷-

íóþ �îðìó ïîâåðõíîñòè

II = −Runudu2 − (Runv +Rvnu) dudv −Rvnv dv
2
.

Óäîáíî ýòó êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì âè-

äå. Çàìåòèì, ÷òî (dR · n) = 0 , òàê êàê ýòè âåêòîðû ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû. Ïîýòîìó d (dR · n) = 0 , îòêóäà d2R · n + dR · dn = 0 è

−dR · dn = d2R · n . Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå êàê

II = d2R · n .
Òàê êàê d2R = Ruudu

2 + 2Ruvdudv +Rvvdv
2
, òî

II=Ruundu
2+2Ruvndudv+Rvvndv

2=Ldu2+2Mdudv+Ndv2,

ãäå L=L (u, v)=Ruu·n, M=M (u, v)=Ruv ·n, N=N (u, v)=Rvv ·n.
Ýòè �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ L , M , N âòîðîé êâàäðàòè÷-

íîé �îðìû ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç êîîðäèíàòû. Ïóñòü ïîâåðõ-

íîñòü çàäàíà óðàâíåíèÿìè R (u, v) =





x = x (u, v)
y = y (u, v)
z = z (u, v)

. Òîãäà åäè-

íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè áóäåò n = Ru×Rv

|Ru×Rv| =
Ru×Rv√
EG−F 2

(E,F,G �

êîý��èöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû). Îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî

L = (Ruu,Ru,Rv)√
EG−F 2

, M = (Ruv,Ru,Rv)√
EG−F 2

, N = (Rvv ,Ru,Rv)√
EG−F 2

,

èëè L =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xuu yuu zuu
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
EG−F 2

, M =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xuv yuv zuv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
EG−F 2

,

N =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xvv yvv zvv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
EG−F 2

.

�àññìîòðèì ýòè �îðìóëû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïîâåðõ-

íîñòü çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì z = z (x, y) , ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî R (u, v) =





x = u
y = v
z = z (u, v)

. Â ýòîì ñëó÷àå L = zxx√
1+z2x+z

2
y

,

M =
zxy√

1+z2x+z
2
y

, N =
zyy√

1+z2x+z
2
y

. Ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

êîý��èöèåíòû L , M , N ïðîïîðöèîíàëüíû âòîðûì ÷àñòíûì

ïðîèçâîäíûì �óíêöèè z .
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91.2. Òåîðèÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ

Äëÿ ïëîñêèõ êðèâûõ ìû çíàåì, ÷òî çíà÷èò, ÷òî äâå êðèâûå â

êàêîé-òî òî÷êå èìåþò ñîïðèêîñíîâåíèå êàêîãî-òî ïîðÿäêà.

2)
Âî-

ïðîñ ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé áóäåò ñâåäåí ê âîïðîñó ñî-

ïðèêîñíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñ êðèâûìè íà äðóãîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü D è ãëàä-

êàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì ϕ (x, y, z) = 0 , ãäå �óíêöèÿ

ϕ (x, y, z) ∈ C1 (D) è

(
∂ϕ
∂x

)2
+
(
∂ϕ
∂y

)2
+
(
∂ϕ
∂z

)2
6= 0 , ò. å. gradϕ 6= 0

â îáëàñòè D . Ïóñòü â îáëàñòè D èìååòñÿ òî÷êà P ∈ D , íå ëåæà-

ùàÿ íà ïîâåðõíîñòè S .
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

P äî ïîâåðõíîñòè S (ñì. � 77 ñ. 456). Îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿ-

íèå h = ρ (P, S) . Ïóñòü òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû P (x, y, z) , à
òî÷êà M1 íà ïîâåðõíîñòè èìååò êîîðäèíàòû M1 (x1, y1, z1) . Pàñ-

ñìîòðèì îòíîøåíèå

ϕ(x,y,z)
ρ(P,S) ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷êè P ê òî÷êå

M1 , ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè. Ýòî îòíîøåíèå � �óíêöèÿ òî÷êè

P (x, y, z) , îïðåäåëåííàÿ âî âñåé îáëàñòè D .

Ëåììà î ïîðÿäêå ðàññòîÿíèÿ òî÷êè äî ïîâåðõíîñòè.

ϕ (x, y, z)

ρ (P, S)
→ a (P (x, y, z) →M1) ,

ãäå 0 < |a| <∞ .

"Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ðàññòîÿíèÿ òî÷êè îò ïîâåðõíîñòè

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî, íàäî ëèøü êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ïîäñòàâèòü

â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè." (Ñ.Á.Ñ.)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û. Âîçüìåì ε > 0 è ðàññìîòðèì â

ïðîñòðàíñòâå îêðåñòíîñòü O(M1) òî÷êè M1 òàêóþ, ÷òî âñå òî÷-

êè ýòîé îêðåñòíîñòè óäàëåíû îò M1 ìåíüøå, ÷åì íà ε . Âîçüìåì
â ïðîñòðàíñòâå òî÷êó P (x, y, z) /∈ S òàêóþ, ÷òî ρ (P,M1) <

ε
2 .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ S , íå ïðèíàäëåæàùåé âûáðàííîé îêðåñò-

íîñòè, 0 < ε < ρ (Q,M1) ≤ ρ (Q,P ) + ρ (P,M1) ≤ ρ (Q,P ) + ε
2 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ρ (Q,P ) > ε
2 (ñì. ðèñ. 19.4). Ïîýòîìó

ðàññòîÿíèå ρ (P, S) îò òî÷êè P , äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê ïîâåðõ-

íîñòè, äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå M0(x0, y0, z0) ∈ O(M1) :

2)
Ñ ïîíÿòèåì ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâûõ ìû âñòðå÷àëèñü â ï. 34.6. Îïðåäå-

ëåíèå è íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâûõ ñì.

[17℄ ãë. II � 4. (�åä.)
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ρ (P, S) = ρ (P,M0) .

�èñ. 19.4.

Ïóñòü R = R(u, v) � êàêàÿ-íèáóäü

ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè â

îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0, z0) . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç p âåêòîð M0P . Â òî÷-

êå M0 äîñòèãàåòñÿ min
(u,v)

(R− p)2 è,

ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäè-

ìûå óñëîâèÿ

(R−p)Ru=0
(R−p)Rv=0

}
ýêñòðå-

ìóìà �óíêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(R−p)⊥Ru, (R−p)⊥Rv , ò. å. îòðåçîê
M0P íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0 . Çíà÷èò,

äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P äî ïîâåðõíîñòè, íàäî "â

òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ïîñòðîèòü íîðìàëè è ïîñìîòðåòü, êàêàÿ èç

íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P ".

Ïóñòü n â òî÷êå M0 ñîíàïðàâëåí ñ p , èìååò íàïðàâëÿþùèå
êîñèíóñû cosα , cosβ , cos γ è h � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

M0 è P . Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè P





x=x0+h cosα
y=y0+h cosβ
z=z0+h cosγ

(ìû

äîëæíû èç òî÷êè M0 (x0, y0, z0) "ïåðåäâèíóòüñÿ" â íàïðàâëåíèè

åäèíè÷íîé íîðìàëè íà ðàññòîÿíèå h). Òîãäà, òàê êàê ϕ(x0, y0, z0)=
= 0, òî ϕ (x− h cosα, y − h cosβ, z − h cosγ) = 0 , îòêóäà

ϕ (x, y, z)−ϕ (x− h cosα, y−h cosβ, z−h cosγ)=h
{
∂ϕ
∂n+εh

}
,

ãäå

∂ϕ
∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè â òî÷êå M1 .

Çíà÷èò,

ϕ(x,y,z)
h → ∂ϕ

∂n

∣∣∣
M1

(P →M1 ∈ S) . ◮

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 21

(25.04.69)

Ìû ïîäñ÷èòàëè ðàññòîÿíèå h = ρ (P, S) îò òî÷êè P (x, y, z) äî

ïîâåðõíîñòè S (ïðè äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè P ê S ). Îêàçàëîñü,
÷òî, êàê è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà S � ïëîñêîñòü, ðàññòîÿíèå

òî÷êè P äî ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå M0 ∈ S ,
ïðè÷åì PM0 � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S, è ýòî ñâîéñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ïîâåðõíîñòè òî÷åê P .
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Èìåííî, ìû äîêàçàëè, ÷òî

|ϕ(x,y,z)|
h → |∂ϕ∂n |

∣∣∣
M1

= |gradϕ|M1

ïðè P (x, y, z) → M1 ∈ S . Òàê êàê ïî óñëîâèþ S � ãëàäêàÿ ïî-

âåðõíîñòü è â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè gradϕ 6= 0 , òî è |gradϕ| 6= 0 ,

è ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó h ≈ |ϕ(x,y,z)|
|gradϕ|M1

ïðè

P → M1 (îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà ñì. â � 14

ñ. 60). Åñëè ìû ðàññìîòðèì ýòó �îðìóëó ñî çíàêîì

ϕ(x,y,z)
|gradϕ|M1

, òî

ìîæåì ñêàçàòü, ñ êàêîé êàêîé ñòîðîíû òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïî-

âåðõíîñòè, òàê êàê ïîâåðõíîñòü S ëîêàëüíî äåëèò îáëàñòü D íà

äâå ÷àñòè:

{
D+ = {P (x, y, z) ∈ D : ϕ(x, y, z) > 0} ;
D− = {P (x, y, z) ∈ D : ϕ(x, y, z) < 0} .

Ñîïðèêîñíîâåíèå êðèâîé è ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü

S ⊂ D çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ϕ (x, y, z) = 0 , ãäå ϕ ∈ Cn (D) , òî÷-

êà M1 ∈ S è ÷åðåç M1 ïðîõîäèò êðèâàÿ Γ : r(t) =





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

,

a ≤ t ≤ b . Òîãäà òî÷êà M1 íà êðèâîé Γ èìååò êîîðäèíàòû

x1 = x (t1) , y1 = y (t1) , z1 = z (t1) . Îïðåäåëèì â òî÷êå M1 ñî-

ïðèêîñíîâåíèå êðèâîé Γ ñ ïîâåðõíîñòüþ S . Äëÿ ýòîãî âîçüìåì

íà êðèâîé Γ ïåðåìåííóþ òî÷êó P . Åñëè P äîñòàòî÷íî áëèçêà ê

M1 , M1 6= P , òî äëÿ íåå îïðåäåëåíû äâå âåëè÷èíû:

d =ρ (P,M1) > 0 ,

h =ρ (P, S) ≥ 0 .

Ïóñòü d → 0 . Òîãäà, î÷åâèäíî, è h → 0 (òàê êàê âñåãäà d ≥ h ).
Ïîíÿòèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâîé è ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì ìåæäó d è h .
Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî â òî÷êå M1 êðèâàÿ Γ ñ ïîâåðõíî-

ñòüþ S èìååò ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå α ( α ≥ 0 ), åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå

h
dα → 0 ( d→ 0 ) (ñì. ðèñ. 19.5).

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ïðî-

õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè, èìååò â ýòîé òî÷êå ñîïðè-

êîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå íóëÿ. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõ-

íîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ëþáàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé

ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ, èìååò â ýòîé òî÷êå

ñîïðèêîñíîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.
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�èñ. 19.5.

Íàñ èíòåðåñóåò, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

êðèâàÿ Γ èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ S â òî÷êå

M1 ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå n (ò. å.

ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

h
dn → 0 ( d→ 0 )).

Íà êðèâóþ Γ è åå ðàäèóñ-âåêòîð ìû íà-

ëîæèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ:

1) ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé Γ ðåãóëÿðíà,

ò. å. ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó r′ 6= 0 ;
2) r ∈ Cn .

Òåîðåìà î ïîðÿäêå ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâîé ñ ïîâåðõ-

íîñòüþ. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ Γ è ïîâåðõíîñòü S èìå-

þò îáùóþ òî÷êó M1 . Ïðè ýòîì ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

êðèâîé Γ : r = r(t) =





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, a ≤ t ≤ b , r′ 6= 0 ,

r ∈ Cn , à ïîâåðõíîñòü S â îêðåñòíîñòè òî÷êè M1 çàäàåò-

ñÿ óðàâíåíèåì ϕ (x, y, z) = 0 , ϕ ∈ Cn . Äëÿ òîãî, ÷òîáû êðè-

âàÿ Γ èìåëà â òî÷êå M1 ñ ïîâåðõíîñòüþ S ñîïðèêîñíîâå-

íèå ïîðÿäêà âûøå n , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ

F (t) = ϕ (x(t), y(t), z(t)) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì:

F (t1) = 0 , F ′ (t1) = 0 , ... , F (n) (t1) = 0

(çäåñü t1 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå M1 ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü P � òî÷êà íà êðèâîé, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðó t . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå (ñì. ñ. 567),

ðàññòîÿíèå h = ρ (P, S) îò òî÷êè P äî ïîâåðõíîñòè S èìå-

åò ïîðÿäîê |F (t)| . Ïîëó÷èì ñòîëü æå ïðîñòóþ îöåíêó äëÿ ðàñ-

ñòîÿíèÿ d = ρ (P,M1) = |r (t)− r (t1)| ìåæäó òî÷êàìè P è

M1 êðèâîé Γ . Òàê êàê êðèâàÿ Γ ïî óñëîâèþ ðåãóëÿðíà, òî

|r′ (t1)| = lim
t→t1

∣∣∣∆ r(t1)

t−t1

∣∣∣ 6= 0 , ñëåäîâàòåëüíî, d = |r (t)− r (t1)| =
= |∆ r(t1)| ≍ |t− t1| . Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå

h
dn → 0 ( d → 0 )

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∣∣∣ F (t)

(t−t1)n

∣∣∣→ 0 (t→ t1) . Ýòî åñòü íåîáõîäè-

ìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ êðèâîé ñ ïîâåðõíî-

ñòüþ ïîðÿäêà n áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ãëàäêîñòè �óíêöèè F . Ïðè

íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �óíêöèÿ F (t) ∈ Cn (a, b) . �àñêëàäûâàÿ
�óíêöèþ F ïî ëîêàëüíîé �îðìóëå Òåéëîðà (ï. 27.2 ñ. 112), ïî-

ëó÷èì, ÷òî∣∣∣ F (t)

(t−t1)n

∣∣∣→0 (t→t1) ⇔ F (t1)= 0, F ′ (t1)=0, ..., F (n) (t1)=0 . ◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü ϕ è êðèâàÿ Γ èìåþò ìåíüøóþ
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ñòåïåíü ãëàäêîñòè, ÷åì n , òî â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷-
íîãî óñëîâèÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîðÿäêà âûøå n êðèâîé ñ ïîâåðõ-

íîñòüþ ìû ïîëó÷èëè óñëîâèå

∣∣∣ F (t)

(t−t1)n

∣∣∣ → 0 (t→ t1) . Íå ñëåäóåò

ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå è óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé

ïîðÿäêà n ýêâèâàëåíòíû. Åñëè n = 0 , òî óñëîâèå
∣∣∣ F (t)

(t−t1)n

∣∣∣ → 0

(t → t1) è óñëîâèå F (t1) = 0 ýêâèâàëåíòíû. Åñëè n = 1 , òî

óñëîâèÿ

∣∣∣ F (t)

(t−t1)n

∣∣∣ → 0 (t→ t1) è F ′ (t1) = 0 ýêâèâàëåíòíû (ïðè

n = 0 è n = 1 , ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ F , ïî êðàé-

íåé ìåðå, íåïðåðûâíà). Åñëè æå n > 1 , òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà, ïðîèçâîäíûå F ′′(t1) ,..., F (n)(t1) ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü.

Ñîïðèêîñíîâåíèå ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü S è S1 � äâå ïîâåðõ-

íîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M1 (ñì. ðèñ. 19.6). Ââåäåì ïîíÿ-

òèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòåé â èõ îáùåé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî íà

ïîâåðõíîñòè S1 âîçüìåì òî÷êó Q ∈ S1 è èçìåðèì ρ (Q,M1) = d
� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Q äî M1 è h = ρ (Q,S) � ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè Q äî ïîâåðõíîñòè S ( íàäî îïóñòèòü èç Q ïåðïåíäèêóëÿð

íà S ). Ïóñòü òåïåðü d→ 0 .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè

h
dn → 0 ( d→ 0 ), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ïîâåðõíîñòü S1 â òî÷êå M1 èìååò ñ çàäàííîé ïîâåðõíîñòüþ

S ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå n .

�èñ. 19.6.

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ

ïîâåðõíîñòåé íå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ïîâåðõíîñòåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî

ïðîñòî ñîâïàäåíèå ïîâåðõíîñòåé â îäíîé

òî÷êå � ýòî ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âû-

øå íóëåâîãî, à êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïî-

âåðõíîñòè S � ïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ ñ S ñî-

ïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.

Ïîñòðîèì òàêóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ñ çàäàííîé ïîâåðõíî-

ñòüþ S èìååò ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî. Ñóùåñòâó-

åò ñòàíäàðòíûé âûáîð òàêèõ ïîâåðõíîñòåé, ýòî ïàðàáîëîèäû.

Îïðåäåëåíèå ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà. Ñîïðèêàñà-

þùèìñÿ ïàðàáîëîèäîì ê ïîâåðõíîñòè S â çàäàííîé òî÷êå M1

íàçûâàåòñÿ òàêîé ïàðàáîëîèä Π , êîòîðûé èìååò âåðøèíó â òî÷-

êå M1 è èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ S ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå

âòîðîãî (ñì. ðèñ. 19.7).

Ïóñòü M1 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ïîâåðõ-

íîñòü â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì

571



z = z (x, y) (ñì. ï. 90 ñ. 556). Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñîïðèêàñà-

þùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà Π óäîáíî â êà÷åñòâå ñèñòåìû êîîðäèíàò

âçÿòü íà÷àëî â òî÷êå O = M1 ; îñè Ox è Oy âçÿòü â êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè; îñü Oz íàïðàâèòü ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Òî-

ãäà ïàðàáîëîèä ñ âåðøèíîé â òî÷êå M1 (0, 0, 0) èìååò óðàâíåíèå

zΠ = Ax2 +2Bxy+Cy2 . Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîâà êâàäðà-

�èñ. 19.7.

òè÷íàÿ �îðìà Ax2 + 2Bxy + Cy2 , ìû ìî-

æåì ïîëó÷èòü ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (åñ-

ëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà çíàêîîïðåäåëåííàÿ),

ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (åñëè êâàäðàòè÷-

íàÿ �îðìà çíàêîïåðåìåííàÿ), èëè ïàðàáîëè÷å-

ñêèé öèëèíäð. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äèñêðèìè-

íàíò B2 −AC = 0 . Ê ïîñëåäíåìó ñëó÷àþ îòíî-

ñèòñÿ è äâàæäû âûðîæäåííûé ñëó÷àé � êîãäà

âñå êîý��èöèåíòû êâàäðàòè÷íîé �îðìû ðàâíû

íóëþ; òîãäà zΠ = 0 è ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ

â ïëîñêîñòü xOy .
Âûÿñíèì, êîãäà ïàðàáîëîèä Π áóäåò èìåòü ñ ïîâåðõíîñòüþ S

â òî÷êå M1 ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî. Òàê êàê îñè

Ox è Oy ëåæàò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, òî

(
∂z
∂x

)
0
=
(
∂z
∂y

)
0
= 0 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ z = z(x, y) ∈ C2
â òî÷êå (0, 0) .

Òîãäà ïî �îðìóëå Òåéëîðà ïðè (x, y) èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè

zS = 1
2

{(
∂2z
∂x2

)
0
x2 + 2

(
∂2z
∂x∂y

)
0
xy +

(
∂2z
∂y2

)
0
y2
}
+ o

(
x2 + y2

)

ïðè x2 + y2 → 0 . Åñëè îáîçíà÷èì r =
(
∂2z
∂x2

)
0
, s =

(
∂2z
∂x∂y

)
0
,

t =
(
∂2z
∂y2

)
0
, òî zS=

1
2

{
rx2+2sxy+ty2

}
+o
(
x2+y2

)
(x2+y2→0) .

Îáîçíà÷èì π0 êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè â íóëåâîé

òî÷êå, ò. å. ïëîñêîñòü z = 0 â íàøåì ñëó÷àå. Òîãäà ìîæíî çàïè-

ñàòü ρ (M (x, y, z) , π0) = 1
2II (x, y) + o

(
x2 + y2

)
(x2 + y2 → 0) .

Çíà÷èò, âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà õàðàêòåðèçóåò ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè, áëèçêîé ê òî÷êå êàñàíèÿ, äî êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè, ò. å. õàðàêòåðèçóåò óêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îò êà-

ñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñîïðèêàñàþ-

ùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíè-

åì z = z (x, y) , ãäå z (x, y) ∈ C2
â òî÷êå (0, 0) , z(0, 0) = 0 è(

∂z
∂x

)
0
=
(
∂z
∂y

)
0
= 0 (ò. å. ïîâåðõíîñòü îòíåñåíà ê êàñàòåëüíîé

572



ïëîñêîñòè z = 0 ). Òîãäà â íà÷àëå êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò ñî-

ïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä, è ïðèòîì, åäèíñòâåííûé.

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (0, 0, 0)
� ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó ù å ñ ò â î â à í è å. �àññìîòðèì

ïàðàáîëîèä zΠ = 1
2

{
rx2 + 2sxy + ty2

}
, îïðåäåëÿþùèéñÿ âòîðûì

äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè z = z(x, y) . Íàéäåì ïîðÿäîê âåëè÷è-

íû d =
√
x2 + y2 + z2Π (ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè

ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, zΠ) íà ïàðàáîëîèäå). Íî z2Π ≤ Ω
(
x2 + y2

)
,

ãäå Ω � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, d ≍
√
x2 + y2 ,

äàæå d ≈
√
x2 + y2 . Òàêæå äëÿ h � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè íà ïà-

ðàáîëîèäå äî ïîâåðõíîñòè S èìååì h ≍ |zS − zΠ| = o
(
x2 + y2

)
,

îòêóäà

h
d2 → 0 ( d → 0 ). Òàêèì îáðàçîì, ïàðàáîëîèä, èìåþùèé

óðàâíåíèå zΠ = 1
2

(
rx2 + 2sxy + ty2

)
è îïðåäåëÿþùèéñÿ âòîðûì

äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè z = z(x, y) , äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

ñîïðèêàñàþùèìñÿ ïàðàáîëîèäîì.

Å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò ü. Ïóñòü Π : z = Ax2 + 2Bxy + Cy2

� ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ê ïîâåðõíîñòè S . Òîãäà âñÿêàÿ

êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà áóäåò èìåòü ñ ïîâåðõíîñòüþ

S ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî. Çàïèøåì óðàâíåíèå

ïîâåðõíîñòè â âèäå ϕ(x, y, z) = z − z(x, y) = 0 . Ïîëîæèì ñíà÷à-

ëà y = 0 è âîçüìåì x â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà ïîëó÷èâøåéñÿ íà

ïàðàáîëîèäå êðèâîé. Òîãäà íà Π ïîëó÷èì êðèâóþ





x = x
y = 0
z = Ax2

,

êîòîðàÿ äîëæíà èìåòü ñ S ñîïðèêîñíîâåíèå âûøå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà. Ïî òåîðåìå î ñîïðèêîñíîâåíèè êðèâûõ ñ ïîâåðõíîñòüþ (ñì.

ñ. 570) �óíêöèÿ F (x) = ϕ(x, 0, Ax2) = Ax2−z(x, 0) äîëæíà èìåòü
F ′′(0) = 0 , ò. å. 2A− r = 0 , îòêóäà ïîëó÷àåì A = r

2 . Àíàëîãè÷-

íî, ïîëîæèâ x = 0 ïîëó÷èì C = t
2 , è ïîëîæèâ x = y ïîëó÷èì

B = s
2 . Çíà÷èò, ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä åäèíñòâåííûé. ◮

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáî-

ëîèäà ïîçâîëÿþò êëàññè�èöèðîâàòü òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Òî÷êà íà

ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè ïà-

ðàáîëè÷åñêîé, åñëè ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ÿâëÿåòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðà-

áîëîèäîì èëè ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì (ñì., íàïðèìåð, äàëåå

ðèñ. 19.10 â, òî÷êè 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè âñå êîý��è-

öèåíòû A , B , C ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà ðàâíû íóëþ,
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òî òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óïëîùåíèÿ (ðèñ. 19.10 â, òî÷êà 4), â

ýòîì ñëó÷àå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ïëîñ-

êîñòü.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 22

(29.04.69)

91.3. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Ïóñòü S ∈ C2
� ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, x = x (u, v) , y = y (u, v) ,

z = z (u, v) � åå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, M (u, v) ∈ S � òî÷-

êà íà ïîâåðõíîñòè è R = R (u, v) åå ðàäèóñ-âåêòîð. �àññìîòðèì

ïðèðàùåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M . Ïî �îðìóëå

Òåéëîðà

∆R = R (u+ du, v + dv)−R (u, v) = dR+ 1
2d

2R+ α ,

ãäå α � áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð, |α| = o
(
dR2

)
. Âåêòîð dR ðàñ-

ïîëîæåí â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S , à êàê ðàñïî-
ëîæåí d2R � íàì ïîêà íå ÿñíî. �àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå (∆R, n) . Ýòî åñòü ïðîåêöèÿ (∆R, n) = Ïðn∆R íà íîðìàëü

n ê ïîâåðõíîñòè. Èìååì

(∆R, n) = (dR, n) + 1
2

(
d2R, n

)
+ (α, n) = 1

2II + o
(
dR2

)

(çäåñü (dR, n) = 0 , òàê êàê dR⊥n ). Çíà÷èò, âòîðàÿ êâàäðàòè÷-

íàÿ �îðìà äàåò âåëè÷èíó óêëîíåíèÿ âåêòîðà ∆R îò êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòè π â òî÷êå ïîâåðõíîñòè M (u, v) ∈ S , êîãäà òî÷êà ïî

ïîâåðõíîñòè ïåðåìåñòèëàñü íà (du, dv) . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà II íå îáÿçàíà áûòü ïîëîæè-

òåëüíîé. Îíà áóäåò çíàêîîïðåäåëåííîé â ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷êàõ

ïîâåðõíîñòè; îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóîïðåäåëåííîé â ïàðàáîëè÷åñêèõ

òî÷êàõ è ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé â ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷êàõ,

òàê êàê ãëàâíàÿ ÷àñòü óêëîíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ óêëîíåíèåì ñîïðè-

êàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà (òàê îí è áûë îïðåäåëåí). Çíà÷èò, è

II è ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä õàðàêòåðèçóþò óêëîíåíèå ïî-

âåðõíîñòè îò åå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà II îïðåäåëÿåò âíåøíèå ñâîéñòâà ïîâåðõíî-

ñòè (åå ðàñïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå). Àíàëîãè÷íî â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå ïëîñêèõ êðèâûõ Êðèâèçíà êðèâîé õàðàêòåðèçóåòñÿ åå

óêëîíåíèåì îò êàñàòåëüíîé ïðÿìîé.
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Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, ïîêàçûâàþ-

ùàÿ âåëè÷èíó óêëîíåíèÿ âåêòîðà ∆R îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè,

äîëæíà õàðàêòåðèçîâàòü êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè. Ïîêàæåì ýòî.

Çàìå÷àíèå. Íå íàäî äóìàòü, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ïðî-

ñòðàíñòâå ïåðâóþ è âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ìîæíî çàäà-

âàòü ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû ïåðâàÿ áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåíà. Íå âñÿêàÿ ïàðà �îðì, èç êîòîðûõ ïåðâàÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, à âòîðàÿ ïðîèçâîëüíà, îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòü (âòî-

ðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà â íåêîòîðîì ñìûñëå çàâèñèò îò ïåð-

âîé). Ýòî âèäíî óæå èç óðàâíåíèÿ ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîè-

äà z = 1
2 (rx

2+2sxy+ ty2) . Çäåñü êîý��èöèåíòû r, s, t íå ïðîèç-
âîëüíû, à ÿâëÿþòñÿ âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò îäíîé �óíêöèè,

çàäàþùåé ïîâåðõíîñòü (è òàê êàê ìåæäó âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå, òî äîëæíî áûòü

îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèå è äëÿ êîý��èöèåíòîâ II ).

91.4. Êðèâèçíà êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü åñòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ r(s) , îòíåñåííàÿ ê íîðìàëü-
íîé ïàðàìåòðèçàöèè

3)
(ï. 34.4 ñ. 144). Òîãäà r′(s) = t � åäèíè÷-

�èñ. 19.8.

íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, à r′′(s)
� âåêòîð, êîòîðûé ëåæèò â ñîïðèêàñàþùåé-

ñÿ ïëîñêîñòè ê êðèâîé. Êðèâèçíà k êðèâîé

(ñì. ï. 34.5 ñ. 144) îïðåäåëÿåòñÿ èç �îðìó-

ëû r′′ (s) = kν ( ν � âåêòîð ãëàâíîé íîðìà-

ëè, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí t è ëåæèò â

ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè; r′′ (s)⊥t ).
Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè R = R (u, v) , ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M (u, v) , ëåæèò êðèâàÿ Γ : u = u(s) ,
v = v(s) . Îáîçíà÷èì n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 19.8)

è óãîë n̂ ν = θ . Íàïðàâëåíèå êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíè-

åì (du : dv) . Òàêèì îáðàçîì, êðîìå õàðàêòåðèñòèê, îòíîñÿùèõñÿ

ñîáñòâåííî ê êðèâîé è íèêàê íå ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòüþ, ïî-

ÿâèëèñü åùå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå åå ïîëîæåíèå íà ïî-

âåðõíîñòè: θ è (du : dv) ( θ íå åñòü àáñîëþòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ

õàðàêòåðèñòèêà, òàê êàê íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ìîæåò èìåòü äâà

ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿ, òàê ÷òî θ çàâèñèò îò âûáîðà ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò). Çíà÷èò, ó íàñ åñòü òðè òèïà õàðàêòåðèñòèê:

3)
Ò. å. |r′(s)| = 1 ; òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íàçûâàþò åùå "íàòóðàëü-

íîé" èëè "åñòåñòâåííîé". (�åä.)
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t , ν � õàðàêòåðèñòèêè Γ , êàê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé;
I , II � õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè S ;
θ , (du : dv) � õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçûâàþùèå ïîëîæåíèå êðè-

âîé è ïîâåðõíîñòè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû óçíàòü êðèâèçíó êðèâîé,

ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè, "íàäî çíàòü ìíîãî î ïîâåðõíîñòè, è ïî-

÷òè íè÷åãî î êðèâîé". Íàäî çíàòü ëèøü óãîë θ è íàïðàâëåíèå

(du : dv) .
Íàéäåì r′′(s) :
r′(s) = Ruu

′ +Rvv
′
,

r′′(s) = Ruu (u
′)2 + 2Ruvu

′v′ +Rvv (v
′)2 +Ruu

′′ +Rvv
′′
.

Óìíîæèì r′′(s) íà n . Òàê êàê Ru⊥n , Rv⊥n (îáà ýòèõ âåêòîðà

ëåæàò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè), òî

(r′′, n) = Ruun
(
du
ds

)2
+ 2Ruvn

du
ds

dv
ds +Rvvn

(
dv
ds

)2
.

Òàê êàê r′′ = kν , òî ñëåâà ñòîèò

(r′′, n) = k cos ν̂ n = k cos θ ,

è òîãäà (ñì. ñ. 566)

k cos θ=
Ldu2+2Mdudv+Ndv2

ds2
=
Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
=
II

I
.

�èñ. 19.9.

Åñëè íàïðàâëåíèå (du : dv) �èêñèðîâàíî,

òî

k cos θ = II
I = k0 = onst .

Âåëè÷èíà k0 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðè-

âèçíîé ïîâåðõíîñòè â äàííîì íàïðàâëåíèè

(du : dv) . Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà k0 îíà ðàâ-

íà êðèâèçíå êðèâîé Γ0 , èìåþùåé òî æå

íàïðàâëåíèå (du : dv) è äëÿ êîòîðîé óãîë

ìåæäó ãëàâíîé íîðìàëüþ ν è íîðìàëüþ n
ê ïîâåðõíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëó÷àå,

êîãäà Γ0 � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, â ïëîñêîñòè êîòîðîé ëåæèò íîðìàëü

ê ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 19.9).

Èòàê, ìîæíî íàïèñàòü

II

I
= k0 = k cos θ .

Äîêàçàííàÿ �îðìóëà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî äëÿ äàííîãî íàïðàâëå-

íèÿ

∣∣ II
I

∣∣ = |k0| ( |k0| � êðèâèçíà Γ0 ). Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëü-

íîé êðèâèçíå ïðèïèñûâàþò çíàê, ò. å. ïîä íîðìàëüíîé êðèâèçíîé
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ïîíèìàþò íå ïðîñòî êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, íî ýòó êðè-

âèçíó ñî çíàêîì, òàê ÷òî k0 = II
I .

Íàìè ïîëó÷åíà

Òåîðåìà Ìåíüå. Êðèâèçíà ïðîèçâîëüíîé êðèâîé, ëåæàùåé íà

ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íîðìàëüíóþ êðèâèçíó ïîâåðõ-

íîñòè â íàïðàâëåíèè äàííîé êðèâîé è óãîë θ = ν̂ n ïî �îðìóëå

k0 = II
I = k cos θ .

Ýòà �îðìóëà óòâåðæäàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êðèâèçíà ïëîñêîãî

ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â íà-

ïðàâëåíèè ñå÷åíèÿ è óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòüþ ýòîãî ñå÷åíèÿ è

ïëîñêîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Åñëè ïåðåé-

òè â �îðìóëå k0 = k cos θ îò êðèâèçíû ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðà-

äèóñó êðèâèçíû (ñì. êðóã êðèâèçíû è ðàäèóñ êðóãà êðèâèçíû â

ï. 34.6), òî ïîëó÷èì

R0| cos θ| = R ,

ãäå R0 � ðàäèóñ êðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, à R � ðàäèóñ

êðèâèçíû íàêëîííîãî ñå÷åíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ìåñòî öåíòðîâ êðèâèçíû íàêëîííûõ ñå÷åíèé áóäåò îêðóæ-

íîñòü. Ýòà îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ìåíüå. ×åì

áëèæå ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, òåì áîëüøå

êðèâèçíà êðèâîé, ïîëó÷àþùåéñÿ â ñå÷åíèè.

Ìû âèäèì òàêæå, ÷òî êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè ñîâïàäàåò ñ êðèâèçíîé ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà, òàê

êàê åñëè âîçüìåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïà-

ðàáîëîèäà è ïîâåðõíîñòè, òî êâàäðàòè÷íûå �îðìû II è I ó ïàðà-

áîëîèäà è ïîâåðõíîñòè áóäóò â ýòîé òî÷êå ñîâïàäàòü.

Áóäåì òåïåðü ïîâîðà÷èâàòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç n .
Ïîñìîòðèì, êàê çàâèñÿò íîðìàëüíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè îò

íàïðàâëåíèÿ (du : dv) . Äëÿ ýòîãî ÷åðåç òî÷êó M íà ïîâåðõíî-

ñòè ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü π è çà êîîðäèíàòíûå âåê-

òîðû â ýòîé ïëîñêîñòè âûáåðåì âåêòîðû Ru è Rv . Â ëþáîì íà-

ïðàâëåíèè (du : dv) , îïðåäåëÿåìîì ýòèìè âåêòîðàìè, çíà÷èò, è

âåêòîðîì dR , îòëîæèì íà ýòîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè îò òî÷-

êè M îòðåçîê äëèíû

√
1
|k| (k � êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ

â ýòîé òî÷êå âî âçÿòîì íàïðàâëåíèè). Òîãäà â êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ìû ïîëó÷èì êðèâóþ (ñì. ðèñ. 19.10), íàçûâàåìóþ èíäèêà-

òðèñîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M , èëè èíäèêàòðèñîé

Äþïåíà. Ïóñòü x è y � êîîðäèíàòû òî÷êè èíäèêàòðèñû, âçÿòîé
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â íàïðàâëåíèè (du : dv) . Òîãäà, óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû Äþïåíà

Rux+Rvy =
1√
k

Rudu+Rvdv

|Rudu+Rvdv|
.

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå. Âîçâåäåì ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî â êâàä-

ðàò:

Ex2 + 2Fxy +Gy2 = 1
|k| .

Íî |k| = |II|
|I| . Òîãäà

Ex2 + 2Fxy +Gy2 =
Ex2 + 2Fxy +Gy2

|Lx2 + 2Mxy +Ny2|
èëè ∣∣Lx2 + 2Mxy +Ny2

∣∣ = 1

� ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû Äþïåíà.

�èñ. 19.10.

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè âòîðàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà çíàêîîïðåäå-

ëåííàÿ, òî èíäèêàòðèñà êðèâèçíû

� ýëëèïñ; åñëè çíàêîïåðåìåííàÿ,

òî � ïàðà ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë;

â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå � ïàðà

ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 19.10, ñëó÷àè 1,

2, 3 ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðà-

çîì, èíäèêàòðèñà Äþïåíà îïðåäå-

ëåíà âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà II
íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ. Åñëè

II ≡ 0 , òî òî÷êà åñòü òî÷êà óïëîùåíèÿ (ñì. ðèñ. 19.10, òî÷êà 4),

ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ïëîñêîñòü zΠ = 0
è êðèâèçíà ëþáîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà íóëþ. Ìîæíî ñ÷è-

òàòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî èíäèêàòðèñà Äþïåíà åñòü îäíà áåñêîíå÷íî

óäàëåííàÿ òî÷êà.

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 23

(30.04.69)

"Ïðè âûâîäå èíäèêàòðèñû êðèâèçíû íå áûëî ïîëíîãî ïîíèìà-

íèÿ." (Ñ.Á.Ñ)

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíäèêàòðèñû Äþïåíà. �àññìîòðèì

ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f (x, y) , ãäå
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f ∈ C2
. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî xOy � êàñàòåëüíàÿ ïëîñ-

êîñòü ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå (0, 0) , ò. å.
(
∂f
∂x

)
0
=
(
∂f
∂y

)
0
= 0 . Â

ýòîì ñëó÷àå âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè çàïèñûâà-

åòñÿ êàê

II=
(
∂2f
∂x2

)
0
dx2+2

(
∂2f
∂x∂y

)
0
dxdy+

(
∂2f
∂y2

)
0
dy2=rdx2+2sdxdy+tdy2 .

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü z = 0
ê ïîâåðõíîñòè ñäâèíåì ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå ïî âåðòèêàëè íà

ìàëóþ âåëè÷èíó α (ñì. ðèñ. 19.11 à), ñëó÷àé îêðåñòíîñòè ýëëèï-

òè÷åñêîé òî÷êè). Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ òàêîé ïëîñêîñòè z = α ñ

ïîâåðõíîñòüþ áóäåò íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû

óñòðåìèì α → 0 , òî ýòà ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

òî÷êå êàñàíèÿ (0, 0) . Â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè ñåêó-

ùèå ïëîñêîñòè íàäî ïåðåìåùàòü è ââåðõ è âíèç (ðèñ. 19.11 á).

�èñ. 19.11.

�àñêëàäûâàÿ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïî �îðìóëå Òåéëîðà, ïîëó-

÷èì α =
∣∣ 1
2

(
rx2 + 2sxy + ty2

)
+
(
x2 + y2

)
ε (x, y)

∣∣
, ãäå ε(x, y) → 0

ïðè α → 0 . Ìû ó÷ëè, ÷òî f ∈ C2
è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

�óíêöèè â òî÷êå (0, 0) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Çàìåíèì x = ξ
√
2α ,

y = η
√
2α , òîãäà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì

α =
∣∣ 1
2 (rξ

22α+ 2sξη2α+ tη22α) + 2α
(
ξ2 + η2

)
ε
(
ξ
√
2α, η

√
2α
)∣∣
,

èëè, ðàçäåëèâ íà α ,

1 =
∣∣rξ2 + 2sξη + tη2 +

(
ξ2 + η2

)
ε
(
ξ
√
2α, η

√
2α
)∣∣
.

Çíà÷èò, ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ïðè α → 0 áóäåò

1 =
∣∣rξ2 + 2sξη + tη2

∣∣
,

ò. å. ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû Äþïåíà.
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Òàêèì îáðàçîì, èíäèêàòðèñà Äþïåíà èìååò ñëåäóþùèé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ê ïîâåðõíîñòè, ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü ïî êðèâûì, êîòî-

ðûå ïðè óêàçàííûõ âûøå êîý��èöèåíòàõ ïîäîáèÿ áóäóò ñõîäèòñÿ

ê èíäèêàòðèñå Äþïåíà.

91.5. Çàìå÷àòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ

íà ïîâåðõíîñòè

Êàêèå çàìå÷àòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìû ìîæåì íàáëþäàòü íà èí-

äèêàòðèñå Äþïåíà? Â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ýòî,

ïðåæäå âñåãî, àñèìïòîòû.

Îïðåäåëåíèå. Íàïðàâëåíèå (du : dv) íà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõ-

íîñòè íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, åñëè íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà

ïîâåðõíîñòè â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàâíà íóëþ.

Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà â òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

II
I .

Çíà÷èò, àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå åñòü òàêîå íàïðàâëåíèå,

äëÿ êîòîðîãî II = 0 , ò. å.

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = 0 .

Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî íàì àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ

(du : dv) ýòî åñòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå íå èìååò äåé-

ñòâèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè òî÷êà ýëëèïòè÷åñêàÿ; áóäåò èìåòü îäèí

êîðåíü, åñëè òî÷êà ïàðàáîëè÷åñêàÿ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó

àñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ); áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ, åñëè

òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâóì àñèìïòîòè÷åñêèì

íàïðàâëåíèÿì). Òî÷êè, â êîòîðûõ âñÿêîå íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêèì, òî÷êè óïëîùåíèÿ, õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî

II ≡ 0 , ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî L = 0 , M = 0 , N = 0 .
Ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ çàäà÷ó: áóäóò ëè ïðîõîäÿùèå ÷å-

ðåç òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòíûå ëèíèè èìåòü àñèìïòîòè-

÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ? Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ íàïðàâëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî (du : 0) è (0 : dv) , ïîëó÷èì
÷òî N = 0 è L = 0 . Çíà÷èò, åñëè â êàêîé-òî òî÷êå êîîðäèíàò-

íûå ëèíèè èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ, òî â ýòîé òî÷êå

II = 2Mdudv .
Ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïîñòàíîâêà: íàéòè íà ïîâåðõíîñòè òàêóþ

êðèâóþ, êîòîðàÿ â ëþáîé òî÷êå èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëå-

íèå. Òàêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

ëèíèåé. �àâåíñòâî Ldu2+2Mdudv+Ndv2 = 0 , ðàññìàòðèâàåìîå
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êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, è åñòü óðàâíåíèå àñèìïòîòè-

÷åñêîé ëèíèè.

�åîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé.

Â ëþáîé òî÷êå àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ldu2+2Mdudv+Ndv2 = 0 , ò. å. II = 0 , è èç îïðåäåëåíèÿ âòîðîé
êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå àñèìïòîòè÷å-

ñêîé ëèíèè

(
d2R, n

)
= 0 . Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé êðèâîé íà

ïîâåðõíîñòè âåêòîð dR èäåò âäîëü êàñàòåëüíîé, îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî (dR, n) = 0 . Çíà÷èò, âäîëü àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè dR⊥n
è d2R⊥n . Ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæàò dR è d2R , ÿâëÿåòñÿ ñî-

ïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ êðèâîé Γ (ñì. ï. 34.3). Ñëåäîâàòåëü-

íî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ îáëàäàåò òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî äëÿ íåå ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü â ëþáîé òî÷êå

ïåðïåíäèêóëÿðíà íîðìàëè, ò. å. ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü ñîâ-

ïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ. Îáðàòíî, åñëè ñîïðèêàñàþùà-

ÿñÿ ïëîñêîñòü â ëþáîé òî÷êå êðèâîé ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïî-

âåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå, òî d2R⊥n , ò. å. â ëþáîé òî÷êå ýòîé êðè-

âîé âûïîëíåíî óñëîâèå

(
d2R, n

)
= 0 , ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé

òî÷êå êðèâàÿ èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíî-

ñòè, òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèåé, òàê êàê

íîðìàëüíîå ñå÷åíèå â íàïðàâëåíèè ýòîé ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ ñà-

ìîé ïðÿìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íóëåâóþ êðèâèçíó. Îòìåòèì,

÷òî ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ñ÷èòàòü âêëþ÷åííûì â ïðåäûäóùåå óòâåð-

æäåíèå, òàê êàê ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòó ïðÿìóþ, â òîì

÷èñëå êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü, ÿâëÿåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêî-

ñòüþ.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûÿñíèòü, êîãäà êîîðäèíàòíàÿ ñåòü ñîñòî-

èò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîîðäèíàòíûõ

ëèíèé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî â íåêîòîðîé îáëàñòè

óñëîâèå II = 2Mdudv . Èç òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî åñëè S ∈ C3

, òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé

ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè ìîãóò áûòü ââåäåíà òàêàÿ ïàðàìåòðè-

çàöèÿ, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ

ëèíèé.

4)

Îïðåäåëåíèå. Ñîïðÿæåííûìè íàïðàâëåíèÿìè â òî÷êå P íà

ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ (du : dv) è (δu : δv) , äëÿ
êîòîðûõ â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Lduδu+M (duδv + δudv) +Ndvδv = 0 .

4)
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [17℄ ãë. VII � 2. (�åä.)
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñîïðÿæåííîñòè ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî íóìåðàöèè íàïðàâëåíèé.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå

ñîïðÿæåííîñòè íàïðàâëåíèé (du : dv) è (δu : δv) äîïóñêàåò

êîìïàêòíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàïèñü (dR, δn) = dR · δn = 0 èëè

(δR, dn) = δR · dn = 0 .
Åñëè ñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò, òî îíè íàçûâàþò-

ñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Ñàìîñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ II = 0 àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííûìè.

Îïðåäåëåíèå.Íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè (du : dv) è (δu : δv)
íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè, åñëè îíè îðòîãîíàëüíûå è ñîïðÿæåííûå.

Èçâåñòíî, ÷òî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ òàêæå ñâÿçàíû ñ íàïðàâ-

ëåíèÿìè íà èíäèêàòðèñå Äþïåíà: ñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ

5)
èíäèêàòðèñû

Äþïåíà. �ëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè, íà êî-

òîðûõ íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåò ýêñòðåìàëü-

íûõ çíà÷åíèé, îíè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé èíäèêàòðèñû

Äþïåíà.

Èòàê, ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé{
dR · δR = 0
dR · δn = 0

, (*)

èëè â êîîðäèíàòíîé �îðìå





Eduδu+ F (duδv + dvδu) +Gdvδv = 0 (óñëîâèå èõ

îðòîãîíàëüíîñòè),

Lduδu+M (duδv + dvδu) +Ndvδv = 0 (óñëîâèå èõ

ñîïðÿæåííîñòè).

Ýòî åñòü ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé

(du : dv) è (δu : δv) . Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó êàê ñèñòåìó ëèíåé-

íûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî δu , δv :{
(Edu+ Fdv) δu+ (Fdu+Gdv) δv = 0
(Ldu+Mdv) δu+ (Mdu+ ndv) δv = 0

.

5)
Äèàìåòð ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû

ïàðàëëåëüíûõ õîðä. Äèàìåòð íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îòíîñèòåëüíî õîðä (à

òàêæå íàïðàâëåíèé õîðä), êîòîðûå îí äåëèò ïîïîëàì. Äèàìåòðû öåíòðàëü-

íûõ ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ëèíèè, ó íåöåíòðàëüíûõ

ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äèàìåòðû ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò. Äèàìåòðû

ýëëèïñà è ãèïåðáîëû � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç èõ öåíòð, äèàìåòðû ïàðà-

áîëû � îñü ïàðàáîëû è ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå îñè. (Ñì. [14℄ ò. 2 ñ. 181.) (�åä.)
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Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû∣∣∣∣
Edu+ Fdv Fdu+Gdv
Ldu+Mdv Mdu+Ndv

∣∣∣∣ = 0 ,

åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê∣∣∣∣∣∣

dv2 −dudv du2

E F G
L M N

∣∣∣∣∣∣
= 0 .

Òàê êàê I åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îð-

ìà, òî âòîðàÿ ñòðîêà â îïðåäåëèòåëå â íóëü îáðàùàòüñÿ íå ìîæåò.

Åñëè òðåòüÿ ñòðîêà ïðîïîðöèîíàëüíà âòîðîé, òî II = λI , è íîð-
ìàëüíàÿ êðèâèçíà â ëþáîì íàïðàâëåíèè îäèíàêîâà. Â ýòîì ñëó-

÷àå ëþáîå íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì. Òàêèå

òî÷êè íàçûâàþòñÿ øàðîâûìè èëè îìáèëè÷åñêèìè; â ÷àñòíîñòè,

îìáèëè÷åñêèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè óïëîùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíèÿìè êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ òà-

êèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå â ëþáîé ñâîåé òî÷êå èìåþò

ãëàâíîå íàïðàâëåíèå.

Óðàâíåíèå äëÿ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé∣∣∣∣∣∣

dv2 −dudv du2

E F G
L M N

∣∣∣∣∣∣
= 0 ,

ðàññìàòðèâàåìîå êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-

íî du è dv , äàåò íàì ëèíèè êðèâèçíû. Çíà÷èò, ëèíèè êðèâèçíû

ïåðåñåêàþòñÿ ïîä íåêîòîðûì âïîëíå îïðåäåëåííûì óãëîì (çà èñ-

êëþ÷åíèåì îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê), è äëÿ ïîâåðõíîñòè êëàññà C3

ìîæíî â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ïðèíÿòü ëèíèè êðèâèçíû.

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè, òî F = 0
è I = Edu2 +Gdv2 .

Ïóñòü íàïðàâëåíèÿ (du :0) è (0 :δv) � ñîïðÿæåííûå. Èç óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé ïîëó÷àåì M =
= 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå, ãäå êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñî-
ïðÿæåííûå II = Ldu2 +Ndv2 .
Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû îòíåñåì ïîâåðõíîñòü ê òàêèì êðèâîëèíåé-

íûì êîîðäèíàòàì, êîòîðûå â ðåãóëÿðíîé òî÷êå êàñàþòñÿ ãëàâíûõ

íàïðàâëåíèé, òî è I è II ïðèâîäÿòñÿ ê ñóììå êâàäðàòîâ, òàê êàê

F = 0 â âèäó îðòîãîíàëüíîñòè êîîðäèíàòíîé ñåòè, à M = 0 â

âèäó ñîïðÿæåííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãëàâ-

íûõ íàïðàâëåíèé åñòü çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîì ïðèâåäåíèè äâóõ

êâàäðàòè÷íûõ �îðì ê ñóììå êâàäðàòîâ.
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(07.05.69)

Òåîðåìà �îäðèãà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïðàâëåíèå (d) = (du : dv)
íà ïîâåðõíîñòè áûëî ãëàâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

dn = λdr .

Âîîáùå ãîâîðÿ, dr è dn íå êîëëèíåàðíû; íî òå íàïðàâëåíèÿ,

â êîòîðûõ îíè êîëëèíåàðíû � ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Äîïó-

ñòèì, ÷òî (d) � ãëàâíîå íàïðàâëåíèå â òî÷êå M íà ïîâåðõíîñòè.

�àññìîòðèì â ýòîé æå òî÷êå íàïðàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè (δ) ,
ïåðïåíäèêóëÿðíîå (d) . Êàê èçâåñòíî, ïàðà íàïðàâëåíèé åñòü ïà-
ðà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, åñëè îíè îðòîãîíàëüíû è ñîïðÿæåíû.

Çíà÷èò, íàïðàâëåíèå δ òîæå ãëàâíîå. Òàê êàê dn ëåæèò â êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè, òî dn = λdr + µδr . Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî

ñêàëÿðíî íà δr : dn · δr = µδr2 . Â ñèëó ñîïðÿæåííîñòè íàïðàâëå-

íèé (*): dn · δr = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, µ = 0 è dn = λdr .
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü â òî÷êå M ïîâåðõíîñòè âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî dn = λdr . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà íàïðàâëåíèå dr
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð-

íîå ê íåìó íàïðàâëåíèå δr ñ íèì ñîïðÿæåíî. Óìíîæèì ðàâåíñòâî

dn = λdr íà δr, ïîëó÷èì dn · δr = λdrδr = 0 , ò. å. â ñèëó (*) íà-
ïðàâëåíèÿ dr è δr ñîïðÿæåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèÿ

dr è δr ãëàâíûå. ◮

Çàìå÷àíèå. Åñëè â òî÷êå M ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî dn = λdr , òî λ � íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

íàïðàâëåíèþ (d) â òî÷êå M . Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì ðàâåí-

ñòâî dn = λdr íà dr , òîãäà dn · dr = λdr2 , −II = λI , ò. å.
λ = − II

I = −k (d) . Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, çíà÷åíèå ýòîé íîð-

ìàëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì.

91.6. �ëàâíûå êðèâèçíû

�ëàâíûå êðèâèçíû � ýòî êðèâèçíû k1 è k2 , ñîîòâåòñòâóþùèå
ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì, è çíà÷èò, îíè ÿâëÿþòñÿ ýñòðåìàëüíûìè

çíà÷åíèÿìè íîðìàëüíûõ êðèâèçí ïîâåðõíîñòè. Âîçíèêàþò ñëåäó-

þùèå âîïðîñû.
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1) Êàê ñâÿçàíû êðèâèçíû â ëþáîì íàïðàâëåíèè ñ ãëàâíûìè

êðèâèçíàìè?

2) Êàê, çíàÿ ïîâåðõíîñòü S , ò. å. çíàÿ �îðìû I è II , âû÷èñ-
ëèòü ãëàâíûå êðèâèçíû?

Â ïåðâîé çàäà÷å íàäî âûðàçèòü k � êðèâèçíó ïðîèçâîëüíî-

ãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ � ÷åðåç k1 è k2 . Ïóñòü π � êàñàòåëü-

íàÿ ïëîñêîñòü è dr1 ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåé ãëàâíîé êðèâèçíå

k1 ( k1 ≤ k2 ); dr2 ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé ãëàâíîé êðèâèçíå k2 ,
à íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà k = k(d) ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðî-

èçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ dr . Òîãäà, åñëè ìû çíàåì óãîë θ ìåæäó

dr1 è dr , òî ìîæåì íàéòè k . Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü k1 è k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíî-

ñòè S â òî÷êå P , k1 ≤ k2 , θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì dr1 ,
ñîîòâåòñòâóþùèì êðèâèçíå k1 , è íàïðàâëåíèåì dr. Òîãäà çíà-
÷åíèå k íîðìàëüíîé êðèâèçíû, ñîîòâåòñòâóþùåé íàïðàâëåíèþ

dr â òî÷êå P, ðàâíî

k = k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-

íàò: íà÷àëî êîîðäèíàò O ïîìåñòèì â òî÷êó P , îñü Oz íàïðàâèì

ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, îñè Ox è Oy âîçüìåì â êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòè è íàïðàâèì èõ ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì dr1 è dr2 ,
ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè z = z(x, y) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S â

òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíê-

öèè z = z(x, y) â òî÷êå P îáðàùàþòñÿ â 0 è I = dr2 = dx2+dy2 .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàïðàâëåíèÿ îñåé êîîðäèíàò Ox è Oy ñîïðÿæå-

íû, ïîëó÷èì ÷òî II = rdx2+ tdy2 . Çíà÷èò, íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàïðàâëåíèþ dr , áóäåò

k (d) =
II

I
=
rdx2 + tdy2

dx2 + dy2
.

Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå (dx : 0) äàåò íàì r = k1 , à íàïðàâëå-
íèå (0 : dy) äàåò t = k2 . Ïîýòîìó, íîðìàëüíóþ êðèâèçíó ïîâåðõ-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàïðàâëåíèþ dr , ìû ìîæåì çàïèñàòü

êàê k (d) = k1
(
dx
ds

)2
+ k2

(
dy
ds

)2
, ãäå ds2 = dx2 + dy2 . Íî dx

ds è

dy
ds � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íàïðàâëåíèÿ dr , ñëåäîâàòåëüíî,

k (d) = k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ , èëè k (θ) = k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ . ◮
Ïðèìåð. Íîðìàëüíûå êðèâèçíû â íåêîòîðîé òî÷êå ïîâåðõíî-

ñòè â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû êðèâîé íà íà
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ðèñ. 19.12

6)
. Çäåñü âçÿòû k1<0 , k2>0 . "Òèï ýòîé òî÷êè íå î÷å-

âèäåí. Äþïåí, âìåñòî òîãî, ÷òîáû îòêëàäûâàòü íà ðàäèóñ-âåêòîðå

âåëè÷èíó êðèâèçíû k , îòêëàäûâàë 1√
|k|

, òîãäà âìåñòî "ðîçåòêè"

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî ïàðà ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë." (Ñ.Á.Ñ.)

�èñ. 19.12.

Äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, õàðàêòåðèçóþùåå

èõ îñíîâíîå ñâîéñòâî. �ëàâíûì íàïðàâëå-

íèåì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì

íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïðè-

íèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ êàê äëÿ

íåâûðîæäåííûõ, òàê è äëÿ âûðîæäåí-

íûõ òî÷åê. Â íåâûðîæäåííîé òî÷êå ñó-

ùåñòâóåò äâà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèÿ è îíè

îðòîãîíàëüíû. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ. Áóäåì

íàçûâàòü ïàðîé ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òå

íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ãëàâíûå è îðòîãîíàëüíûå. Ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî äâà íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïàðîé ãëàâíûõ íàïðàâëå-

íèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè íàïðàâëåíèÿ îðòîãîíàëüíû

è ñîïðÿæåíû. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåæíåå è íîâîå

îïðåäåëåíèÿ ïàðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí â ñóùíîñòè íàìè óæå ðå-

øåíà, òàê êàê âû÷èñëåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí ñâîäèòñÿ ê óæå ðàñ-

ñìîòðåííûì çàäà÷àì. Ìû çíàåì, âî ïåðâûõ, êàê ñ÷èòàòü íîðìàëü-

íûå êðèâèçíû: k (d) = II
I ; âî-âòîðûõ, äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíûõ

íàïðàâëåíèé dr ó íàñ ñîñòàâëåíî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîýòî-

ìó, ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå è ïîäñòàâèâ ðåøåíèå â âûðàæåíèå äëÿ

k , íàéäåì ãëàâíûå êðèâèçíû. Îáû÷íî ãëàâíûå êðèâèçíû íàõîäÿò

êàê ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè k(d) . Ïóñòü d = (ξ : η) .
Òîãäà

k (ξ : η) =
Lξ2 + 2Mξη +Nη2

Eξ2 + 2Fξη +Gη2
≤ k2 (∀ ξ, η) .

Òàê êàê k1 ≤ k ≤ k2 , òî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè (ξ : η) ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ

íàèáîëüøåé êðèâèçíû. Çíà÷èò, âñåãäà

II (ξ : η)− k2I (ξ : η) ≤ 0 ,

6)
Ýòîò ðèñóíîê ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì â îáîáùåííîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò êðèâîé k(θ) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ . Ïðè k1 = k2 > 0 ïîëó÷àåì

îêðóæíîñòü. (�åä.)
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî îòâå÷àåò òîëüêî íàïðàâëåíèþ íàèáîëüøåé êðè-

âèçíû. Äëÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ{
∂
∂ξ (II (ξ : η)− k2I (ξ : η)) = 0
∂
∂η (II (ξ : η)− k2I (ξ : η)) = 0

,

ò. å. {
Lξ +Mη − k2 (Eξ + Fη) = 0
Mξ +Nη − k2 (Fξ +Gη) = 0

.

Ýòà ñèñòåìà �óíêöèé äîëæíà èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå (ξ, η) ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ, îòâå÷àþùåìó êðèâèçíå

k2 , çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â 0:∣∣∣∣
L− k2E M − k2F
M − k2F N − k2G

∣∣∣∣ = 0 .

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ k1 , ïîëó÷èì ýòî æå óðàâ-

íåíèå. Òàêèì îáðàçîì, îáå ãëàâíûå êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ ∣∣∣∣
L− kE M − kF
M − kF N − kG

∣∣∣∣ = 0 .

Ýòî íåâûðîæäåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, èìåþùåå äâà äåéñòâè-

òåëüíûõ êîðíÿ, ðàçëè÷íûõ èëè ñîâïàäàþùèõ. Íàïèøåì ýòî óðàâ-

íåíèå â ðàçâåðíóòîì âèäå:(
EG− F 2

)
k2 − (EN − 2FM +GL) k +

(
LN −M2

)
= 0 .

Ïðîèçâåäåíèå è ïîëóñóììà êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ

K = k1k2 =
LN −M2

EG− F 2
,

H =
1

2
(k1 + k1) =

1

2

EN − 2FM +GL

EG− F 2

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíîé (èëè ãàóññîâîé) êðèâèçíîé

ïîâåðõíîñòè è ñðåäíåé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè. Ìû âèäèì, ÷òî

ïîëíàÿ (èëè ãàóññîâà) êðèâèçíà îòðèöàòåëüíà â ãèïåðáîëè÷åñêèõ

òî÷êàõ, îáðàùàåòñÿ â 0 â ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷êàõ è â òî÷êàõ óïëî-

ùåíèÿ, è ïîëîæèòåëüíà â ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõ H ≡ 0 , íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè
ïîâåðõíîñòÿìè.

Èòàê, ïîëíàÿ è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç I è II .
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíóþ êðèâèçíó ìîæíî âûðàçèòü ÷å-

ðåç êîý��èöèåíòû îäíîé ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëíàÿ (ãàóññîâà) êðèâèçíà åñòü èíâàðèàíò ïðè ëþáûõ
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èçãèáàíèÿõ ïîâåðõíîñòåé. Íî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà íå åñòü èíâàðè-

àíò ïðè èçãèáàíèÿõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïîíÿòèå ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ââåäåíî Ñî�è Æåð-

ìåí.

Ïîíÿòèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí k1 è k2 èìåþò íå âïîëíå ãåîìåò-

ðè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäà-

þò ñ êðèâèçíàìè íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé. �àóññîâà êðèâèçíà áîëåå

"ãåîìåòðè÷íà".

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 25

(13.05.69)

91.7. Òåîðåìà �àóññà

î ñ�åðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè

Ïóñòü S � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü; R = R(u, v) � ðàäèóñ-âåêòîð
òî÷êè ïîâåðõíîñòè; n � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, n =

=
Ru×Rv

|Ru×Rv | .

Îïðåäåëåíèå. Òðåòüåé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïîâåðõíîñòè íà-

çûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà dn2
.

Ïóñòü σ � ñ�åðà ðàäèóñà 1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ S ñ ðàäèóñ-

âåêòîðîì R(u, v) îòëîæèì âåêòîð n (u, v) èç öåíòðà ñ�åðû σ .
Ýòî îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè S → σ èëè (u, v) → n (u, v) íàçû-

âàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì (ãàóññîâûì) îòîáðàæåíèåì (ñì. ðèñ. 19.13 à).

Êàê çàâèñÿò ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ îò êàæäîé

èç òðåõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì? Ñ�åðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿ-

åòñÿ çàâèñÿùèì òîëüêî îò âíóòðåííèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè S , à
çàâèñèò è îò ðàñïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

�èñ. 19.13.
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Ïðèìåð. Ïóñòü S � ïëîñêîñòü. Îáðàç ñ�åðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

S åñòü îäíà òî÷êà íà ñ�åðå. Íî òàêóþ æå âíóòðåííþþ ëîêàëüíóþ

ãåîìåòðèþ, êàê ïëîñêîñòü, èìååò öèëèíäð. Ïåðâûå êâàäðàòè÷íûå

�îðìû ó ïëîñêîñòè è öèëèíäðà ñîâïàäàþò. Îäíàêî, îáðàç ñ�åðè-

÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ öèëèíäðà åñòü äóãà.

Ñ�åðè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äëÿ ïî-

âåðõíîñòåé S ∈ C1
, äëÿ êîòîðûõ ïîíÿòèå âòîðîé êâàäðàòè÷íîé

�îðìû íå èìååò ñìûñëà.

Òåîðåìà �àóññà î ñ�åðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ïîçâîëèò äàòü

îïðåäåëåíèå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è äëÿ íå î÷åíü ðåãóëÿðíûõ

ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü îáëàñòü D íà ïîâåðõíîñòè S ïåðåõîäèò â ∆ íà ñ�åðå

ïðè ñ�åðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Ïóñòü D îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì

÷èñëîì äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ. Îïðåäåëèì ïëîùàäè Ïë (D)
è Ïë (∆) îáëàñòåé D è ∆ . Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ïëîùàäüþ

ïîâåðõíîñòè, ïëîùàäüþ åå ñ�åðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ è ïîëíîé

(ãàóññîâîé) êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà �àóññà î ñ�åðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè.Ïóñòü S∈C2
.

Òîãäà ïðè ñòÿãèâàíèè D â òî÷êó : D →M : M ∈ D, d(D) → 0 ,

lim
D→M

Ïë (∆)

Ïë (D)
= |KM | .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè íåò âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè

D è ∆ , òî îáðàç ∆ áóäåò ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ (êàê, íàïðèìåð,

íà ðèñ. 19.13 á). Ïîä ïëîùàäüþ áóäåì ïîíèìàòü â ýòîì ñëó÷àå íå

ãåîìåòðè÷åñêóþ ïëîùàäü, à ïëîùàäü ñ ó÷åòîì ñàìîíàëîæåíèé.

Èòàê,

Ïë (D) =

¨

D

|Ru ×Rv| dudv , Ïë (∆) =

¨

D

|nu × nv| dudv .

Ïóñòü êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì u = onst , v = onst íà ïîâåðõíî-

ñòè S ñîîòâåòñòâóþò ëèíèè êðèâèçíû. Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

�îäðèãà nu = −k1Ru , nv = −k2Rv . Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
D→M

Ïë (∆)

Ïë (D)
=

|nu×nv|
|Ru×Rv|

=
|(−k1Ru)×(−k2Rv)|

|Ru×Rv|
= |k1k2|= |KM | . ◮

Òåïåðü, åñëè äëÿ ïîâåðõíîñòè êëàññà S ∈ C1
ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë lim
D→M

Ïë(∆)
Ïë(D) , òî ýòîò ïðåäåë ìîæåò áûòü ïðèíÿò êàê îïðåäå-

ëåíèå ãàóññîâîé êðèâèçíû äëÿ ïîâåðõíîñòè S .
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Ñ�åðè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ äàþò ìåòîä èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé

ñ ìàëîé ðåãóëÿðíîñòüþ.

� 92. Äåðèâàöèîííûå �îðìóëû

Ïóñòü S ∈ C2
. Òîãäà R = R (u, v) ∈ C2

è n (u, v) ∈ C1
. Ìû

çíàåì, ÷òî ïîëíàÿ èëè ãàóññîâà êðèâèçíà K = k1k2 = LN−M2

EG−F 2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëíóþ êðèâèçíó ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîý��è-

öèåíòû îäíîé òîëüêî ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Äåðèâàöèîí-

íûìè �îðìóëàìè íàçûâàþòñÿ �îðìóëû, âûðàæàþùèå ïðîèçâîä-

íûå âåêòîðîâ Ru , Rv , n ÷åðåç ýòè âåêòîðû è êîý��èöèåíòû

ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ �îðì ïîâåðõíîñòåé.

�àçëîæèì âåêòîðû Ruu , Ruv , Rvv ïî íåêîìïëàíàðíûì âåê-

òîðàì Ru , Rv , n :

Ruu = Γ1
11Ru + Γ2

11Rv + λ11n ,

Ruv = Γ1
12Ru + Γ2

12Rv + λ12n ,

Rvv = Γ1
22Ru + Γ2

22Rv + λ22n .

Ýòè ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ïåðâóþ ãðóïïó äåðèâàöèîííûõ �îð-

ìóë. Êîý��èöèåíòû Γjik â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ íàçûâàþòñÿ ñèìâî-

ëàìè Êðèñòî��åëÿ. Äàëåå, èìååì âòîðóþ ãðóïïó äåðèâàöèîííûõ

�îðìóë

nu = α11Ru + α12Rv ,
nv = α21Ru + α22Rv .

Â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ íåò ÷ëåíîâ ñ n , òàê êàê nu⊥n è nv⊥n .
Óìíîæèâ ñêàëÿðíî nu ïîñëåäîâàòåëüíî íà Ru , à çàòåì íà Rv ,
ïîëó÷èì

−L = α11E + α12F ,

−M = α11F + α12G .

Îòñþäà ìîæíî íàéòè α11 è α12 :

α11 =
−LG+MF

EG− F 2
, α12 =

LF −ME

EG− F 2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì êîý��èöèåíòû α21 è α22 :

α21 =
NF −MG

EG− F 2
, α22 =

−NE +MF

EG− F 2
.

590



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîý��èöèåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü

ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ Ruu , Ruv , Rvv ïî áàçèñó Ru , Rv , n .
Óìíîæèâ âòîðûå ïðîèçâîäíûå R íà âåêòîð n ñêàëÿðíî, ïîëó÷èì

L = λ11 , M = λ12 , N = λ22 .

Îñòàëîñü íàéòè Γjik . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
âòîðîé è ïåðâîé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåêòîð �óíêöèè R(u, v)
ñïðàâåäëèâû �îðìóëû (Ruu, Ru) =

1
2
∂
∂u (Ru, Ru) ,

∂
∂u (Ru, Rv) =

= (Ruu, Rv)+(Ru, Ruv) ,
∂
∂v (Ru, Ru) = 2 (Ruv, Ru) . Óìíîæèâ Ruu

íà Ru ñêàëÿðíî, ïîëó÷èì (Ruu, Ru) = Γ1
11(Ru, Ru)+Γ2

11(Rv, Ru) .
Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ è äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïåð-

âîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû (ï. 90.1 ñ. 556), ïîëó÷èì îòñþäà, ÷òî

1
2
∂E
∂u = Γ1

11E + Γ2
11F . À ïîñëå óìíîæåíèÿ Ruu íà Rv ñêàëÿðíî,

ïîëó÷èì

∂F
∂u − 1

2
∂E
∂v = Γ1

11F + Γ2
11G . Ýòî ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ Γjik . Äàëüøå, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî Ruv è Rvv íà

Ru , à çàòåì íà Rv , ïîëó÷èì åùå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ è ïðèäåì ê

ñëåäóþùåé ñèñòåìå èç øåñòè óðàâíåíèé

Γ1
11E + Γ2

11F = 1
2Eu , Γ1

11F + Γ2
11G = Fu − 1

2Ev ,

Γ1
12E + Γ2

12F = 1
2Ev , Γ1

12F + Γ2
12G = 1

2Gu ,

Γ1
22E + Γ2

22F = Fv − 1
2Gu , Γ1

22F + Γ2
22G = 1

2Gv ,

îòêóäà ìîæíî íàéòè âñå ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ.

Çàìå÷àíèå. Ìû âèäèì, ÷òî Γjik çàâèñÿò òîëüêî îò êîý��èöèåí-

òîâ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû è èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà E ≡ 1 , F ≡ 0 è I = du2 +Gdv2 .
Â ýòîì ñëó÷àå

Γ1
11 = 0 , Γ2

11 = 0 ,
Γ1
12 = 0 , Γ2

12 = 1
2
Gu

G ,

Γ1
22 = − 1

2Gu , Γ2
22 = 1

2
Gv

G .

Òåîðåìà �àóññà. Ïóñòü S ∈ C3
. Òîãäà ãàóññîâà êðèâèçíà K

ïîâåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç êîý��èöèåíòû ïåðâîé

êâàäðàòè÷íîé �îðìû è èõ ïðîèçâîäíûå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîäè��åðåíöèðóåì Ruu è Ruv ïî v

è u, ñîîòâåòñòâåííî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

ω = (Ruu)v − (Ruv)u = 0 .

�àçëîæèâ ω ïî Ru , Rv , n , ïîëó÷èì

ω = ARu +BRv + Cn
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è, ñëåäîâàòåëüíî, A = 0 , B = 0 , C = 0 . �àññìîòðèì, íàïðèìåð,
ðàâåíñòâî B = 0 . Ïîäñòàâèì â �îðìóëó äëÿ ω äåðèâàöèîííûå

�îðìóëû äëÿ Ruu è äëÿ Ruv . Çàòåì ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòè

�îðìóëû ïî u è ïî v , ñîîòâåòñòâåííî, è ñíîâà ïîäñòàâèì â ïî-

ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äåðèâàöèîííûå �îðìóëû. Ïîëó÷èì

ω =
(
Γ1
11Ru + Γ2

11Rv + Ln
)
v
−
(
Γ1
12Ru + Γ2

12Rv +Mn
)
u
=

= Rv{
(
Γ2
11

)
v
+ Γ1

11Γ
2
12 + Γ2

11Γ
2
22+

+Lα22 −
(
Γ2
12

)
u
− Γ1

12Γ
2
11 − Γ2

12Γ
2
12 −Mα12}+ ... =

= Rv{
(
Γ2
11

)
v
+ Γ1

11Γ
2
12 + Γ2

11Γ
2
22 −

(
Γ2
12

)
u
−

−Γ1
12Γ

2
11 − Γ2

12Γ
2
12 − E LN−M2

EG−F 2 }+ ... = 0 .

Ìû îòîáðàëè êîý��èöèåíòû ïðè Rv . Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâè-
åì B = 0 , ò. å. ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíò ïðè Rv ê íóëþ, ïîëó÷èì

�îðìóëó �àóññà

LN−M2

EG−F 2 = 1
E {
(
Γ2
11

)
v
+ Γ1

11Γ
2
12+

+Γ2
11Γ

2
22 −

(
Γ2
12

)
u
− Γ1

12Γ
2
11 − Γ2

12Γ
2
12} . ◮

4 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 26

(14.05.69)

� 93. �åîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà

"Ìû íå ÷óâñòâóåì, ÷òî âìåñòå ñ Çåìëåé çàãèáàåìñÿ." (Ñ.Á.Ñ.)

Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü, γ � êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè S , M �

òî÷êà íà êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê

ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M è ÷åðåç γ îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

êðèâîé γ íà ïëîñêîñòü π .
Îïðåäåëåíèå. �åîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé kg êðèâîé γ íà ïîâåðõ-

íîñòè S â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî çíàêà

7)
êðèâèçíå â ýòîé òî÷êå êðèâîé γ .

Ïóñòü n � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè π . Ïðîâåäåì ÷åðåç

êðèâóþ γ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q ñ îáðàçóþùèìè, îð-

òîãîíàëüíûìè ïëîñêîñòè π . Êðèâàÿ γ ëåæèò â íîðìàëüíîì ñå-

÷åíèè ïîâåðõíîñòè Q , â òî÷êå M , ñîâïàäàþùåì ñ ïëîñêîñòüþ π

7)
�åîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà â òî÷êå M ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðè-

öàòåëüíîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îáðàçóåò ëè âðàùåíèå êàñàòåëüíîé êðèâîé

γ ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè M ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïðà-

âûé èëè ëåâûé âèíò (ñì. [17℄ ãë. IX � 1 ñ. 162). (�åä.)
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(ñì. ðèñ. 19.14). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâèçíà k êðèâîé γ è êðèâèç-

íà γ ñâÿçàíû â ñèëó òåîðåìû Ìåíüå �îðìóëîé: k cos θ = kg , ãäå
θ � óãîë ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ãëàâíûõ íîðìàëåé µ è ν
ýòèõ êðèâûõ.

�èñ. 19.14.

�àññìîòðèì åùå íîðìàëüíîå ñå÷å-

íèå ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M , ïðîõî-

äÿùåå ÷åðåç âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðè-

âîé γ . Ïîëó÷èì êðèâóþ γn , êðèâèç-
íà êîòîðîé ðàâíà ìîäóëþ íîðìàëüíîé

êðèâèçíû kn ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå

M . Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó Ìåíüå

ê êðèâûì γ è γn íà ïîâåðõíîñòè S .
Òàê êàê èõ ãëàâíûå íîðìàëè µ è n ,
òî k sin θ = |kn| . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k2g + k2n = k2 . Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå íîðìàëüíîé êðèâèçíû ïî-

âåðõíîñòè è çíàíèå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ïîçâîëÿåò îïðåäå-

ëèòü êðèâèçíó êðèâîé γ â òî÷êå.

Ïóñòü êðèâàÿ γ ∈ C2
íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà â íîðìàëüíîé

ïàðàìåòðèçàöèè r(s) åå ðàäèóñ-âåêòîðà, òîãäà r′′ = kν . �àññìîò-
ðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q , êîòîðàÿ íîðìàëüíî ïðîåê-

òèðóåò γ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Ââåäåì âåêòîð µ = n × τ ,
óãîë ìåæäó µ è ν ðàâåí θ , à τ = r′s � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñà-

òåëüíîé ê γ . Òîãäà kg = k cos θ = (r′′, r′, n) .
Ïóñòü òåïåðü r = r(t) . Òîãäà

r′ = r′s = r′t t
′
s =

r′t
|r′t|
, r′′ = r′′ss =

r′′tt
|r′t|2

+ r′t

(
1

|r′t|

)′

s
.

Ïîäñòàâèâ â �îðìóëó kg = (r′′, r′, n) , ïîëó÷èì kg =
(r′′tt, r′t, n)

|r′t|3
.

Ïîêàæåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü R = R(u, v) � êàêàÿ-íèáóäü ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçà-

öèÿ ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè P è u(t) , v(t) � óðàâíåíèÿ
êðèâîé γ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òîãäà r(t) = R(u(t), v(t)) ,
r′(t) = Ruu

′+Rvv′ , r′′ = Ruuu
′2+2Ruvu

′v′+Rvvv′2+Ruu′′+Rvv′′ .
Òàê êàê Ruu = Γ1

11Ru+Γ2
11Rv+Ln , Ruv = Γ1

12Ru+Γ2
12Rv +Mn ,

Rvv = Γ1
22Ru + Γ2

22Rv +Nn , òî

r′′ = Ru{Γ1
11u

′2 + 2Γ1
12u

′v′ + Γ1
22v

′2 + u′′}+
+Rv{Γ2

11u
′2+2Γ2

12u
′v′ +Γ2

22v
′2 + v′′}+n{Lu′2+2Mu′v′ +Nv′2} =

= Ru(A+ u′′) +Rv(B + v′′) + nC ,
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ãäå A = Γ1
11u

′2+2Γ1
12u

′v′+Γ1
22v

′2
, B = Γ2

11u
′2+2Γ2

12u
′v′+Γ2

22v
′2
,

C = Lu′2 + 2Mu′v′ +Nv′2 . Òîãäà

(r′′, r′, n) = |Ru ×Rv|{(A+ u′′)v′ − (B + v′′)u′} =

=
√
EG− F 2{(A+ u′′)v′ − (B + v′′)u′} .

Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó äëÿ kg , ïîëó÷àåì

kg =
√
EG−F 2

(Eu′2+2Fu′v′+Gv′2)
3
2

(u′′v′ − v′′u′ +Av′ −Bu′) .

Òàê êàê âåëè÷èíû Γkij âûðàæàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç êîý��èöèåí-

òû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîâåðõíîñòè è èõ ïðîèçâîäíûå,

òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,

íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èçãèáàíèè ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó C2
è êðèâàÿ Γ íà

ïîâåðõíîñòè òîæå êëàññà C2
.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ Γ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè-

÷åñêîé ëèíèåé, åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîé êðèâîé ãåîäåçè÷åñêàÿ

êðèâèçíà ðàâíà íóëþ.

Òàê êàê ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè íå èç-

ìåíÿåòñÿ ïðè èçãèáàíèè ïîâåðõíîñòè, òî ïðè èçãèáàíèè ïîâåðõ-

íîñòè ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïåðåõîäèò â ãåîäåçè÷åñêóþ.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãåîäåçè÷å-

ñêîé ëèíèè.

Òåîðåìà. Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âäîëü ýòîé êðèâîé ãëàâíàÿ íîðìàëü ν
êðèâîé è íîðìàëü n ê ïîâåðõíîñòè êîëëèíåàðíû â êàæäîé òî÷-

êå, ãäå êðèâèçíà îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê kg ≡ 0 ⇔ (r′′ss, r
′
s, n) ≡ 0 , à

r′′ss = kν , òî, åñëè êðèâèçíà k íå ðàâíà íóëþ, âåêòîðû ν , r′ , n
êîìïëàíàðíû. Òàê êàê è ν è n îðòîãîíàëüíû r′ , òî ν ‖ n . ◮

Çàìå÷àíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãåî-

äåçè÷åñêèõ ëèíèé u(t) , v(t) äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ âû-

ðàæåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû:

u′′v′ − v′′u′ +Av′ −Bu′ = 0 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíî-

ñòè S ∈ C2
â êàæäîì íàïðàâëåíèè ïðîõîäèò è ïðèòîì åäèíñòâåí-

íàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ è èõ îðòîãîíàëüíûõ

òðàåêòîðèé íàçûâàåòñÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò,

594



à ïàðàìåòðèçàöèÿ, ïðè êîòîðîé êîîðäèíàòíàÿ ñåòü äàåò ýòî ñå-

ìåéñòâî, íàçûâàåòñÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêîé.

8)

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ γ íà ïîâåðõíîñòè, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè

P è Q , íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, åñëè ëþáàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõ-

íîñòè, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè P è Q , èìååò äëèíó íå ìåíüøóþ,

÷åì êðèâàÿ γ .
Òåîðåìà. �åîäåçè÷åñêàÿ íà äîñòàòî÷íî ìàëîì îòðåçêå ÿâëÿåò-

ñÿ êðàò÷àéøåé. À èìåííî, äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

è äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé Γ , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ðåãóëÿðíóþ òî÷êó P ,

íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P , ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê

M1 , M2 èç ýòîé îêðåñòíîñòè, ïðèíàäëåæàùèõ Γ , îòðåçîê ãåî-
äåçè÷åñêîé M1M2 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

9)

�èñ. 19.15.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ÷åðåç ðåãó-

ëÿðíóþ òî÷êó P ïîâåðõíîñòè ïðîõîäèò ãåî-

äåçè÷åñêàÿ Γ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îêðåñò-

íîñòü òî÷êè P , âñå òî÷êè êîòîðîé ðåãóëÿð-

íûå. Ïðîâåäåì ÷åðåç P ãåîäåçè÷åñêóþ Γ′

îðòîãîíàëüíóþ Γ . Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ãåî-

äåçè÷åñêèõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò Γ′
îðòîãî-

íàëüíî è äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ïîñòðîèì ñå-

ìåéñòâî èõ îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ïîëó÷èì ïîëóãåîäåçè-

÷åñêóþ ñèñòåìó (ñì. ðèñ. 19.15). Çàìåòèì, ÷òî Γ âõîäèò â ñå-

ìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ, îðòîãîíàëüíûõ Γ′
. Â ñèëó îðòîãîíàëü-

íîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé F = 0 â ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìå è, ñëåäîâàòåëüíî, ds2 = Edu2 + Gdv2 . Ïóñòü, äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè, â ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðèçàöèè ëèíèè v = onst

� ãåîäåçè÷åñêèå. Ïîäñòàâëÿÿ v = onst â óðàâíåíèå ãåîäåçè-

÷åñêèõ u′′v′ − v′′u′ + Av′ − Bu′ = 0 , ïîëó÷èì B = 0 . Îò-
ñþäà ñëåäóåò (ñì. îïðåäåëåíèå B íà ñ. 594), ÷òî Γ2

11 = 0 .
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòî��å-

ëÿ (ñ. 591), ñîäåðæàùåãî Γ2
11 , â íàøåì ñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî

Γ2
11 = −Ev

2G = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, E íå çàâèñèò îò v . Òàêèì îá-

ðàçîì, ds2 = E(u)du2 +G(u, v)dv2 . Ââåäåì íîâûé ïàðàìåòð u1 ,

8)
Ñì. [17℄ ãë. IX � 3 ñ.164 � 168. (�åä.)

9)
Ó êàæäîé ðåãóëÿðíîé òî÷êè åñòü îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äâå ëþáûå òî÷-

êè ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé, íå âûõîäÿùåé èç îêðåñò-

íîñòè. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ òàêîé ãåîäåçè÷åñêîé áûëà ðåøåíà ß.Áåðíóëëè â

1698 ã., à îáùèé âàðèàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà äàí â ðà-

áîòàõ Ë.Ýéëåðà è Æ.Ëàãðàíæà (ñì. [14℄ Ò. 1 ñ. 925). Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî

êðèâîé áûòü êðàò÷àéøåé íå òîëüêî íåîáõîäèìîå, íî è äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî,

÷òîáû êðèâàÿ áûëà ãåîäåçè÷åñêîé (ñì. [19℄ ãë. VII � 94 ñ. 391). (�åä.)
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ñâÿçàííûé ñ u ðàâåíñòâîì du1 =
√
E(u)du . Òîãäà ëèíåéíûé ýëå-

ìåíò ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä ds2 = du21 +Gdv2 .
Ïóñòü UP � îêðåñòíîñòü òî÷êè P , â êîòîðîé îïðåäåëåíà ïî-

ñòðîåííàÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è âñå òî÷êè êî-

òîðîé ðåãóëÿðíûå.

�àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòè îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíü äëèí êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè, ñîåäè-

íÿþùèõ ýòè òî÷êè. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ãðàíèöû

îêðåñòíîñòè UP ðàâíî ε è ïóñòü òî÷êè M1 è M2 íà êðèâîé Γ
íàõîäÿòñÿ îò òî÷êè P íà ðàññòîÿíèè ìåíüøåì

ε
2 . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî êðèâàÿ l íà ïîâåðõíîñòè ñîåäèíÿåò òî÷êè M1 è M2 è ïåðå-

ñåêàåò ãðàíèöó îêðåñòíîñòè UP . Ïóñòü N1 è N2 � ïåðâàÿ è ïî-

ñëåäíÿÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé l ñ ãðàíèöåé îêðåñòíîñòè UP
(ñì. ðèñ. 19.16). Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ðàññòîÿ-

íèé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè è òî÷êîé P âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

ρ(P,N1) ≤ ρ(P,M1)+ρ(M1, N1) , ρ(P,N2) ≤ ρ(P,M2)+ρ(M2, N2) .
Òàê êàê ρ(P,N1) ≥ ε , ρ(P,M1) <

ε
2 , òî ρ(M1, N1) >

ε
2 . Àíà-

ëîãè÷íî, ρ(M2, N2) >
ε
2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëèíà êðèâîé l

áîëüøå ε . À òàê êàê ρ(P,M1) <
ε
2 , ρ(P,M2) <

ε
2 , òî ñóùåñòâóåò

êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè M1 , P è M2 , èìåþùàÿ äëèíó

ìåíüøå ε . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðàò÷àéøàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êè M1 è M2 , ëåæèò âíóòðè îêðåñòíîñòè UP .

�èñ. 19.16.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà |M1M2|Γ îòðåçêà

M1M2 âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé Γ âû÷èñëÿåòñÿ

ïî �îðìóëå |M1M2|Γ =
M2
´

M1

ds =
M2
´

M1

|du| =

= |uM2
− uM1

| , òàê êàê dv = 0 âäîëü ãåî-

äåçè÷åñêîé ïðè íàøåé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äëÿ ëþáîé êðèâîé γ , ñîåäèíÿþùåé

òî÷êè M1 , M2 è ïðîõîäÿùåé âíóòðè

îêðåñòíîñòè UP (ðèñ. 19.16), äëèíà îòðåç-

êà M1M2 ðàâíà

´

γ

ds =
´

γ

√
du2 +Gdv2 ≥

≥
´

γ

|du| = |uM2
−uM1

| . Çíà÷èò, äëèíà γ íå ìåíüøå äëèíû îòðåç-

êà M1M2 ãåîäåçè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé

M1M2 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. ◮
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þùèå çíà÷åíèå äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè.

Ââåäåíèå

Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáåñïå÷åí ìíîãèìè çàìå÷à-

òåëüíûìè ó÷åáíèêàìè, ïðîøåäøèìè ïðîâåðêó âðåìåíåì. Èç ýòîãî

ìíîæåñòâà âûäåëèì òðè ó÷åáíèêà: �. Ì. Ôèõòåíãîëüöà [1℄, Ë. Ä.

Êóäðÿâöåâà [2℄ è Â. À. Çîðè÷à [3℄. Âîçäàâàÿ äîëæíîå âûäàþùèì-

ñÿ ó÷åáíèêàì è èõ àâòîðàì, ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåò îòìåòèòü, ÷òî

âñå ýòè ó÷åáíèêè ñëèøêîì âåëèêè ïî îáú¼ìó. Êóðñ Ôèõòåíãîëüöà

íåñêîëüêî óñòàðåë, êóðñ Çîðè÷à òðóäíîâàò äëÿ íûíåøíåé ¾ìàññî-

âîé¿ ñòóäåí÷åñêîé àóäèòîðèè, à êóðñ Êóäðÿâöåâà âñå-òàêè îðèåí-

òèðîâàí íå íà ìåõìàò. Ñîïîñòàâëÿÿ êóðñ Ñ. Á. Ñòå÷êèíà ñ ýòèìè

ó÷åáíèêàìè, ìíå õîòåëîñü áû âûñêàçàòü ñâî¼ ìíåíèå, ÷òî ýòîò

êóðñ ìîæåò çàíÿòü ñâî¼ ìåñòî â ðÿäó ó÷åáíèêîâ ïî àíàëèçó, êàê

äîñòóïíûé íûíåøíåé óíèâåðñèòåòñêîé àóäèòîðèè, ìåòîäè÷åñêè

îòðàáîòàííûé, â ìåðó ñîâðåìåííûé è õîðîøî ïðèñïîñîáëåííûé

ê äåéñòâóþùåé óíèâåðñèòåòñêîé ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó

àíàëèçó. Â í¼ì èìååòñÿ ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ìåòîäè÷åñêèõ íà-

õîäîê, êàñàþùèõñÿ, íàïðèìåð, èçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ �èìàíà â
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îäíîìåðíîì ñëó÷àå è êðàòíîãî èíòåãðàëà, à òàêæå ãàðìîíè÷íîå

èçëîæåíèå òåîðèè ðÿäîâ, íà÷èíàÿ ñ ÷èñëîâûõ è çàêàí÷èâàÿ ðÿäà-

ìè Ôóðüå.

Îáùèé ðàçäåë

(êîìïîíåíòû, èç êîòîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ êóðñ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

òåîðèè, ìåòîäû, ïîíÿòèÿ, èäåè è òåîðåìû)

Òåîðèè. Íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ. Òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Èíòå-

ãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå.

Ìåòîäû. Äèàãîíàëüíûé ìåòîä (íà ïðèìåðå âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë). Ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì è åãî îáîáùåíèå (íà ïðèìåðå îáùå-

òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðåì). Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà (íà

ïðèìåðå îáðàùåíèÿ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé). Ïðèíöèï Ëàãðàí-

æà (ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íà ïðèìåðå òåîðèè ýêñòðå-

ìóìà).

Ïîíÿòèÿ. Èç òåîðèè ìíîæåñòâ: ñ÷¼òíîñòü, êîíòèíóóì, ëèíåé-

íûé ïîðÿäîê. Èç àëãåáðû: ãðóïïà, àáåëåâà ãðóïïà, ïîëå, îïðåäå-

ëèòåëü. Èç îáùåé òîïîëîãèè: ìåòðèêà è ìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ çà-

ìêíóòîñòè, ïðåäåëà, ñõîäèìîñòè, ÷èñëîâîãî ðÿäà, ïîëíîòû, íåïðå-

ðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè; îáùåòîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ îêðåñò-

íîñòè, ñõîäèìîñòè, íåïðåðûâíîñòè. Èç äè��åðåíöèàëüíîãî èñ-

÷èñëåíèÿ: ïðîèçâîäíàÿ, äè��åðåíöèðóåìîñòü, ñòðîãàÿ äè��å-

ðåíöèðóåìîñòü, �óíêöèîíàëüíûé ðÿä. Èç èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ: èíòåãðàë è ìåðà, äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà, äè��åðåí-

öèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì.

Èäåè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � ÿçûê åñòåñòâîçíàíèÿ (Íüþ-

òîí). �àçäåëåíèå òåîðèé, èñ÷èñëåíèé è àëãîðèòìîâ (Ëåéáíèö).

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ Âàâèëîíñêîé áàøíè èëè ¾äåðåâà¿ ìàòåìàòèêè

(íà ïðèìåðå ìåõìàòñêîãî îáðàçîâàíèÿ: áàçà � òåîðèÿ ìíîæåñòâ

è ëîãèêà, ïåðâûå âåòâè � àëãåáðà, òîïîëîãèÿ, ìåðà, äàëåå ÷èñ-

ëà, à çàòåì ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ ñëó÷àé-

íîñòè (òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà) (èñ-

õîäíàÿ èäåÿ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ âîñõîäèò ê Êàíòîðó). Êîíêðåò-

íî â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �óíäàìåíòàëüíûìè èäåÿ-

ìè ÿâëÿþòñÿ èäåè ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ (Áîëüöàíî, Äåäåêèíä,

Âåéåðøòðàññ, Êàíòîð, Êîøè), ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ îòîáðà-

æåíèé (Ëåéáíèö) è îáðàòèìîñòè äè��åðåíöèðîâàíèÿ (Íüþòîí è
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Ëåéáíèö).

Âàæíûå òåîðåìû â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: î

¾ðàâíîñèëüíîñòè àêñèîì¿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; òåîðåìû Âåéåð-

øòðàññà î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è Êàíòîðà � �åéíå î

ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè; òåîðåìû îá îáðàòíûõ îòîáðàæåíè-

ÿõ; ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé �îðìóëàìè è ðÿäàìè; ïðàâèëî ìíî-

æèòåëåé Ëàãðàíæà; òåîðåìà Ñòîêñà�Ïóàíêàðå.

Ýêñêóðñèÿ ïî íà÷àëàì äðóãèõ àíàëèòè÷åñêèõ êóðñîâ

� äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,

êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

1. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R

Áàçîâûì îáúåêòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî-

âàÿ (âåùåñòâåííàÿ) ïðÿìàÿ (îáîçíà÷àåìàÿ íûíå ñèìâîëîì R ). Íà

íåé èìååòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (R � ýòî ïîëå), îíà íàäå-

ëåíà ïîðÿäêîì (ÿâëÿÿñü ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì) è

îáëàäàåò ïîëíîòîé. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàðîäèòåëüíè-

öåé ìåòðè÷åñêèõ, òîïîëîãè÷åñêèõ è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íà

÷èñëàõ �îðìèðîâàëèñü ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè, êîìïàêòíîñòè, ïîë-

íîòû, íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè è ìíîãèå äðóãèå.

Ñæàòîå îïðåäåëåíèå R òàêîâî � ýòî ïîëíîå, ëèíåéíî-óïîðÿ-

äî÷åííîå ïîëå. Àêñèîìû ïîëÿ ñ�îðìèðîâàëèñü èç ñâîéñòâ ÷èñåë,

êîòîðûå ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü è äåëèòü íà ëþ-

áûå ÷èñëà, êðîìå íóëÿ. ×èñëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ìîæíî ñêëà-

äûâàòü è ïåðåìíîæàòü, íî íå âû÷èòàòü. Öåëûå ÷èñëà Z ìîæíî

ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, âû÷èòàòü, íî íå äåëèòü. �àöèîíàëüíûå

÷èñëà (èëè äðîáè) Q ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, âû÷èòàòü è

äåëèòü, è ïðàâèëà ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ äðîáåé è ïðåä-

îïðåäåëèëè àêñèîìàòèêó ïîëÿ. Äðîáè ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó

ñîáîé, è ýòî îïðåäåëèëî àêñèîìû ïîðÿäêà. Íî åù¼ â øêîëå Ïè-

�àãîðà áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äðîáåé íå õâàòàåò äëÿ òîãî, ÷òîáû

âûðàçèòü íåêîòîðûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð äëèíó äèàãîíàëè êâàä-

ðàòà ñî ñòîðîíîé åäèíèöà. Ñîâîêóïíîñòü äðîáåé îêàçàëàñü ¾äû-

ðÿâîé¿, íåçàïîëíåííîé, è �óíäàìåíòàëüíóþ èäåþ ¾çàïîëíåíèÿ¿

ïðîáåëîâ, ñóùåñòâóþùèõ ìåæäó äðîáÿìè ðåàëèçîâûâàëè çàìå÷à-

òåëüíûå ìàòåìàòèêè XIX âåêà, òàêèå êàê Áîëüöàíî (1781 � 1848),

Âåéåðøòðàññ (1815 � 1897), Äåäåêèíä (1831 � 1916), Êàíòîð (1845

� 1918) è Êîøè (1789 � 1857). Âñå îíè ïðåäëîæèëè êàæäûé ñâîþ
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âåðñèþ ïîïîëíåíèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Äàëåå áóäóò ïðåäñòàâ-

ëåíû ðàçíûå âàðèàíòû ýòîãî ïîïîëíåíèÿ ïóò¼ì �îðìóëèðîâîê

ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó àêñèîì íàçâàííûõ âûøå ìàòåìàòèêîâ.

Ýòî ïðèâåëî â èòîãå ê �îðìèðîâàíèþ ñïåöèàëüíîé ãëàâû ìàòåìà-

òèêè, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå îáùåé òîïîëîãèè. Â îáùåé òîïîëîãèè

èçó÷àþò ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, îêðåñòíîñòè, êîìïàêòíîñòè, ïîëíîòû

è ò. ï. � âñåãî, ÷òî ñîïóòñòâóåò ïîíÿòèþ íåïðåðûâíîñòè. Ýòè íà-

÷àëüíûå îáùèå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ áàçîé êóðñîâ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ÷èòàþùèõñÿ íà ìåõìàòå ñ ñàìîãî ìî-

ìåíòà ðîæäåíèÿ íàøåãî �àêóëüòåòà.

Òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîñâÿù¼í ïÿòûé ïàðàãðà� ëåê-

öèé Ñ. Á. Ñòå÷êèíà. Â îñíîâó òåîðèè îí ñòàâèò, êàê áûëî ïðèíÿòî

â òå ãîäû, êîãäà ÷èòàëñÿ êóðñ è ïîïóëÿðíî ïîíûíå, àêñèîìó Äå-

äåêèíäà. Îíà îïðåäåëÿåò ïîëíîòó ÷åðåç ïîðÿäêîâîå ñâîéñòâî R .

A) Àêñèîìà Äåäåêèíäà î ñå÷åíèè. Åñëè ìíîæåñòâî äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ íåïó-

ñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, ïðè÷¼ì êàæäûé ýëåìåíò

ïåðâîãî ìíîæåñòâà ìåíüøå ëþáîãî ýëåìåíòà èç âòîðîãî, òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî îíî íå ìåíüøå íè-

êàêîãî ÷èñëà èç ïåðâîé è íå áîëüøå íèêàêîãî ÷èñëà èç âòîðîé

ãðóïïû (èëè, ÷òî òî æå: ëèáî â ïåðâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíûé ýëåìåíò, ëèáî âî âòîðîé ýëåìåíò ìèíèìàëüíûé).

Ñåðãåé Áîðèñîâè÷ ïðèâîäèò â �5 äâà ðåçóëüòàòà ðàâíîñèëüíûõ

àêñèîìå Äåäåêèíäà è òîæå îñíîâàííûõ íà ïîðÿäêîâîì ñâîéñòâå

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñòå÷êèí âûâîäèò èõ èç àêñèîìû Äåäåêèíäà,

ìû íàçûâàåì èõ òàêæå àêñèîìàìè ïîëíîòû. ×åðåç ïîðÿäêîâîå

ñâîéñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé è ïîñëå

ýòîãî �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Â) Àêñèîìà Âåéåðøòðàññà î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé

âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè. Ëþáîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ

÷èñåë, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó), èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ

(íèæíþþ) ãðàíü.

Âëîæåííîñòü îòðåçêîâ òîæå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïîðÿäîê, ñó-

ùåñòâóþùèé â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ. È ýòî ïðèâîäèò ê àêñèîìå

ðàâíîñèëüíîé è àêñèîìå Äåäåêèíäà è àêñèîìå Âåéåðøòðàññà.

C) Àêñèîìà Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ. Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñ äëèíàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê

íóëþ, èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.
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Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êóðñà ðàçóìíî âçãëÿíóòü íà ýòîò çàìå-

÷àòåëüíûé îáúåêò êàê áû ñâåðõó, ÷òîáû îñîçíàòü, êàêîå áîãàòîå

ñîäåðæàíèå â èñòîêå ðîäèëîñü èç îáäóìûâàíèÿ òîãî, ÷òî òàêîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Âåéåðøòðàññ ñäåëàë ïåðâûå øàãè â �îðìèðîâàíèè ïîíÿòèé

îáùåé òîïîëîãèè. Òàêîâî ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Îíî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé àêñèîìå ðàâíîñèëüíîé

âñåì ïðåäûäóùèì (è äîêàçûâàåìîé îáû÷íî â êóðñå àíàëèçà, êàê

òåîðåìà).

D) Àêñèîìà Âåéåðøòðàññà î ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè. Èç êàæäîé îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü.

Áîëüöàíî ñòàë âïåðâûå àíàëèçèðîâàòü ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè.

Ýòî ìîæíî âûðàçèòü òàêîé àêñèîìîé.

E ) Àêñèîìà Áîëüöàíî î ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé (ìî-

íîòîííî óáûâàþùåé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èìååò ïðåäåë.

Âûâîä îñòàëüíûõ àêñèîì èç êàêîé-òî îäíîé (êàê ýòî äåëàåòñÿ âî âñåõ

êóðñàõ àíàëèçà) � çàìå÷àòåëüíîå óïðàæíåíèå â ëîãèêå ïðîâåäåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâ. Íî â îáçîðíîé ëåêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëóøàòåëü, ñäàâøèé òðè

ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, íå íóæäàåòñÿ â ïîâòîðåíèè âñåãî ýòî-

ãî â îáçîðíîé ëåêöèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííî ïîíÿòèå ïîëíîòû ó ìàòå-

ìàòèêîâ àññîöèèðóåòñÿ ñ ïðèçíàêîì Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ïîáóæäàåò çàìåíèòü ýòîò ïðèçíàê àê-

ñèîìîé. Íî çäåñü ìàòåìàòèêîâ æäàëà íåîæèäàííîñòü: åñëè âñå

îñòàëüíûå àêñèîìû áûëè ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó, òî àêñèîìà

Êîøè, êàê âûÿñíèëîñü, âñåì îñòàëüíûì ïðèâåä¼ííûì íàìè àê-

ñèîìàì íå ýêâèâàëåíòíà, íåîáõîäèìà äîïîëíèòåëüíàÿ àêñèîìà �

àêñèîìà Àðõèìåäà: ìîæíî ïîñòðîèòü ¾íåàðõèìåäîâî¿ ïîëíîå ïî

Êîøè óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Èòàê, ïîñëåäíÿÿ ïàðà àêñèîì ïîëíîòû

òàêîâà:

F) Àêñèîìà Àðõèìåäà è àêñèîìà ñõîäèìîñòè �óíäà-

ìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè. Äëÿ ëþáûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî åãî

ïðîèçâåäåíèå ñ ïåðâûì ïðåâçîéä¼ò âòîðîå (àêñèîìà Àðõèìåäà,

êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò àêñèîìîé Àðõèìåäà � Åâäîêñà); �óíäà-

613



ìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñõîäèòñÿ

(àêñèîìà Êîøè).

Äàëåå îïèñàííûìè àêñèîìàìè (êðîìå äåäåêèíäîâñêîé) ìû áó-

äåì ïîëüçîâàòüñÿ êàê äîêàçàííûìè óòâåðæäåíèÿìè è íàçûâàòü

èõ ëåììàìè. Äîêàçàòåëüñòâîì ëåìì çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñ-

ëîâîé ïðÿìîé.

�àçóìååòñÿ, â òîé èëè èíîé �îðìå íàäî îïèñàòü àðè�ìåòè÷åñêóþ ìî-

äåëü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü âåùåñòâåí-

íîå ÷èñëî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè n.α1, . . . , αn . . . , ãäå n ∈ N , à ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü α1, . . . , αn . . . � äåñÿòè÷íàÿ, ò. å. αi � ýòî îäíà èç öè�ð îò

íóëÿ äî äåâÿòêè, ïðè÷¼ì ñðåäè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå âñòðå÷àþòñÿ

îêàí÷èâàþùèõñÿ íà îäíè äåâÿòêè. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ñêëàäûâàþòñÿ, âû÷èòàþòñÿ, óìíîæàþòñÿ è äåëÿòñÿ, óïîðÿäî÷èâà-

þòñÿ è îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

È çäåñü æå ðàçóìíî îïèñàòü äèàãîíàëüíûé ìåòîä, äîêàçàâ íåñ÷¼ò-

íîñòü R . Äëÿ ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ âñå äåñÿòè÷íûå äðîáè, îïèñûâàþùèå

íåêóþ ñ÷¼òíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë è ñîñòàâëÿåòñÿ íîâîå ÷èñëî, ãäå

k -òàÿ öè�ðà ìåíÿåòñÿ íà ëþáóþ öè�ðó, îòëè÷íóþ îò äåâÿòêè. Ïîëåçíî îò-

ìåòèòü ïðè ýòîì, ÷òî ìíîãèå �óíäàìåíòàëüíåéøèå òåîðåìû âñåé ìàòåìàòèêè

(â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà �¼äåëÿ) äîêàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì.

Ïîñëå ýòîãî ïîñòðîåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë åñòåñòâåí âûõîä

â êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà.

2. Ïðîñòðàíñòâî Rn
,

íåïðåðûâíîñòü è êîìïàêòíîñòü

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé â êóðñå àíàëèçà èä¼ò òåî-

ðèÿ ïðåäåëîâ è èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îäíî-

ãî ïåðåìåííîãî. Â îáçîðíîé ëåêöèè åñòåñòâåííî ñðàçó îáðàòèòüñÿ

ê îñíîâíîìó îáúåêòó àíàëèçà � �óíêöèÿì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Îñòàíîâèâøèñü êðàòêî íà îáùå-òîïîëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèÿõ íåïðå-

ðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè è íàïîìíèâ â ýòîì ïàðàãðà�å îá îñ-

íîâíûõ ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà êîíå÷íîìåðíûõ êîì-

ïàêòàõ, ìû íà ýòîì çàâåðøàåì îáçîð áàçîâîãî öèêëà êóðñà, è â

ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðà�àõ èçëàãàþòñÿ óæå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

è òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, à èìåííî, äè��åðåíöèàëü-

íîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé.

Íà ïåðâûõ æå ëåêöèÿõ ïî àëãåáðå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà

11)
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � ïðî-

11)
Ó íàñ âìåñòî òåðìèíà ¾âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî¿ ñîõðàíÿåòñÿ òåðìèí

¾ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî¿
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ñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåí-

òîâ ïðîñòðàíñòâà è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íà âåùåñòâåííûå ÷èñ-

ëà. Äëÿ íóæä ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî ïðîñòðàí-

ñòâà Rn � äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R , îáðà-

çîâàííîãî âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè x =




x1
.

.

.

xn


  êîîðäèíàòàìè

x1, . . . , xn, xi ∈ R , ãäå ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðà

íà ÷èñëî ñîâåðøàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.

Â îáçîðíîé ëåêöèè, ïîäâîäÿùåé èòîãè êóðñà, ðàçóìíî îòìåòèòü, ÷òî ïî-

ìèìî ïðîñòðàíñòâà Rn
íóæíî ðàññìàòðèâàòü äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî

(Rn)∗ , êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ â âèäå âåêòîðîâ-ñòðîê y = (y1, . . . , yn) . Ýòî

ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íàä Rn
. Äåéñòâèå ëèíåéíîãî �óíê-

öèîíàëà y íà âåêòîð x çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ¾âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ¿

< y, x >=
n
∑

i=1
xiyi . Â ñàìîì êóðñå àíàëèçà ðàçëè÷èå Rn

è (Rn)∗ ìîæåò âû-

ãëÿäåòü âû÷óðíîñòüþ, ¾çàòóìàíèâàíèåì¿ ìîçãîâ, íî îñíîâíîå ïîíÿòèå äè�-

�åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ � ñ íåèçáåæíîñòüþ âåä¼ò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà (Rn)∗ , èáî ïðîèçâîäíàÿ � ýòî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë. Êàê ìû óâèäèì

â äàëüíåéøåì, ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé áûëî îñîçíàíî òîëüêî â XX âåêå.

Âåëè÷èíà |x| = (
n∑
i=1

x2i )
1/2

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì âåêòîðà x .

Ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè äëÿ îäíîãî è ìíîãèõ ïåðåìåí-

íûõ âûãëÿäÿò îäèíàêîâî. Ñêàæåì, ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ x 7→f(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x̂ , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè δ > 0
òàê, ÷òî åñëè |x − x̂| < δ , òî |f(x) − f(x̂)| < ε . Ýòî îïðåäåëåíèå
ïðèíàäëåæèò Êîøè (1823). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ëîêàëü-

íàÿ îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè, íåïðåðûâíîé â òî÷êå. Ïðèâåä¼ííî-

ìó îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâ-

íîñòè ïî �åéíå (èëè ñåêâåíöèàëüíîé íåïðåðûâíîñòè), ñîãëàñíî

êîòîðîìó �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x̂ , åñëè äëÿ
âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}k∈N , ñõîäÿùåéñÿ ê x̂ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {f(xk)}k∈N ñõîäèòñÿ ê f(x̂) . Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ

òàêîå ÷èñëî δ > 0 , ÷òî åñëè |x− ξ| < δ , òî |f(x) − f(ξ)| < ε .

×åðåç ìîäóëü îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè

615



ïðîñòðàíñòâà Rn : d(x, ξ) = |x − ξ| , è ýòî ðàññòîÿíèå ïðåâðà-

ùàåò Rn â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èç ïîëíîòû R âûòåêà-

åò ïîëíîòà Rn . Ìíîæåñòâà B(x̂, ε) = {x ∈ X | |x − x̂| ≤ ε} è

U(x̂, ε) = {x ∈ X | |x − x̂| < ε} , íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, çà-
ìêíóòûì è îòêðûòûì øàðîì â X ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â x̂ (èëè

ε -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x̂ ). Ïîäìíîæåñòâî U ïðîñòðàíñòâà Rn

íàçûâàþò îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ìîæíî íàé-

òè òàêîå ÷èñëî ε > 0 , ÷òî U(x̂, ε) ⊂ U . Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ

çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Î÷åâèäíî, ÷òî èìå-

åòñÿ äðóãîå ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîñòè: ìíîæåñòâî

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå

òî÷êè (èáî èíà÷å ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæå-

ñòâó, íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â îòêðûòîì øàðå, ñîäåðæàùåìñÿ â

äîïîëíåíèè). Ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå

Rn òîïîëîãèþ, ïðåâðàùàÿ åãî â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïîäìíîæåñòâî Rn íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè åãî ìîæíî çà-

êëþ÷èòü â íåêîòîðûé øàð.

Îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò êîìïàêòîì.

Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî äâóì îïðåäåëåíèÿì. Îäíî èç íèõ

ìåòðè÷åñêîå (â êîìïàêòå èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî

âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü), äðóãîå òîïîëîãè-

÷åñêîå (â êîìïàêòå èç âñÿêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èç-

âëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.)

Äîêàæåì ïåðâîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ äåìîíñòðàöèè âàæ-

íîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâ îáùå-òîïîëîãè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â

Rn � ¾îáîáù¼ííîãî ìåòîäà äåëåíèÿ ïîïîëàì¿. Â îäíîìåðíîì ñëó-

÷àå ýòî ïðîñòî ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì.

Ïóñòü íàì äàí îäíîìåðíûé êîìïàêò è â íåì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xk}k∈N . Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîìïàêò ïî îïðåäåëåíèþ

îãðàíè÷åí, ïîìåñòèì åãî â íåêîòîðûé îòðåçîê. Âûáðàâ ëþáîé ýëå-

ìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êà÷åñòâå ïåðâîãî, äåëèì îòðåçîê íà

äâå ðàâíûå ÷àñòè, âûáèðàåì òîò, â êîòîðîì èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è òàì âûáèðàåì, â êà÷åñòâå

âòîðîãî, îäèí èç ýëåìåíòîâ ñ íîìåðîì, áîëüøèì, ÷åì íîìåð ïåðâî-

ãî ýëåìåíòà, è çàòåì ïîâòîðÿåì âñþ ïðîöåäóðó. Ïîëó÷àåì ñõîäÿ-

ùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà àêñèîìó Êàíòî-

ðà), ïðåäåë êîòîðîé, â ñèëó çàìêíóòîñòè êîìïàêòà, ïðèíàäëåæèò

åìó.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íàäî çàêëþ÷èòü êîìïàêò â êóá, äåëèòü
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êóá íà ðàâíûå êóáèêè â ÷èñëå 2n è ïîâòîðÿòü ïðèâåä¼ííîå îäíî-

ìåðíîå ðàññóæäåíèå.

Òàêèì æå ìåòîäîì � îáîáù¼ííîãî äåëåíèÿ ïîïîëàì � äîêàçû-

âàåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòà.

Âàæíóþ ðîëü ïðè ââåäåíèè â àíàëèç èãðàþò äâà ðåçóëüòàòà

èç îáùåé òîïîëîãèè:

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè ìàêñèìóìîâ è

ìèíèìóìîâ. Íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå â Rn �óíêöèÿ äîñòè-

ãàåò ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ïðîâîäèòñÿ îò ïðî-

òèâíîãî, ãäå êîìáèíèðóþòñÿ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè, êîìïàêòíî-

ñòè è ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ íà êîìïàêòå íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê êîìïàêòà, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè. Âûáèðàåì ïî àêñèîìå D) Âåéåðøòðàññà ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå êîìïàêòà è ïðè-

õîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòüþ íåïðåðûâ-

íîé â òî÷êå �óíêöèè. Èòàê, �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è çíà-

÷èò, ïî àêñèîìå Â) Âåéåðøòðàññà ó íå¼ åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü. Åñëè

äîïóñòèòü, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ, òî âûáèðàåì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê êîìïàêòà, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ �óíêöèè

ñòðåìÿòñÿ ê âåðõíåé ãðàíè. Âûáèðàåì èç ýòèõ òî÷åê ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê êàêîé-òî òî÷êå êîìïàêòà, è ïî îïðåäå-

ëåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïî �åéíå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàâíî

âåðõíåé ãðàíè. Ñëó÷àé ìèíèìóìà àíàëîãè÷åí.

Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.Ôóíêöèÿ, íåïðå-

ðûâíàÿ íà êîìïàêòå â Rn , ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. (Â êóðñå

Ñòå÷êèíà ýòîò ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êàíòîðà; Áóðáà-

êè íàçûâàåò ýòîò ðåçóëüòàò òåîðåìîé �åéíå).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèè êîìïàêòà è îïðå-

äåëåíèè íåïðåðûâíîñòè ïî �åéíå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê êîì-

ïàêòà {xj}j∈N è {ξj}j∈N , äëÿ êîòîðûõ |xj − ξj | → 0 â òî âðåìÿ,

êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè f(xj) è f(ξj) áîëüøå ε (∗) , òî,
âûáðàâ òî÷êó ñõîäèìîñòè ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óáåæäàåì-

ñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ

ê òîé æå òî÷êå, è îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ïî �åéíå ïðîòèâî-

ðå÷èò ñîîòíîøåíèÿì (*).
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Îòñþäà âåäóò äâà ïóòè: îäèí ê äàëüíåéøèì îáîáùåíèÿì â ñòè-

ëå îáùåé òîïîëîãèè � ê ïîíÿòèÿì ìåòðè÷åñêîãî è òîïîëîãè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâ (ïåðâîå áûëî ïðåäëîæåíî Ôðåøå â 1912 ã., âòîðîå

Õàóñäîð�îì (1914)), îáùèì îïðåäåëåíèÿì êîìïàêòîâ (ìåòðè÷å-

ñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ) è çàòåì ê áåñêîíå÷íîìåðíîìó àíàëèçó

(òàê ñòðîèòñÿ êóðñ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà). Âòîðîé ïóòü, ïî

êîòîðîìó ñëåäóþò â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âîçâðàùàåò

íàñ ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé, à ïîòîì ïðîèñ-

õîäèò âûõîä â êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà.

3. Ïðîèçâîäíàÿ è òåîðåìû îá îáðàòíûõ

�óíêöèÿõ è îòîáðàæåíèÿõ

Îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ïî-

íÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà. Îíè áûëè ââåäåíû â ìàòåìàòèêó

Íüþòîíîì (1643�1727) è Ëåéáíèöåì (1646�1716) . Íüþòîí ¾äëÿ

ïîÿñíåíèÿ èñêóññòâà àíàëèçà¿ (ýòî åãî ñëîâà) ïðèâîäèò äâå çà-

äà÷è. Âîò îíè: I) Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà îòñ÷¼òà èçâåñòíî.

Íóæíî óçíàòü ñêîðîñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. II) Ïóñòü èç-

âåñòíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ. Íàäî óçíàòü ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà îò-

ñ÷¼òà. (Ìû ÷óòü ìîäåðíèçèðîâàëè òåêñò Íüþòîíà.)

Åñëè âäóìàòüñÿ â ñîäåðæàíèå ïåðâîé çàäà÷è Íüþòîíà (âòîðóþ

ìû îáñóäèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å), òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ê

ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé Íüþòîí ïðèø¼ë ñ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ïî-

çèöèé. Îí ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ïðè ýòîì èäååé ïîñòðîåíèÿ àïïàðà-

òà äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîâ ïðèðîäû.

Ïóñòü ýêèïàæ (äëÿ Íüþòîíà � ýòî êîííûé äèëèæàíñ, äëÿ íàñ

� àâòîìîáèëü ñî ñïèäîìåòðîì) äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé äîðî-

ãå, è ïóñòü �óíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìîìåíòó âðåìåíè t äëèíó
ïðîéäåííîãî ïóòè s(t) , èçâåñòíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñêîðîñòü ýêè-

ïàæà â ìîìåíò τ (êàê ìû ãîâîðèì � ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü â

ìîìåíò τ ).

Ïðîäóìûâàíèå ýòîé çàäà÷è Íüþòîíà åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê

èäåå, ÷òî ñêîðîñòü v(τ) ýêèïàæà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè τ

ïðèìåðíî ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè

s(τ+∆t)−s(τ)
∆t íà ìàëîì ó÷àñò-

êå âðåìåíè îò τ äî τ +∆t , à ñàìà ñêîðîñòü ðàâíà ïðåäåëó ýòîãî
îòíîøåíèÿ ïðè ∆t ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ. (Ñëîâî ¾ïðåäåë¿ ïî

Íüþòîíó îçíà÷àëî, ÷òî ÷åì ìåíüøå áóäåò âåëè÷èíà ïðèðàùåíèÿ
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âðåìåíè ∆t , òåì ìåíüøå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

s(τ+∆t)−s(τ)
∆t áóäåò îò-

ëè÷àòüñÿ îò ÷èñëà v(τ) � ïîëøàãà äî íàøåãî ïîíèìàíèÿ íà ÿçûêå

ε � δ ). Ïîòîì ñòàëè ïèñàòü òàê: v(τ) = lim
∆t→0

s(τ+∆t)−s(τ)
∆t è ãîâî-

ðèòü, ÷òî ñêîðîñòü � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïóòè ïî âðåìåíè. Íüþòîí

îáîçíà÷èë ýòîò ïðåäåë òî÷êîé íàä s : v(τ) = ṡ(τ) . Èòàê, ïðî-
èçâîäíàÿ ïî Íüþòîíó � ýòî ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü. Ñåé÷àñ ýòî

îáùåèçâåñòíî, íî ïîðàæàåò îò÷¼òëèâîñòü ïîíèìàíèÿ ñóòè äåëà

Íüþòîíîì ñ ñàìîãî íà÷àëà!

Ïåðåëîæåíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà íà ÿçûê äåëüò è ýïñèëîíîâ áû-

ëî îñóùåñòâëåíî Êîøè â ïåðâîé ÷åòâåðòè XIX âåêà.

Åñëè èñõîäíîé ïîçèöèåé äëÿ Íüþòîíà áûëî åñòåñòâîçíàíèå,

òî Ëåéáíèö âî ìíîãîì èñõîäèë èç ãåîìåòðèè. Èçëàãàÿ êîíöåïöèþ

Ëåéáíèöà, ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

àðãóìåíòà è �óíêöèè, êîãäà àðãóìåíò îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé x ,
à �óíêöèÿ � áóêâîé f . Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ f ′(x̂) �óíêöèè f â

òî÷êå x̂ åñòü lim
x→x̂

f(x)−f(x̂)
x−x̂ , à ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ �

ýòî òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè f â

òî÷êå (x̂, f(x̂)) . Ëåéáíèö îñîçíàë âàæíåéøóþ èäåþ, ñâÿçàííóþ

ñ ïðîèçâîäíîé � èäåþ ëîêàëüíîé ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè �óíê-

öèè. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ �óíêöèþ Ëåéáíèö íàçâàë äè�-

�åðåíöèàëîì, è ñàìî íîâîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå äè�-

�åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïîãîâîðèì î òåðìèíàõ, ñ êîòîðûìè íàì ïîñòîÿííî ïðèä¼òñÿ èìåòü äåëî.

Ñëîâî àíàëèç ïðîèçí¼ñ, êàê ìû ïîìíèì, Íüþòîí. Îí ïîñòàâèë äâå îñíîâíûå

çàäà÷è ñâîåãî ¾àíàëèçà¿. Ñåé÷àñ ðàçâèòèå òåîðèè çàäà÷, ïîäîáíûõ çàäà÷àì

Íüþòîíà, íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì. Ñëîâî äè��åðåíöèàë ïðî-

èñõîäèò îò ëàòèíñêîãî di�erentia � ðàçíîñòü. Ýòîò òåðìèí, ââåä¼ííûé Ëåéá-

íèöåì, îòðàæàåò ñàì ïðîöåññ çàìåíû ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè íà ìàëîì èí-

òåðâàëå íà ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà (à èìåííî, ïðîèçâîäíîé â äàííîé

òî÷êå) íà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà. À äëÿ ñàìîã�î ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿ ñðåä-

ñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ëåéáíèö íàø¼ë óäèâèòåëüíî ¼ìêîå ñëîâî

alulus � èñ÷èñëåíèå.

Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

ñëîæèëîñü â âîñåìíàäöàòîì âåêå, â îñíîâíîì, òðóäàìè Ýéëåðà.

Ýòîìó èñ÷èñëåíèþ ïîñâÿùàåòñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü ïåðâîãî ñåìåñòðà

êóðñà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿. Âî âñå âðåìåíà ýòîìó ¾èñ÷èñ-

ëåíèþ¿ îáó÷àþò íà ìåõìàòå î÷åíü õîðîøî.
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Ìû çäåñü íå îñòàíîâèìñÿ íà îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à ïåðåéä¼ì

ñðàçó ê äè��åðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ.

Ïîíÿòèå ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè äà¼ò âîçìîæíîñòü äëÿ òîë-

êîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé â êîíå÷íîìåðíîì è äàæå â áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ñëó÷àÿõ.

Îòîáðàæåíèå F èç Rn â Rm íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì

â òî÷êå x̂ , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Λ èç Rn â

Rm òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéä¼òñÿ ÷èñëî δ > 0 ,
äëÿ êîòîðîãî èç íåðàâåíñòâà |x − x̂| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|F (x)− F (x̂)− Λ(x− x̂)| < ε|x− x̂| .
Ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè îòîáðàæåíèå Λ îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî, îíî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå

x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂) . Ñàìó ëèíåéíóþ �óíêöèþ x 7→ F ′(x̂)x
íàçûâàþò âîñëåä çà Ëåéáíèöåì, äàâøèì ýòî îïðåäåëåíèå â îäíî-

ìåðíîì ñëó÷àå, äè��åðåíöèàëîì F â òî÷êå x̂ . (Â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà è �óíêöèè Ëåéáíèö îáîçíà÷àë áóê-

âîé d , ïîòîìó äëÿ äè��åðåíöèàëà �óíêöèè y = f(x) äî ñèõ ïîð
ïðèìåíÿåòñÿ çàïèñü dy = f ′(x)dx .)

Äàäèì åù¼ îïðåäåëåíèå ñòðîãîé äè��åðåíöèðóåìîñòè, êîòî-

ðîå, êàê ýòî áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî

ìîòèâèðîâàííûì. Äàäèì ýòî îïðåäåëåíèå ñðàçó â íîðìèðîâàí-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Îòîáðàæåíèå F : X → Y (ãäå (X, ‖ · ‖X) è

(Y, ‖ · ‖Y ) íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äè�-

�åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x̂ , åñëè îíî äè��åðåíöèðóåìî â x̂ è

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0 , ÷òî èç

íåðàâåíñòâ ‖xi‖X < δ, i = 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî

‖F (x̂+ x1)− F (x̂+ x2)− F ′(x̂)(x1 − x2)‖Y < ε‖x1 − x2‖X .

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ìíîãèõ ïå-

ðåìåííûõ êàê ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà âîñõîäèò ê Âåéåðøòðàññó, â áåñêîíå÷-

íîìåðíîì � ê Ôðåøå (1912). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî Ôðåøå ïîëàãàë, ÷òî

îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèàëà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ëèíåéíîãî

�óíêöèîíàëà, äî åãî îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèàëà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå íå ñóùåñòâîâàëî: Ôðåøå, îïèñûâàÿ ïðèâåä¼ííîå íàìè îïðåäåëå-

íèå äè��åðåíöèàëà, ãîâîðèò, ÷òî ýòî ¾äè��åðåíöèàë â ìî¼ì ñìûñëå¿. Íàäî

èìåòü ââèäó, ÷òî òðóäû Âåéåðøòðàññà ñ åãî îïðåäåëåíèåì äè��åðåíöèàëà

áûëè èçäàíû ëèøü â äâàäöàòûå ãîäû XX âåêà.
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Â äè��åðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè åñòü äâà ðåçóëüòàòà îñîáîé

âàæíîñòè: öåïíîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà (�îðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé

ñëîæíîé �óíêöèè) è òåîðåìà îá îáðàòíîé �óíêöèè (è/èëè å¼

îáîáùåíèå � òåîðåìà î íåÿâíîé �óíêöèè). Öåïíîå ïðàâèëî �

òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò, îí äîêàçûâàåòñÿ èç îïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà îá îáðàòíîé �óíêöèè è å¼ îáîáùåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,

òåîðåìà ¾î ïðàâîì îáðàòíîì¿ è ðàçíîãî ðîäà òåîðåìû î íåÿâíûõ

�óíêöèÿõ, ñâÿçàíû ñ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ ìàòåìàòèêè

è åñòåñòâîçíàíèÿ � î ðåøåíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé àëãîðèòì äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-

ëåíèÿ ÷èñëà

√
2 èëè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ x2 = 2 ,

ïðèíàäëåæèò äðåâíåãðå÷åñêîìó ìàòåìàòèêó �åðîíó, æèâøåìó â

ïåðâîì âåêå íàøåé ýðû. �åðîíó ïðèïèñûâàþò ñëåäóþùóþ èòåðà-

öèîííóþ �îðìóëó äëÿ

√
2 :

xn+1 =
1

2
(xn +

2

xn
), x0 6= 0 .

Â 1676 ãîäó Íüþòîí îïèñàë ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = y
äëÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè F :

xn+1 =
1

F ′(xn)
(y − F (xn)) .

Ñâîé ìåòîä Íüþòîí ïðîäåìîíñòðèðîâàë íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ F (x) = x3 − 2x = 5 . Åñëè ïðèìåíèòü àëãîðèòì Íüþòîíà

ê �óíêöèè F (x) = x2 , òî îáíàðóæèòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ àëãî-
ðèòìîì �åðîíà.

Ìåòîä Íüþòîíà îáëàäàåò áîëüøîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, íî

ïðè åãî îñóùåñòâëåíèè ïðèõîäèòñÿ íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿòü

ïðîèçâîäíóþ, ÷òî â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ áûâàåò çàòðóäíèòåëü-

íî. Â XX âåêå ñòàëè èñïîëüçîâàòü ëèøü îäíó ïðîèçâîäíóþ íà

ïåðâîì øàãå (â áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷àõ òàêîé ìåòîä àêòèâíî

âíåäðÿë Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷). Íî íåîáÿçàòåëüíî âî-

îáùå ïðèìåíÿòü ïðîèçâîäíûå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = y .
Èçëàãàåìûé äàëååìåòîä, êîòîðûé ìû íàçûâàåììîäè�èöèðîâàí-

íûì ìåòîäîì Íüþòîíà, íå òðåáóåò çíàíèÿ îñíîâ àíàëèçà, ìîæåò

áûòü ðàññêàçàí øêîëüíèêàì è îñòàåòñÿ �àêòè÷åñêè íåèçìåííûì

ïî ñóòè âïëîòü äî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ñóòü äåëà âèäíà èç
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ðèñóíêà (ñì. ðèñ. 1): èç âûáðàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè ïî à��èí-

íîé �óíêöèè äîñòèãàåì íóæíîãî óðîâíÿ, ïîëó÷àåì ïåðâóþ òî÷êó

è äàëåå ïîâòîðÿåì ïîñòðîåíèå.

4. �àçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà 1 îá îáðàòíîé �óíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó-

÷àå. Ïóñòü �óíêöèÿ F : V → R îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè

V òî÷êè x̂ ∈ R è ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ÷èñëà A 6= 0 , θ ,
0 < θ < 1 , è δ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, x′ èç V , äëÿ

êîòîðûõ |x−x̂|<δ, |x′ − x̂| < δ , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|F (x) − F (x′)−A(x − x′)| ≤ θ|x− x′|
|R| , (1)

ãäå R = A−1
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y , îòñòîÿùåãî ïî ìî-

äóëþ îò F (x̂) íå áîëüøå, ÷åì íà

δ(1−θ)
|R| , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà)

xk = xk−1 +R(y − F (xk−1)), x0 = x̂, k ∈ N, (2)

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ÷èñëó ϕ(y) , îòñòîÿùåìó îò x̂ ïî ìîäóëþ

íå áîëüøå, ÷åì íà δ òàêîìó, ÷òî F (ϕ(y)) = y è ïðè ýòîì

|ϕ(y)− x̂| ≤ K|y − F (x̂)| , ãäå K = |R|
(1−θ) .

Äîêàçàòåëüñòâî (ñì. ðèñ. 1). Äîêàæåì, ÷òî a) ýëåìåíòû xk
äëÿ âñåõ k ≥ 0 ëåæàò â èíòåðâàëå ∆ = {x ∈ R | |x− x̂| < δ} è b)

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}k≥0 �óíäàìåíòàëüíà. Óòâåðæäåíèå

a) äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Íà÷àëüíûé ýëåìåíò x0 ïðèíàäëåæèò

�èñ.1.
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èíòåðâàëó ∆ ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü |y − F (x̂)| ≤ δ(1−θ)
|R| è

xs ∈ ∆, 1 ≤ s ≤ k . Äîêàæåì, ÷òî xk+1 ∈ ∆ . Èç ðàâåíñòâà (2)
ñëåäóåò, ÷òî (xs − xs−1) = R(y − F (xs−1)), s ∈ N . Èñïîëüçóÿ ýòî

ðàâåíñòâî è èòåðèðóÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì

|xk+1 − xk| = |R(y − F (xk))| =

|R(y − F (xk)− y + F (xk−1) +A(xk − xk−1))| =
|R(F (xk−1 − F (xk)−A(xk−1 − xk))| ≤
θ|xk − xk−1| ≤ ... ≤ θk|x1 − x0| . (3)

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëåé, �îðìóëó äëÿ ñóììû

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ðàâåíñòâî |x1 − x̂| = |R(y − F (x̂))| è
íåðàâåíñòâî |y − F (x̂)| ≤ δ(1−θ)

|R| , áóäåì èìåòü:

|xk+1−x̂|≤ |xk+1−xk|+. . .+|x1−x̂|≤ (θk+θk−1+. . .+1)|x1−x̂|<
1

1−θ |x1 − x̂| = |R(y−F (x̂))|
(1−θ) ≤ |R|δ(1−θ)

|R|(1−θ) = δ ,

ò. å. óòâåðæäåíèå à) äîêàçàíî.

Äîêàæåì b). Äëÿ ëþáûõ k, l ∈ N , ïðèìåíÿÿ (3) , ïîëó÷èì:

|xk+l − xk| ≤ |xk+l − xk+l−1|+ . . .+ |xk+1 − xk| ≤
(
k+l−1∑

i=k

θi

)
|x1 − x̂| < θk

1− θ
|x1 − x̂| , (4)

îòêóäà

|xk+l − xk| <
θk|R|
(1− θ)

|y − F (x̂)| ≤ θk

(1− θ)|R|δ(1 − θ)|R| = θkδ ,

è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}n∈N �óíäàìåíòàëüíà. Çíà÷èò

îíà ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì åå ïðåäåë ϕ(y) . Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â

(2) , ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè F , êîòîðàÿ ñëåäóåò èç

óñëîâèÿ (1) , ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó F (ϕ(y)) = y , à ïåðåõîä ê

ïðåäåëó â (4) ïðè k = 0 è l → ∞ äà¼ò

|ϕ(y)− x̂| ≤ |x1 − x̂|
1− θ

=
|y − F (x̂)||R|

(1− θ)| = K|y − F (x̂)|
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 K = |R|
(1−θ) .

Ëåììà î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â ëèíåéíîì

ñëó÷àå. Ïóñòü A : Rn → Rm � ëèíåéíîå ñþðúåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå (ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî äëÿ ëþ-

áîãî y ∈ Rm ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

R : Rm → Rn òàêîå, ÷òî: AR(y) = y, |R(y)| ≤ γ|y| ∀y ∈ Rm äëÿ

íåêîòîðîãî γ > 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �àññìîòðèì ñèñòåìó áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ {ej}mj=1 â Rm . Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò âåêòîðû {fk}mk=1 ,

fk ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ m , òàêèå, ÷òî Afk = ek . Äëÿ êàæäîãî âåêòî-

ðà y =
m∑
k=1

ykek ∈ Rm ïîëîæèì R(y) =
m∑
k=1

ykfk . Òîãäà ðàâåíñòâî

AR(y) = y ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A , à âòîðîå ñâîé-

ñòâî ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ îöåíîê (è òîãî, ÷òî äëèíà âåêòîðà íå

ìåíüøå ìîäóëÿ ëþáîé åãî êîîðäèíàòû):

|Ry| ≤
m∑

i=1

|yk||fk| ≤ max
1≤k≤m

|yk|
m∑

k=1

|fk| ≤ γ|y| ,

ãäå γ =
m∑
k=1

|fk| .
À äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñóòè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà ñíîâà ñãîäèòñÿ

ðèñóíîê 1, â êîòîðîì âìåñòî ëèíåéíîé �óíêöèè íàäî âîîáðàæàòü

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â Rm .

Òåîðåìà 2 î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â êîíå÷-

íîìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ Rn

è F : V → Rm � íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ïðè ýòîì

ñóùåñòâóåò ñþðüåêòèâíûé îïåðàòîð A : Rn → Rm è ÷èñëà

θ, 0 < θ < 1 , δ > 0 è γ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, x′ ,
äëÿ êîòîðûõ |x− x̂| < δ, |x′ − x̂| < δ , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|F (x)− F (x′)−A(x − x′)| ≤ θ

γ
|x− x′| . (1)2

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ Rm , îòñòîÿùåãî ïî ìîäóëþ îò

F (x̂) íå áîëüøå, ÷åì íà

δ(1−θ)
γ , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäè�èöè-

ðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà

xk = xk−1 +R(y − F (xk−1)), x0 = x̂, k ∈ N (2)2
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áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âåêòîðó ϕ(y) , îòñòîÿùåìó îò x̂ ïî ìîäó-

ëþ íå áîëüøå, ÷åì íà δ , òàêîìó, ÷òî F (ϕ(y)) = y , è ïðè ýòîì

|ϕ(y) − x̂| ≤ K|y − F (x̂)| , ãäå K = γ/(1 − θ) è ‖R‖ ≤ γ (ñì.

ïðåäûäóùóþ ëåììó).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò

äîêàçàòåëüñòâî îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íî ìû, òåì íå ìåíåå, ïðîâå-

ä¼ì åãî ñ ïîëíîé ïîäðîáíîñòüþ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî a) ýëåìåíòû xk , êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñî-

ãëàñíî (2)2 , äëÿ âñåõ k ≥ 0 ëåæàò â

URn(x̂, δ) = {x ∈ Rn | |x− x̂| < δ}

(ýòî îòêðûòûé øàð â Rn ñ öåíòðîì â x̂ ðàäèóñà δ ). À ïîòîì

äîêàæåì, ÷òî b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}k≥0 �óíäàìåíòàëüíà.

Óòâåðæäåíèå a) äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Íà÷àëüíûé ýëåìåíò x0
ïðèíàäëåæèò URn(x̂, δ) ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü xs ∈ URn(x̂, δ) ,
1 ≤ s ≤ k . Äîêàæåì, ÷òî xk+1 ∈ URn(x̂, δ) . Ïåðåïèñûâàÿ ðàâåí-

ñòâî (2)2 â âèäå xk − xk−1 − R(y − F (xk−1)) = 0 è ïðèìåíÿÿ ê

íåìó îïåðàòîð A , ïîëó÷èì A(xk − xk−1)− y + F (xk−1) = 0 . Îò-
ñþäà, èç ðàâåíñòâà (2)2 è îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà R ñëåäóåò,

÷òî

|xk+1 − xk| = |R(y − F (xk)| ≤ γ|y − F (xk)| =

γ|y − F (xk)− y + F (xk−1) +A(xk − xk−1)| =
γ|F (xk)− F (xk−1)−A(xk − xk−1)| .

Ïðèìåíÿÿ äàëåå (1)2 è çàòåì èòåðèðóÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì

|xk − xk−1| ≤ θ|xk − xk−1| ≤ ... ≤ θk|x1 − x0| . (3)2

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è �îðìóëó (3)2 , ïîëó÷èì

|xk+1 − x̂| ≤ |xk+1 − xk|+ . . .+ |x1 − x̂| ≤
(θk + θk−1 + . . .+ 1)|x1 − x̂| ≤ 1

(1−θ) |x1 − x̂| .

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (2)2 ïðè k = 1 è âûáèðàÿ y òàêèì

îáðàçîì, ÷òî |y − F (x̂)| ≤ δ(1−θ)
γ , ïîëó÷èì

|x1 − x̂| ≤ γ|y − F (x̂)| ≤ γ δ(1−θ)γ = δ(1− θ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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|xk+1 − x̂| ≤ 1
(1−θ)δ(1− δ) = δ ,

òî åñòü ýëåìåíòû xk îòñòîÿò îò x̂ íå áîëüøå ÷åì íà δ .
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå b). Äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N èìååì:

|xk+l − xk| ≤ |xk+l − xk+l−1|+ . . .+ |xk+1 − xk| ≤
(
k+l−1∑

i=k

θi

)
|x1 − x̂| ≤ θkγ

1− θ
|y − F (x̂)| ≤ δθk , (4)2

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî {xk}n∈N � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Çíà÷èò, îíà ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ϕ(y) . Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â (2)2 , ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü F , êîòîðàÿ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (1)2 , ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
F (ϕ(y)) = y , à ïåðåõîä ê ïðåäåëó â (4)2 ïðè k = 0 è l → ∞ îáåñ-

ïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî |ϕ(y)− x̂| ≤ K|y − F (x̂)|  K = γ
(1−θ) .

Ñëåäñòâèå (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Ïóñòü â

çàäà÷å íà ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì �óíêöèè f0 ïðè îãðàíè÷åíèè

îãðàíè÷åíèè â âèäå ðàâåíñòâ f1(x) = f2(x) = . . . = fm(x) = 0 ,
�óíêöèè fi, 0 ≤ i ≤ m , îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè V òî÷êè x̂
è ñòðîãî äè��åðåíöèðóåìû â x̂ . Åñëè x̂ åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà çàäà÷è, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð ìíîæè-

òåëåé Ëàãðàíæà λ=(λ0, . . . , λm) òàêîé, ÷òî òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ

ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé �óíêöèè Ëàãðàíæà L(x, λ)=∑m
i=0 λifi(x)

(ò. å.

m∑
i=0

λif
′
i(x̂) = 0 ). Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèé

� íà ýêñòðåìóì �óíêöèè f0 � íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíè-

ìóìà â òî÷êå x̂ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè f ′
0(x̂) = 0

(òåîðåìà Ôåðìà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äîïóñòèì, ÷òî âåêòîðû {f ′
i(x̂)}mi=0

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî (ýòî äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå àëãåáðû) ó

îòîáðàæåíèÿ x 7→ F (x) = (f0(x), . . . , fm(x)) ïðîèçâîäíàÿ ñþðú-

åêòèâíà, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå î ïðàâîì îáðàò-

íîì, è, çíà÷èò, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ïðè ëþáîì ìà-

ëîì ïî ìîäóëþ äåéñòâèòåëüíîì α ðàçðåøèìà ñèñòåìà óðàâíå-

íèé f0(x(α)) = f0(x̂) + α , f1(x(α)) = . . . = fm(x(α)) = 0 ,
|x(α) − x̂| ≤ C|α| , ò. å. x̂ � íå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Ïðîòè-

âîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3 îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â áàíàõîâîì

ñëó÷àå. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèå

F : V → X îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè V òî÷êè

x̂ ∈ X è ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îáðàòèìûé ëèíåéíûé íåïðå-

ðûâíûé îïåðàòîð A : X → X (ó êîòîðîãî îáðàòíûé îïåðàòîð

òàêæå íåïðåðûâåí)

12)
è ÷èñëà 0 < θ < 1 è δ > 0 òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ x, x′ èç V , äëÿ êîòîðûõ ‖x − x̂‖ < δ, ‖x′ − x̂‖ < δ ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖F (x)− F (x′)−A(x− x′)‖ ≤ θ‖x− x′‖
‖R‖ , (1)3

ãäå R = A−1
, a ‖R‖ � íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî ýëåìåíòà y ∈ Rn , îòñòîÿùåãî îò F (x̂) íå áîëüøå, ÷åì íà

δ(1−θ)
‖R‖ , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþ-

òîíà)

xk = xk−1 +R(y − F (xk−1)), x0 = x̂, k ∈ N, (2)3

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ýëåìåíòó ϕ(y) , îòñòîÿùåìó îò x̂ ïî íîð-

ìå íå áîëüøå, ÷åì íà δ , òàêîìó, ÷òî F (ϕ(y)) = y F (ϕ(y)) = y

è ïðè ýòîì ‖ϕ(y)− x̂‖ ≤ K‖y − F (x̂)‖ , ãäå K = ‖R‖
(1−θ) .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû �àêòè÷åñêè íåîòëè÷èìî îò

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, íàäî òîëüêî ïîä ∆ ïîíèìàòü îòêðû-

òûé øàð ñ öåíòðîì â x̂ ðàäèóñà δ è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå

ìîäóëè çàìåíÿòü íà íîðìû â ïðîñòðàíñòâå X .

5. Äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû

è èõ èíòåãðèðîâàíèå

Âçàèìíàÿ îáðàòèìîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ � îäèí èç ñàìûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è â ìàòå-

ìàòèêå è â ìàòåìàòè÷åñêîì åñòåñòâîçíàíèè.

Èíòåãðèðóåìîñòü. �àññìîòðèì òåïåðü âòîðóþ çàäà÷ó Íüþ-

òîíà îá îïðåäåëåíèè äëèíû ïóòè ïî ñêîðîñòè. Ïóñòü ñíîâà ýêè-

ïàæ äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé äîðîãå, íàì èçâåñòíà ìãíîâåí-

íàÿ ñêîðîñòü ýêèïàæà v(t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t íà îòðåçêå

12)
Â �óíöèîíàëüíîì àíàëèçå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó íåïðåðûâíîãî ñþðúåê-

òèâíîãî îïåðàòîðà îáðàòíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí, íî â íàøåì ïðèìåðå ýòîò

ðåçóëüòàò íå ïîíàäîáèòñÿ.
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âðåìåíè ∆ = [t0, t1] , è ìû õîòåëè áû íàéòè èçìåíåíèå ðàññòî-

ÿíèÿ îò íà÷àëà îòñ÷¼òà. Åñòåñòâåííî äîïóñòèòü, ÷òî íà ìàëîì

îòðåçêå âðåìåíè ∆ = [τ, τ +∆τ ] ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ìàëî è èçìå-
íåíèå ðàññòîÿíèÿ ïðèìåðíî ðàâíî îòðåçêó âðåìåíè |∆τ | , óìíî-
æåííîìó íà çíà÷åíèå ñêîðîñòè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè â ýòîì

ïðîìåæóòêå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ïðèìåðíî ðàâíî ñóììå

v(θ1)|∆1| + . . . + v(θN )|∆N | , ãäå {∆i}Ni=1 � ðàçáèåíèå îòðåçêà

[t0, t1] íà N îòðåçî÷êîâ è θi � êàêàÿ-òî òî÷êà îòðåçêà ∆i . Ýòî

ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Íàïîìíèì, êàê

îïðåäåëÿåòñÿ ýòî ïîíÿòèå.

Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì ê áîëåå ïðèâû÷íûì îáîçíà÷åíèÿì �óíêöèè è ïå-

ðåìåííîé. Ïóñòü f � �óíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [a, b] . Âûðàæå-
íèå R(f, D, S) =

∑n
j=1 f(ξj)|∆j | íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñóììîé �óíêöèè f

ïî ðàçáèåíèþ D îòðåçêà íà îòðåçî÷êè ∆i ïðè âûáîðå S òî÷åê ξi íà

∆i . ×èñëî I (åñëè òàêîâîå ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííûì èíòå-

ãðàëîì (�èìàíà) îò �óíêöèè f íà [a, b] (îáîçíà÷àåìûì

´ b
a
f(x)dx ), åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî D
ñ Diam(D) = max

i
|∆i| < δ ïðè ëþáîì âûáîðå S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|R(f,D, S)− I| < ε .

Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà ïî �èìàíó äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñðàçó

ñëåäóåò èç òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â îäíîìåðíîì

ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå: îí ñâÿçûâàåò äè��åðåíöèðîâàíèå è èí-

òåãðèðîâàíèå, è, âîçâðàùàÿñü ê ñëîâàì Íüþòîíà, ïîçâîëÿåò ïî

ñêîðîñòè îïðåäåëÿòü ïóòü. Èìååò ìåñòî

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Åñëè �óíêöèÿ v(·) íåïðå-
ðûâíà,òî

´ t1
t0
v(t)dt =

´ t1
t0
ṡ(t)dt = s(t1)−s(t0) . Èëè â äåêàðòîâûõ

îáîçíà÷åíèÿõ: åñëè �óíêöèÿ f íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìà,òî

´ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a) .

Äëÿ âûâîäà �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà â îáîçíà÷åíèÿõ

Íüþòîíà ðàññìîòðèì, âûáðàâ ε>0 , ðèìàíîâó ñóììó R(v(·), D, S)
ñòîëü ìàëîãî äèàìåòðà, ÷òî îíà îòëè÷àåòñÿ îò

´ t1
t0
v(t)dt ìåíüøå,

÷åì íà ε . Íà îòðåçêå ∆k = [τk−1, τk] , ãäå τ0 = t0 , τn = t1 ,
ñïðàâåäëèâà �îðìóëà s(τk)− s(τk−1) = v(θk)(τk − τk−1) (òåîðåìà

Ëàãðàíæà î ñðåäíåì). Ñóììèðóÿ ïî k , ïîëó÷èì ñëåâà s(t1)−s(t0) ,
à ñïðàâà ðèìàíîâó ñóììó, îòëè÷àþùóþñÿ îò èíòåãðàëà

´ t1
t0
v(t)dt

ìåíåå, ÷åì íà ε . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ñëåäóåò �îð-

ìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

´ t1
t0
v(t)dt = s(t1)− s(t0) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèé ðåçóëüòàò îá îáðàòè-
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ìîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìî îñâî-

èòüñÿ ñ ïîíÿòèåì äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû, å¼ äè��åðåíöèðî-

âàíèè è èíòåãðèðîâàíèè.

Äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì îò îäíîãî ïåðåìåííîãî äâå:

ω10 = f(x)

è

ω11 = f1(x) dx

(�óíêöèè f è f1 ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè). Äè��åðåíöèàëü-

íûå �îðìû ω1j , j = 0, 1 , íóæíî áóäåò äè��åðåíöèðîâàòü è

èíòåãðèðîâàòü. Îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò çäåñü îòðåçîê

Ω1 = [a, b] , ãðàíèöà Ω1
ñîñòîèò èç òî÷åê {a, b} . Âîò �îðìóëû

äëÿ äè��åðåíöèàëîâ:

dω10 = f ′(x)dx ,

dω11 = 0 ,

à �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîâû:

´

∂ Ω1

ω10 = f(b)− f(a) ,

´

Ω1

ω11 =
b́

a

f1(x)dx .

Äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî ïîêàæåì, êàê äîêàçûâàåòñÿ �îð-

ìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà (NL) íà ëþáîì îòðåçêå â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî îíà äîêàçàíà íà îòðåçêå [−1, 1] . Äàëåå ïî õîäó

äåëà ñîâåðøàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (CV � hanging variables)

x = y(t), y(−1) = a, y(1) = b :

´

Ω1

dω10
def
=
´

Ω1

f ′(x)dx
CV
=

1́

−1

f ′(y)dy
NL
= f(b)− f(a)

def
=

´

∂Ω1

f(x) ⇔
´

Ω1

dω10 =
´

∂Ω1

ω10 .

À òåïåðü âîçìîæíî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äàòü îáùåå îïðå-

äåëåíèå äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû è äîêàçàòü äâå �îðìóëû �

�ðèíà è Îñòðîãðàäñêîãî.

Äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû ωnm îò n ïåðåìåííûõ ïîðÿäêà

m � ýòî ñóììû îäíî÷ëåíîâ âèäà fi1...im(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxim , ãäå

x ∈ Rn, m ≤ n , à dxi1 ∧ . . . ∧ dxim � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
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{dxi1ei1 , . . . , dximeim} , ãäå dxi � ÷èñëà, à {ei}ni=1 � êàíîíè÷å-

ñêèé áàçèñ â Rn . Äè��åðåíöèàë îäíî÷ëåííîé �îðìû îïðåäåëÿ-

åòñÿ òàê:

dfi1...im(x)dxi1 ∧ . . .∧dxim =
m∑
j=1

∂fi1...im (x)

∂xj
dxj∧dxi1 ∧ . . .∧dxim

(åñëè â êàêîì-òî ÷ëåíå äè��åðåíöèàëû ñîâïàäàþò, ýòîò ÷ëåí îò-

áðàñûâàåòñÿ). Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó îáîáùåíèé �îðìóëû

Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

Ôîðìóëà �ðèíà. Ïðè n = 2 , m = 1 äè��åðåíöèàëüíûå

�îðìû ω2i, i = 1, 2 èìåþò âèä:

ω21 = f1(x1, x2)dx1 + f2(x1, x2)dx2 ,

ω22 = f(x1, x2)dx1 ∧ dx2 .
Îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ Ω2

áóäåò çäåñü ó íàñ ãëàäêèé âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûé îáðàç êâàäðàòà B2 = [−1, 1]2 , ãðàíèöà Ω2
ñîñòîèò

èç îáðàçà ãðàíèöû êâàäðàòà (ò. å. èç åãî ð¼áåð, ïðîõîäèìûõ, ñêà-

æåì, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Âîò �îðìóëû äëÿ äè��åðåíöèà-

ëîâ:

dω21 = (∂f2(x1,x2)
∂x1

− ∂f1(x1,x2)
∂x2

)dx1 ∧ dx2 ,
dω22 = 0 ,

à �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ � îáû÷íûå, ïðåïîäàþùèåñÿ â êóðñàõ

àíàëèçà èíòåãðàëû:

´

∂Ω2

f1(x)dx1 + f2(x)dx2 � èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè Ω2
,

´

Ω2

f(x1, x2)dx1 ∧ dx2 � ýòî îáû÷íûé äâîéíîé èíòåãðàë ïî îá-

ëàñòè Ω2
:

´

Ω2

f(x1, x2)dx1dx2 .

Äâóìåðíîå îáîáùåíèå �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïðîâî-

äèòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî êàê äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé �îðìóëû Íüþ-

òîíà � Ëåéáíèöà (CV � çàìåíà ïåðåìåííûõ x = y(t) , îòîáðàæà-
þùàÿ Ω2

íà B2
):

´

Ω2

dω21
def
=
´

Ω2

d(f1(x)dx1 + f2(x)dx2)
CV
=

´

B2

d(f1(y)dy1 + f2(y)dy2)
def
=
´

B2

(∂f2(y)∂y1
− ∂f1(y)

∂y2
)dy1dy2

(NL)
=

630



´

∂B2

f1(y)dy1+f2(y)dy2 (ýòà èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà

èíòåãðèðîâàíèÿ)

CV
=
´

∂Ω2

ω21 .

Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé �ðèíà.

Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà. Ïðè n = 3,m = 2 äè�-

�åðåíöèàëüíûå �îðìû ω3i, i = 2, 3 èìåþò âèä:

ω32 = f1(x1, x2, x3)dx2 ∧ dx3 + f2(x1, x2, x3)dx3 ∧ dx1+
f3(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx2 ,

ω33 = f(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 .

Îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ Ω3
áóäåò çäåñü ó íàñ ãëàäêèé âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûé îáðàç êóáà B3 = [−1, 1]3 , ãðàíèöà Ω3
ñîñòîèò èç

îáðàçà îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöû ýòîãî êóáà. Âîò �îðìóëû äëÿ

äè��åðåíöèàëîâ:

dω32 = (∂f1(x)∂x1
+ ∂f2(x)

∂x2
+ ∂f3(x)

∂x3
)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ,

dω33 = 0 ,

à �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ � îáû÷íûå, ïðåïîäàþùèåñÿ â êóðñàõ

àíàëèçà èíòåãðàëû:

´

∂Ω3

f1(x)dx2 ∧ dx3 + f2(x)dx3 ∧ dx1 + f3(x)dx1 ∧ dx2

� èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè Ω3
,

´

∂Ω3

f(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

� ýòî îáû÷íûé èíòåãðàë

´

Ω

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 ïî îáëàñòè Ω3
.

Òð¼õìåðíîå îáîáùåíèå �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïðîâî-

äèòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî êàê äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé �îðìóëû Íüþ-

òîíà � Ëåéáíèöà èëè �îðìóëû �ðèíà (CV � çàìåíà ïåðåìåííûõ

x = y(t) , îòîáðàæàþùàÿ Ω3
íà B3

):

´

Ω3

dω32
def
=
´

Ω3

d (f1(x) dx2∧dx3+f2(x) dx3∧dx1+f3(x) dx1∧dx2) CV
=

´

B3

d (f1(y) dy2 ∧ dy3 + f2(y) dy3 ∧ dy2 + f3(y) dy1 ∧ dy2 def
=
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´

B3

(∂f1(y)∂y1
+ ∂f2(y)

∂y2
) + ∂f3(y)

∂y3
)dy1 ∧ dy2 ∧ dy3 NL

=

´

∂B3

f1(y)dy2 ∧ dy3 + f2(y)dy3 ∧ dy1 + f3(y)dy1 ∧ dy2
(ýòà èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Íüþòîíà �

Ëåéáíèöà ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ)

=
´

∂Ω3

ω32 .

Ýòà �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî � �àóññà.

Ôîðìóëà Ñòîêñà � Ïóàíêàðå. Çäåñü n è m ïðîèçâîëü-

íû. Äîêàçàííûå �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, �ðèíà è �àóññà

� Îñòðîãðàäñêîãî ïîçâîëÿþò âûñêàçàòü ñëåäóþùåå îáùåå óòâåð-

æäåíèå îá îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòå-

ãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì: èíòåãðàë îò äè��åðåí-

öèàëà äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ïî îáëàñòè ðàâåí èíòåãðàëó îò

ñàìîé �îðìû ïî ãðàíèöå îáëàñòè. À èìåííî, èìååò ìåñòî �îðìó-

ëà:

ˆ

Ωn

dωnm =

ˆ

∂Ωm

ωnm .

Ýòó �îðìóëó èíîãäà íàçûâàþò �îðìóëîé Ñòîêñà (Ñòîêñ îïóá-

ëèêîâàë �îðìóëó ñ n = 2 , m = 3 ), èíîãäà �îðìóëîé Ñòîêñà

� Ïóàíêàðå, èíîãäà �îðìóëîé Íüþòîíà � Ëåéáíèöà � �ðèíà �

�àóññà � Îñòðîãðàäñêîãî � Ñòîêñà � Ïóàíêàðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé �îðìóëû íàäî ëèøü îñâîèòü �îðìó-

ëó çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ïðèëîæåíèÿ

(ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è åñòåñòâîçíàíèå)

Ïðåïîäàâàÿ êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàçóìíî ñêàçàòü

î åäèíñòâå ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ. �à-

ëèëåþ ïðèíàäëåæàò ñëîâà: Êíèãà Ïðèðîäû íàïèñàíà íà ÿçûêå

ìàòåìàòèêè. Íüþòîíîâñêóþ êîíöåïöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòå-

ñòâîçíàíèÿ ìîæíî êðàòêî âûðàçèòü ñëîâàìè: ÿçûêîì, íà êîòîðîì

íàïèñàíà êíèãà Ïðèðîäû, ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç; â

÷àñòíîñòè, çàêîíû äèíàìèêè îïèñûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè.
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Ôóíäàìåíòàëüíûì ÿâëåíèåì ïðèðîäû, îïèñûâàåìûì äè��å-

ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìîñòü áóäóùåãî

íàñòîÿùèì.

Ýòî íàõîäèò ñâî¼ âûðàæåíèå â ñëåäóþùåì ðåçóëüòàòå:

Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè

(τ, ξ) ∈ R × Rn è �óíêöèÿ f : V → Rn îïðåäåëåíà è íåïðåðûâ-

íà â V è óäîâëåòâîðÿåò òàì óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x . Òîãäà íà
íåêîòîðîì îòðåçêå ∆ = [τ − α, τ + α] îïðåäåëåíî åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(t, x), x(τ) = ξ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â V ëåæèò (ïðè íåêîòîðûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ a è b ) âî ìíîæåñòâå D = [τ − a, τ + a] × BRn(ξ, b)
è äëÿ ëþáûõ (t, xi) ∈ D, i = 1, 2 , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(t, x2) − f(t, x1)| ≤ L|x2 − x1| . Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå òåîðåìû

î ïðàâîì îáðàòíîì � òåîðåìó �ðåéâñà ê ñëó÷àþ, êîãäà

X = Y = C([τ − α, τ + α],Rn) ,

F (x(·))(t) = x(t)− ξ −
t́

τ

f(s, x(s))ds ,

Λ = Id (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð),

à α = min{a, 1
2L ,

b
2M } , ãäå M = max

t∈[τ−a,τ+a]
f(t, ξ) . Íåòðóäíî óáå-

äèòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèå (2)3 òåîðåìû î ïðàâîì îáðàò-

íîì âûïîëíÿåòñÿ, è çíà÷èò, ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèò

ê öåëè.

Äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññû m ïî ïðÿìîé ïîä âîçäåéñòâèåì ñè-

ëû F (x) (çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû x ÷àñòèöû), ñîãëàñíî âòî-

ðîìó çàêîíó Íüþòîíà, óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ mẍ = F (x) . Ýòî óðàâíåíèå ïðè F (x) = 0 è F (x) = const
îïèñûâàåò ïåðâûå ãàëèëååâû çàêîíû äèíàìèêè � èíåðöèè è ñâî-

áîäíîãî ïàäåíèÿ òåë. Åñëè ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèöû ê öåí-

òðó ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ êîîðäèíàòå, ò. å. êîãäà F (x) = −α2x
(ò. å. äåéñòâóåò çàêîí �óêà), ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ: x(t) = A sinαt + B cosαt . Åñëè F (x) = α2x , òî
x(t) = A shαt+B chαt . Ëèøü îäíî ýòî � èññëåäîâàíèå ïðîñòåé-

øèõ îäíîìåðíûõ äâèæåíèé � ìîòèâèðóåò öåëåñîîáðàçíîñòü èçó-

÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (ïîëèíîìîâ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
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�óíêöèé è ýêñïîíåíò, à äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ íèìè � ðàäè-

êàëîâ, îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé è ëîãàðè�ìîâ) â

øêîëüíûõ, èíñòèòóòñêèõ è óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñàõ.

À ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà, ïðèìåí¼ííûé ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

x(0) = 0 , ïðèâîäèò ê ðÿäó Ìàêëîðåíà äëÿ ýêñïîíåíòû: íàäî ïðè-

ìåíèòü ýòîò ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x(t) = 1 +
t́

0

x(τ)dτ ,

íà÷èíàÿ ñ x0(t) ≡ 0 (â ïðîñòðàíñòâå C(0, T ) ïðè ëþáîì T > 0 )

è ìû áóäåì ïîëó÷àòü x1 ≡ 1, x2(t) = 1 + t, x3(t) = 1 + t + t2

2 è

ò.ä. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ðÿäû äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà.

Îá îäíîé îñîáåííîñòè çàêîíîâ, çàïèñàííûõ â Êíèãå Ïðèðîäû,

Ýéëåð (1707-1783) ñêàçàë òàê: Â ìèpå íå ïpîèñõîäèò íè÷åãî, â

÷¼ì íå áûë áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü ìàêñèìóìà èëè ìè-

íèìóìà. Ýòó ìûñëü èíîãäà �îðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

çàêîíû ïðèðîäû â çíà÷èòåëüíîé ñâîåé äîëå îïèñûâàþòñÿ ýêñòðå-

ìàëüíûìè ïðèíöèïàìè.

Çíàíèé, ïîëó÷åííûõ íàìè ïî òåîðèè ýêñòðåìóìà, äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû äàæå íà øêîëüíîì óðîâíå âûâåñòè çàêîí ïðåëîìëåíèÿ

ñâåòà ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îäíîðîäíîé ñðåäû ñ îäíîé ñêîðî-

ñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â äðóãóþ ñ äðóãîé ñêîðîñòüþ, êî-

òîðûé áûë ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåí Ñíåëëèóñîì. Äëÿ ýòîãî

íàäî ïðèìåíèòü óñëîâèå ìèíèìóìà â ïðîñòîé çàäà÷å íà ìèíèìóì

�óíêöèè f(x) =
√
a2+x2

v1
+

√
b2+(l−x)2
v2

, êîòîðàÿ �îðìàëèçóåò ïåð-

âûé ýêñòðåìàëüíûé ïðèíöèï â åñòåñòâîçíàíèè, îòêðûòûé Ôåðìà

â 1662 ã. (ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó ñâåò, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ

â íåîäíîðîäíîé ñðåäå îò îäíîé òî÷êè äî äðóãîé èçáèðàåò ïóòü,

ïðè êîòîðîì çàòðà÷èâàåòñÿ íàèìåíüøåå âðåìÿ; â ïîñòàâëåííîé

çàäà÷å ñâåò èä¼ò èç òî÷êè (0, a) â âåðõíåé (0, a) â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè, ãäå åãî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàâíà v1 , â òî÷êó

(l,−b) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ãäå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñâåòà ðàâíà v2 ), è ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó Ñíåëëèóñà, ñîãëàñíî

êîòîðîìó îòíîøåíèå ñèíóñà óãëà ïàäåíèÿ ëó÷à ê ñèíóñó óãëà îò-

ðàæåíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ ñêîðîñòåé

v1
v2
.

Îñòûâàíèå ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà åäèíè÷íîì îòðåçêå

∆ = [0, 1] , èìåþùåãî íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó, çàäàâàåìóþ �óíê-

öèåé f : ∆ → R è èìåþùåãî íóëåâóþ òåìïåðàòóðó íà êîíöàõ,
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îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u(t,x)
∂t = ∂2u(t,x)

∂x2 ,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, x) = f(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 .
�åøèì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ T (t)X(x) .

Òîãäà óðàâíåíèå

∂u
∂t = ∂2u

∂x2 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

T ′(t)
T (t) = X

′′
(x)

X(x) .

Çíà÷èò, è

T ′(t)
T (t) è

X
′′
(x)

X(x) ðàâíû êîíñòàíòå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç λ . Êðàåâûå óñëîâèÿ âåäóò ê ðàâåíñòâàì X(0) = X(1) = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ X(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

y
′′
= λy, y(0) = y(1) = 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λk = −k2 , è ðå-

øåíèÿìè çàäà÷è Êîøè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè ck = sin kπx, k ∈ N .

Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä Ôó-

ðüå ïî ñèíóñàì ïðåäñòàâëÿåò ëþáóþ ãëàäêóþ (ñêàæåì, îäèí ðàç

íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìóþ�óíêöèþ). Îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâ-

íåíèÿ T ′(t) + k2T (t) = 0 è òîãäà îáùåå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è

(äëÿ f ∈ C1(∆) ) îêàçûâàåòñÿ òàêîâûì:

u(t, x) =
∑
k∈N

cke
−k2t sinkπx ,

ãäå ck îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî íà÷àëüíîé �óíêöèè f .

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåò âîçìîæíîñòè òî÷íî îïðåäåëèòü êî-

îðäèíàòó ÷àñòèöû, ìîæíî óçíàòü ëèøü âåðîÿòíîñòü åå íàõîæäå-

íèÿ â òîì èëè èíîì ìíîæåñòâå. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îïðåäå-

ëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ âîëíîâîé �óíêöèè. Ýâîëþöèÿ âîëíîâîé

�óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.

�àññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíî äâèæóùóþñÿ ÷àñòèöó, îãðàíè÷åí-

íóþ â ñâîåì äâèæåíèè îòðåçêîì [0, 1] îñè Ox . Ìàòåìàòè÷åñêè

ýòî ìîæíî îïèñàòü ïîòåíöèàëîì V , ðàâíûì íóëþ íà îòðåçêå

[0, 1] è áåñêîíå÷íîñòüþ âíå íåãî. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ òà-

êîãî ïîòåíöèàëà èìååò íà [0, 1] âèä: ψ′′+ 8π2mE
h2 ψ = 0, ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ψ(0) = ψ(1) = 0 . Îíî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî

äëÿ îñòûâàíèÿ ñòåðæíÿ.

È î÷åíü áëèçêî îò �îðìóëû Ñòîêñà íàõîäèòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íàÿ òåîðèÿ (óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà è ïðî÷åå).

Òàê ÷òî êóðñîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîæíî èëëþñòðèðî-

âàòü åäèíñòâî ìàòåìàòèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ÷åòû-

ð¼õ âåêîâ � îò �àëèëåÿ äî Áîðà è Øð¼äèíãåðà.
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