ПРИЛОЖЕНИЕ
1. Спецкурс программы специалитета, годовой: Дополнительные главы функционального анализа и теории интегральных уравнений.
2. Преподаватель: проф. Е.А. Бадерко.

3. Аннотация курса:  Основные понятия теории линейных интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерры. Элементы функционального анализа, представляющие основу в теории интегральных уравнений. Интегральные операторы. Сжимающие отображения. Метод интегральных уравнений и метод граничных элементов в задачах математической физики. Решение краевых задач для параболических уравнений с переменными коэффициентами в областях с криволинейными (негладкими) боковыми границами методом граничных интегральных уравнений.
4. Тематическое содержание курса:
	Тема 1
	Основные понятия теории интегральных и операторных уравнений. Интегральные уравнения Фредгольма и Вольтерры.

	Тема 2
	Сходимость и непрерывность в нормированных пространствах. Эквивалентные нормы.

	Тема 3
	Открытые, замкнутые и полные множества в нормированных пространствах. Банаховы пространства.

	Тема 4
	Компактные и относительно компактные множества в нормированном пространстве.

	Тема 5
	Теорема Арцела – Асколи.

	Тема 6
	Предгильбертовы и гильбертовы пространства.

	Тема 7
	Наилучшие приближения. Ортонормированные системы.

	Тема 8
	Линейные операторы. Общие свойства.  

	Тема 9
	Интегральные операторы на измеримых по Жордану компактах в ℝm.

	Тема 10
	Интегральные операторы на поверхностях. 

	Тема 11
	Сжимающие отображения. Последовательные приближения.

	Тема 12
	Интегральные уравнения Фредгольма 2-го рода при малых значениях параметра.

	Тема 13
	Интегральные уравнения Вольтерры 2-го рода. Итерированные ядра и резольвенты.

	Тема 14
	Метод интегральных уравнений в задачах математической физики. Связь с методом граничных элементов.

	Тема 15
	Первая краевая задача теплопроводности в прямоугольнике и система интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода.

	Тема 16
	Разрешимость системы интегральных уравнений, индуцированной первой краевой задачей теплопроводности.

	Тема 17
	Вторая краевая задача для уравнения теплопроводности и система интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода.

	Тема 18
	Смешанная краевая задача для уравнения теплопроводности и система интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода.

	Тема 19
	Краевые задачи теплопроводности в областях с негладкими боковыми границами и уравнения Вольтерры 2-го рода.

	Тема 20
	Характер непрерывности решений интегральных  уравнений, индуцируемых краевыми задачами теплопроводности.

	Тема 21
	Гладкость решения второй краевой задачи теплопроводности в области с криволинейными боковыми границами.

	Тема 22
	Фундаментальное решение для параболического уравнения с переменными коэффициентами. Параметрикс и его свойства. 

	Тема 23
	Объемный потенциал. Его свойства.

	Тема 24
	Метод Леви построения фундаментального решения и интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода.

	Тема 25
	Разрешимость интегрального уравнения, индуцированного построением фундаментального решения.

	Тема 26
	Оценки решения интегрального уравнения,  индуцированного построением фундаментального решения.

	Тема 27
	Построение фундаментального решения. Основные свойства фундаментального решения.

	Тема 28
	Оценки старших производных фундаментального решения.

	Тема 29
	Интегральные уравнения и краевые задачи для параболических уравнений с переменными коэффициентами.

	Тема 30
	Характер непрерывности решений интегральных уравнений, индуцированных параболическими краевыми задачами. 

	Тема 31
	Гладкость решения второй краевой задачи для параболического уравнения.

	Тема 32
	Уравнение Абеля. Интегральные уравнения Вольтерры 1-го рода в первой краевой задаче теплопроводности.


5. Типовые контрольные задания или иные материалы, необходимые для оценки результатов обучения, характеризующих этапы формирования компетенций.
Вопросы к экзамену:
1) Нормированные пространства. Эквивалентные нормы.

2) Открытые, замкнутые и полные множества в нормированном пространстве.

3) Компактность, связь с секвенциальной
 компактностью в нормированном пространстве. Относительная компактность.

4) Теорема Арцела-Асколи.

5) Скалярное произведение. Норма, индуцируемая скалярным произведением. Предгильбертовы и гильбертовы пространства.

6) Наилучшие приближения в гильбертовом пространстве.

7) Три эквивалентных свойства ортонормированных систем.

8) Линейные, непрерывные и ограниченные операторы. Нормированное пространство ограниченных линейных операторов.

9) Интегральные операторы с непрерывными (или имеющими слабую особенность) ядрами на измеримых по Жордану компактах в Rm.

10) Ограниченные области в Rm с границами класса Ск. Интегральные операторы на границах областей класса С1.

11) Теорема о сжимающих отображениях. Последовательные приближения.

12) Решение интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода при малых значениях параметра.

13) Решение интегрального уравнения Вольтерры 2-го рода.

14) Тепловые потенциалы простого и двойного слоя. Их свойства.

15) Представление решения первой краевой задачи для уравнения теплопроводности в виде суммы потенциалов двойного слоя.

16) Система интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода, индуцированная первой краевой задачей теплопроводности.

17) Решение второй краевой задачи для уравнения теплопроводности методом граничных интегральных уравнений.

18) Решение смешанной краевой задачи теплопроводности методом граничных интегральных уравнений.

19) Тепловые потенциалы с негладкой кривой-носителем плотности.

20) Системы уравнений Вольтерры, индуцированные задачами теплопроводности в областях с негладкими боковыми границами.

21) Характер непрерывности решений систем граничных интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода. 
22) Характер гладкости решения  второй краевой задачи теплопроводности в области с криволинейными боковыми границами.

23) Фундаментальное решение для параболического уравнения с переменными коэффициентами. Теорема единственности.

24) Параметрикс и его свойства.

25) Объемный потенциал и его производные.

26) Метод Леви построения фундаментального решения. Сведение к интегральному уравнению Вольтерры 2-го рода.

27) Разрешимость интегрального уравнения, индуцированного построением фундаментального решения.

28) Построение фундаментального решения и его основные свойства.

29) Оценки старших производных фундаментального решения.

30) Параболические потенциалы простого и двойного слоя.

31) Системы граничных интегральных уравнений, индуцированных краевыми задачами для параболических уравнений.

32) Операторы дробного интегрирования и дифференцирования. Их свойства. Уравнение Абеля.

33) Первая краевая задача теплопроводности и система граничных интегральных уравнений Вольтерры 1-го рода.

Текущий контроль успеваемости.

I. Задачи для самостоятельного решения на 11-й неделе осеннего семестра. Примеры предлагаемых задач:

1) Показать, что сходимость в пространстве С[a,b]  с  
[image: image1.wmf] эквивалентна равномерной сходимости.

2) Привести пример неэквивалентных норм.

3) Показать, что конечномерное подпространство нормированного пространства замкнуто и полно.

4) Построить пример, показывающий, что пространство С[a,b] не полно относительно нормы 
[image: image2.wmf].

5) Пусть X и Y – нормированные пространства,  X содержится в  Y. Говорят, что Х непрерывно вложено в Y, если тождественный оператор I [image: image4.png]


 L (X, Y). Положим Х = С[a,b]  с  
[image: image5.wmf] ,   Y = С(a,b)  с  
[image: image6.wmf].  Показать, что X непрерывно вложено в Y.
6) Показать, что теорема о последовательных приближениях остается верной для операторов с условием 
[image: image7.wmf] для некоторого натурального k.
II. Коллоквиум на 17-й неделе осеннего семестра. Вопросы к коллоквиуму:

1) Нормированные пространства. Эквивалентные нормы.

2) Открытые, замкнутые и полные множества в нормированном пространстве.
3) Компактность, связь с секвенциальной
 компактностью в нормированном пространстве. Относительная компактность.
4) Теорема Арцела-Асколи.
5) Скалярное произведение. Норма, индуцируемая скалярным произведением. Предгильбертовы и гильбертовы пространства.
6) Наилучшие приближения в гильбертовом пространстве.
7) Три эквивалентных свойства ортонормированных систем.
8) Линейные, непрерывные и ограниченные операторы. Нормированное пространство ограниченных линейных операторов.
9) Интегральные операторы с непрерывными (или имеющими слабую особенность) ядрами на измеримых по Жордану компактах в Rm.
10) Ограниченные области в Rm с границами класса Ск. Интегральные операторы на границах областей класса С1.
11) Теорема о сжимающих отображениях. Последовательные приближения.
12) Решение интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода при малых значениях параметра.
13) Решение интегрального уравнения Вольтерры 2-го рода.
14) Тепловые потенциалы простого и двойного слоя. Их свойства.
15) Представление решения первой краевой задачи для уравнения теплопроводности в виде суммы потенциалов двойного слоя.
16) Система интегральных уравнений Вольтерры 2-го рода, индуцированная первой краевой задачей теплопроводности.
III. Задачи для самостоятельного решения на 9-ой неделе весеннего семестра. Примеры предлагаемых задач:

1) Пусть функция h непрерывна и ограничена вместе со своей производной на R.  Установить классическую разрешимость задачи
[image: image8.png]Uy — Uy = 0, x> g(t), 0<t<T,




[image: image10.png]u(x,0) = h(x), x = g(0)



,
[image: image11.png]u(g(0),0) =), 0=t =T,




при условиях  [image: image14.png]1+a

14,9 1=C1At1=, 0<a<1, R(0)=y(0), Ve C[o,Tl.






2) Пусть [image: image16.png]fiRX



 [image: image18.png](0,7T) > R



  непрерывная, ограниченная и локально гельдеровая по x функция. Установить классическую разрешимость задачи
[image: image19.png]U — U =f, x<gl), O0<t<T,




[image: image21.png]u(x,0) =0, x < g(0)



,
[image: image22.png]u(g(t),t) =y(t), 0=t <T,




при условиях  [image: image24.png]1+a

14, g1=C1At1z,0<a<1, $0)=0, YeC[0o,T]




3) Пусть [image: image25.png]F'(xt; &1)



 – фундаментальное решение равномерно-параболического уравнения с ограниченными и гельдеровыми коэффициентами. Доказать формулу «свертки»:
[image: image27.png]+oo

Fot; §,7) = J’ Teot; M@ & 0dy, x, {E RO=ST<t=T,T<n<t

ey




4) Привести пример, показывающий, что фундаментальное решение параболического уравнения может иметь экспоненциальный рост при t → +∞.
5) Свести к интегральному уравнению Вольтерры  2-го рода построение фундаментального решения для уравнения         

[image: image28.png]u; —a(x, t)uy, =0,t0e A= a(x,t) =6 > 0,a € C**(RX[0,T]),




используя в качестве параметрикса функцию Z (x-ξ, t – τ; x, t), где Z (x-ξ, t – τ; ξ, τ) – параметрикс в методе Леви.

6) Исследовать разрешимость интегрального уравнения из задачи 5).
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