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Êîíñïåêòû ñåìèíàðîâ ïî êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Òåìà 1. Ýñêèçû ãðàôèêîâ (Ðèñóíêè ñòóäåíòà Êîíñòàíòèíà Ãîðäååâà)

1) Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 1) y = xa (x ≥ 0) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

a > 0 (Ðèñ. 1). Îòìåòüòå ãëàâíîå êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå: ïðè çíà÷åíèÿõ a > 1 ãðàôèê êàñàåòñÿ

îñè Ox, à ïðè 0 < a < 1 ãðàôèê êàñàåòñÿ îñè Oy. Ñðàâíèòå ïîâåäåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé

y = xa è y = xb c ðàçíûìè ïîëîæèòåëüíûìè a 6= b (Ðèñ. 2); 2) y = xa ïðè a < 0, x > 0 è òîæå

ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = xa è y = xb c ðàçíûìè îòðèöàòåëüíûìè a 6= b; 3)
y = xa ïðè x < 0 è öåëûõ çíà÷åíèÿõ a. Ïðè êàêèõ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ a = m

n ôóíêöèÿ xa

ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ îòðèöàòåëüíûõ x? 4) y = ax â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a > 0
(a 6= 1) (Ðèñ. 3) è ñðàâíèòü ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = ax è y = bx c ðàçíûìè a 6= b
(Ðèñ. 4). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ãðàôèêîâ çàâèñèò íå òîëüêî

îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè, íî è îò çíà÷åíèé x. Îáùåå íàáëþäåíèå: âèä ãðàôèêà

ôóíêöèé çàâèñèò íå òîëüêî îò çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, íî è îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ

â èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ.

Ðèñ. 1 - y = xa (x ≥ 0) Ðèñ. 2 - y = xb (1 < a < b)

Ðèñ. 3 - y = ax (a > 0) Ðèñ. 4 - y = ax (1 < a < b)

2) Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ. 1) Äàí ãðàôèê Γ íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x). Êàê

ïîëó÷èòü ãðàôèê ôóíêöèè y = ϕ(x) = f(x + a) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.
Îòâåò: ñäâèíóòü (óïîòðåáëÿþò òàêæå òåðìèí "ïåðåíåñòè") ãðàôèê èñõîäíîé ôóíêöèè íà |a|
íàëåâî (íàïðàâî), åñëè a > 0 (a < 0).

Óêàçàíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü èçâåñòíà òî÷êà (0, f(0)) ãðàôèêà Γ. Òîãäà ó ãðàôèêà
ôóíêöèè ϕ(x) â òî÷êå x = −a áóäåò òàêàÿ æå îðäèíàòà f(0), ÷òî è ó ãðàôèêà Γ, òàê êàê
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ϕ(−a) = f(0). À òî÷êà x = −a íàõîäèòñÿ ñëåâà (ñïðàâà) îò íóëÿ íà ðàññòîÿíèè |a|, åñëè a > 0
(a < 0). (Ðèñ. 5)

Çàäàíèå. 1) Äîêàæèòå ýòî ïðàâèëî ñäâèãà, ðàññóæäàÿ ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì x = x0. 2)
Êàê ïîñòðîèòü èñêîìûé ãðàôèê, íå èçìåíÿÿ åãî ðàñïîëîæåíèå, íî èçìåíÿÿ ïîëîæåíèå îñè Oy?
3) Êàêîâî áóäåò ïðàâèëî ïåðåíîñà äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x−a)? 4) Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî

ïðàâèëà ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé y = (x±x0)a è a(x±x0) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ x0 è a, ãäå
x0 6= 0 - ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà îñè Ox. .

2) Äàí ãðàôèê Γ íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = ϕ(x) =
f(ax) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a > 0, a 6= 1. Î÷åâèäíî, íàä òî÷êîé x = 0 ãðàôèê

îñòàíåòñÿ íà ìåñòå. Òî, ÷òî áûëî íàä òî÷êîé x = x0, òåïåðü áóäåò íàä çíà÷åíèåì x = x0/a :
ϕ(x0/a) = f(x0). Çíà÷èò, åñëè a > 1, òî ãðàôèê ñîæìåòñÿ â a ðàç ê îñè Oy, ïðè÷åì êàê ñî

ñòîðîíû x > 0, òàê è ñî ñòîðîíû x < 0; åñëè 0 < a < 1, òî áóäåò ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà â
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â ñòîðîíó îò îñè Oy. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé îïåðàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðèñ. 6.

Çàäàíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèêè ôóíêöèé y = sin 2x è y = sin(x/2).

3) Äàí ãðàôèê Γ íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = ϕ(x) =
f(ax + b) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a > 0 è b. Ââåäåì ôóíêöèþ g(x) = f(ax).
Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ìû óìååì ðèñîâàòü. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(x) = g(x + b/a) � åå

ãðàôèê ìû òîæå óìååì ðèñîâàòü. Íî èìååì h(x) = g(x + b/a) = f(a(x + b/a)) = f(ax + b) =
ϕ(x) - ïðèøëè ê èñêîìîìó ãðàôèêó. Çíà÷èò, âûïîëíÿåì òàêèå äåéñòâèÿ: 1) ñæèìàåì (èëè

ðàñòÿãèâàåì) ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè f(x) ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ a; 2) Äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôèêà
èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåíîñ.

Òåïåðü èíòåðåñíî íàéòè èñêîìûé ãðàôèê, èçìåíÿÿ ïîðÿäîê äåéñòâèé - ñíà÷àëà ñäâèã,

à çàòåì ñæàòèå (èëè ðàñòÿæåíèå). Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé: ââîäèì ôóíêöèþ

ψ(x) = f(x+ b/a) - ïåðåíîñ, çàòåì ôóíêöèþ ψ(ax) = f(a(x+ b/a)) = f(ax+ b) = ϕ(x) - ñæàòèå
èëè ðàñòÿæåíèå. (Ðèñ. 7)

Ðèñ. 5 - Ñäâèã íà −a
Ðèñ. 6 - Ðàñòÿæåíèå â
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Ðèñ. 7 - Ïîñëåäîâàòåëüíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà

Çàäàíèå. Èñõîäÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) = x2 − 4, íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèé

y = f(2x + 1) óêàçàííûìè âûøå äâóìÿ ñïîñîáàìè è óáåäèòåñü, ÷òî ïîëó÷àòñÿ îäèíàêîâûå

ãðàôèêè.

4) Ñæàòèå (ðàñòÿæåíèå) ãðàôèêà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé x = x0. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ ϕ(x) = f(k(x − x0) + x0). Íàä òî÷êîé x = x0 ãðàôèê îñòàåòñÿ íà ìåñòå, òàê êàê

ϕ(x0) = f(x0). Çíà÷åíèÿì f(x1) â òî÷êàõ x = x1 > x0, îòñòîÿùèõ îò òî÷êè x0 íà ðàññòîÿíèè

d1 = x1 − x0, ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ϕ(x2) â òî÷êàõ x = x2 > x0, îòñòîÿùèõ îò òî÷êè

x = x0 íà ðàññòîÿíèè d2 =
d1
k
. Äåéñòâèòåëüíî, x2 = x0 + d2 = (1 − 1

k )x0 + x1
k , ïîýòîìó

ϕ(x2) = f(k(x2 − x0) + x0) = f(kd2 + x0) = f(d1 + x0) = f(x1). Çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè f(x)
ñæèìàåòñÿ â k ðàç â íàïðàâëåíèè ê òî÷êå x = x0, åñëè k > 1, è ðàñòÿãèâàåòñÿ â 1

k ðàç, åñëè

0 < k < 1.
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Çàäàíèÿ. 1) Îïðåäåëèòü, îòíîñèòåëüíî êàêîé òî÷êè ñæèìàåòñÿ (ðàñòÿãèâàåòñÿ) (ñ a 6= 1)
ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ïðè ïåðåõîäå ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(ax + b), îïèñàòü íóæíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ è âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ïðè òàêîì ïåðåõîäå íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = f(x) âñåãäà
áóäåò ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. 2) Ïðîäåëàòü âñå òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ

ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b.
Äëÿ áûñòðîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé ïîëåçíî çíàòü, êàê ðèñóþòñÿ ãðàôèêè

ôóíêöèé f(x)+C, Cf(x), f(−x), |f(x)| ïðè èçâåñòíîì ãðàôèêå ôóíêöèè f(x) (ãäå C - íåêîòîðîå

ïîñòîÿííîå ÷èñëî).

3) Àñ�èìïòîòû êðèâîé. Ïðÿìàÿ L íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x),
åñëè îíà ïðè "óõîäå â áåñêîíå÷íîñòü" íåîãðàíè÷åííî áëèçêî ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàôèêó. Çíàíèå

àñèìïòîò ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ãðàôèê ôóíêöèè áîëåå òî÷íî.

Àñèìïòîòû áûâàþò âåðòèêàëüíûå, íàêëîííûå è ãîðèçîíòàëüíûå. (Ðèñ. 8) Âåðòèêàëüíûå

àñèìïòîòû èìåþò óðàâíåíèå x = x0 = Const, ãäå çíà÷åíèå x = x0 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

f(x)→ ±∞ ïðè x→ x0, ïðè÷åì âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ: ôóíêöèÿ ìîæåò ñòðåìèòüñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè îäíîãî çíàêà ïðè ïîäõîäå x ê x0 ñ îáåèõ ñòîðîí, áåñêîíå÷íîñòè ìîãóò áûòü

ðàçíûõ çíàêîâ ïðè x → x0 ± 0 (çàïèñè x → x0 + 0 (x → x0 − 0) èëè x → x0+ (x → x0−)
îçíà÷àþò, ÷òî x ñòðåìèòñÿ ê x0, îñòàâàÿñü ñïðàâà (ñîîòâåòñòâåííî, ñëåâà) îò x0, ò.å. áóäó÷è

áîëüøå (ñîîòâåòñòâåííî, ìåíüøå) x0); òàêæå ìîæåò áûòü, ÷òî f(x) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ïðè ïîäõîäå x ê x0 òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû � òîãäà ãîâîðÿò îá îäíîñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòå.

Ðèñ. 8 - Âèäû àñèìïòîò

Çàäàíèå: ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêà è åãî

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû è ïðîèëëþñòðèðóéòå êàæäûé âàðèàíò ïðèìåðîì.

Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà èìååò óðàâíåíèå âèäà y = kx+ b (k 6= 0), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
f(x) − (kx + b) → 0 ïðè x → ±∞, ïðè÷åì çäåñü òîæå âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ:

êîýôôèöèåíòû k 6= 0 è b ìîãóò áûòü ðàçíûìè ïðè x→ +∞ è x→ −∞, èëè æå îíè ñóùåñòâóþò

òîëüêî ïðè ñòðåìëåíèè x ê áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëåííîãî çíàêà. Íàõîæäåíèå íàêëîííîé

àñèìïòîòû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ àëãîðèòìîâ: 1) Íàäî èñêàòü ïðåäåë

lim
x→±∞

f(x)

x
; åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò k èñêîìîé àñèìïòîòû

ðàâåí çíà÷åíèþ ýòîãî ïðåäåëà. Çàòåì èùåì limx→±∞(f(x)−kx). Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò,
òî åãî çíà÷åíèå b è íàéäåííîå çíà÷åíèå k îïðåäåëÿþò èñêîìóþ àñèìïòîòó y = kx+ b. Çíà÷èò,
åñëè õîòÿ áû îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò (èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè), òî
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íàêëîííîé àñèìïòîòû íåò. 2) Åñëè óäàëîñü ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ â âèäå f(x) = kx+ b+ g(x),
ãäå ôóíêöèÿ g(x)→ 0 ïðè x→ ±∞, òîãäà ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì y = kx+ b áóäåò àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîâåäåíèè x. Âòîðîé ñïîñîá áîëåå èíôîðìàòèâåí, òàê êàê îí

ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêà ïî îòíîøåíèþ ê àñèìïòîòå: òàì, ãäå ôóíêöèÿ

g(x) áîëüøå (ìåíüøå) íóëÿ, ãðàôèê ðàñïîëîæåí âûøå (íèæå) àñèìïòîòû; â òî÷êàõ, ãäå

g(x) = 0, ãðàôèê ïåðåñåêàåòñÿ ñ àñèìïòîòîé.

Ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó y = b íà ñàìîì äåëå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

íàêëîííîé àñèìïòîòû ïðè çíà÷åíèè k = 0; ñîîòâåòñòâåííî, îíà èùåòñÿ òî÷íî ïî òîìó æå

àëãîðèòìó, êàê è íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.

Ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêà ïî îòíîøåíèþ ê åãî àñèìïòîòå ìîæåò áûòü ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì:

ãðàôèê âåñü ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò àñèìïòîòû, ìîæåò åå ïåðåñåêàòü

â êîíå÷íîì èëè äàæå â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (ïðîèëëþñòðèðóéòå êàæäûé èç ñëó÷àåâ

ñõåìàòè÷åñêèì ðèñóíêîì).

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y =
4x− 1

2x+ 4
(Ðèñ. 9). Ñäåëàâ òîæäåñòâåííûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ

y =
(4x+ 8)− 9

2x+ 4
= 2− 9

2x+ 4
= 2− y1, y1 =

9

2x+ 4

èñêîìûé ãðàôèê ïîëó÷èì, èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî ãðàôèêà ôóíêöèè ϕ(x) =
1

x
, ò.å. èç ãèïåðáîëû.

Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ1(x) = ϕ(2x + 4), çàòåì ϕ2(x) = 9ϕ1(x) = y1,
ϕ3(x) = −ϕ2(x) = −y1, íàêîíåö, y = 2 + ϕ3(x) � âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ÷èñëà èçó÷åííûõ

âûøå. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå åäèíñòâåííûå. Íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè y1(x) ìîæíî áûëî

ïðåîáðàçîâûâàòü òàê: y1 =
9

2

1

x+ 2
, Çàòåì èçìåíÿåì èçâåñòíûé ãðàôèê ôóíêöèè ϕ(x) òàê:

ïîëîæèì g1(x) = ϕ(x+ 2) � ñäâèã íà 2 âëåâî; äàëåå, y1(x) =
9

2
g1(x) � óìíîæåíèå íà 9

2 , äàëüøå

áóäåò óìíîæåíèå íà (−1) è ñëîæåíèå ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì 2, ò.å. ïîäúåì ãðàôèêà íà 2

åäèíèöû.

Íî âîîáùå áîëåå áûñòðîå ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè âèäà y =
ax+ b

cx+ d
, c 6= 0, ad− bc 6= 0

ïðîâîäèòñÿ òàê: ìû óæå çíàåì, ÷òî ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî èçìåíåííûé ãðàôèê

"ñòàíäàðòíîé" ãèïåðáîëû y =
1

x
. Íàéäåì ïåðâûì äåëîì âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ

àñèìïòîòû ñîîòâåòñòâåííî ñ óðàâíåíèÿìè x = −d
c
è y =

a

c
. Àñèìïòîòû ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü

íà 4 êâàäðàíòà è ãèïåðáîëà äîëæíà ðàñïîëîæèòüñÿ â äâóõ âåðòèêàëüíûõ óãëàõ. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ýòèõ óãëîâ äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü êîîðäèíàòû îäíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x0, y0),
íå ëåæàùåé íà àñèìïòîòàõ. Íàéäÿ ýòó òî÷êó, ðèñóåì âåòâè ãèïåðáîëû, èìåÿ óæå íàðèñîâàííûå

èõ àñèìïòîòû è çíàÿ êâàäðàíòû, ãäå äîëæíû ðàñïîëîæèòüñÿ ýòè âåòâè. Äëÿ áîëüøåé

òî÷íîñòè ãðàôèêà ìîæíî óêàçàòü òî÷êè åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò åñëè ãðàôèê ñ

íèìè ïåðåñåêàåòñÿ (êîãäà íåò òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ?). Ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî äëÿ ýñêèçîâ ãðàôèêîâ

íå íóæíà ñëèøêîì áîëüøàÿ òî÷íîñòü, à äîñòàòî÷íî óìåòü ïðåäñòàâèòü îáùèé õîä ãðàôèêà è

íåñêîëüêî åãî "èíòåðåñíûõ" òî÷åê.

Ïðèìåð 2. Èçó÷èì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y =
x2 − 4x+ 3

x+ 1
(Ðèñ. 10). Âî-ïåðâûõ,

ñðàçó çàìå÷àåì, ÷òî åñòü âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ñ óðàâíåíèåì x = −1. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè
ïðè ïîäõîäå ê ýòîé òî÷êå ñëåäóþùåå: â òî÷êå x = −1 ÷èñëèòåëü ðàâåí 8 > 0, çíà÷èò,

îêîëî òî÷êè x = −1 çíàê äðîáè ñîâïàäàåò ñî çíàêîì åå çíàìåíàòåëÿ. Èìååì, ÷òî ïðè

x → −1 − 0 (íàïîìíèì, ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî x ñòðåìèòñÿ ê −1, îñòàâàÿñü ñëåâà îò −1)
çíàê çíàìåíàòåëÿ îòðèöàòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê −∞; ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè x → −1 + 0 (x ïîäõîäèò ê −1 ñïðàâà, ò.å. áóäó÷è áîëüøå -1) ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê +∞.

Äàëåå èùåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó. Ïî ïåðâîìó àëãîðèòìó íàõîäèì

lim
x→±∞

x2 − 4x+ 3

x(x+ 1)
= 1 = k.
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Çàòåì èùåì b = lim
x→±∞

(
x2 − 4x+ 3

x+ 1
− x) = −5. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ y = x− 5 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé

â îáå ñòîðîíû ñòðåìëåíèÿ x ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ðèñ. 9 - Ïðèìåð 1 Ðèñ. 10 - Ïðèìåð 2

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî àëãîðèòìà ïóòåì "äåëåíèÿ óãîëêîì" íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå y = x − 5 + g(x), ãäå g(x) =
8

x+ 1
→ 0 ïðè x → ±∞, çíà÷èò, ñíîâà

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ y = x−5 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé. Íî òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü

áîëüøå ïðî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêà è åãî íàêëîííîé àñèìïòîòû. Òàê êàê g(x) 6= 0,
òî ãðàôèê íèãäå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ àñèìïòîòîé; íà ó÷àñòêå x > −1 ãðàôèê ðàñïîëîæåí âûøå

àñèìïòîòû, à ïðè x < −1 îí ðàñïîëîæåí íèæå àñèìïòîòû. Ëåãêî íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ Oy ïðîèñõîäèò â òî÷êå (0, 3), à ñ îñüþ Ox
ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ (1, 0) è (3, 0). Ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî äëÿ

ðèñîâàíèÿ ýñêèçà ãðàôèêà (ïîêà èñêàòü òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà íå íàäî).

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàçûâàåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé. Ïðè ðàáîòå ñ òàêîé ôóíêöèåé y =
P (x)

Q(x)
, ãäå ìíîãî÷ëåíû P (x) = a0x

p+a1x
(p−1+

... + ap−1x + ap è Q(x) = b0x
q + b1x

q−1 + ... + bq−1x + bq c b0 6= 0, ïðè óñëîâèè p ≥ q èíîãäà

áûâàåò ïîëåçíî âûäåëèòü åå öåëóþ ÷àñòü Z(x) è îñòàòîê R(x), êîòîðûå íàõîäÿòñÿ "äåëåíèåì

óãîëêîì" ìíîãî÷ëåíà P (x) íà ìíîãî÷ëåí Q(x), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

P (x)

Q(x)
= Z(x) +

R(x)

Q(x)
,

ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè Z(x) è R(x) ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé m = p − q è n < q
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a0 6= 0). Òàêèì îáðàçîì, ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè óñëîâèè p = q + 1
èìååò ëèíåéíóþ öåëóþ ÷àñòü Z(x) è, òåì ñàìûì, åå ãðàôèê òîãäà èìååò íàêëîííóþ àñèìïòîòó.

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè èìååì Z(x) = x− 5, R(x) = 8.
4) Îáîáùåíèÿ ïîíÿòèé ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ôóíêöèé. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ

y = f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó f(x) = f(−x) (âîïðîñ:

îáÿçàòåëüíî ëè äëÿ ýòîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà îïðåäåëåíà íà âñåé îñè Ox?). Íå÷åòíûå

ôóíêöèè îïðåäåëÿòñÿ óñëîâèåì f(x) = −f(−x). Ãðàôèê ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî îñè Oy, à äëÿ ãðàôèêà íå÷åòíîé ôóíêöèè íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) ÿâëÿåòñÿ

öåíòðîì ñèììåòðèè. Ìû èñïîëüçóåì ýòè èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèé

÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè.

Èññëåäóåì, êîãäà äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè åñòü âåðòèêàëüíàÿ îñü ñèììåòðèè ñ óðàâíåíèåì

x = a? Ïóñòü òàêàÿ îñü åñòü. Çíà÷èò, â òî÷êàõ x1 = a+ t x2 = a− t, ëåæàùèõ íà îäèíàêîâîì

ðàññòîÿíèè îò òî÷êè x = a, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äîëæíû áûòü îäèíàêîâû, ÷òî ïðèâîäèò ê

ðàâåíñòâó f(a+ t) = f(a− t) èëè ê ðàâåíñòâó

f(x) = f(2a− x) (1)
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(äëÿ âñåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè).

Çàìåòüòå, ÷òî ïðè a = 0 ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ÷åòîé ôóíêöèè. (Ðèñ. 11)

Äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè ïîñòóïàåì òàê: ïóñòü ãðàôèê ôóíêöèè

èìååò íåêîòîðûé öåíòð ñèììåòðèè M0(a, b). Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà M1(x1, y1) (y1 = f(x1))
ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó. Òîãäà íà ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M0 è M1, äîëæíà áûòü

äðóãàÿ òî÷êà M2(x2, y2), ëåæàùàÿ íà òîì æå ðàññòîÿíèè îò M0, ÷òî è M1, è ïðèíàäëåæàùàÿ

ãðàôèêó, ò.å. ñ y2 = f(x2) (ñäåëàéòå ðèñóíîê!). Çíà÷èò, òî÷êà M0 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà

M1M2. Òàê êàê a =
x1 + x2

2
, ìîæíî ïîëîæèòü x1 = a + t, x2 = a − t, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà

y0 =
f(x1) + f(x2)

2
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå 2b = f(a+ t) + f(a− t) èëè

f(x) + f(2a− x) = 2b (2)

(îòìåòèì, ÷òî ïðè (a, b) = (0, 0) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå íå÷åòíîé ôóíêöèè). (Ðèñ.

12)

Âûâîä: äëÿ íàõîæäåíèÿ îñè èëè öåíòðà ñèììåòðèè, íàäî äëÿ ôóíêöèè çàïèñàòü óðàâíåíèå

(1) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (2) ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè a è b è ïîäáèðàòü èõ

ñ óñëîâèåì òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ ýòèõ ðàâåíñòâ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x èç îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè. Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íå ñóùåñòâóåò, çíà÷èò, èñêîìîé

ñèììåòðèè íåò.

Âîïðîñû. 1) Ìîæåò ëè áûòü, ÷òî ôóíêöèÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ "÷åòíîé" è "íå÷åòíîé"

â îáîáùåííîì ñìûñëå? 2) Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé èìååò áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî îñåé èëè öåíòðîâ ñèììåòðèè? 3) ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, äëÿ ãðàôèêà êîòîðîé

êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè?

Çàäàíèå. Óáåäèòåñü, ÷òî â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå 2 òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò

x = −1 è y = x − 5 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ãðàôèêà. Ïîêàæèòå, ÷òî ó ãðàôèêà

ëþáîé ôóíêöèè âèäà y =
a0x

2 + a1x+ a2
b0x+ b1

, b0 6= 0, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò âñåãäà ÿâëÿåòñÿ

öåíòðîì ñèììåòðèè.

Ðèñ. 11 - Îáîáùåíèå ÷åòíîé ôóíêöèè Ðèñ. 12 - Îáîáùåíèå íå÷åòíîé ôóíêöèè

5) Îáðàòíûå ôóíêöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå èç

îäíîãî ìíîæåñòâà X â íåêîòîðîå äðóãîå ìíîæåñòâî Y (êîòîðîå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ñàìèì

ìíîæåñòâîì X). Çàïèñûâàåòñÿ ýòî êàê f : X → Y , è çäåñü ïîä ñèìâîëîì f ïîíèìàþò

òî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà X ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y .
Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èëè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî

Y íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Ýëåìåíòû x ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ òàêæå çíà÷åíèÿìè

àðãóìåíòà èëè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à ýëåìåíòû y èç Y , êóäà èõ ïåðåâîäèò îòîáðàæåíèå

f , íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè èëè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Èõ ñâÿçü çàïèñûâàþò â

âèäå y = f(x) è y íàçûâàþò îáðàçîì òî÷êè x, à x íàçûâàþò ïðîîáðàçîì òî÷êè y. Åñëè
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êàæäîìó àðãóìåíòó x ∈ X îòîáðàæåíèåì f : X → Y ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

y èç Y , òîãäà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé; åñëè æå õîòÿ áû íåêîòîðûì çíà÷åíèÿì

x ñîïîñòàâëÿåòñÿ áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ y, ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé. Â íà÷àëüíîì

êóðñå àíàëèçà èçó÷àþò, êàê ïðàâèëî, îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Âûäåëÿþò òðè âèäà îäíîçíà÷íûõ

ôóíêöèé.

1) Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé èëè áèåêöèåé, åñëè çàäàþùåå åå îòîáðàæåíèå f :
X → Y ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, ò.å. êàæäîìó çíà÷åíèþ x ∈ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y , è êàæäûé ýëåìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî

åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà x ∈ X. Ïðèìåðàìè áèåêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè: à) y =
√
x

X = [0, 4], Y = [0, 2]; á) y =
1

1− x2
ñ X = (1,+∞), Y = (−∞, 0); â) y = tgx ñ X = (−π

2
,
π

2
), Y =

(−∞,+∞).
Åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå

g : Y → X ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: g(y) äëÿ y ∈ Y ðàâíî åäèíñòâåííîìó òàêîìó x = g(y) èç
X, ÷òî f(x) = y èëè f(g(y)) = y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y è çàïèñûâàåòñÿ ýòî êàê òîæäåñòâåííîå

ðàâåíñòâî

f(g(y)) ≡ y, y ∈ Y. (3)

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ g(y) íàçûâàþò ôóíêöèåé, îáðàòíîé ê ôóíêöèè f(x).
Îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ - ýòî ìíîæåñòâî Y . Îòîáðàæåíèå g : Y → X òîæå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ Y ïî îïðåäåëåíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííîå x ∈ X, òàêîå, ÷òî f(x) = y, è äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ïðîîáðàç y ∈ Y , òàê êàê åñëè áû ïðîîáðàçîâ áûëî äâà, ñêàæåì, y1 è y2, òîãäà áûëî áû

ðàâåíñòâî g(y1) = g(y2) = x ñ y1 = f(x), y2 = f(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè

f(x). Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèè x = g(y) òîæå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ y = h(x),
òàêàÿ, ÷òî g(h(x)) = x. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(x) òîæäåñòâåííî ñîâïàäàåò ñ f(x). Íà
ñàìîì äåëå, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ X çíà÷åíèå h(x0) = y0 : g(y0) = x0. Íî, ïî îïðåäåëåíèþ,
g(y0) = x1 : f(x1) = y0. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 = g(y0) = x0, è ïîýòîìó f(x0) = f(x1) = y0 = h(x0),
÷òî è óòâåðæäàëîñü. Çíà÷èò, f(x) = h(x) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê g(y) è

g(f(x)) ≡ x, x ∈ X. (4)

Ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê f(x), ÷àñòî îáîçíà÷àþò êàê f−1(y). Òîëüêî ÷òî óñòàíîâëåííàÿ âçàèìíàÿ
îáðàòíîñòü ôóíêöèé y = f(x) è x = g(y) ïðèâîäèò ê ñïðàâåäëèâîñòè çàïèñåé f−1 (f(x)) ≡
x (ò.å. â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ åñòåñòâåííûì âçàèìîóíè÷òîæåíèåì äåéñòâèé îïåðàöèè f è

îáðàòíîé îïåðàöèè f−1) èëè f
(
f−1(y)

)
≡ y è

(
f−1

)−1
= f (ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò,

÷òî ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê îáðàòíîé äëÿ ôóíêöèè f , ñîâïàäàåò ñ ñàìîé ôóíêöèåé f .)
Çàìå÷àíèå. Ââèäó òàêîé âçàèìíî-îáðàòèìîñòè áèåêöèè ïðè ðàáîòå ñ îáðàòíûìè

ôóíêöèÿìè äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ èñïîëüçóþò òåðìèíû "ïðÿìàÿ" è "îáðàòíàÿ"

ôóíêöèè.

Çàäàíèå. Íàéäèòå ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ïðèâåäåííûì âûøå áèåêöèÿì, è ïðîâåðüòå äëÿ

íèõ ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4).

2) Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé èëè ñþðúåêöèåé, åñëè çàäàþùåå åå îòîáðàæåíèå

f : X → Y òàêîâî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì õîòÿ áû îäíîãî x ∈ X. Òàêîå

îòîáðàæåíèå íàçûâàþò åùå "íàëîæåíèåì" èëè îòîáðàæåíèåì "íà". Ïðèìåðàìè ñþðúåêöèè

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè: à) y = x2 ñ X = (−1, 2], Y = [0, 4]; á) y = sinx ñ X = (−∞,∞), Y = [−1, 1].
3) Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé èëè èíúåêöèåé, åñëè çàäàþùåå åå îòîáðàæåíèå

f : X → Y òàêîâî, ÷òî ðàçíûå ýëåìåíòû èç X îòîáðàæàþòñÿ â ðàçíûå ýëåìåíòû èç Y èëè,

ïî äðóãîìó, äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà èç X íå ìîãóò îòîáðàçèòüñÿ â îäèí ýëåìåíò èç Y . Ýòî

ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì f(x1) 6= f(x2) ïðè x1 6= x2. Ïðèìåðàìè èíúåêòèâíûõ ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè: à) y = x2 ñ X = (0, 1], Y = [0, 2); á) y = cosx ñ X = [0, π], Y = [−1, 1].

Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå òåïåðü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ

îäíîâðåìåííî è èíúåêòèâíûì, è ñþðúåêòèâíûì (ïîïðîáóéòå ýòî äîêàçàòü). Èñïîëüçîâàíèå

ýòèõ æå îòîáðàæåíèé ïîìîæåò îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû. 1) Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâ X
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è Y äàíû äâà îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(3) è (4). Âûòåêàåò ëè îòñþäà, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìè? 2) Ïóñòü äàíî

âûïîëíåíèå òîëüêî îäíîãî èç íèõ. Áóäåò ëè ýòî äîñòàòî÷íûì äëÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî

ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìè? Ïðè êàêîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ýòè

îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìè?

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî.

Äîïóñòèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y0 òàêîé, ÷òî äëÿ íåãî íåò íè îäíîãî x ∈ X,

êîòîðûé îòîáðàçèëñÿ áû â y0. Äëÿ íåãî ðàâåíñòâî (3) äàåò, ÷òî f(g(y0)) = y0. Íî g(y0)
ðàâíî íåêîòîðîìó x0 ∈ X, è ìû èìååì, ÷òî f(x0) = y0 - ïðîòèâîðå÷èå. Ïîêàæåì, ÷òî f
èíúåêòèâíî. Äîïóñòèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà íåðàâíûõ çíà÷åíèÿ x1 è x2, äëÿ
êîòîðûõ f(x1) = f(x2). Íî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ñîîòíîøåíèå (4) äàåò, ÷òî g(f(x1)) = x1,
è g(f(x2)) = x2, ò.å. x1 = x2 - ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f è èíúåêòèâíî, è

ñþðúåêòèâíî, ïîýòîìó îíî áèåêòèâíî.

Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ â îáùåì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûé, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðîì

ôóíêöèé y = f(x) = sinx è x = g(y) = arcsin y ñ X = (−∞,+∞), Y = [−1, 1]. Äëÿ íèõ

èìååì f(g(y)) = sin(arcsin y) ≡ y, ò.å. âûïîëíåíî (3), íî ôóíêöèÿ sinx çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ

èíúåêòèâíîé äàæå íà [0, π] è òåì áîëåå íà âñåé îñè. Ìû âûøå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

ñîîòíîøåíèÿ (3) îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Çíà÷èò, åñëè ìû äîïîëíèòåëüíî

ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, òîãäà îäíî òîëüêî ñîîòíîøåíèå (3) äàñò, ÷òî

îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è ñîîòíîøåíèå (4) îêàæåòñÿ âûïîëíåííûì àâòîìàòè÷åñêè.

Çàäàíèå: 1) Èññëåäîâàòü òàêóþ æå çàäà÷ó ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ òîëüêî ñîîòíîøåíèÿ

(4). 2) Ïóñòü X è Y � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî n è k.
Íàéòè ÷èñëî à) âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé f : X → Y ; á) ÷èñëî âîçìîæíûõ áèåêöèé; â)

÷èñëî âîçìîæíûõ ñþðúåêöèé èç X â Y ; ã) ÷èñëî âîçìîæíûõ èíúåêöèé X â Y (îïðåäåëèâ

ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèÿ, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò).

Ðèñ. 13 - Ïðèìåðû îáðàòíûõ ôóíêöèé

Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà îáðàòíîé ôóíêöèè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî àðãóìåíòó îáðàòíîé

ôóíêöèè, êàê îáû÷íî, ñîîòâåòñòâóåò îñü Ox, à çíà÷åíèÿ ñàìîé ôóíêöèè îòêëàäûâàþòñÿ

ïî îñè Oy. Åñëè y = f(x) áûëà "ïðÿìîé" ôóíêöèåé, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ

çàäàíà íà ìíîæåñòâå Y , ïðè îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç x è y, áóäåò äàâàòüñÿ ñâÿçüþ âèäà x = f(y), è åñëè óäàñòñÿ ðåøèòü

ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå y = f−1(x) (çàìåòüòå,

êàêèì óäà÷íûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå îáîçíà÷åíèÿ f−1: èìååì y = f−1(x) = f−1(f(y)) =
y, ò.å. îáîçíà÷åíèå f−1(x) äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò åãî ïîíèìàíèþ êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ x = f(y) äëÿ íåèçâåñòíîãî y), è ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè ãðàôèêà èìåííî ýòîé

ôóíêöèè. Èçâåñòíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà îáðàòíîé ôóíêöèè ïðè äàííîì ãðàôèêå

ïðÿìîé ôóíêöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ðàñïîëîæèòü çåðêàëüöå âäîëü áèññåêòðèñû
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1-ãî êîîðäèíàòíîãî óãëà ëèöåâîé ñòîðîíîé â ñòîðîíó ãðàôèêà, òîãäà â çåðêàëå ìîæíî

óâèäåòü ãðàôèê îáðàòíîé ôóíêöèè è îñòàåòñÿ àêêóðàòíî ïåðåíåñòè åãî íà áóìàãó (òîëüêî

äëÿ áûñòðîãî ïðàâèëüíîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ íóæíîãî ãðàôèêà æåëàòåëüíî çàðàíåå êàê-òî

âûäåëèòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü îñè Ox è ïîìíèòü, ÷òî â çåðêàëüíîé êàðòèíêå îíà áóäåò

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ Oy, à ëåâàÿ ÷àñòü íîâîé îñè àðãóìåíòîâ â çåðêàëå áóäåò ñìîòðåòüñÿ

êàê îáðàç ïðåæíåé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè Oy). Çàìåòüòå, ÷òî îðèåíòàöèÿ îñåé îñòàåòñÿ áåç

èçìåíåíèÿ: êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè àðãóìåíòîâ ê ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóîñè çíà÷åíèé ôóíêöèé îñòàåòñÿ íàïðàâëåííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò ñïîñîá äàåò

ïðåèìóùåñòâî äåâóøêàì (ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó?).

Åñòü åùå äâà, ìåíåå èçâåñòíûõ, ñïîñîáà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáõîäèòüñÿ áåç çåðêàëà è

áåç íîâîãî ëèñòà áóìàãè. Îïèøåì ýòè ñïîñîáû. Â ïåðâîì âàðèàíò íàðèñóéòå íà îòäåëüíîì

ëèñòî÷êå ãðàôèê äàííîé ïðÿìîé ôóíêöèè y = f(x), êàê-òî âûäåëèâ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü

Oy, íàïðèìåð, îñîáûì öâåòîì èëè æèðíîé îðèåíòèðóþùåé ñòðåëêîé. Ïîñëå ýòîãî ïîâåðíèòå

ëèñò âîêðóã îñè Ox íà îáðàòíóþ ñòîðîíó è äåðæà ëèñò íà ñâåòó, ïîâåðíèòå åãî ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè íà 90o òàê, ÷òîáû âûäåëåííàÿ ïîëóîñü y-îâ ïîøëà íàïðàâî, êàê è ïîëîæåíî áóäóùåé

îñè àðãóìåíòîâ. Ïðîñâå÷èâàþùèé ðèñóíîê è áóäåò ãðàôèêîì îáðàòíîé ôóíêöèè y = f−1(x) ñî
ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ è ðàñïîëîæåíèåì îñåé. Îñòàåòñÿ îáâåñòè åãî íà ýòîé

îáðàòíîé ñòîðîíå, îáîçíà÷èâ îñè êàê ïîëîæåíî.

Âî âòîðîì âàðèàíòå íà ëèñòå, ãäå íàðèñîâàí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), íàðèñóéòå

çåðêàëüíûé îòíîñèòåëüíî îñè Oy îáðàç ýòîãî ãðàôèêà (÷òî ðàâíîñèëüíî ðèñîâàíèþ ãðàôèêà

ôóíêöèè y = ϕ(x) = f(−x)), çàòåì ïîâåðíèòå ëèñò íà 900 ãðàäóñîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è

ïåðåîáîçíà÷üòå îñüOy â íîâîì ïîëîæåíèè êàê îñüOx, à îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü x-îâ â åå íîâîì
ïîëîæåíèè îáîçíà÷üòå êàê îñü Oy - è íàðèñîâàííûé ðàíåå ãðàôèê ôóíêöèè y = f(−x) ñòàíåò
â íîâîì ïîëîæåíèè ãðàôèêîì îáðàòíîé ôóíêöèè y = f−1(x) ñ ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèåì

àðãóìåíòà ÷åðåç x è ôóíêöèè ÷åðåç y.

Çàäàíèå: 1) Ïðîâåðüòå âñå òðè ñïîñîáà, ðàáîòàÿ ñ ãðàôèêîì êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé

ôóíêöèè (íàïðèìåð, ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = ax, îáðàòíîé ôóíêöèåé ê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ y = logax). 2) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ òðåõ ñïîñîáàõ ïîëó÷àåòñÿ îäèí è òîò æå

íóæíûé ãðàôèê. 3) Èñïîëüçóÿ ïåðåõîä îò ñâÿçè y = f(x) ê ñâÿçè x = f−1(y), íàéäèòå â

ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ îáðàòíûå ôóíêöèè y êàê ôóíêöèè îò àðãóìåíòà x.

6. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ y = f(x), çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

D ∈ R, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì T > 0, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ D òî÷êà x + T òîæå ïðèíàäëåæèò D è f(x + T ) = f(x). Òàêèõ ÷èñåë T ìîæåò áûòü

ìíîãî; íàèìåíüøåå èç íèõ íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì èëè ãëàâíûì ïåðèîäîì. Íàïðèìåð, äëÿ

ôóíêöèè y = sinx âñå ÷èñëà âèäà 2nπ, n ∈ Z, n 6= 0, ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè, à îñíîâíîé ïåðèîä

ðàâåí 2π. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé äîêàçûâàþòñÿ ëåãêî: 1) Åñëè T -

îñíîâíîé ïåðèîä, òî âñå ÷èñëà nT, n > 0 è öåëîå, òîæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè. 2) Ëþáîé äðóãîé

ïåðèîä ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì T . 3) Îáëàñòü D ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê è íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, ó

êîòîðûõ íåò îñíîâíîãî íåíóëåâîãî ïåðèîäà. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå

χ(x) =

{
1, äëÿ ðàöèîíàëüíûõ x;

0, äëÿ èððàöèîíàëüíûõ x.

ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì è íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäà íåò.

Â àíàëèçå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè. Íàïðèìåð,

åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ïðè x ≥ 0 è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T , òî åå ìîæíî

ïðîäîëæèòü íà çíà÷åíèÿ x < 0, ïîëîæèâ f(x) = f(x + T ),−T ≤ x ≤ 0 è äàëåå àíàëîãè÷íî

ïðîäîëæàÿ íà ñëåäóþùèå îòðåçêè âèäà [−nT,−(n− 1)T ].

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ïåðèîäè÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì f(x) = f(x ± T ). Ïðîâåäåííîå
âûøå ïðîäîëæåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê ôóíêöèè, ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå

íîâîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìîæíî ñäåëàòü ñ ëþáîãî èíòåðâàëà èëè ïîëóîòðåçêà I. Äëÿ
ýòîãî íàäî ïðîñòî ïåðåíåñòè ãðàôèê ñ I íàïðàâî èëè íàëåâî íà äëèíó ýòîãî ïðîìåæóòêà è

ïîâòîðèòü ýòó ïðîöåäóðó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (ïîäóìàéòå, ÷òî ñäåëàòü, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà

íà îòðåçêå è ìû õîòèì ïîëó÷èòü ôóíêöèþ íà âñåé îñè ïåðèîäè÷åñêóþ ñ äëèíîé ïåðèîäà,

ðàâíîãî äëèíå ýòîãî îòðåçêà?).

Çàäàíèå. 1) Îïðåäåëèòå îñíîâíûå ïåðèîäû ôóíêöèé: à) y = sin ax; á) y = tg(πx);
â) y = cos(cosx); y = sin(cosx); cos(sinx); sin(sinx) (çàìåòüòå, ÷òî ïåðèîäû íå âñåõ ýòèõ

ôóíêöèè îäèíàêîâû, õîòÿ âñå îíè ñîñòàâëåíû èç ôóíêöèé ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì); ã)

y = a sin x
2 + b sinx + c sin 2x; ä) y = cosx sinx. 2) Ïåðèîäè÷íà ëè ôóíêöèÿ y = sinx cosπx?

3) Ìîæåò ëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìåòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ñîñòîÿùóþ à) èç êîíå÷íîãî

÷èñëà îòäåëüíûõ îòðåçêîâ; á) èç áåñêîíå÷íîãî èõ ÷èñëà? 4) Ïîñòðîéòå ãðàôèê ïåðèîäè÷åñêîãî

ïðîäîëæåíèÿ íà âñþ ïðÿìóþ ôóíêöèþ: à) y = x2, çàäàííóþ íà îòðåçêå [−1, 1]; á) y = x,
çàäàííóþ íà îòðåçêå [−1, 2]. Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü, åñëè íå èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà

êîíöàõ îòðåçêà, è ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïîçâîëÿåòñÿ èçìåíÿòü ýòè

çíà÷åíèÿ?

Ðèñ. 14 - Ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

Åñëè ãðàôèê ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èìååò îäíó âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåòðèè, òîãäà

îí èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ îñåé ñèììåòðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü îñü

ñèììåòðèè x = a. Çíà÷åíèå a óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f(a + x) = f(a − x). Åñëè ôóíêöèÿ

÷åòíàÿ (ò.å. a = 0), òîãäà êàæäàÿ ïðÿìàÿ x = nT áóäåò îñüþ ñèììåòðèè, òàê êàê èìååì

f(x) = f(nT + x) = f(x − nT ) = f(nT − x). Åñëè æå ÷åòíîñòè íåò, òîãäà ââåäåì ôóíêöèþ

ϕ(x) = f(a + x). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T è îíà

÷åòíàÿ, òàê êàê ϕ(−x) = f(a− x) = f(a+ x) = ϕ(x). Çíà÷èò, åå ãðàôèê èìååò îñè ñèììåòðèè

ñ óðàâíåíèÿìè x = nT , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îñÿì ñèììåòðèè x = a+nT äëÿ èñõîäíîãî ãðàôèêà.

Ïðèìåð. Ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx èìååò âåðòèêàëüíûå îñè ñèììåòðèè x = 2πn, à ãðàôèê
ôóíêöèè y = sinx èìååò îñü ñèììåòðèè x = 3

2π, çíà÷èò, ó íåãî åñòü äðóãèå îñè ñèììåòðèè

x =
2n+ 1

2
π.

Çàäàíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôèêà ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, íå èìåþùåãî íè îäíîé
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âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè.

Áîëåå òîãî, íàëè÷èå ó íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f)x) ãðàôèêà ñ äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè îñÿìè
ñèììåòðèè óæå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ïåðèîäè÷íîñòè ãðàôèêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ó ãðàôèêà

åñòü äâå îñè ñèììåòðèè x = a è x = b > a. Òîãäà èìååì ðàâåíñòâà f(a + x) = f(a − x),
f(b+x) = f(b−x), îòêóäà f(x+T ) = f(b+x+T −b) = f(b−x−T +b) = f(a+2b−T −x−a) =
f(a− 2b+ T + a+ x) = f(x), åñëè âçÿòü T = 2(b− a).

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Íàðèñóéòå äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå x = a è x = b. Âîçüìåì ëåâåå ïðÿìîé x = a òî÷êó

M0 ñ êîîðäèíàòàìè (x0, f(x0)) ñ óñëîâèåì a − x0 < b − a. Äëÿ íåå íà ãðàôèêå ôóíêöèè åñòü

ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êàM1 c êîîðäèíàòàìè (2a−x0, f(x0)), ãäå 2a−x0 < b. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ

òî÷êèM1 íà ãðàôèêå åñòü òî÷êàM2 ñ êîîðäèíàòàìè (2b−2a+x0). Ìû âèäèì, ÷òî íåçàâèñèìî

îò âûáîðà òî÷êè M0 òî÷êà M2 íàõîäèòñÿ îò íåå íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè T = 2b − 2a,
èìåÿ òó æå îðäèíàòó f(x0). Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x0 + T ) = f(x0), ÷òî è

íóæíî äëÿ ïåðèîäè÷íîñòè.

7. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = sinx,
ðàññìàòðèâàåìóþ êàê îòîáðàæåíèå f : X → Y ñ X = (−∞,+∞), Y = [−1, 1]. Íàðèñóåì åå

ãðàôèê. Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ íàéòè îáðàòíóþ ê íåé ôóíêöèþ g(y), òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ìû

äîëæíû íàéòè äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ y ∈ [−1, 1] òàêîå çíà÷åíèå x = g(y) ∈ X, ÷òîáû f(x) = y,
ò.å., ÷òîáû áûëî sin(g(y)) = y. Ãðàôè÷åñêè ýòî äåëàåòñÿ òàê: áåðåì íà îñè Oy íà îòðåçêå [−1, 1]
òî÷êó ñ îðäèíàòîé y è ïðîâîäèì ÷åðåç íåå ïðÿìóþ L ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Â êàæäîé òî÷êå åå

ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ñèíóñà ìû èìååì àáñöèññó x, òàêóþ, ÷òî sinx = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x = g(y) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé, ïîýòîìó íàì íàäî âûäåëèòü íà îñè

Ox ó÷àñòîê, ãäå ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé L ñ ãðàôèêîì ñèíóñà åäèíñòâåííî. Î÷åâèäíî, òàêèõ

ó÷àñòêîâ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî. Îáû÷íî âûáèðàþò îòðåçîê [−π
2
,+

π

2
] è çíà÷åíèÿ x = g(y)

èç ýòîãî îòðåçêà îáîçíà÷àþò êàê arcsin y è íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì îáðàòíîé ôóíêöèè, à

âñå ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè îáîçíà÷àþò êàê

Arcsiny. Ïåðåõîäÿ ê îáû÷íûì îáîçíà÷åíèÿì íåçàâèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì

îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ y = arcsinx ñ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿX = [−1, 1] è îáëàñòüþ çíà÷åíèé

[−π
2
,+

π

2
]. Çíà÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arcsinx è îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè arcsinx ñâÿçàíû

ðàâåíñòâîì

Arcsinx = (−1)n arcsinx+ πn, n ∈ Z, x ∈ [−1, 1] (5)

(Ðèñ. 15à) (ýòî åñòü òî, ÷òî â øêîëå íàçûâàþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sin y = x
îòíîñèòåëüíî y). Åñëè ìû ïîñìîòðèì íà ãðàôèê îáðàòíîé ôóíêöèè ïî îïèñàííîìó âûøå

ñïîñîáó. òî óâèäèì, ÷òî ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arcsinx îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåííûì

ãðàôèêîì ñèíóñà, "âüþùèìñÿ" âîêðóã îñè Oy, è åå çíà÷åíèÿ íàä òî÷êîé x ∈ [−1, 1]
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì îðäèíàò â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ñ

ïîñòîÿííîé àáñöèññîé x; ãðàôèêó îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè arcsinx ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòîê cî

çíà÷åíèÿìè y ∈ [−π
2
,+

π

2
].

Çàäàíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arcsinx è âûäåëèòå íà íåì ó÷àñòîê,

ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè arcsinx.
Ïîñòðîåíèå îñòàëüíûõ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì íà îñíîâå ãðàôèêîâ "ïðÿìûõ" òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé cosx, tgx, ctgx. Èõ

ìíîãîçíà÷íûå îáðàòíûå ôóíêöèè Arccosx, Arctgx, Arcctgx (Ðèñ. 15 á-ã) è ñîîòâåòñòâóþùèå

îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè arccosx, arctgx, arcctgx ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

Arccosx = ±arccosx+ 2πn, n ∈ Z, x ∈ [−1, 1], 0 ≤ arccosx ≤ π (6)

Arctgx = arctgx+ πn, n ∈ Z, x ∈ R,−π
2
< arctgx <

π

2
(7)

Arcctgx = arcctgx+ πnn ∈ Z, x ∈ R, 0 < arcctgx < π. (8)

Çàäàíèå. Ïîëåçíî îñâåæèòü â ïàìÿòè èç øêîëüíûõ çíàíèé èëè âûâåñòè ñàìèì èëè

ïîñìîòðåòü â ñïðàâî÷íèêàõ âñåâîçìîæíûå ñâÿçè ìåæäó îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
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ôóíêöèÿìè; íàïðèìåð, âåðíû ôîðìóëû

arcsinx+arccosx=
π

2
, x ∈ [−1, 1]; arcsinx=arccos

√
1−x2, x ∈ [0, 1]; (9)

arctgx+arctgy=arctg
x+y

1−xy
, xy < 1. (10)

à) á) â) ã)

Ðèñ. 15 - Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

8. Ãðàôèêè ñëîæíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü â ôóíêöèè y = f(y1) àðãóìåíò y1 çàâèñèò

îò äðóãîãî àðãóìåíòà x ïî íåêîòîðîìó çàêîíó y1 = ϕ(x). Òîãäà ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

y = F (x) = f(ϕ(x)), êîòîðàÿ íàçûâàþòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé îò x; ïðè ýòîì y1 îáû÷íî

íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ïåðåìåííîé. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ñëîæíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåò

çíàíèå ãðàôèêîâ ñîñòàâëÿþùèõ èõ ôóíêöèé ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà íà ïëîñêîñòè

(y1, y) ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(y1), à íà ïëîñêîñòè (x, y1) ñòðîèì âòîðîé ãðàôèê

- ãðàôèê ôóíêöèè y1 = ϕ(x). Çàòåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê ãðàôèêà ñëîæíîé ôóíêöèè

y = f(ϕ(x)) ïî çíà÷åíèþ àðãóìåíòà x íà âòîðîì ãðàôèêå íàõîäèì çíà÷åíèå y1 = ϕ(x), à
ïîòîì íà ïåðâîì ãðàôèêå ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ y1 íàõîäèì çíà÷åíèå y = f(y1). Êîíå÷íî,
ïðè ñîâðåìåííûõ âîçìîæíîñòÿõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé òàêèå âû÷èñëåíèÿ íà ïåðâûé

âçãëÿä êàæóòñÿ áåññìûñëåííûì çàíÿòèåì, íî íà ñàìîì äåëå ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ

ñ áóêâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ áûâàåò âàæíûì áûñòðî ïðåäñòàâèòü

êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ïåðåìåííîé y1 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé â

ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ. Îáû÷íî îáðàùàþò âíèìàíèå íà

ïîâåäåíèå y1 è f(y1) ïðè ïîäõîäå ê àñèìïòîòàì, ê ãðàíè÷íûì òî÷êàì, â ïåðåñå÷åíèÿõ ñ îñÿìè

êîîðäèíàò è ò.ä.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ôóíêöèþ y = lg 1+x
x . Çäåñü y = lg y1, y1 = x+1

x .

Ñòðîèì ãðàôèêè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè y = lg y1 (Ðèñ. 16à) è ãèïåðáîëû y1 = x+1
x (Ðèñ.

16á). Íàõîäèì îáëàñòü, ãäå y1 > 0 - ýòî îáëàñòè D1 : −∞ < x < −1 è D2 : 0 < x < +∞.

Èññëåäóÿ ïîâåäåíèå y1 ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöàì ýòèõ îáëàñòåé, íàõîäèì, ÷òî y1 → 1 ± 0 ïðè

x → ±∞, çíà÷èò, y = lg y1 → 0 ± 0 ïðè x → ±∞ ⇒ y = 0 - ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Äàëåå, èññëåäóÿ ïîâåäåíèå ïðè x → −1 − 0 ïîëó÷àåì, ÷òî y1 → 0 + 0 ⇒ y → −∞ ⇒ x = −1 -

âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè x→ 0 + 0 èìååì y → +∞⇒ x = 0
- âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. Ïåðåñå÷åíèé ñ îñÿìè êîîðäèíàò íåò. Èìåÿ àñèìïòîòû è îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ, ìîæåì íàðèñîâàòü ýñêèç ãðàôèêà (Ðèñ. 16â).

Çàäàíèå Íàðèñóéòå ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = sin(x2), y = sin 1
x .

Çàâåðøèì ýòîò ïóíêò ðåêîìåíäàöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà ôóíêöèé âèäà y = f(x) sinx.
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = f(x) è y = −f(x). Îòìåòèì òî÷êè, â êîòîðûõ

sinx = ±1 - â íèõ òî÷êè èñêîìîãî ãðàôèêà ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ òî÷êàìè ãðàôèêà

ôóíêöèè ±f(x). Â òî÷êàõ, ãäå sinx = 0, ãðàôèê ïåðåñåêàåòñÿ îñü Ox. Òàê êàê |y(x)| ≤ |f(x)|,
òî ãðàôèê ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ±f(x), ïåðåõîäÿ îò îäíîãî ãðàôèêà ê

äðóãîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ õîäîì ôóíêöèè sinx.
Çàäàíèå. Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé ðåêîìåíäàöèè, íàðèñóéòå ãðàôèêè ôóíêöèé y =

x sinx, y = x2 sinx, y = 1
x sinx, y = e−x cosx, y = x sin 1

x , y = x2 sin 1
x .
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à) á) â)

Ðèñ. 16 - Ïðèìåð ñëîæíîé ôóíêöèè y = lg 1+x
x

9. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ìû çíàåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî ââåñòè ìíîãî

ñèñòåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (íàïðèìåð, çà ñ÷åò âûáîðà ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê, ðàçíûõ

ìàñøòàáîâ, ðàçíûõ íàïðàâëåíèé îñåé êîîðäèíàò è ò.ä.). Íî åñòü è äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò,

ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèõñÿ îò ðàçíûõ âàðèàíòîâ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Âîîáùå ïîëåçíî

èìåòü îáùåå ïîíèìàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, êàê ñïîñîáà îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñ ïîìîùüþ

÷èñåë. Ââåñòè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ ñèñòåìó êîîðäèíàò - ýòî çíà÷èò ïðåäëîæèòü

íåêîòîðûé ñïîñîá îòëè÷åíèÿ (èëè, ãîâîðÿò, èäåíòèôèêàöèè) ýòèõ ýëåìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ÷èñåë.

Èìåÿ â âèäó òî÷êè ïëîñêîñòè, ìîæíî ãîâîðèòü îá îïèñàíèè ïîëîæåíèÿ èëè ðàñïîëîæåíèÿ

òî÷åê ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñåë. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì

íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è íàçîâåì åå ïîëþñîì. Çàòåì âûïóñòèì èç ïîëþñà

ïðîèçâîëüíî íàïðàâëåííûé ëó÷ è íàçîâåì åãî ïîëÿðíîé îñüþ. Âûáåðåì íà ýòîé îñè îòðåçîê ñ

íà÷àëîì â ïîëþñå è ïðèïèøåì åìó äëèíó, ðàâíóþ 1, è ïðèìåì åãî çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ äëèí

è ðàññòîÿíèé. Ðàññìîòðèì òåïåðü íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M . Ïðîâåäåì îòðåçîê

OM è îõàðàêòåðèçóåì ïîëîæåíèå òî÷êè äâóìÿ ÷èñëàìè - äëèíîé r > 0 îòðåçêà OM è óãëîì ϕ
ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è íàïðàâëåíèåì ëó÷à OM . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèïèøåì êàæäîé òî÷êå

ïëîñêîñòè äâà ÷èñëà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ïîëÿðíûì ðàäèóñîì è ïîëÿðíûì óãëîì. Ýòè

÷èñëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Îáðàòíî, åñëè äàíû äâà

÷èñëà r > 0 è ϕ, òî âûáðàâ íàïðàâëåíèå ëó÷à èç òî÷êè ïîëþñà, ñîñòàâëÿþùåãî ñ ïîëÿðíîé

îñüþ óãîë â ϕ ðàäèàí, è îòëîæèâ íà ýòîì ëó÷å îòðåçîê äëèíû r, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ âïîëíå

îïðåäåëåííóþ òî÷êó M . Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñ

ïîìîùüþ äâóõ ÷èñåë r è ϕ. Ïðàâäà, ìû ïîêà íå èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè è ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë r > 0 è ϕ. Íàïðèìåð,
åñëè âçÿòü äâà ÷èñëà ϕ è ϕ + 2π, òî ïàðå ÷èñåë (r, ϕ) è (r, ϕ + 2π) ïî íàøåìó ïîñòðîåíèþ

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà è òà æå òî÷êà M . Ïîýòîìó îáû÷íî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïîëÿðíîãî

óãëà ϕ âûáèðàþò òàê íàçûâàåìîå ãëàâíîå åãî çíà÷åíèå - èëè ïîëàãàþò ϕ ∈ [0, 2π) èëè

ϕ ∈ (−π, π]. Äàëåå, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñàìîãî ïîëþñà îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì

ïîëÿðíîãî ðàäèóñà r = 0 è íèêàêîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿðíîãî óãëà ïîëþñó íå ïðèïèñûàåòñÿ.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñâÿçü ìåæäó ïîëÿðíûìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàì òî÷êè. Ïóñòü

ó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò,

à îñü Ox íàïðàâëåíà ïî ïîëÿðíîé îñè è åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí îäèíàêîâû (òàêèå ñèñòåìû

ïîëÿðíûõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè), òîãäà èìååì

x = r cosϕ, y = r sinϕ; r =
√
x2 + y2, tgϕ =

y

x
. (11)

Óðàâíåíèå êðèâûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáû÷íî èìååò âèä r = r(ϕ) èëè ϕ = ϕ(r).
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ òàêèõ êðèâûõ.

Ïðèìåð 1. Êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì r = R ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R è ñ

öåíòðîì â ïîëþñå.

13



Ïðèìåð 2. Êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì r = ϕ (Ðèñ. 17) ñòðîèòñÿ òàê. Ïî óñëîâèþ, r > 0,
çíà÷èò, ϕ > 0. Ïîñòðîèì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ϕ = 1, r = 1, çàòåì íà÷íåì óìåíüøàòü

ϕ. Ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ è ïîëÿðíûé ðàäèóñ è â ïðåäåëå òî÷êà M êðèâîé ïðèõîäèò ê

ïîëþñó. Çíà÷èò, êðèâàÿ íà÷èíàåòñÿ â ïîëþñå, êàñàÿñü ïîëÿðíîé îñè (òàê êàê ïîëÿðíûé

óãîë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ñåêóùàÿ OM ñòðåìèòñÿ ê ïîëÿðíîé îñè). Óâåëè÷èâàÿ ϕ îò

çíà÷åíèÿ ϕ = 1, ìû îäíîâðåìåííî óäàëÿåìñÿ îò ïîëþñà è ïîñëå ïîëíîãî îáîðîòà óãëà äî

çíà÷åíèÿ ϕ = 2π òî÷êà êðèâîé îêàçûâàåòñÿ íà ïîëÿðíîé îñè íà ðàññòîÿíèè 2π îò ïîëþñà.

Âîò çäåñü ìû äîãîâàðèâàåìñÿ ïðîäîëæàòü èçìåíÿòü ϕ íåïðåðûâíî äî áåñêîíå÷íîñòè è â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êðèâóþ, íàçûâàåìóþ ñïèðàëüþ Àðõèìåäà. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî

èñïîëüçîâàíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò èíîãäà ïîìîãàåò îïèñàòü ïðîñòûì óðàâíåíèåì êðèâûå,

óðàâíåíèÿ êîòîðûõ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìåëè áû äîâîëüíî ñëîæíûé âèä.

Ïðèìåð 3. Êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì r = 1
ϕ−1 (Ðèñ. 18). Ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî è äðóãèõ

óðàâíåíèé ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî ïåðåìåííûå r è ϕ ìîæíî òîëêîâàòü äâîÿêî - êàê ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè (x.y) è êàê äåêàðòîâûå íà ïëîñêîñòè (ϕ, r). Ïðè âòîðîì òîëêîâàíèè

ìû ìîæåì íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè r = 1
ϕ−1 êàê ãèïåðáîëó íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè

êîîðäèíàòàìè (ϕ, r) è óâèäèì, ÷òî r > 0 ïðè ϕ > 1, r → 0 ïðè ϕ → +∞. è r → +∞ ïðè

ϕ → 1. Ïåðâàÿ èíôîðìàöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè (x, y) (ãäå êîîðäèíàòû r, ϕ
ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûìè! ) ñòðåìèòñÿ ê ïîëþñó, çàêðó÷èâàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã

íåãî. Âòîðàÿ èíôîðìàöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèâàÿ óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, çíà÷èò, åñòü ñìûñë

ïðîâåðèòü, íåò ëè ó íåå àñèìïòîòû. Óðàâíåíèå ïðåäïîëàãàåìîé àñèìïòîòû y = kx + b.
Èùåì, âñïîìèíàÿ ôîðìóëû (11), k = limϕ→1

y
x = limϕ→1

r sinϕ
r cosϕ = tg1. Èùåì òåïåðü b =

limϕ→1(y−kx) = limϕ→1(r sinϕ− rtg1 cosϕ) = limϕ→1(
sinϕ−tg1 cosϕ

ϕ−1 = limϕ→1
sinϕ cos 1−sin 1 cosϕ

(ϕ−1) cos 1 =

limϕ→1
sin(ϕ−1)

(ϕ−1) cos 1 = 1
cos 1 . Çíà÷èò, ïðÿìàÿ y = xtg1 + 1

cos 1 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé!

Ðèñ. 17 - Ïðèìåð 2. r = ϕ Ðèñ. 18 - Ïðèìåð 3. r = 1
ϕ−1

Çàäàíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèêè êðèâûõ: à) r = ϕ
ϕ−1 ; b) r = sinϕ; c)r =

c

a cosϕ+ b sinϕ
â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, c.
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