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ëåêòîð Ñ.Â.Øàïîøíèêîâ

(1) ×èñëîâîé ðÿä. Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè. Êðèòåðèé Êîøè. Àáñîëþòíàÿ è
óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ðÿä Ëåéáíèöà.

(2) Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè. Ðàç-
ëîæåíèå ñèíóñà è êîñèíóñà â áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

(3) Ïðèçíàê Ãàóññà ñõîäèìîñòè ðÿäà è ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.
(4) Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
(5) Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ ðÿäà. Òåîðåìà Ðèìàíà è òåîðåìà Êîøè.
(6) Òåîðåìà Êîøè, òåîðåìà Ìåðòåíñà è òåîðåìà Àáåëÿ î ïðîèçâåäåíèè ðÿäîâ.
(7) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ñâîéñòâà íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ôîðìóëà Ýéëåðà.
(8) Êðèòåðèé Êîøè. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå.
(9) Ãàììà è áåòà ôóíêöèè Ýéëåðà è èõ ñâîéñòâà: ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ, ôîðìóëà

Ýéëåðà-Ãàóññà, ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ, ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ áåòà ôóíêöèþ ÷åðåç
ãàììà ôóíêöèþ. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà.

(10) Ìåòîä Ëàïëàñà. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà. Àñèìïòîòèêà ãàììà ôóíêöèè.
(11) Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà è êðèòåðèé Êîøè.
(12) Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðåäåëîâ. Íåïðåðûâíîñòü ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
(13) Êîíå÷íàÿ ε-ñåòü. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â

ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
(14) Òåîðåìà Àñêîëè�Àðöåëà. Òåîðåìà Øàóäåðà(áåç äîêàçàòåëüñòâà). Òåîðåìà Ïåàíî

î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíîé è îãðà-
íè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

(15) Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà è èíòåãðàëà. Òåîðåìà Àðöåëà î ïåðå-
õîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ñëó÷àå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé.

(16) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè èõ ïðîèçâîäíûõ.

(17) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Êðèòå-
ðèé Êîøè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.

(18) Ïðèçíàê Äèíè. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ âèäà
∑

n an(x)bn(x). Ïðèçíàêè
Àáåëÿ�Äèðèõëå.

(19) Ñòåïåííûå ðÿäû. Ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âíóòðè êðó-
ãà ñõîäèìîñòè. Òåîðåìà Àáåëÿ. Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåííûõ
ðÿäîâ.

(20) Ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà�Àáåëÿ è ×åçàðî.
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Çàäà÷è

1. Ïóñòü pn � ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
∞∑
n=1

1

ns
=

∞∏
n=1

(
1− 1

psn

)−1

.

2. Ïóñòü ÷èñëà amn òàêîâû, ÷òî Am =
∑∞

n=1 |amn | < ∞ è äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè bn âåëè÷èíû Bm =

∑∞
n=1 a

m
n bn ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞. Äîêàæèòå,

÷òî Am → 0 ïðè m → ∞.
3. Ïóñòü 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x) = n−1
∑n

k=1 f(x + k/n) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1]
ê êîíñòàíòå, ðàâíîé èíòåãðàëó îò f ïî îòðåçêó [0, 1].
4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {an} � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an sin(nx) ñõîäèòñÿ íà R ðàâíîìåðíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà limn→∞ nan = 0.
5. Ïóñòü ðÿä

∑∞
n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1]. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäóòñÿ

òàêèå ôóíêöèè an(x) è bn(x), ÷òî fn(x) = an(x)bn(x), an(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
è ïðè êàæäîì x ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ÷àñòè÷íûå ñóììû∑N

n=1 bn(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû?
6. (Òåîðåìà Òàóáåðà) Ïóñòü ðÿä

∑
n an ñóììèðóåì ìåòîäîì Ïóàññîíà�Àáåëÿ ê A è

lim
n→∞

a1 + 2a2 + . . .+ nan
n

= 0.

Äîêàæèòå, ÷òî
∑

n an = A.
7. Âûâåäèòå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàïëàñà ðàâåíñòâî:

Γ(λ+ 1) =
√
2πλ

(λ
e

)λ(
1 +

1

12λ
+O(λ−2)

)
, λ → +∞,

ãäå Γ � ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà.


