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Âèäíî, ãîðû âèíîâàòû -
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Ñíîâà â ãîðû è ïî òðîïàì

Ñ ðþêçàêàìè çà ñïèíîé.

Ãðóç ïîä ñèëó ëèøü öèêëîïàì!

Ìàìà, ÿ õî÷ó äîìîé!¿

Þ.Âèçáîð è Ì.Ëåâèí Ìàìà, ÿ õî÷ó äîìîé.

1. ×èñëîâûå ðÿäû è áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïóñòü {an} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûðàæåíèå
∑∞

n=1 an íàçûâàþò ÷èñëîâûì

ðÿäîì. Ñóììó ïåðâûõ N ñëàãàåìûõ SN = a1 + . . .+ aN íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
N→∞

SN ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ñóììîé ðÿäà è îáîçíà÷àþò ÷åðåç∑∞
n=1 an. Åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, òî limn→∞ an = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S =
∑∞

n=1 an. Ïî îïðåäåëåíèþ aN = SN − SN−1 → S − S = 0. �

Ïðåäëîæåíèå 1.2. (i) Îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ íå âëèÿåò íà ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà.

(ii) Ïóñòü nk � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an
ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ñãðóïïèðîâàííûé ðÿä∑

k

( nk+1∑
s=nk+1

as

)
.

(iii) Ïóñòü nk � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì

nk − nk−1 6 L

äëÿ âñåõ k è íåêîòîðîãî L. Åñëè an → 0 è ñãðóïïèðîâàííûé ðÿä
∑

k

(∑nk+1

s=nk+1 as

)
ñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî (iii). Ïóñòü nk 6 N < nk+1. Òîãäà

SN = a1 + . . .+ aN =
k∑

i=1

( ni+1∑
s=ni+1

as

)
− (aN+1 + . . .+ ank+1

).

×èñëî ñëàãàåìûõ ñ íîìåðàìè îò N +1 äî nk+1 íå ïðåâîñõîäèò L. Åñëè N ñòîëü âåëèêî, ÷òî

|an| < ε ïðè n > N , òî

|aN+1 + . . .+ ank+1
| < εL.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë SN ïðè N → ∞ ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñãðóïïèðî-

âàííîãî ðÿäà. �
1
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Çàìåòèì, ÷òî â óòâåðæäåíèè ïóíêòà (iii) íåëüçÿ óáðàòü óñëîâèå an → 0. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (1−1)+(1−1)+ . . . íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà 1+(−1)+1+(−1)+ . . ..

Êðîìå òîãî, íåëüçÿ óáðàòü óñëîâèå nk − nk−1 6 L. Ðàññìîòðèì ðÿä

1 +
1

2
+

−1

2
+

1

4
+

1

4
+

−1

4
+

−1

4
+

1

8
+ . . .

Ýòîò ðÿä íå ñõîäèòñÿ òàê êàê SN äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ N ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0 è ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ 1/2. ßñíî, ÷òî ðàçðåøèâ ãðóïïèðîâêó ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ìîæíî

ñîñòàâèòü ðÿä èç íóëåé.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. (Êðèòåðèé Êîøè) Ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N∣∣∣Sn − Sm

∣∣∣ = ∣∣∣ n∑
k=m+1

ak

∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðîñòî ïåðåôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. �

Ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑

n |an|.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Îñîáåííî ïðîñòî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ ñëà-

ãàåìûõ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü an > 0. Ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñõîäèìîñòè ìîíîòîí-

íîé è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü 0 6 an 6 bn. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n bn ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà∑
n an, à èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
n an ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
n bn.

Åñëè ñðàâíèâàòü ÷èñëîâîé ðÿä ñ ñóììîé áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∑

n q
n,

òî íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. (i) (Ïðèçíàê Êîøè) Ïóñòü an > 0 è lim sup n
√
an = q. Åñëè q < 1, òî

ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ. Åñëè q > 1, òî ðÿä
∑

n an ðàñõîäèòñÿ.

(ii) (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà) Ïóñòü an > 0. Åñëè lim sup an+1

an
< 1, òî ðÿä

∑
n an ñõîäèòñÿ.

Åñëè lim inf an+1

an
> 1, òî ðÿä

∑
n an ðàñõîäèòñÿ.

Ïóòü {bn} � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûðàæåíèå
∞∏
n=1

bn = b1 · b2 · . . .

íàçûâàþò áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ N ìíîæèòåëåé

ΠN =

N∏
n=1

bn

íàçûâàþò ÷àñòè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé è îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðå-

äåë

lim
N→∞

ΠN ,
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òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ, à ñàì ïðåäåë îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∏∞

n=1 bn. Â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ, òî bn → 1 ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

bN =
ΠN

ΠN−1
→ 1.

�

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü bn > 0. Ïðîèçâåäåíèå
∏

n bn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∑

n ln bn è â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè

e
∑

n ln bn =
∏
n

bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

e
∑N

n=1 ln bn = ΠN ,

N∑
n=1

ln bn = lnΠN

è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ýêñïîíåíòû è ëîãàðèôìà. �

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ìíîæèòåëåé ê

åäèíèöå, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü òàê

bn = 1 + βn, βn → 0.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ln(1+x) = x− x2

2 +o(x2). Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n |βn|
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
n ln(1 + βn) è, çíà÷èò, ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ

∏
n bn. Åñëè

âñå ÷èñëà βn îäíîãî çíàêà (âñå > 0 èëè âñå 6 0), òî èç ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑

n βn.

2. Ïðèçíàê Ãàóññà è ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü bn > 0 è
bn
bn+1

= 1 + βn.

Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑

n |βn|, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

bn = b1
b2
b1

b3
b2

· · · bn
bn−1

=
b1∏n−1

k=1(1 + βn)
.

�

Òåîðåìà 2.1. (Ïðèçíàê Ãàóññà) Åñëè an > 0 è
an
an+1

= 1− p

n
+ αn,

∑
n

|αn| < ∞,

òî äëÿ íåêîòîðîãî C ̸= 0

an ∼ C

np
,

â ÷àñòíîñòè, ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó ñ bn = ann
−p:

bn
bn+1

=
(
1− p

n
+ αn

)(
1 +

1

n

)p
= 1 + βn,

∑
n

|βn| < ∞.

�
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, îïèñûâàþùóþ

ïîâåäåíèå n!. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

lnn! = ln 2 + . . .+ lnn =
1

2
(ln 1 + ln 2) +

1

2
(ln 2 + ln 3) + . . .+

1

2
(ln(n− 1) + lnn) +

1

2
lnn.

×èñëî 1
2(ln(k − 1) + ln k) ðàâíî ïëîùàäè òðàïåöèè ïîä ãðàôèêîì y = lnx, îáðàçîâàííîé

õîðäîé, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êè (k−1, ln(k−1)) è (k, ln k). Ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ òðàïåöèé

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ïëîùàäüþ ïîä ãðàôèêîì:

1

2
(ln 1 + ln 2) +

1

2
(ln 2 + ln 3) + . . .+

1

2
(ln(n− 1) + lnn) 6

∫ n

1
lnx dx = n lnn− n+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå lnn! 6 n lnn− n+ 1 + 1
2 lnn è

n! 6 nn+ 1
2 e−n+1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå n!.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë

lim
n→∞

n!

nn+ 1
2 e−n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

bn =
n!

nn+ 1
2 e−n

.

Èìååì
bn
bn+1

=
(
1 +

1

n

)n+1/2
e−1 = 1 +

1

12n2
+ o(

1

n2
).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû è ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë. �

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî

n! ∼ Cnn+ 1
2 e−n.

Òåïåðü âû÷èñëèì êîíñòàíòó C. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì ôîðìóëó Âàëëèñà. Ðàññìîòðèì âûðà-

æåíèå

In =

∫ π/2

0
sinn x dx.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

In = −
∫ π/2

0
sinn−1 x d cosx = (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x(1− sin2 x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî

In =
n− 1

n
In−2.

Ïîëàãàÿ I0 = π/2 è I1 = 1 âûâîäèì ôîðìóëû

I2n =
π

2
· (2n)!

(2nn!)2
, I2n+1 =

(2nn!)2

(2n+ 1)!
.

Òàê êàê I2n−1 6 I2n 6 I2n+1, òî

(2n−1(n− 1)!)2

(2n− 1)!
6 π

2
· (2n)!

(2nn!)2
6 (2nn!)2

(2n+ 1)!
.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

1 +
1

2n
6 π

2
·
( (2n)!

(2nn!)2

)2
(2n+ 1) 6 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû âûâåëè ôîðìóëó Âàëëèñà:

lim
n→∞

((2nn!)2
(2n)!

)2 1

2n+ 1
=

π

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó âûðàæåíèå äëÿ ôàêòîðèàëà ñ íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé C, íàõî-

äèì

C =
√
2π.

Òåïåðü ìû ìîæåì îêîí÷àòåëüíî âûïèñàòü ôîðìóëó Ñòèðëèíãà:

n! =
√
2πnnne−n+εn , εn → 0.

Ìîæíî óòî÷íèòü (íî ìû ýòîãî óæå äåëàòü íå áóäåì), ÷òî εn = θn
12n , ãäå 0 < θn < 1.

3. Ðàçëîæåíèå sinx â ïðîèçâåäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. (Ýéëåð) Ïðè âñåõ x ̸= πn, n ∈ Z, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sinx = x
∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî sin(2N + 1)t = sin tP (sin2 t), ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N .

Âû÷èñëÿÿ êîðíè P è ðàñêëàäûâàÿ åãî íà ìíîæèòåëè, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

sin(2N + 1)t = (2N + 1) sin t
N∏
k=1

(
1− sin2 t

sin2 πk
2N+1

)
.

Ñäåëàåì çàìåíó t = x/(2N + 1):

sinx = (2N + 1) sin
x

2N + 1

N∏
k=1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2N+1

)
.

Ïóñòü J òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî (J + 1)π > |x|. Ïðè ôèêñèðîâàííîì J

lim
N→∞

J∏
k=1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2N+1

)
=

J∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)
.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

RJ = lim
N→∞

N∏
k=J+1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2N+1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
sin2 x

2n+1

sin2 πk
2N+1

6 x2

4k2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
N∏

k=J+1

(
1− x2

4k2

)
6

N∏
k=J+1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2N+1

)
6 1

è
N∏

k=J+1

(
1− x2

4k2

)
6 RJ 6 1.

Çíà÷èò RJ → 1 ïðè J → ∞ è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. �

Ñëåäñòâèå 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

cosx =
∞∏
n=1

(
1− 4x2

(2n− 1)2π2

)
.
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4. Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå.

Ðàññìîòðèì ñóììó
∑m

k=n akbk. Ïîëîæèì BN = b1 + . . .+ bN è B0 = 0.

Ïðåîáðàçîâàíèå

m∑
k=n

akbk =

m∑
k=n

ak(Bk −Bk−1) =

m∑
k=n

akBk −
m∑

k=n

akBk−1 = amBm− anBn−1−
m∑

k=n

(ak+1− ak)Bk.

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ è ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ anBn, òî ðÿäû∑
n

anbn è
∑
n

(an+1 − an)Bn

ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ âûâîäèì ðàâåíñòâî:

N∑
n=1

anbn = aNBN −
N∑

n=1

(an+1 − an)Bn,

èç êîòîðîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå. �

Ñëåäñòâèå 4.1. (Ïðèçíàêè Àáåëÿ�Äèðèõëå)

(i) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bn îãðàíè÷åííà, òî ðÿä
∑

n anbn ñõîäèòñÿ.

(ii) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà è îãðàíè÷åííà, à ðÿä
∑

n bn ñõîäèòñÿ, òî

ðÿä
∑

n anbn ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì (i). Ïî óñëîâèþ anBn → 0 è ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑

n anbn ðàâ-

íîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n(an+1 − an)Bn, êîòîðûé ñõîäèòñÿ äàæå àáñîëþòíî. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå âîçðàñòàåò. Ðÿä
∑

n |an+1 − an| ñõîäèòñÿ, òàê êàê
N∑

n=1

|an+1 − an| =
N∑

n=1

(an − an+1) = a1 − aN+1 → a1.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî |(an+1 − an)Bn| 6 |an+1 − an| supn |Bn|.
Ïóíêò (ii) ñâîäèòñÿ ê (i) ïåðåõîäîì îò an ê an − a, ãäå a = limn→∞ an. �

Îòìåòèì, ÷òî ïðèçíàê Ëåéáíèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèçíàêà Àáåëÿ�Äèðèõëå.

Ñëåäñòâèå 4.2. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

an íå âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ðÿä
∑

n(−1)nan ñõîäèòñÿ.

5. Ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ ðÿäà. Òåîðåìà Êîøè è òåîðåìà Ðèìàíà.

Äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì åùå ñî øêîëû èçâåñòíî ïðàâèëî: îò ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ ñóììà

íå ìåíÿåòñÿ. Â ñëó÷àå ðÿäîâ ýòî ïðàâèëî âîîáùå ãîâîðÿ íå ðàáîòàåò.

Ïóñòü φ : N → N � áèåêöèÿ. Ðÿä
∑

n aφ(n) íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðÿäà
∑

n an.

Òåîðåìà 5.1. (Ðèìàí) Åñëè ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ïåðåñòàíîâêîé åãî ñëàãàåìûõ

ìîæíî ïîëó÷èòü âñÿêóþ íàïåðåä çàäàííóþ ñóììó, â òîì ÷èñëå +∞ è −∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pn � íåîòðèöàòåëüíûå, à qn îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå ðÿäà. Ïî-

ñêîëüêó ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî
∑

n pn = +∞ è
∑

n qn = −∞. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå

÷èñëî A. Áóäåì ñîñòàâëÿòü íîâûé ðÿä èç pn è qn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ñêëàäûâàåì
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p1, p2, ... äî òåõ ïîð ïîêà ñóììà ïåðâûé ðàç íå ïðåâûñèò A. Çàòåì äîáàâëÿåì qi äî òåõ ïîð

ïîêà ñóììà íå ñòàíåò ìåíüøå A è ò.ä. Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ ñóììû îêîëî ÷èñëà A êàæäûé

ðàç ñîñòàâëÿþò íå áîëåå pn èëè qn, à pn, qn → 0, òî íîâûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê A. �

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïåðåñòàíîâêà ñëàãàåìûõ íå ìåíÿåò

ñóììû.

Òåîðåìà 5.2. (Êîøè) Åñëè ðÿä
∑

n an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè

φ íîâûé ðÿä
∑

n aφ(n) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
∑

n an =
∑

n aφ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñõîäèìîñòü ïåðåñòàâëåííîãî ðÿäà. Èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî:
N∑

n=1

|aφ(n)| 6
∑

k6maxn6N φ(n)

|ak| 6
∞∑
k=1

|ak|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñòàâëåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N1 òàêîé,

÷òî ∑
n>N1

|an| < ε.

Ïóñòü J1 òàêîé íîìåð, ÷òî {φ(1), . . . , φ(J1)} ⊃ {1, 2, . . . , N1}. Äëÿ âñåõ J > J1∣∣∣ ∞∑
n=1

an −
J∑

k=1

aφ(k)

∣∣∣ 6 ∑
n>N1

|an| < ε

�

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû ïîêàæåì êàê ïåðåìíîæàòü àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèåñÿ ðÿäû.

Òåîðåìà 5.3. Åñëè ðÿäû
∑

n an è
∑

n bn ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä ñîñòàâëåííûé èç

âñåõ âîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé aibj, âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è åãî ñóììà ðàâíà (
∑

n an) · (
∑

n bn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ êàêàÿ-òî íóìåðàöèÿ ïàð (i, j). Òàê êàê

N∑
n=1

|ai(n)bj(n)| 6
( ∑
k6maxn6N i(n)

|ak|
)( ∑

k6maxn6N j(n)

|bk|
)
,

òî ðÿä èç ai(n)bj(n) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñóììà íå çàâèñèò îò ïåðåñòà-

íîâêè ñëàãàåìûõ, ò. å. îò ñïîñîáà íóìåðàöèè ïàð (i, j). Çàíóìåðóåì ýòè ïàðû òàê, ÷òî ïàðû

(i(n), j(n)) ïðè n 6 N2 çàïîëíÿþò âåñü êâàäðàò {1, 2, . . . , N} × {1, 2, . . . , N}. Òîãäà∑
n6N2

ai(n)bj(n) =
(∑
k6N

ak

)(∑
k6N

bk

)
,

÷òî ñòðåìèòñÿ ê (
∑

n an) · (
∑

n bn) ïðè N → ∞. �

6. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå.

Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà âñÿêîì îòðåçêå [a, c] ⊂ [a, b), ãäå b ìîæåò áûòü +∞.

Ïîëîæèì

F (c) =

∫ c

a
f(x) dx.

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limc→b− F (c), òî åãî íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì

Ðèìàíà îò f ïî [a, b),îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∫ b

a
f(x) dx
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è ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Åñëè ïðåäåë limc→b− F (c) íå ñóùåñòâó-

åò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Åñëè f

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b], òî åå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì

Ðèìàíà.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. (Êðèòåðèé Êîøè) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f ïî [a, b) ñõîäèòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

c1, c2 ∈ (b− δ, b) ∣∣∣∫ c2

c1

f(x) dx
∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðîñòî ïåðåôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî

ïðåäåëà ôóíêöèè. �

Îñîáåííî ïðîñòî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â ñëó÷àå íåîòðèöà-

òåëüíîé ôóíêöèè f .

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Åñëè f > 0 íà [a, b), òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f íà [a, b) ñõî-

äèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî∫ c

a
f(x) dx 6 M ∀c ∈ [a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ó ìîíîòîí-

íîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè. �

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè 0 6 f 6 g íà [a, b), òî èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

îò g íà [a, b) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò f , à èç ðàñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò f ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îò g.

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f íå âîçðàñòàåò íà [1,+∞). Òîãäà ðÿä∑
n f(n) è ∫ ∞

1
f(x) dx

ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íîâûå ôóíêöèè h è g ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïîëóèíòåðâàëå

[k, k + 1) ôóíêöèÿ h ðàâíà f(k + 1), à ôóíêöèÿ g ðàâíà f(k). Òîãäà 0 6 h 6 f 6 g è∫ N

1
h(x) dx =

N∑
n=2

f(n),

∫ N

1
g(x) dx =

N−1∑
n=1

f(n).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ. �

Ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Àáåëÿ, íî äëÿ èíòåãðàëîâ:∫ c

a
g(x)f(x) dx = g(c)

∫ c

a
f(x) dx−

∫ c

a
g′(x)

(∫ x

a
f(t) dt

)
dx.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü f ∈ C([a, b)), g ∈ C1([a, b]) è g′ 6 0. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë

lim
c→b

g(c)

∫ c

a
f(t) dt,

òî èíòåãðàëû ∫ b

a
g(x)f(x) dx è

∫ b

a
g′(x)

(∫ x

a
f(t) dt

)
dx

ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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Ñëåäñòâèå 6.3. (Ïðèçíàêè Àáåëÿ�Äèðèõëå) Ïóñòü f ∈ C([a, b)), g ∈ C1([a, b)) è g′ 6 0.

(i) Åñëè limc→b g(c) = 0 è ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ c ∈ [a, b) âåðíà

îöåíêà ∣∣∣∫ c

a
f(x) dx

∣∣∣ 6 M,

òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò fg ïî [a, b) ñõîäèòñÿ.

(ii) Åñëè g îãðàíè÷åíà íà [a, b) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f ïî [a, b) ñõîäèòñÿ, òî

ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò fg ïî [a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì (i). Ïî óñëîâèþ

lim
c→b

g(c)

∫ c

a
f(x) dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî èíòåãðàëà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà∫ b

a
g′(x)

(∫ x

a
f(t) dt

)
dx,

êîòîðûé êàê ìû ïîêàæåì ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Äåéñòâèòåëüíî,∣∣∣g′(x)(∫ x

a
f(t) dt

)∣∣∣ 6 M |g′(x)|

è

lim
c→b

∫ c

a
|g′(x)| dx = lim

c→b
(g(a)− g(c)) = g(a).

Ïóíêò (ii) ñâîäèòñÿ ê (i) çàìåíîé g íà g − limc→b g(c). �

7. Ãàììà è Áåòà ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ôóíêöèÿ

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−t dt

íàçûâàåòñÿ ãàììà-ôóíêöèåé Ýéëåðà, à ôóíêöèÿ

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1 dt

íàçûâàåòñÿ áåòà-ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Îòìåòèì, ÷òî Γ(x) îïðåäåëåíà ïðè x > 0, à B(x, y) îïðåäåëåíà ïðè x > 0 è y > 0.

Òåîðåìà 7.1. (Ñâîéñòâà áåòà-ôóíêöèè)

(i) B(x, y) = B(y, x);

(ii) B(x+ 1, y) = x
x+yB(x, y);

(iii) B(x, y) =

∫ ∞

0

sx−1

(1 + s)x+y
ds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (i) âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû t → 1− t. Ïóíêò (iii) âûâîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ çàìåíû t = s/(1 + s). Íàêîíåö äëÿ âûâîäà (ii) äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

÷àñòÿì. �

Èñïîëüçóÿ ïóíêò (ii), íåñëîæíî âûâåñòè ðàâåíñòâî:

B(n,m) =
(m− 1)!(n− 1)!

(n+m− 1)!
.
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Òåîðåìà 7.2. (Ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèè)

(i) Γ(x+ 1) = xΓ(x);

(ii) Γ(x) = limn→∞
nx(n−1)!

x(x+1)···(x+n−1) (ôîðìóëà Ýéëåðà�Ãàóññà);

(iii) Γ(x)Γ(1− x) = π
sinπx ïðè 0 < x < 1 (ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (i) âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äîêàæåì (ii).

Ñäåëàåì çàìåíó t = − lnu:

Γ(x) =

∫ 1

0
lnx−1(1/u) du.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = n(1− ex/n) + x íà [−a, 0]. Òàê êàê 0 6 f ′(x) = 1− ex/n 6 |x|/n
ïðè x 6 0, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà |f(−a)| = |f(−a)− f(0)| 6 |a|2/n. Ñëåäîâàòåëüíî,

|n(1− u1/n)− ln(1/u)| 6 n−1 ln2 u

äëÿ âñåõ u ∈ (0, 1). Ïîýòîìó

Γ(x) = lim
n→∞

∫ 1

0
nx−1(1− u1/n)x−1 du = lim

n→∞
nxB(n, x).

Îòñòàåòñÿ ðàñïèñàòü B(n, x) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïóíêòà (iii)

äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ýéëåðà�Ãàóññà è ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ ðàçëîæåíèåì ñèíóñà

â ïðîèçâåäåíèå. �

Èç ïóíêòà (i) ñëåäóåò, ÷òî Γ(n + 1) = n!. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ è áåòà-

ôóíêöèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû ïîêà îòëîæèì.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ ïðè x = 1/2 ïîëó÷àåì

Γ(1/2) =
√
π.

Â ñâîþ î÷åðåäü

Γ(1/2) =

∫ +∞

0
t−1/2e−t dt = 2

∫ ∞

0
e−x2

dx.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà∫ +∞

−∞
e−x2

=
√
π.

8. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ.

ÏóñòüX � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-

öèé fn : X → R (èëè C) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè f : X → R (C),
åñëè

lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B(X) îãðàíè÷åííûõ íà X ôóíêöèé. Ýòî ìíîæåñòâî ñ ìåòðèêîé

ϱ(f, g) = sup
X

|f(x)− g(x)|

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ñõîäèìîñòü ïî ýòîé ìåòðèêå ðàâíîñèëüíà ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè. Îäíàêî, â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìû íå òðåáóåì îãðà-

íè÷åííîñòè ôóíêöèé fn è f .
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ïîòî÷å÷íî íà X, åñëè

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀ x ∈ X.

ßñíî, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ, íî îáðàòíîå íå èìååò ìåñòî.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïóñòü fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f è gn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê g

íà ìíîæåñòâå X. Òîãäà fn + gn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f + g íà X. Åñëè äîïîëíèòåëüíî

èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gn è fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû, òî fngn ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî ê fg íà X. Áîëåå òîãî, åñëè gn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

è fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî fngn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ:

sup
X

|(fn + gn)− (f + g)| 6 sup
X

|fn − f |+ sup
X

|gn − g|,

sup
X

|fngn − fg| 6 sup
X

|gn| sup
X

|fn − f |+ sup
X

|f | sup
X

|gn − g|.

�

Ïðåäëîæåíèå 8.2. (Êðèòåðèé Êîøè) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî

íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ

âñåõ n,m > N âåðíî

sup
X

|fn(x)− fm(x)| 6 ε.

Â ÷àñòíîñòè, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî B(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîÿñíåíèé òðåáóåò ëèøü äîñòàòî÷íîñòü. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

êàæäîãî x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ôóíäàìåíòàëüíà è ñóùåñòâóåò ïðåäåë
limn→∞ fn(x), êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç f(x). Ïóñòü ε > 0. Ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé,

÷òî äëÿ âñåõ n,m > N è âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |fn(x)− fm(x)| < ε. Óñòðåì-

ëÿÿ m → ∞, ïîëó÷àåì |fn(x) − f(x)| 6 ε äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ n > N . Ñëåäîâàòåëüíî, fn
ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà X. �

Âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ðÿäû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä∑∞
n=1 fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê S(x) íàX, åñëè åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû SN (x) =

∑N
n=1 fn(x)

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê S(x). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü. Åñëè óæå

èçâåñòíà ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 fn(x), òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà

ðàâåíñòâó

lim
N→∞

sup
X

∣∣∣ ∞∑
n=N

fn(x)
∣∣∣ = 0.

Êðèòåðèé Êîøè ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðÿä
∑∞

n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ

âñåõ n,m > N âåðíî

sup
X

∣∣∣ n∑
k=m+1

fk(x)
∣∣∣ < ε.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 fn(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå

ñòðåìëåíèå ê íóëþ åãî ñëàãàåìûõ fn.

Òåîðåìà 8.1. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 gn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X è

|fn(x)| 6 gn(x) íà X, òî ðÿä
∑∞

n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

|fn(x)| 6 an è ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä èç fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

sup
X

∣∣∣ n∑
k=m+1

fk(x)
∣∣∣ 6 sup

X

n∑
k=m+1

gk(x)

è êðèòåðèÿ Êîøè. �

Òåîðåìà 8.2. (Ïðèçíàê Äèíè) Ïóñòü X � êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è äëÿ

âñÿêîãî x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |fn(x) − f(x)| ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ, ïðè÷åì ôóíêöèè fn è f íåïðåðûâíû íà X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ê f íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì gn(x) = |fn(x)− f(x)|. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ X

íàéäåì N(x0) > 0 òàêîå, ÷òî gN (x0) < ε. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü gN íàéäåì δ(x0) > 0

òàêîå, ÷òî gN (x) < 2ε äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(x0). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè gn(x) < 2ε äëÿ âñåõ n > N

è âñåõ x ∈ Bδ(x0). Âûáèðàåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bδi(xi) êîìïàêòà X ïîëîæèì N =

maxiNi. ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ n > N è âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî gn(x) < 2ε. �

Òåîðåìà 8.3. (Ïðèçíàê Õåëëè) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåí-

íîçíà÷íûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé fn íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ìî-

íîòîííîé è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , òî fn ðàâíîìåðíî íà [a, b] ñõîäèòñÿ ê f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Èç-çà ìîíîòîííîñòè äëÿ âñÿêîãî

x ∈ [a, b] âåðíà îöåíêà

|fn(x)− f(x)| 6 max{|fn(xi)− f(xi−1)|, |fn(xi−1)− f(xi)|}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ìîæíî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âûáðàòü ðàçáèåíèå {xi} ñòîëü ìåëêèì,
÷òî |f(xi)− f(xi−1)| < ε äëÿ âñåõ i. Ïîëó÷àåì

|fn(x)− f(x)| 6 max
i

|fn(xi)− f(xi)|+ ε.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòüþ. �

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê ïîòî÷å÷-

íîé ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîñòü è ìîíîòîííîñòü, ïðè÷åì ìîæíî òðåáîâàòü ìîíîòîííîñòü è

ïî x è ïî n.

Îáñóäèì ïîäðîáíåå ðÿäû âèäà
∑∞

n=1 an(x)bn(x). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòâå÷àåò íà

äâà âîïðîñà. Íà ÷òî ìîæíî óìíîæèòü ñëàãàåìûå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà òàê, ÷òî íîâûé ðÿä

áóäåò ñõîäèòüñÿ? Íà ÷òî íóæíî óìíîæèòü ñëàãàåìûå ðÿäà ñ îãðàíè÷åííûìè ÷àñòè÷íûìè

ñóììàìè òàê, ÷òî íîâûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ? Êðàòêî îòâåòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

ñõîäèìîñòü ðÿäà íå ïîðòèò óìíîæåíèå íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à óëó÷øàåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà óìíîæåíèå íà ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 8.3. Äëÿ ðàâíîìåðíîé íà X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an(x)bn(x) äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) ðÿä
∑∞

n=1 |an(x)| ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è bn(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü;

(ii) ÷àñòè÷íûå ñóììû
∑N

n=1 |an(x)| ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è bn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (i) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà. Ïóíêò (ii) ñëå-

äóåò èç íåðàâåíñòâà

N∑
n=M

|an(x)||bn(x)| 6 max
M6n6N

|bn(x)|
N∑

n=M

|an(x)|
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è êðèòåðèÿ Êîøè. �

Áîëåå òîíêèå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

m∑
k=n

akbk =

m∑
k=n

ak(Bk −Bk−1) =

m∑
k=n

akBk −
m∑

k=n

akBk−1 = amBm− anBn−1−
m∑

k=n

(ak+1− ak)Bk,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bk çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè Bk = Bk−1 + bk, B0 = 0. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè B(x) âåðíî ðàâåíñòâî:

m∑
k=n

akbk = am(Bm −B)− an(Bn−1 −B)−
m∑

k=n

(ak+1 − ak)(Bk −B).

Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ ïîçâîëÿåò ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè çàìåíèòü

èñõîäíûé ðÿä íîâûì ðÿäîì, â êîòîðîì óñèëèâàþòñÿ ñâîéñòâà an è bn. Åñëè an ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ, òî ðàçíîñòè an+1 − an îáû÷íî ñòðåìÿòñÿ áûñòðåå. Åñëè ìíîæèòåëü bn íå ïðîñòî

îãðàíè÷åí, íî è ìåíÿåò çíàê, òî óæå ÷àñòè÷íàÿ ñóììàBn îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü ôóíêöèè an è bn îïðåäåëåíû íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an(Bn −B) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X, òîãäà ðÿäû

∞∑
n=1

anbn è

∞∑
n=1

(an+1 − an)(Bn −B)

îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî è íå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ âûâîäèì ðàâåíñòâî:

N∑
n=1

anbn = aN (BN −B) + a1B −
N∑

n=M

(an+1 − an)(Bn −B),

èç êîòîðîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå. �

Ñëåäñòâèå 8.1. (Ïðèçíàêè Àáåëÿ�Äèðèõëå)

(i) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé an(x) ìîíîòîííî è ðàâíî-

ìåðíî íà X ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ò. å.

supn,x |Bn(x)| < ∞, òî ðÿä
∑

n an(x)bn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X.

(ii) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé an(x) ìîíîòîííà è ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíà íà X, à ðÿä
∑

n bn(x) ðàâíîìåðíî íà X ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑

n an(x)bn(x)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì (i). Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ñ B ≡ 0. ßñíî, ÷òî

anBn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ. Òàê êàê ðÿä
∑

n |an+1 − an| ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è |Bn|
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî ðÿä

∑
n(an+1 − an)Bn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Îáîñíóåì (ii). Ïðèìåðèì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ñ B =
∑

n bn. Ïî óñëîâèþ ìû çíàåì,

÷òî Bn−B ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, an(Bn−B) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Òàê êàê ÷àñòè÷íûå ñóììû
∑N

n=1 |an+1 − an| ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è Bn − B

ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ðÿä
∑

n(an+1 − an)(Bn −B) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. �

9. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: íåïðåðûâíîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü,

äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Ðàâíîìåðíûé ïðåäåë óäîáåí òåì, ÷òî îí ñîõðàíÿåò ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è a � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà äëÿ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f

ðàâíîìåðíî íà X. Åñëè bn = limx→a fn(x), òî limn→∞ bn = limx→a f(x), ò. å.

lim
n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
= lim

x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêèõ n,m > N

|fn(x)− fm(x)| < ε ∀x ∈ X.

Óñòðåìëÿÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå x → a çàêëþ÷àåì, ÷òî bn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ bn = b. Òåïåðü óòâåðæäåíèå

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|f(x)− b| 6 |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− bn|+ |bn − b|.

�

Ñëåäñòâèå 9.1. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è a ∈ X. Åñëè

ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû â òî÷êå a è fn ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà X, òî f

íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà X, òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ïî îïðåäå-

ëåíèþ. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé X, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim

n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
= lim

n→∞
fn(a) = f(a).

�

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé Cb(X) ñ íîðìîé

∥f∥ = sup
X

|f(x)|

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà [a, b]

ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f . Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b]

è âåðíî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫ b

a
fn dx =

∫ b

a
f dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê∣∣∣∫ b

a
fn dx−

∫ b

a
fm dx

∣∣∣ 6 sup
[a,b]

|fn − fm||b− a|,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü In èíòåãðàëîâ îò fn ôóíäàìåíòàëüíà è ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñ-

ëó I. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììû Ðèìàíà ôóíêöèè f ñõîäÿòñÿ ê I. Ïóñòü (T, ξ) � îòìå÷åííîå

ðàçáèåíèå [a, b]. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà∣∣∣σ(T, ξ, f)− I
∣∣∣ 6 |b− a| sup

[a,b]
|f − fn|+

∣∣∣σ(T, ξ, fn)− In

∣∣∣+ ∣∣∣In − I
∣∣∣.

�

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ëîãè÷åñêè ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òîëüêî ÷òî äîêàçàííûõ, à èìåí-

íî, íå èç ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäíûõ, à èç ñõîäèìîñòè ïðîèçâîä-

íûõ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü Br � øàð ðàäèóñà r â Rm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè fn äèôôåðåí-

öèðóåìû íà Br è ïðîèçâîäíûå f ′
n (êàæäàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà

Br ê g. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ Br ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x0) ñõîäèòñÿ, òî ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî f ′ = g è fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

sup
Br

|fn(x)− fk(x)| 6 |fn(x0)− fk(x0)|+ 2r sup
Br

|f ′
n(x)− f ′

k(x)|,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Br ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f . Ôèêñèðóåì

x ∈ Br. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Fn(h) =
fn(x+ h)− fn(x)− f ′

n(x)h

∥h∥
, F (h) =

f(x+ h)− f(x)− g′(x)h

∥h∥
.

Òàê êàê

|Fn(h)− Fk(h)| 6 2 sup |f ′
n − f ′

k|,

òî Fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê F . Áîëåå òîãî, limh→0 Fn(h) = 0 äëÿ âñÿêîãî n. Ïî òåîðåìå î

ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðåäåëîâ çàêëþ÷àåì

lim
h→0

F (h) = lim
h→0

(
lim
n→∞

Fn(h)
)
= lim

n→∞

(
lim
h→0

Fn(h)
)
= 0,

÷òî îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü f â òî÷êå x è ðàâåíñòâî f ′ = g. �

Ñëåäñòâèå 9.3. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rm. Ïðîñòðàíñòâî Ck
b (U), ñîñòîÿùåå

èç k-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèé,

ñ íîðìîé

∥f∥ = sup
U

|f |+
∑
i6k

sup
U

|f (i)(x)|

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

10. Ñòåïåííûå ðÿäû.

Ðÿä
∑∞

n=0 cn(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. Çäåñü cn, z, z0 ∈ C, òî÷êà z0 íàçû-

âàåòñÿ öåíòðîì ðÿäà, à cn íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà. Ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî

ñäåëàòü çàìåíó z → z − z0, òî äàëåå âñåãäà ñ÷èòàåì z0 = 0. Èññëåäîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿ-

äîâ åñòåñòâåííî ïðîâîäèòü èìåííî íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñëå, ÷òî äåìîíñòðèðóåò

ñëåäóþùèé ïðèìåð. Èñïîëüçóÿ ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ëåãêî âûâåñòè ðàâåíñòâî:

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . .

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè |x| < 1, íî ñóììà ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñâîéñòâå ñóììû, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî óâèäåòü, åñëè äîïóñòèòü

êîìïëåêñíûå x. Â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ôóíêöèÿ 1/(1 + x2) èìååò îñîáåííîñòè x = ±i.

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå z∗ ̸= 0 ðÿä
∑

n cnz
n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî

îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ âñÿêîé òî÷êè z òàêîé, ÷òî |z| < |z∗|. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷-

êå z∗ ðÿä
∑

n cnz
n ðàñõîäèòñÿ, òî ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ äëÿ âñÿêîé òî÷êè z òàêîé,

÷òî |z| > |z∗|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî. Äîêàæåì ïåðâîå. Òàê êàê ðÿä ñ

z∗ ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |cn||z∗|n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è îãðàíè÷åíà, ò. å. íàéäåòñÿ
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òàêîå ÷èñëî C, ÷òî |cn||z∗|n 6 C äëÿ âñåõ n. Ñõîäèìîñòü ðÿäà ïðè |z| < |z∗| ñëåäóåò èç

íåðàâåíñòâ

|cn||z|n 6 C

(
|z|
|z∗|

)n

,
|z|
|z∗|

< 1.

�

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííûé ðÿäû ñõîäÿòñÿ íà êðóãàõ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò

íàõîäèòü ðàäèóñ ñàìîãî áîëüøîãî êðóãà ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 10.1. (Ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà) Ïóñòü

R =
1

limn→∞
n
√

|cn|
∈ [0,+∞].

Òîãäà ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êàæäîé òî÷êå êðóãà |z| < R è ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé

òî÷êå |z| > R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

q = limn→∞
n
√

|cn||z|n = |z|limn→∞
n
√

|cn|,

òî q < 1 ïðè |z| < R è ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè, q > 1 ïðè |z| > R è ðÿä ðàñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó Êîøè. �

×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, à êðóã |z| < R íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè.

Ïðè |z| = R ñòåïåííîé ðÿä ìîæåò ñõîäèòñÿ è ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 10.2. Äëÿ âñÿêîãî R1 < R ðÿä
∑

n cnz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êðóãå |z| 6 R1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðÿä
∑

n |cn|Rn
1 ñõîäèòñÿ è |cn||z|n 6 |cn|Rn

1 ïðè |z| 6 R1, òî ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
∑

n cnz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè |z| 6 R1. �

Òåîðåìà 10.3. (Àáåëü) Åñëè â òî÷êå z0 ðÿä
∑

n cnz
n ñõîäèòñÿ, òî íà îòðåçêå [0, z0] ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
∑

n t
ncnz

n
0 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Ýòî ñëå-

äóåò èç ïðèçíàêà Àáåëÿ: ðÿä
∑

n cnz
n
0 ñõîäèòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ìîíîòîííà è ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åíà. �

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì, ÷òî

∞∑
n=1

(−1)n

n
= ln 2.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∑

n z
n/n ñõîäèòñÿ â òî÷êå z = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−1, 0], à íà èíòåðâàëå (−1, 0) îí ñõîäèòñÿ ê ln(1− x). Ïîëó÷àåì

ln 2 = lim
x→−1

ln(1− x) =
∑
n

lim
x→−1

xn

n
=
∑
n

(−1)n

n
.

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∑

n cnz
n è

∑
n ncnz

n−1 ðàâíû è âòîðîé

ðÿä ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ðÿäà, ò. å.

lim
∆z→0

∑
n cn(z +∆z)n −

∑
n cnz

n

∆z
=
∑
n

ncnz
n−1

äëÿ âñÿêîé òî÷êè z âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè. Áîëåå òîãî, ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿ-

åòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû Êîøè�Àäàìàðà è òåîðåìû î ïåðåñòà-

íîâî÷íîñòè ïðåäåëîâ. �

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ó ñóììû f(z) ñòåïåííîãî ðÿäà
∑

n cnz
n åñòü

ïåðâîîáðàçíàÿ ∫
f(z) dz = C +

∑
n

cnz
n+1

n+ 1
.

Ïðåäëîæåíèå 10.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n cnz
n áîëüøå íóëÿ,

à ñóììà ðàâíà f(z). Òîãäà

cn =
f (n)(0)

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. �

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ñâîåé ñóììû.

11. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn},

ïðè÷åì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëåí. Ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíê-

öèÿìè îïðåäåëåíû ôîðìàëüíûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èí-

òåãðèðîâàíèÿ:∑
n

cnz
n +

∑
n

dnz
n =

∑
n

(cn + dn)z
n,

∑
n

cnz
n ·
∑
n

dnz
n =

∑
n

(c0dn + c1dn−1 + . . .+ cnd0)z
n,

(∑
n

cnz
n
)′

=
∑
n

ncnz
n−1,

∫ (∑
n

cnz
n
)
dz =

∑
n

cn
zn+1

n+ 1
.

Åñëè ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ó èñõîäíûõ ðÿäîâ ïîëîæèòåëüíû, òî íà îáùåì êðóãå ñõîäèìî-

ñòè ýòè ôîðìàëüíûå îïåðàöèè ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ,

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè.

Õîðîøî èçâåñòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: f0 = f1 = 1, fn+1 = fn + fn−1.

Íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî âåðíû ðàâåí-

ñòâà fn + fn−1 − fn+1 = 0 è

(1− z − z2)F (z) = f0 + (f1 − f0)z + (f2 − f1 − f0)z
2 + (f3 − f2 − f1)z

3 + . . . = f0 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (z) =
1

1− z − z2
.

Ðàñêëàäûâàÿ ýòó äðîáü íà ïðîñòåéøèå è èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è:

fn =
(−1)n√

5

((−1 +
√
5

2

)n+1
−
(−1−

√
5

2

)n+1)
.

Îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî â òî÷íîñòè òå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ ðàöèîíàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 11.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an = q1an−1 + . . .+ qkan−k,

òî åå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P/Q, ïðè÷åì ñòå-

ïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà k, à ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò k − 1. Áîëåå òîãî, âåðíî

îáðàòíîå: åñëè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (q1z + q2z
2 + . . .+ qkz

k) è ïðîèç-

âîäÿùåé ôóíêöèè A(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà è A(z). �

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåíÿòü n ðóáëåé íà ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1 è 5 ðóáëåé?

Îáîçíà÷èì èñêîìîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ÷åðåç an è íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ A(z)

äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå â

âûðàæåíèè

(1 + z + z2 + z3 + . . .)(1 + z5 + z10 + . . .)

ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè ïîëó÷àåì

A(z) =
1

(1− z)(1− z5)
=

1

1− z − z5 + z6
.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà an = an−1 + an−5 + an−6.

12. Ôóíêöèè Áåññåëÿ è ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à Áåðíóëëè

Îïèøåì êîëåáàíèÿ ãèáêîé, òÿæåëîé è îäíîðîäíîé íèòè, âåðõíèé êîíåö êîòîðîé çàêðåï-

ëåí, à íèæíèé ñâîáîäåí. Äëèíà íèòè ðàâíà L. Íàïðàâèì îñü OX âåðòèêàëüíî ÷åðåç òî÷êó

êðåïëåíèÿ íèòè, îñü OY íàïðàâèì ãîðèçîíòàëüíî, íà÷àëî êîîðäèíàò â êîíöå ïîêîÿùåéñÿ

íèòè. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèÿ y = u(x, t) îïèñûâàåò ôîðìó íèòè. Ïóñòü ϱ �

ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü íèòè. Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê íèòè, ñîîòâåòñòâóþùèé [x, x+∆x]. Íà êîí-

öû ýòîãî ó÷àñòêà äåéñòâóþò ñèëû íàòÿæåíèÿ T (x) è T (x + ∆x). Çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí

Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OY, ïîëó÷àåì

ϱ∆x
∂2u

∂t2
= T (x+∆x)

∂u(x+∆x, t)

∂x
− T (x)

∂u(x)

∂x
.

Äåëèì íà ∆x è óñòðåìëÿåì ∆x ê íóëþ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϱ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
T (x)

∂u

∂x

)
.

Ðàñïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü ìîæíî ïðèáëèæåííî

ñ÷èòàòü, ÷òî T (x) = gϱx. Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
gx

∂u

∂x

)
.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(x, t) = y(x) sin(ωt+φ0). Íà ôóíêöèþ y ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

xy′′(x) + y′(x) + ω2g−1y(x) = 0.

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Â ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè êîëåáàíèé, ýëåêòðîñòàòèêè, òåïëîòû ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü

óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆u = 0. Ðàñïèøåì ýòî óðàâíåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z:

urr + r−1ur + r−2uφφ + uzz = 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(r, φ, z) = R(r)Φ(φ)Z(z). Èìååì

r(rR′
)′

R
+

Φ′′

Φ
+

r2Z ′′

Z
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò −n2 è λ2 âåðíû ðàâåíñòâà

Φ′′ + n2Φ = 0, Z ′′ − λ2Z = 0
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è

r(rR′)′ + (λ2r2 − n2)R = 0.

Ïîëàãàÿ v = rλ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ R(v):

v2R′′(v) + vR′(v) + (v2 − n2)R(v) = 0,

êîòîðîå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå âûøå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

Áåðíóëëè, ïðèâîäèòñÿ çàìåíîé x = gs2/4ω2 ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ñ n = 0.

Èòàê, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âèäà

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − n2)y(x) = 0.

Ðåøåíèå Jn(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì Jn(0) = 1/2nn!, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ

ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 0. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà y =∑
k ckx

k. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

c1 +

∞∑
k=0

(k2ck + ck−2)x
k−1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, c1 = 0 è k2ck + ck−2 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

J0(x) = 1 +

∞∑
k=1

(−1)kx2k

(k!)222k
.

Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è îáúåìíûé ïîòåíöèàë.

Ñîãëàñíî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ìàññàm0, ðàñïîëîæåííàÿ â òî÷êå x0, ïðèòÿãèâàåò

ìàññó m, ðàñïîëîæåííóþ â òî÷êå x, ñ ñèëîé

F = −γmm0
(x− x0)

|x− x0|3

Ñèëà, c êîòîðîé ìàññó m â òî÷êå x ïðèòÿãèâàåò òåëî Q ñ ïëîòíîñòüþ ϱ, âûðàæàåòñÿ ôîð-

ìóëîé

F (x) = −γm

∫
Q

x− y

|x− y|3
ϱ(y) dy,

à ïîòåíöèàë ýòîé ñèëû ðàâåí γmU , ãäå

U(x) =

∫
Q

1

|x− y|
ϱ(y) dy.

Âûïèñàííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ îáúåìíûé ïîòåíöèàëîì è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷-

íûõ ðàçäåëàõ ôèçèêè. Åñëè òî÷êà x íàõîäèòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò òåëà,

òî ïðèáëèæåííî ïðèíèìàþò U(x) = M/|x−x0|, ãäå M � ìàññà òåëà è x0 � öåíòð ìàññ. Íàé-

äåì òî÷íóþ àñèìïòîòèêó îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà. Ïóñòü r1 = |x0 − y|, r = |x0 − x|, t = cos θ,

ãäå x0 � öåíòð ìàññ, y � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Q, x � òî÷êà âíå òåëà è r > r1, θ � óãîë ìåæäó

x0 − x è x0 − y. Òîãäà

|x− y| =
√

r2 + r21 − 2rr1 cos θ = r
√

1 + α2 − 2αt.

Ðàçëàãàåì 1/|x− y| ïî ñòåïåíÿì α:

1

|x− y|
=

1

r

∞∑
k=0

αkPk(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

U(x) =
1

r

∫
Q
ϱ dy +

1

r2

∫
Q
r1P1(t)ϱ dy + . . .
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Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

(k + 1)Pk+1(t) = (2k + 1)tPk(t)− kPk−1(t), P0 = 1, P1 = t.

Òàêèì îáðàçîì, Pk(t) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ðîäðèãà

Pk(t) =
1

2kk!

dk

dtk

(
t2 − 1

)n
.

Ìíîãî÷ëåíû Pk íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà è îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè.

13. Ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Y � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, ïðè÷åì a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Y . Ïóñòü f : X × Y → R (èëè C) è φ : X → R(C). Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) ñõîäèòñÿ ê φ ïðè y → a ðàâíîìåðíî íà X, åñëè

lim
y→a

sup
X

|f(x, y)− φ(x)| = 0.

Ïðåäëîæåíèå 13.1. Ôóíêöèÿ f(x, y) ñõîäèòñÿ ê φ(x) ïðè y → a ðàâíîìåðíî íà X òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn → a, yn ̸= a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(x, yn) ñõîäèòñÿ ê φ ðàâíîìåðíî íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè

îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå äëÿ ôóíêöèè h(y) = supX |f(x, y)− φ(x)|. �

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè âñå îñíîâíûå òåîðåìû î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè

ïðåäåëîâ, ïðåäåëà è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðåäåëà è èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íà ýòó áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ.

Ïðåäëîæåíèå 13.2. (Êðèòåðèé Êîøè) Ôóíêöèÿ f(x, y) ñõîäèòñÿ ïðè y → a ðàâíîìåðíî

íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

y1, y2 ∈ B′
δ(a) âåðíî supX |f(x, y1)− f(x, y2)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. �

Ïðèâåäåì âàæíåéøèé ïðèìåð, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ òàêîãî ðîäà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 13.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå Π = [a, b]× [c, d], òî

äëÿ âñÿêîãî y0 ∈ [c, d] ôóíêöèè f(x, y) ñõîäÿòñÿ ê f(x, y0) ïðè y → y0 ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòå ôóíê-

öèè. �

14. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ

ïàðàìåòðîì.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : X × [a, b) → R ïðè êàæäîì x

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, c] äëÿ âñÿêîãî c ∈ [a, b). Òîãäà íà X × [a, b) îïðåäåëåíà

ôóíêöèÿ

F (x, c) =

∫ c

a
f(x, t) dt.
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Åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limc→b F (x, c), òî ýòîò ïðåäåë

íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ ïàðàìåòðîì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç∫ b

a
f(x, t) dt.

Åñëè F (x, c) ñõîäèòñÿ ê

∫ b

a
f(x, t) dt ïðè c → b ðàâíîìåðíî íà X, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë c ïàðàìåòðîì ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó

lim
c→b

sup
X

∣∣∣∫ b

c
f(x, t) dt

∣∣∣ = 0.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðîì èìåþò ìíîãî îáùåãî ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ðÿ-

äàìè è èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ î÷åíü ïîõîæå íà èññëåäîâàíèå

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Îäíàêî, íàäî èìåòü ââèäó íåêîòîðûå îòëè÷èÿ, íàïðèìåð, íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ åãî ñëàãàåìûõ, à äëÿ ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà ýòîãî íå òðåáóåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 14.1. (Êðèòåðèé Êîøè) Èíòåãðàë

∫ b

a
f(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ c1, c2 ∈
(b− δ, b)

sup
X

∣∣∣∫ c2

c1

f(x, t) dt
∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ôóíêöèè F (x, c). �

Òåîðåìà 14.1. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü

∫ b

a
g(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è èìå-

åò ìåñòî îöåíêà |f(x, t)| 6 g(x, t) íà X × [a, b). Òîãäà

∫ b

a
f(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Â

÷àñòíîñòè, åñëè |f(x, t)| 6 g(t) è

∫ b

a
g(t) dt ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë îò f ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâî

sup
X

∣∣∣∫ c2

c1

f(x, t) dt
∣∣∣ 6 sup

X

∫ c2

c1

g(x, t) dt

è êðèòåðèÿ Êîøè. �

Îáñóäèì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâåäåíèÿ f(x, t)g(x, t).

Ïðåäëîæåíèå 14.2. Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ b

a
f(x, t)g(x, t) dt äîñòà-

òî÷íî âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) èíòåãðàë

∫ b

a
|f(x, t)| dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è g ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà X× [a, b);

(ii) èíòåãðàëû

∫ c

a
|f(x, t)| dt ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è g ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè t → b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà. Âòîðîé ïóíêò ñëåäóåò

èç íåðàâåíñòâà ∫ c2

c1

|f(x, t)||g(x, t)| dt 6 sup
t∈[c1,c2]

|g(x, t)|
∫ c2

c1

|f(x, t)| dt

è êðèòåðèÿ Êîøè. �
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Áîëåå òîíêèå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ïðåîáðàçîâàíèÿ

Àáåëÿ:∫ c

a
g(x, t)f(x, t) dt = g(x, c)

(∫ c

a
f(x, t) dt− h(x)

)
+ g(x, a)h(x)

−
∫ c

a
g′t(x, t)

(∫ t

a
f(x, s) ds− h(x)

)
dt,

ãäå h � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 14.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì x ïî ïåðåìåííîé t âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

f ∈ C([a, b)), g ∈ C1([a, b]). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h ôóíêöèÿ

g(x, c)
(∫ c

a
f(x, t) dt− h(x)

)
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè c → b, òî èíòåãðàëû∫ b

a
g(x, t)f(x, t) dt è

∫ b

a
g′t(x, t)

(∫ t

a
f(x, s) ds− h(x)

)
dt

îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî èëè ðàñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç âûïèñàííîãî âûøå ðàâåíñòâà. �

Ñëåäñòâèå 14.1. (Ïðèçíàêè Àáåëÿ�Äèðèõëå) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì x ïî ïåðå-

ìåííîé t âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f ∈ C([a, b)), g ∈ C1([a, b]) è g′t > 0.

(i) Åñëè g(x, t) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → b è èíòåãðàëû
∣∣∣∫ c

a
f(x, t) dt

∣∣∣
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà X × [a, b), òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò fg ïî [a, b) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà X.

(ii) Åñëè g ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà X× [a, b) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f ïî [a, b)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X, òî ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò fg ïî [a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì (i). Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ñ h ≡ 0. ßñíî, ÷òî

g(x, c)

∫ c

a
f(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ. Òàê êàê

∫ b

a
|g′t(x, t)| dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

è èíòåãðàëû
∣∣∣∫ c

a
f(x, t) dt

∣∣∣ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî èíòåãðàë ∫ b

a
g′t(x, t)

(∫ t

a
f(x, s) ds

)
dt

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Îáîñíóåì (ii). Ïðèìåðèì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ñ h(x) =

∫ b

a
f(x, t) dt. Ïî óñëîâèþ

ìû çíàåì, ÷òî

∫ c

a
f(x, t) dt− h(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè c → b. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(x, c)
(∫ c

a
f(x, t) dt−h(x)

)
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàê êàê èíòåãðàëû

∫ c

a
|g′t(x, t)| dt

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è

∫ c

a
f(x, t) dt − h(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî èíòåãðàë∫ b

a
g′t(x, t)

(∫ t

a
f(x, s) ds− h(x)

)
dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. �

15. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ ïàðàìåòðîì: íåïðåðûâíîñòü,

äèôôåðåíöèðóåìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü.

Ïóñòü f : X× [a, b] → R (èëè C) è ïðè êàæäîì x ∈ X ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

íà [a, b]. Ïóñòü α, β : X → [a, b]. Ôóíêöèþ

F (x) =

∫ β(x)

α(x)
f(x, t) dt
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íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñ ïàðàìåòðîì.

Ïðåäëîæåíèå 15.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è x0 � åãî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Åñëè f(x, t) ñõîäèòñÿ ê φ(t) ïðè x → x0 ðàâíîìåðíî

íà [a, b], òî φ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] è âåðíî ðàâåíñòâî

lim
x→x0

∫ b

a
f(x, t) dt =

∫ b

a
φ(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn → x0, xn ̸= x0. Ïî óñëîâèþ f(xn, t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê φ(t)

è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �

Äàëåå X = [c, d].

Òåîðåìà 15.1. Åñëè f íåïðåðûâíà íà [c, d] × [a, b] è α, β � íåïðåðûâíû íà [c, d], òî F

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà [c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ

Φ(x, c) =

∫ c

a
f(x, t) dt

íåïðåðûâíà íà [c, d]× [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî,

|Φ(x1, c1)− Φ(x2, c2)| 6 max |f ||c1 − c2|+ (b− a)max
t

|f(x1, t)− f(x2, t)|,

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f . Îòñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x) = Φ(x, β(x))− Φ(x, α(x))

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. �

Òåîðåìà 15.2. Åñëè f è ∂f
∂x íåïðåðûâíû íà [c, d]×[a, b] è α, β íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

íà [c, d], òî F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

F ′(x) =

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
(x, t) dt+ f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåì, ÷òî Φ(x, c) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x (íåïðåðûâíàÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî c î÷åâèäíà). Èìååì

Φ(x+ h, c)− Φ(x, c)

h
=

∫ c

a

f(x+ h, t)− f(x, t)

h
dt.

Òàê êàê h−1(f(x+h, t)−f(x, t)) ñõîäèòñÿ ê fx(x, t) ðàâíîìåðíî, òî ïðåäåë èíòåãðàëîâ ðàâåí

èíòåãðàëó îò ïðåäåëüíîé ôóíêöèè. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî F (x) åñòü êîìïîçèöèÿ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. �

Òåîðåìà 15.3. Åñëè f íåïðåðûâíà íà [c, d]× [a, b], òî

F (x) =

∫ b

a
f(x, t) dt

èíòåãðèðóåìà íà [c, d] è âåðíî ðàâåíñòâî∫ d

c
F (x) dx =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, t) dx

)
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ôóáèíè, êîòîðûé ìîæíî äîêàçàòü c ïîìî-

ùüþ òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó:

d

dy

(∫ y

c

(∫ b

a
f(x, t) dt

)
dx−

∫ b

a

(∫ y

c
f(x, t) dx

)
dt

)
= 0.

�



24

16. Ñâîéñòâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ ïàðàìåòðîì: íåïðåðûâíîñòü,

äèôôåðåíöèðóåìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü.

Ïóñòü f : X × [a, b) → R. Åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò f

ïî [a, b), òî ôóíêöèþ

F (x) =

∫ b

a
f(x, t) dt,

íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ ïàðàìåòðîì.

Ïðåäëîæåíèå 16.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è x0 � åãî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Åñëè f(x, t) ñõîäèòñÿ ê φ(t) ïðè x → x0 ðàâíî-

ìåðíî íà [a, c] äëÿ âñÿêîãî c ∈ [a, b) è èíòåãðàë

∫ b

a
f(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî φ

èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a, b) è âåðíî ðàâåíñòâî

lim
x→x0

∫ b

a
f(x, t) dt =

∫ b

a
φ(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü bn → b, bn < b. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

Fn(x) =

∫ bn

a
f(x, t) dt.

Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) Fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê F 2) ïðè êàæäîì n

lim
x→x0

Fn(x) =

∫ bn

a
φ(t) dt.

Òîãäà

lim
n→∞

∫ bn

a
φ(t) dt = lim

x→x0

∫ b

a
f(x, t) dt.

�

Äàëåå X ñîâïàäàåò èëè ñ îòðåçêîì [c, d] èëè ñ ïîëóèíòåðâàëîì [c, d).

Òåîðåìà 16.1. Åñëè f íåïðåðûâíà íà [c, d]× [a, b) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ b

a
f(x, t) dt

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî F íåïðåðûâíà íà [c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cn → b. Ôóíêöèè Fn(x) =

∫ cn

a
f(x, t) dt íåïðåðûâíû è ðàâíîìåðíî

ñõîäÿòñÿ ê F . Ñëåäîâàòåëüíî, F íåïðåðûâíà. �

Òåîðåìà 16.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f è fx íåïðåðûâíû íà [c, d]× [a, b) è íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë

∫ b

a
fx(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ [c, d] íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë

∫ b

a
f(x0, t) dt ñõîäèòñÿ, òî ýòî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d], çàäàâà-

åìàÿ èì ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è âåðíî ðàâåíñòâî

F ′(x) =

∫ b

a
fx(x, t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cn → b. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn(x) =

∫ cn

a
f(x, t) dt óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn(x0) ñõîäèòñÿ, 2) ôóíêöèîíàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F ′
n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê

∫ b

a
fx(x, t) dt. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

òåîðåìû î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðåäåëà è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. �
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Òåîðåìà 16.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íåïðåðûâíà íà [c, d] × [a, b) è íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë F (x) =

∫ b

a
f(x, t) dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Òîãäà F (x) èíòåãðèðóåìà íà [c, d] è âåðíî

ðàâåíñòâî ∫ d

c
F (x) dx =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, t) dx

)
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü bn → b è Fn(x) =

∫ bn

a
f(x, t) dt. Ïî óñëîâèþ Fn ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòñÿ ê F . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî∫ d

c
F (x) dx = lim

n→∞

∫ d

c
Fn(x) dx.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∫ d

c
Fn(x) dx =

∫ bn

a

(∫ d

c
f(x, t) dx

)
dt.

�

Òåîðåìà 16.4. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [c, d)× [a, b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàëû∫ b

a
f(x, t) dt,

∫ d

c
f(x, t) dx

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå èç [c, d) è [a, b) ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèòñÿ èíòå-

ãðàë ∫ b

a

(∫ d

c
|f(x, t)| dx

)
dt.

Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî ∫ d

c

(∫ b

a
f(x, t) dt

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, t) dx

)
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u < d. Èìååì∫ u

c

(∫ b

a
f(x, t) dt

)
dx =

∫ b

a

(∫ u

c
f(x, t) dx

)
dt.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè u → d. Ïîëîæèì

F (u, t) =

∫ u

c
f(x, t) dx.

Òàê êàê |F (u, t)| 6
∫ d

c
|f(x, t)| dx, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà èíòåãðàë

∫ b

a
F (u, t) dt ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî. Êðîìå òîãî, F (u, t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

∫ d

c
f(x, t) dx. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåðíî ðàâåíñòâî

lim
u→d

∫ b

a
F (u, t) dt =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, t) dx

)
dt.

�
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17. Ñâåðòêà ôóíêöèé è åå ñâîéñòâà. δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

Ñâåðòêîé äâóõ ôóíêöèé f è g íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

f ∗ g(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt.

Ïðåäëîæåíèå 17.1. Ïóñòü f è g îïðåäåëåíû íà R è èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà âñÿêîì

îòðåçêå. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñâåðòêè f ∗ g(x) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(i) f àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R è g îãðàíè÷åíà;

(ii) f2 è g2 èíòåãðèðóåìû íà R;
(iii) õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé f è g òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî îòðåçêà

(òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ôèíèòíîé èëè ôóíêöèåé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû (i) è (ii) î÷åâèäíû. Ïóíêò (ii) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

2|fg| 6 f2 + g2.

�

Ïðåäëîæåíèå 17.2. Åñëè ñóùåñòâóåò f ∗g(x), òî ñóùåñòâóåò g∗f(x) è f ∗g(x) = g∗f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ. �

Ïðåäëîæåíèå 17.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ g ôèíèòíà è k-ðàç íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî f ∗ g ÿâëÿåòñÿ k-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé

è (
f ∗ g

)(k)
(x) = f ∗ (g(k))(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ñ ïà-

ðàìåòðîì. �

δ-îáðàçíîé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ωn, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) ωn > 0,

(ii)

∫ ∞

−∞
ωn dx = 1,

(iii) lim
n→∞

∫
|x|>δ

ωn dx = 0 äëÿ âñÿêîãî δ > 0.

Ïðèìåðû:

1) ωn(x) = 0 ïðè |x| > 1/(2n) è ωn(x) = n.

2) ωn(x) = nω(nx), ãäå ω ∈ C∞
0 (R), ω > 0 è

∫ +∞

−∞
ω dx = 1.

3) ωn(x) = (1− x2)n/cn, ãäå cn =

∫ 1

0
(1− x2)n dx, ïðè |x| 6 1 è ωn(x) = 0 ïðè |x| > 1.

4) ωn(x) = cos2n x/cn, ãäå cn =

∫ π/2

−π/2
cos2n x dx, ïðè |x| 6 π/2 è ωn(x) = 0 ïðè |x| > π/2.

Ïðåäëîæåíèå 17.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R è ωn � δ-îáðàçíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà f ∗ ωn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì ðàçíîñòü f ∗ ωn è f :

|f ∗ ωn(x)− f(x)| 6
∫ +∞

−∞
|f(x− t)− f(x)|ωn(t) dt.
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Ïóñòü sup |f | = M è x ∈ [a, b]. Òîãäà∫ +∞

−∞
|f(x− t)− f(x)|ωn(t) dt 6 2M

∫
|t|>δ

ωn(t) dt+ sup
|t|<δ

|f(x− t)− f(x)|.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòüþ f íà îòðåçêå. �

Òåîðåìà 17.1. (Âåéåðøòðàññ) Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Pε òàêîé, ÷òî

sup
[a,b]

|Pε(x)− f(x)| < ε.

Áîëåå òîãî, åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé, òî ñóùåñòâóåò äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Tε(x) = a0 +

n∑
k=1

[ak cos
(kτx
2π

)
+ bk sin

(kτx
2π

)
òàêîé, ÷òî

sup
R

|Tε(x)− f(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñâåðòêè ñ δ-îáðàçíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

èç ïðèìåðîâ 3) è 4). �

18. Êðèòåðèé Âåéëÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1] èìååò ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå, åñëè

Ln

n
→ b− a,

ãäå Ln � êîëè÷åñòâî ÷èñåë ñðåäè x1, . . . , xn, ïðèíàäëåæàùèõ [a, b).

Ïðåäëîæåíèå 18.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà [0, 1] âåðíî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

f(x1) + . . .+ f(xn)

n
=

∫ 1

0
f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f

lim
n→∞

f(x1) + . . .+ f(xn)

n
=

∫ 1

0
f(x) dx.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ èíäèêàòîðà f = I[a,b).
Íàéäåì äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè gε è hε òàêèå, ÷òî

gε 6 I[a,b) 6 hε

è

(b− a)− ε 6
∫ 1

0
gε dx 6

∫ 1

0
hε dx 6 (b− a) + ε.

Äëÿ ôóíêöèé gε è hε ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ðàâíû èíòåãðàëàì îò íèõ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî

gε(x1) + . . .+ gε(xn)

n
6

I[a,b)(x1) + . . .+ I[a,b)(xn)
n

6 hε(x1) + . . .+ hε(xn)

n
.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî {xn} èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî íåêîòî-
ðîå ðàçáèåíèå [a, b) íà ïîëóèíòåðâàëû ∆i è ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà êàæäîì òàêîì ïîëó-

èíòåðâàëå ∆i è ðàâíà mi. Ïóñòü Li
n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ èç íàáîðà x1, . . . , xn, êîòîðûå

ïîïàëè â ∆i. Òîãäà

f(x1) + . . .+ f(xn)

n
=
∑
i

Li
n

n
·mi →

∑
i

mi|∆i| =
∫ 1

0
f(x) dx.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé. �

Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîì óòâåðæäåíèè ìîæíî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü îò ôóíêöèè

f óñëîâèÿ f(0) = f(1), ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî f íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 1.

Ñëåäñòâèå 18.1. (Êðèòåðèé Âåéëÿ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

e2πimxk = 0.

äëÿ âñÿêîãî öåëîãî m ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûâîäèòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âåéåð-

øòðàññà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-

öèè f íà [0, 1] òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. �

Âàæíûé ïðèìåð ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {na}, ãäå a � èððàöè-

îíàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàííàÿ â êðèòåðèè Âåéëÿ ñóììà âû÷èñ-

ëÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî � ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð: ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ öèôð ñòåïåíåé äâîéêè.

Ìîæåò ëè 2n íà÷èíàòüñÿ ñ 3? Êàêèõ ñòåïåíåé 2n áîëüøå òåõ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ 3,

èëè òåõ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ 7?

×èñëî 2n íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå íåîò-

ðèöàòåëüíîå ÷èñëî k, ÷òî

A10k 6 2n < (A+ 1)10k.

Ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê log10A 6 n log10 2−k 6 log10(A+1) Òàê êàê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {n log10 2} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà, òî ÷àñòîòà âûïîëíåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ

ñòðåìèòñÿ ê log10(1+1/A). Â ÷àñòíîñòè äëÿ òðîéêè è ñåìåðêè log1 0(1+1/3) > log1 0(1+1/7)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè äâîéêè ÷àùå íà÷èíàþòñÿ ñ òðîéêè.

19. Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ ⟨ · , · ⟩ : E×E → R òàêàÿ,

÷òî

(i) ⟨x, x⟩ > 0 è ⟨x, x⟩ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0,

(ii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,
(iii) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩,
òî E íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íà C, òî âòîðîå ñâîéñòâî íàäî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

Ïðåäëîæåíèå 19.1. Âåðíî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|⟨x, y⟩| 6
√

⟨x, x⟩
√

⟨y, y⟩.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îãðàíè÷èòü ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà

x è y, òî ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà R2, ïðî êîòîðîå äàííîå íåðàâåíñòâî õîðîøî

èçâåñòíî. �

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ñ íîðìîé ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.
Âåêòîðû x è y îðòîãîíàëüíû, åñëè ⟨x, y⟩ = 0.

Ïðåäëîæåíèå 19.2. (Òåîðåìà Ïèôàãîðà) Åñëè âåêòîðà x è y îðòîãîíàëüíû, òî ∥x+y∥2 =
∥x∥2 + ∥y∥2.

Íàáîð âåêòîðîâ {ek}k íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ, åñëè ∥ei∥ = 1

è ⟨ei, ej⟩ = 0 äëÿ âñåõ i è j. Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ÷èñëî xi = ⟨x, ei⟩ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-
åíòîì Ôóðüå.

Ëåììà 19.1. Ïóñòü L íàòÿíóòî íà îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû e1, e2, . . . , eN . Âåêòîð

x− (x1e1 + . . .+ xnen) îðòîãîíàëåí ïðîñòðàíñòâó L. Áîëåå òîãî, âåðíî ðàâåíñòâî

∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥2 = ∥x∥2 −
n∑

i=1

|xi|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

⟨x− (x1e1 + . . .+ xnen), ei⟩ = xi − xi = 0.

�

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ âåêòîðîâ e1, e2, . . . , eN . Òîãäà

min
y∈L

∥x− y∥ = ∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = c1e1 + . . .+ cnen. Èìååì

∥x− y∥2 = ∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥2 +
n∑

i=1

(ci − xi)
2 > ∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥2.

�

Ñëåäñòâèå 19.1. (Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ) Ïóñòü {ek}k � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Äëÿ
âñÿêîãî âåêòîðà x âåðíî íåðàâåíñòâî∑

k

|xk|2 6 ∥x∥2.

Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû v1, v2, . . . , vn, . . . è L � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòèõ âåêòîðîâ. Ïðî-

ñòûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ñ òîé æå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé L

ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Ïîëàãàåì e1 = v1/∥v1∥. Åñëè óæå

ïîñòðîåíû îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû e1, . . . , en òàêèå, ÷òî èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîâïà-

äàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé v1, . . . , vn, òî en+1 ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

en+1 = λ
(
vn+1 −

n∑
i=1

⟨vn+1, ei⟩ei
)
,

ãäå ÷èñëî λ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ∥en+1∥ = 1.
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20. Ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ ïîëíà, åñëè çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ýòèõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò

ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì E. Ñèñòåìà âåêòîðîâ çàìêíóòà, åñëè åäèíñòâåííûì îðòîãîíàëüíûì

âåêòîðîì ê ýòîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé.

Òåîðåìà 20.1. Ïóñòü {ek} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) x =
∑

k xkek äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x,

(ii) {ek} � ïîëíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (ii) èç ïóíêòà (i) ñëåäóåò òàê êàê âñÿêèé âåêòîð x ïðèáëèæàåòñÿ

÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà
∑

k xkek. Èç (ii) âûâåäåì (i). Åñëè y ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå

e1, . . . , en, òî

∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥ 6 ∥x− y∥.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæàÿ òàêèìè y âåêòîð x ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-

äà
∑

k xkek. �

Òåîðåìà 20.2. Åñëè x =
∑

k xkek òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∥x∥2 =
∑

k |xk|2. Åñëè E

ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî è ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck òàêîâà, ÷òî
∑

k |ck|2 < ∞, òî

ðÿä
∑

k ckek ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó x è ck = xk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

∥x− (x1e1 + . . .+ xnen)∥2 = ∥x∥2 −
n∑

k=1

|xk|2.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè è ðàâåíñòâà∥∥∥ n∑
k=m+1

ckek

∥∥∥2 = n∑
k=m+1

|ck|2.

�

Ïðåäëîæåíèå 20.1. Èç ïîëíîòû ñëåäóåò çàìêíóòîñòü. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ïîëíîå, òî

èç çàìêíóòîñòè ñëåäóåò ïîëíîòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ {ek} ïîëíà è ⟨x, ek⟩ = 0 äëÿ âñåõ k. Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî y èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè {ek} âåðíî ⟨x, y⟩ = 0. Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ yn → x è

⟨x, x⟩ = lim
n→∞

⟨x, yn⟩ = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ïîëíîå, èç çàìêíóòîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî x =
∑

k xkek äëÿ

âñÿêîãî x, òàê êàê ⟨x−
∑

k xkek, em⟩ = 0 äëÿ âñåõ m. �

Ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Âûðàæåíèå
∑∞

k=1 xkek, ãäå xk = ⟨x, ek⟩ è {ek} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ,

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå. Ðàâåíñòâî ∥x∥2 =
∑

k |xk|2 íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.

Âàæíûì ïðèìåðîì ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

1√
2π

,
1√
π
cosnx,

1√
π
sinnx

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2[0, 2π] èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé íà [0, 2π] ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨f, g⟩ =
∫ 2π

0
f(x)g(x) dx.



31

Òðàäèöèîííî ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå çàïèñûâàþò â âèäå

a0
2

+

∞∑
k=1

[
ak cos kx+ bk sin kx

]
,

ãäå

ak =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cos kx dx, bk =

1

π

∫ 2π

0
f(x) sin kx dx.

Òåîðåìà 20.3. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ R2[0, 2π] åå ðÿä Ôóðüå

a0
2

+

∞∑
k=1

[
ak cos kx+ bk sin kx

]
ñõîäèòñÿ ê f ïî íîðìå ∥f∥ =

(∫ 2π

0
f2(x) dx

)1/2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñèñòåìà ôóíêöèé 1, cos kx, sin kx ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íîé. �

Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû äîñòàâëÿþò ïîëèíîìû Ëåæàíä-

ðà Pn(t), êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà âåêòîðîâ

1, x, x2, . . . â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2[−1, 1].

21. Ëåììà Ðèìàíà. ßäðî Äèðèõëå. Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Ëåììà 21.1. (Ðèìàí) Äëÿ âñÿêîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè f íà [a, b] âåðíû

ðàâåíñòâà

lim
λ→+∞

∫ b

a
f(x) cos(λx) dx = 0, lim

λ→+∞

∫ b

a
f(x) sin(λx) dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê∣∣∣∫ b

a
f(x) cos(λx) dx−

∫ b

a
g(x) cos(λx) dx

∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx,

òî ìîæíî ïðèáëèçèòü f ãëàäêîé ôóíêöèåé è äîêàçûâàòü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå òîëüêî

äëÿ ãëàäêîé f . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫ b

a
f(x) cos(λx) dx =

f(b) sin(λb)− f(a) sin(λb)

λ
− 1

λ

∫ b

a
f ′(x) sin(λx) dx.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

|f(a)|+ |f(b)|
λ

+
1

λ

∫ b

a
|f ′(x)| dx,

êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ → ∞. �

Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà [0, 2π] è ak, bk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ñèñòåìå. Çàìåòèì, ÷òî

ak cos kx+ bk sin kx =
1

π

∫ 2π

0
f(t) cos(k(x− t)) dt

è
1

2
+ cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx =

sin((n+ 1/2)x)

2 sinx/2
.

Ôóíêöèÿ

Dn(x) =
sin((n+ 1/2)x)

sinx/2
, Dn(2πm) = 2n+ 1,
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íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Äèðèõëå. Ñ ïîìîùüþ Dn ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ìîæíî çàïèñàòü

â ñëåäóþùåì âèäå

Sn(x) =
1

2π

∫ 2π

0
f(t)Dn(x− t) dt.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Dn ÿâëÿåòñÿ 2π ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé è

(i)
1

2π

∫ 2π

0
Dn(t) dt = 1,

(ii) äëÿ âñÿêîãî δ > 0 âûïîëíåíî

∫ π

δ
Dn(t) dt → 0 ïðè n → ∞.

Ïóñòü òåïåðü f ÿâëÿåòñÿ 2π ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òîãäà

Sn(x) =
1

2π

∫ π

0
(f(x+ t) + f(x− t))Dn(t) dt.

Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f âíå [0, 2π] äî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

ñ ïåðèîäîì 2π.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå âñåãäà ïðåäïîëàãàåì ôóíêöèè 2π ïåðèîäè÷åñêèìè è èíòåãðèðóå-

ìûìè íà [0, 2π].

Òåîðåìà 21.1. (Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè) Åñëè ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0, òî èõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ â ýòîé

òî÷êå îäíîâðåìåííî, à åñëè ñõîäÿòñÿ, òî ñóììû â òî÷êå x0 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ è ëåììû Ðèìàíà. �

Òåîðåìà 21.2. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè â òî÷êå) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|f(x0)− f(x)| 6 C|x0 − x|γ .

Òîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê íåé â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|Sn(x0)− f(x0)| =
1

2π

∣∣∣∣∣
∫ π

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2f(x0))

sin((n+ 1/2)t)

sin t/2
dt

∣∣∣∣∣.
Ïóñòü δ > 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

C

π

∫ δ

0

tγ

sin t/2
dt+

1

2π

∣∣∣∣∣
∫ π

δ

(f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2f(x0)

sin t/2

)
sin((n+ 1/2)t) dt

∣∣∣∣∣,
â êîòîðîì ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì ñ ïîìîùüþ âûáîðà δ, à

âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ ïî ëåììå Ðèìàíà. �

Îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü îáîñíîâàíèÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ñâÿçà-

íà ñ òåì, ÷òî ÿäðî Äèðèõëå íå ÿâëÿåòñÿ δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ôóíêöèþ

Fn(t) =
1

n+ 1

(
D0(t) + . . .+Dn(t)

)
íàçûâàþò ÿäðîì Ôåéåðà. Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ωn(t) = (2π)−1Fn(t)

ïðè |t| 6 π è ωn(t) = 0 ïðè |t| > π ÿâëÿåòñÿ δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òàê êàê

Σn(x) =
1

n+ 1

(
S0(x) + . . .+ Sn(x)

)
=

1

2π

∫ π

−π
f(x− t)Fn(t) dt,

òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé 2π ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σn ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî ê f .

Ëåììà 21.2. Åñëè 2π ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî

an(f
′) = nbn(f), bn(f

′) = −nan(f)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. �

Ñëåäñòâèå 21.1. Åñëè 2π ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f k-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà,

òî

|an(f)| =
αn

nk
, |bn(f)| =

βn
nk

,

ïðè÷åì
∑

n α
2
n < ∞ è

∑
n β

2
n < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ðàâåíñòâà èç ëåììû è íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ. �

Òåîðåìà 21.3. Åñëè 2π ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî

ðÿä Ôóðüå f íà [0, 2π] ñõîäèòñÿ ê f àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, ïðè÷åì

sup |f(x)− Sn(x)| 6
γn

nk−1/2
, γn → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç

îöåíêè

∞∑
m=n+1

[
m−k|αm|| cos(mx)|+m−k|αm|| sin(mx)|

]
6
( ∞∑
m=n+1

m−2k
)1/2( ∞∑

m=n+1

(|αn|+ |βn|)2
)1/2

.

�

22. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Âûðàæåíèå

f̂(y) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)eixy dx

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f . Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

äîñòàòî÷íî àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè f íà R. Îäíàêî äàëåå ìû îáñóæäàåì ëèøü ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî ãëàäêèõ

ôóíêöèé f (ñî çíà÷åíèÿìè â C) òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêèõ m, k

sup
R

(1 + |x|k)|f (m)(x)| < ∞.

Ìíîæåñòâî S íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Âûðàæåíèå

f̌(y) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixy dx

íàçûâàþò îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Òåîðåìà 22.1. Ïóñòü f, g ∈ S. Òîãäà

(i) f̂ ′(y) = iyf̂(y),

(ii) f̂ ∗ g =
√
2πf̂ · ĝ,

(iii)
ˇ̂
f = f ,

(iv) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå e−x2/2 ðàâíî e−x2/2.

Òåîðåìà 22.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà S ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨f, g⟩ =
∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx.
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Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå è ðÿäàì Ôóðüå ïðèâåäåì êëàññè÷åñêóþ

ôîðìóëó Ïóàññîíà.

Äëÿ áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé f èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

√
2π

+∞∑
n=−∞

f(x+ 2πn) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)einx.

Ýòà ôîðìóëà âåðíà è ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà f , â ÷àñòíîñòè äëÿ ôóíêöèè f(x) =

(a2 + x2)−1, ãäå a > 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè (a2 + x2)−1 ðàâíî√
π

2a2
e−|ax|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ïðè x = 0
√
2π

a2
+ 2

√
2π

+∞∑
n=1

1

a2 + (2πn)2
=

√
π

2a2
+ 2

∞∑
n=1

√
π

2a2
e−an.

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
+∞∑
n=1

1

a2 + (2πn)2
=

1

4a
− 1

2a2
+

1

2a

e−a

1− e−a
.

Åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå óñòðåìèòü a → 0, òî ïîëó÷èì

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.
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