
Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà ïî êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

I êóðñ, îñåííèé ñåìåñòð 2017 ãîäà

ëåêòîð Ñ.Â.Øàïîøíèêîâ

(1) Ìíîæåñòâà. Ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìåòîä ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Áèíîì Íüþòîíà.

(2) Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê. Àññîöèàòèâíîñòü êîìïî-
çèöèè. Ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèåé. Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

(3) Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ìåòîä ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ðàâíîñèëüíîñòü àêñèîìû èíäóêöèè
è ñóùåñòâîâàíèÿ â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

(4) Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè è ôîðìóëû Ìîðãàíà.
(5) Èíúåêöèè, ñþðúåêöèè, áèåêöèè. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ãðóïïà áèåêöèé. Òåîðåìà Êàíòîðà�

Áåðíøòåéíà. Òåîðåìà Êàíòîðà î ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ.
(6) Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà. Ïðèìåð Êàíòîðà íåñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà.
(7) Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Áåñêîíå÷íûå äåñÿ-

òè÷íûå äðîáè. Ñóùåñòâîâàíèå
√
2.

(8) Ïðèíöèï ïîëíîòû Âåéåðøòðàññà. Àêñèîìà Àðõèìåäà. Ïðèíöèï Êàíòîðà âëîæåííûõ
îòðåçêîâ. Íåñ÷åòíîñòü îòðåçêà. Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà.

(9) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åäèíñòâåííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, îòäåëèìîñòü.
(10) Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.
(11) Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ.
(12) Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî e.
(13) Òåîðåìà Áîëüöàíî î ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×àñòè÷íûå ïðåäåëû. Âåðõ-

íèé è íèæíèé ïðåäåë.
(14) Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è Êðèòåðèé Êîøè.
(15) Ðÿäû. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ðÿ-

äîâ. Ðÿä Ëåéáíèöà. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòè.
(16) Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ñòðóêòóðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
(17) Ãðàíè÷íûå è ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîãî ìíîæå-

ñòâà. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ. Òåîðåìà Áýðà.
(18) Êîìïàêòû. Ëåììà Áîðåëÿ�Ãåéíå�Ëåáåãà. Ìíîæåñòâî Êàíòîðà è åãî ñâîéñòâà.

Çàäà÷è

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà ÷èñåë âèäà m
2n , ãäå

m,n ∈ Z, íà ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
(2) Ñóùåñòâóåò ëè ñþðúåêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] òàêàÿ, ÷òî f(x) ∈ Q äëÿ âñÿêîãî èððàöè-

îíàëüíîãî ÷èñëà x ∈ [0, 1].
(3) Äëÿ ôóíêöèè f : [a, b] → [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) − f(y)| ≤ q|x − y| c

0 < q < 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x1 ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = f(xn)
ñõîäèòñÿ ê òàêîìó x0, ÷òî x0 = f(x0). Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé f .
Äîêàæèòå, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê èç îòðåçêà [0, 1], êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü äåñÿòè÷-
íîé äðîáüþ (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé è âîçìîæíî ñ èäóùèìè ïîäðÿä äåâÿòêàìè) áåç
öèôðû 7, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è êîíòèíóàëüíûì.

(5) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê èç îòðåçêà [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íå
âñòðå÷àåòñÿ êîìáèíàöèè öèôð âèäà 2017, ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì ìíîæåñòâîì
(ò.å. âî âñÿêîì èíòåðâàëå åñòü èíòåðâàë, â êîòîðîì íåò òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà).
ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòûì èëè îòêðûòûì?

(6) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

(7) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ãèïîòåçà êîíòèíóóìà ðåøàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî: åñëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì, òî îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.
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