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Аннотация

Описана связь многомерной геометрии с статистической термоди-
намикой, законами больших чисел и теорией информации.

Вместо предисловия — посвящение.

Механико-математическому факультету МГУ в 2013 году исполни-
лось 80 лет, как и его кафедре математического анализа, где мне дове-
лось пересечься и работать с Андреем Александровичем Гончаром.

У кафедры с момента её образования в 1933 году было последова-
тельно четыре заведующих, Михаил Алексеевич Лаврентьев, Александр
Осипович Гельфонд, Александр Яковлевич Хинчин, Николай Владими-
рович Ефимов, которых, к сожалению, уже нет в живых, но которые не
ушли из нашей памяти. Сейчас кафедрой заведует Виктор Антонович
Садовничий. При Николае Владимировиче я, например, только пришёл
на кафедру и впервые читал курс Математического анализа математи-
кам. Александра Яковлевича я застал, будучи студентом; он нам читал
курс анализа, причём это было его последнее чтение (дочитывал нам
этот курс Сергей Борисович Стечкин). Александр Осипович читал нам
комплексный анализ. Михаила Алексеевича я в МГУ не застал, но судь-
ба сложилась так, что когда он уже командовал не кафедрой, а наукой в
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Сибири, я решил одну его задачу, и по его приглашению наша первая на-
учная встреча состоялась в Новосибирском Академгородке в Институте
гидродинамики.

Когда я пришел на кафедру, Андрей Александрович (который поз-
же перешёл в Математический институт и на кафедру теории функций)
уже вовсю читал лекции по анализу существовавшему тогда на мехмате
инженерному потоку, а лектор и докладчик он был прекрасный, о чём
уже писали многие. Его коронный приём и тогда, и много лет спустя,
как мне кажется, состоял в том, что он находил простейшую ситуацию
и давал идеальную постановку задачи, в которой суть вопроса обнажа-
лась полностью, не будучи обременённой случайными обстоятельствам и
отвлекающими деталями. Многие обобщения после этого уже представ-
лялись упражнениями.

Но первое знакомство с Андреем Александровичем произошло много
раньше, когда он пришёл к нам в студенческую группу первого или вто-
рого курса в качестве аспиранта-куратора группы. Потом был научный
семинар Алексея Ивановича Маркушевича, на котором не раз высту-
пал Гончар. Перескакивая через очень многое, замечу, что хотя я сам не
занимался непосредственно тематикой Андрея Александровича, помню,
что один из первых публичный докладов в Москве о решении задачи
М.А.Лаврентьева был как раз на семинаре А.А.Гончара в отделе ком-
плексного анализа института Стеклова. И тогда, и до самого конца на
семинаре А.А.Гончара могла присутствовать разная тематика.

Минуя опять очень многое, замечу, что иногда судьба людей, каких-то
работ или книг могла бы быть совсем иной, они могли просто не состоять-
ся или не появиться без чьей-то профессиональной поддержки и импуль-
са. Например, учебник анализа, который я написал и которым в разных
изданиях и переводах уже успели воспользоваться студенты университе-
тов и у нас, и за рубежом, начинался с того, что Николай Владимирович
Ефимов и Андрей Александрович Гончар инициировали ротапринтное
издание моих лекций на мехмате. Потом из издательства Наука позво-
нила Анна Петровна Баева, студенческая одногруппница Андрея Алек-
сандровича по мехмату, с предложением написать полноценный универ-
ситетский учебник для студентов естественно-математического профи-
ля. Потом были ободряющие отзывы Андрея Николаевича Колмогорова
и Владимира Игоревича Арнольда. Без этих людей ничего этого бы не
было. А это уже касается не только автора, но всех, кому та или иная
книга оказалась нужной и полезной. Книги, как дети, потом уже живут
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своей жизнью.
Кое-что из изложенного ниже пару раз рассказывалось в Математи-

ческом институте на семинаре, одним из бессменных участников и ру-
ководителей которого был Андрей Александрович Гончар, любивший и
математику, и шутку.

* * *

В шаре, на вид самой простой пространственной фигуре, оказывается,
содержится столько всего, что невольно приходят на ум слова Парменида

«Бог — неподвижен, конечен и имеет форму шара».

1. Газ и многомерная сфера.

В школе учат, что шар, с какой стороны на него ни смотри, одинаков.
Но если вы задаете ему разумные вопросы, то, порой, получаете неожи-
данные ответы. Мы здесь рассмотрим несколько таких вопросов, содер-
жательных и важных ввиду многочисленности проявлений рассмотрен-
ных в них явлений как в математике, так и в физике.

a. Газ.
Рассмотрим однородный газ в какой-то покоящейся ёмкости. Пусть

v1, ..., vn — трёхмарные векторы скорости молекул. В стандартных усло-
виях естественно считать, что совокупная кинетическая энергия En =
Σn

i=1
1
2
mv2i молекул пропорциональна их количеству n, т.е. En = En и

Σn
i=1v

2
i = 2E

m
n. Последнее соотношение определяет сферу радиуса

√
2E
m
n

в пространстве R3n. Пусть это будет пояснением к физической интерпре-
тации следующих геометрических рассмотрений.

b. Проекция сферы и нормальное распределение.
В n-мерном евклидовом пространства Rn рассмотрим сферу Sn−1(r)

радиуса r = σ
√
n с центром в начале координат, заданную уравнением

x2
1 + ...+ x2

n = σ2n. (1)

Эту сферу Sn−1(r) спроектируем ортогонально на прямую, проходя-
щую через её центр, например, на какую-то (пусть первую) координат-
ную ось. Получится отрезок [−r, r]. Фиксируем отрезок [a, b] ⊂ [−r, r].
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Пусть S[a, b] — площадь той части Sn−1
[a,b] (r) сферы Sn−1(r), которая про-

ектируется в отрезок [a, b]. Подсчитав отношение S[a,b]
S[−r,r]

, т.е. вероятность
Prn[a, b] того, что случайно выбранная точка сферы окажется в слое
Sn−1
[a,b] (r) над отрезком [a, b] (полагая, что точки распределены по сфере

равномерно), найдем (см., например, [7], [8]), что

Prn[a, b] =

∫ b

a
(1− (x/r)2)

n−3
2 dx∫ r

−r
(1− (x/r)2)

n−3
2 dx

. (2)

Вспоминая, что в интересной для термодинамики ситуации r = σ
√
n,

а n ≫ 1, переходя к пределу при n → ∞, приходим к классическому
нормальному закону распределения вероятностей

Prn[a ≤ x ≤ b] → 1√
2πσ

∫ b

a

e−
x2

2σ2 dx. (3)

Мы получили распределение вероятностей значений одной координа-
ты случайной точки сферы Sn−1(σ

√
n) ⊂ Rn при n ≫ 1.

Отметим ещё, что при рассмотрении многомерной сферы и выво-
де формулы (3), мы заодно получили и некоторую форму центральной
предельной теоремы теории вероятностей. В самом деле, ведь по суще-
ству доказано, что скалярное произведение < e, x >= Σn

i=1eixi любо-
го фиксированного единичного вектора e ∈ Rn и случайного вектора
x ∈ Sn−1(σ2n) в пределе при n → ∞ распределено нормально. В частно-
сти, если взять e = 1√

n
(1, ..., 1), а σ2 в (1) трактовать как дисперсию, то

получим классический вид центральной предельной теоремы.

c. Распределение Максвелла.
При термодинамической интерпретации мы в (3) фактически имеем

(с точностью до естественных переобозначений и преобразований) закон
распределения координат скорости (а тем самым и энергии) одной ча-
стицы в огромной системе, энергию которой можно считать бесконечно
большой по сравнению с энергией одной частицы.

В случае газа, состоящего из n одинаковых молекул массы m, как
мы уже понимаем. надо в пространстве R3n рассматривать сферу En =
Σn

i=1
1
2
mv2i , где En — совокупная энергия всех молекул газа. В этом случае

r2n = σ23n = 2En

m
, поэтому σ2 = 2En

3nm
= 2

3
⟨E⟩
m

= 1
3
⟨v2⟩, где ⟨E⟩ — средняя

кинетическая энергия молекул, а ⟨v2⟩ — средний квадрат их скорости.
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(Предполагается, конечно, что газ находится в термодинамическом рав-
новесии и система в целом, т.е. ёмкость, содержащая газ, покоится.)

Подставляя это значение σ2 в (3), получим закон распределения ве-
роятностей каждой компоненты (координаты) скорости молекулы газа
— вариант закона Максвелла (который, разумеется, ещё следовало бы
довести до физически значимого вида, включающего температуру.)

Если бы мы следили не за одной частицей, а за порцией из любого ко-
нечного числа частиц, то, спроектировав сферу на координатное подпро-
странство, отвечающее этим частицам, мы, конечно, получили бы снова
нормальное распределение, но в пространстве соответствующей размер-
ности. Впрочем, это следует уже из полученного результата с учётом
предполагаемой независимости частиц. Это частное проявление общего
положения Гиббса о том, что малая часть (например, молекула или лю-
бая случайно взятая часть, состоящая из n молекул) большой системы,
находящейся в термодинамическом равновесии, всегда по энергии рас-
пределена канонически в смысле Гиббса. (См. [6],[7].)

2. Концентрация меры и её проявления.

С тысячемерного арбуза, имеющего форму шара радиуса 1 метр, сня-
ли корку толщины 1 сантиметр. Осталось меньше тысячной доли исход-
ного арбуза! Проверьте это.

На примере шара или куба легко поэкспериментировать и заметить,
что подавляющая часть объёма многомерного тела находится в непо-
средственной близости его границы. В частности, это означает, что если
на многомерном шаре имеется функция постоянная в малой окрестно-
сти граничной сферы, а мы наблюдаем её значения, выбирая случайную
точку шара и вычисляя в ней значение функции, то нам функция будет
казаться постоянной.

Если мы знаем, что почти весь объём многомерного шара находится
в малой окрестности граничной сферы, то, рассмотрев проекцию полу-
сферы на шар её же размерности, получаемый в сечении исходного шара
гиперплоскостью, проходящей через центр шара, можно заключить, что
почти вся площадь многомерной сферы сосредоточена в малой окрест-
ности её экватора (который секущая гиперплоскость высекает на сфере).

Мы потом подтвердим это нужными оценками (которые, впрочем,
можно получить, рассмотрев асимптотику правой части формулы (2)
при n → ∞ и фиксированном r), а пока скажем, к каким последствиям
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это приводит. Например, если взять случайно и независимо пару точек
на единичной сфере, или, что то же самое, пару единичных векторов
в многомерном пространстве, то с большой вероятностью векторы ока-
жутся почти ортогональными (их скалярное произведение будет близко
к нулю).

Или например, любая более или менее регулярная (пусть липшицева)
функция на многомерной сфере постоянна с точки зрения наблюдателя,
измеряющего её значения в случайных точках.

Для человека, привыкшего иметь дело с функциями одной, двух, трех
переменных, это представляется невероятным, но именно это лежит в ос-
нове постоянства таких привычных параметров среды нашего обитания,
как температура и давление, которые являются функциями огромного
числа равноправных переменных (молекул). Это нелинейный аналог хо-
рошо известного в теории вероятностей закона больших чисел.

Итак, возвращаемся снова к сфере, шару и геометрии.

a. Концентрация площади многомерной сферы.
Пусть δ ∈ (0, 1) и [a, b] = [δr, r]. Воспользовавшись, например, мето-

дом Лапласа вычисления асимптотики интеграла по большому парамет-
ру, из (2) находим, что при n → ∞

Prn[δr, r] ∼
1

δ
√
2πn

e−
1
2
δ2n.

Это уже количественное выражение сделанного выше наблюдения, что
подавляющая часть площади многомерной сферы сосредоточена в малой
окрестности экваториальной плоскости — в слое Sn−1

[−δr,δr](r) над отрезком
[−δr, δr]. Оценка сверху отношения Sn−1

[−δr,δr](r)/S
n−1
[−r,r](r), которую можно

провести, считая r = 1, показывает, что, например,

Prn[−δr, δr] > 1−
√

π

2
e−

1
2
δ2n. (4)

Отсюда, в частности, вытекает, что если в Rn взять случайно и неза-
висимо пару единичных векторов v1, v2, то при n ≫ 1 с большой вероят-
ностью они окажутся почти ортогональными, т.е. их скалярное произве-
дение < v1, v2 > будет близко к нулю. А именно

Prn{| < v1, v2 > | > δ > 0} <

√
π

2
e−

1
2
δ2n. (5)
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Из (4) и (5), в частности, видно, что при n ≫ 1 типичные значения
случайной величины | < v1, v2 > | будут порядка 1√

n
. В случае сферы ра-

диуса
√
n и векторов V1, V2 длины

√
n стандартное отклонение величины

< V1, V2 > от ее среднего значения (нуля) будет порядка 1.

b. Изопериметрическое неравенство Леви.
Пусть Sm — единичная сфера в евклидовом пространстве Rm+1 очень

большой размерности m+1. Пусть на сфере задана достаточно регуляр-
ная (например, из некоторого фиксированного класса Липшица) веще-
ственнозначная функция. Берем случайно и независимо друг от друга
пару точек на сфере и вычисляем в них значения нашей функции. С
большой вероятностью эти значения будут почти одинаковы и близки к
некоторому числу Mf .

Это, пока еще гипотетическое, число Mf называют медианным зна-
чением функции или медианой функции. Его также называют средним
значением функции в смысле Леви. Мотивировка терминов вскоре про-
яснится вместе с точным определением Mf . (См. [1], [2] и [3]—[5].)

Поясним этот полезный и важный во многих отношениях (например,
для статистической физики) факт.

Введем некоторые обозначения и соглашения. Договоримся расстоя-
ние между точками сферы Sm ⊂ Rm+1 понимать в смысле ее геодези-
ческой метрики ϱ. Через Aδ обозначим δ-окрестность в Sm множества
⊂ Sm. Поднормируем стандартную меру сферы, заменив ее равномерно
распределенной вероятностной мерой µ, т.е. µ(Sm) = 1.

Справедливо следующее утверждение доказанное Полем Леви и име-
нуемое обычно изопериметрическим неравенством Леви.
Для любых 0 < a < 1 и δ > 0 существует min{µ(Aδ) : A ⊂ Sm, µA = a}
и он достигается на сферической шапочке Aо меры a.

Здесь Aо = B(r), где B(r) = B(xо, r) = {x ∈ Sm : ϱ(xо, x) < r} и
µ(B(r)) = a.

При a = 1/2, т.е. когда Aо — полусфера, получаем следствие:
Если подмножество A ⊂ Sn+1 таково, что µ(A) ≥ 1/2, то µ(Aδ) ≥

1−
√
π/8e−δ2n/2.

При n → ∞ здесь
√
π/8 можно заменить на 1/2.

Теперь обозначим через Mf такое число, для которого
µ{x ∈ Sm : f(x) ≤ Mf} ≥ 1/2 и µ{x ∈ Sm : f(x) ≥ Mf} ≥ 1/2.
Его-то и называют медианой или средним в смысле Леви значением
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функции f : Sm → R. (Если Мf -уровень функции f на сфере имеет
нулевую меру, то мера каждого из указанных двух множества будет в
точности равна половине µ-площади сферы Sm.)

Следующее утверждение, смысл которого разъяснен выше, называ-
ется леммой Леви: Если f ∈ C(Sn+1) и A = {x ∈ Sn+1 : f(x) = Mf}, то
µ(Aδ) ≥ 1−

√
π/2e−δ2n/2.

Мы начали все изложение с замечания, что почти вся площадь мно-
гомерной сферы сосредоточена в окрестности экватора. Теперь мы име-
ем общее утверждение той же природы: малая окрестность медианного
уровня любой функции, непрерывной на многомерной сфере, содержит
почти всю сферу. Именно поэтому с точки зрения наблюдателя, изме-
ряющего значения такой функции, она и представляется практически
постоянной. Проделаем некоторые вычисления, которые количественно
пояснят сказанное.

c. Стабилизация значений функций очень многих переменных.
Пусть ωf (δ) = sup{|f(x) − f(y)| : ϱ(x, y) ≤ δ} — модуль непрерыв-

ности функции f . Значения функции f на множестве Aδ близки к Mf .
Точнее, если ωf (δ) ≤ ε, то |f(x) − Mf | ≤ ε на Aδ. Таким образом, лем-
ма Леви показывает, что “хорошие” функции почти постоянны на почти
всей области определения — единичной сфере Sm, когда eё размерность
m очень велика. Точнее, из леммы Леви при m = n+1 получаем оценку
Pr{|f(x)−Mf | > ωf (δ)} <

√
π/2e−δ2n/2

Например, если f ∈ Lip(Sn+1,R) и L — константа Липшица для функ-
ции f , то Pr{|f(x) − Mf | > δ/L} <

√
π/2e−δ2n/2 или в иной записи

Pr{|f(x)−Mf | > ε} <
√

π/2e−(ε/L)2n/2. При этом стандартное отклонение
величины |f(x)−Mf | от нуля, если n ≫ 1, будет порядка L/

√
n.

В случае, когда функция f определена не на единичной сфере, а на
сфере радиуса r, величина r войдет в проведенные оценки. Например,
ε/L заменится на ε/rL, а стандартное уклонения значений функции от
Mf естественно возрастет пропорционально r.

Если f — гладкая функция, то константой Липшица L для нее, оче-
видно, может служить максимум модуля ее градиента. Так для линейной
функции Sn = 1

n
(x1 + ...+ xn) имеем L = Ln = 1√

n
.

Возьмем последовательность fn ∈ Lip(Sn−1(rn),R) липшицевых функ-
ций, для которых Ln = О( 1√

n
) при том, что rn =

√
n. Учитывая только
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что сказанное получим, что Pr{|fn(x) −Mfn| > ε} <
√
π/2e−(ε/rnLn)

2n/2,
а для стандартного отклонения от нуля величины |fn(x) − Mfn| имеем
верхнюю оценку rnLn/

√
n = O(1/

√
n) при n ≫ 1.

В частности, когда fn = Sn, получаем классический закон больших
чисел, относящийся к значениям простейшей линейной функции Sn =
1
n
(x1 + ...+ xn) при n ≫ 1.

Пусть fn = x1 + ... + xn . Уровни этой функции — гиперплоскости в
Rn, ортогональные вектору (1, ..., 1). То же можно сказать и о линейной
функции Σn = 1√

n
(x1 + ...+ xn) с той разницей, что при движении из на-

чала координат в направлении (1, ..., 1) ee значения совпадают с рассто-
янием до начала координат. По этой причине на сфере Sn−1(rn = σ

√
n)

они распределены так же, как любая из координат. Но предельное (при
n → ∞) распределение вероятностей координат нам уже известно (фор-
мула (3)). Получаем центральную предельную теорему теории вероятно-
стей.

3. Характерные параметры многомерного шара.

a. Объём многомерного шара.
Хорошо известно, что один из способов вычисления интеграла∫ +∞

−∞ e−x2
dx =

√
π

состоит в следующем. Вычисляют интеграл от функции e−(x2
1+x2

2) по всей
плоскости R2 переменных (x1, x2), исчерпывая R2 сначала расширяющи-
мися квадратами, а потом кругами. В первом случае двойной интеграл
сводят к повторному ("теорема Фубини"), а во втором — переходят к по-
лярным координатам и вычисляют явно возникающий интеграл. Срав-
нив результаты, получают указанный ответ.

Повторив описанную процедуру в n-мерном случае, применительно к
функции e−(x2

1+...+x2
n), можно получить равенство(∫ +∞

−∞
e−x2

dx

)n

= σn−1

∫ +∞

0

e−r2rn−1dr, (6)

где σn−1 — площадь ((n− 1)-мера) единичной сферы Sn−1(1) в Rn.
Теперь получаем формулы

σn−1 =
2π

n
2

Γ(n
2
)

vn =
π

n
2

Γ(n
2
+ 1)

=
π

n
2

n
2
Γ(n

2
)

(7)
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для площади единичной сферы и объёма единичного шара в n-мерном
евклидовом пространстве Rn.

Из этих формул следует, что при n ≫ 1 имеется асимптотика vn ≃
1√
πn

(√
2πe
n

)n

. Кроме того, поскольку шар единичного объёма в Rn имеет

радиус rn = v
− 1

n
n , то rn ≃

√
n

2πe
при n ≫ 1. (См. в этой связи [5].)

Именно эту единичную массу (вероятностную меру) мы и распре-
деляли на прямой при проектировании. Брать радиус порядка

√
n нам

подсказала физическая задача, но теперь, когда мы знаем объём много-
мерного шара, мы пришли к тому же из геометрических соображений.

Кто-то может заметить, что ведь раньше мы проектировали не шар,
а сферу. Но нам известно, что почти весь объём (масса, мера) много-
мерного шара находится в малой окрестности граничной сферы, причём
размер этой окрестности уменьшается по мере роста размерности про-
странства. Значит, в пределе в проекции на прямой мы получаем одно и
то же нормальное распределение.

b. Оценка объёма пересечения многомерных шаров.
Нам пригодится ещё одно наблюдение, связанное с многомерностью,

которое, вроде бы, противоречит нашей интуиции, воспитанной на при-
вычных трёхмерных объектах.

Предположим, что два одинаковых шара, например, шара радиуса
1, в пространстве Rn пересекаются. Если их центры находятся на вза-
имном расстоянии ε (0 < ε < 2), то пересечение этих шаров, очевидно,
содержится в шаре радиуса

√
1− (ε/2)2 с центром в середине отрезка,

соединяющего центры исходных шаров. Значит отношение объема пере-
сечения двух исходных шаров к собственному объему каждого из них не
превосходит (1− (ε/2)2)n/2. Теперь ясно, что при любом фиксированном
значении ε эта величина может быть сделана сколь угодно малой за счёт
выбора достаточно большого значения n.

4. Кодирование сигнала в канале с шумом.

Укажем в заключение еще одну область, где функции очень большого
числа переменных тоже появляются естественным образом и где прин-
цип концентрации меры проявляется и используется тоже по существу.

Мы уже привыкли к цифровому (дискретному) кодированию и пе-
редаче сигнала (музыки, изображения, сообщения — информации) по
каналу связи. В таком виде сообщение можно себе мыслить как вектор

10



x = (x1, ..., xn) в пространстве Rn очень большой размерности. На пе-
редачу такого сообщения затрачивается энергия E, пропорциональная
||x||2 = |x1|2 + ... + |xn|2 (подобно рассмотренной выше суммарной кине-
тической энергии молекул газа). Если T — продолжительность передачи
сообщения x, то P = E/T — средняя мощность, затрачиваемая на пе-
редачу одного символа (одной координаты вектора x). Если ∆ — сред-
нее время, затрачиваемая на передачу одной координаты вектора x, то
T = n∆ и E = nP∆.

Передающее и принимающее устройства согласованы так, что пере-
датчик преобразует (кодирует) подлежащее передаче исходное сообще-
ние в форму вектора x, отправляет его по каналу связи, а приемник, зная
код, расшифровывает x, преобразуя его в форму исходного сообщения.

Если нам надо передать M сообщений A1, ..., AM длины n, то доста-
точно в шаре радиуса E

1
2 = (nP∆)

1
2 фиксировать M точек a1, ..., aM ,

согласовав этот выбор с приемным концом канала связи. Если в канале
связи нет помех, то, получив вектор a из согласованного набора, прием-
ник безошибочно декодирует его в соответствующее сообщение A.

Если же в канале связи есть помехи (что обычно и случается), то
помеха, случайный вектор ξ = (ξ1, ..., ξn), сместит передаваемый вектор
a и на приемник поступит вектор a + ξ, который надо будет правильно
расшифровать.

Если точки a1, ..., aM были выбраны так, что шары радиуса ||ξ|| с
этими центрами не пересекаются, то однозначная расшифровка еще воз-
можна. Но если соблюдать это требование, то уже нельзя брать сколько
угодно точек a1, ..., aM и возникает проблема плотной упаковки шаров.
Это сложная задача, решение которой в рассматриваемой ситуации, как
показал Шеннон, можно избежать, учитывая, что размерность n про-
странства Rn здесь огромна.

Позволим себе иногда ошибаться при расшифровке принятого сооб-
щения. Потребуем, однако, чтобы вероятность ошибки была сколь угодно
мала (меньше любого фиксированного положительного числа). Шеннон
показал, что даже при наличии в канале связи случайных помех (бе-
лый шум) любой ограниченной мощности, выбирая достаточно длинный
код (т.е. при больших значениях n), можно добиться скорости передачи
сколь угодно близкой к скорости передачи информации по каналу без
шума, при этом со сколь угодно малой вероятностью ошибки.

Геометрическая идея теоремы Шеннона непосредственно связана с
обсуждавшимися выше особенностями распределения меры (объема) об-
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ластей в пространстве большой размерности. Поясним это, минуя сейчас
такие полезные наблюдения, как то, что в многомерном случае почти
все кодирующие точки можно считать лежащими на граничной сфере, а
случайный вектор помехи (белого шума) можно считать ортогональным
вектору сигнала.

Предположим, что два одинаковых шара в пространстве Rn пересе-
каются. Если принятый сигнал окажется в этом пересечении, то возмож-
на ошибка в расшифровке переданного сообщения. Но если вероятность
попадания в какую-то область считать пропорциональной относитель-
ному объему области, то естественно сравнить объем пересечения шаров
с объемом шара. Мы это уже проделали (см. последнем пункт преды-
дущего раздела) и выяснили, что если центры двух шаров радиуса 1
находятся на взаимном расстоянии ε (0 < ε < 2), то отношение объема
пересечения шаров к собственному объему каждого из них не превосхо-
дит (1−(ε/2)2)n/2. Теперь ясно, что при любом фиксированном значении
ε эта величина может быть сделана сколь угодно малой за счет выбора
достаточно большого значения n. (Подробности см. в [9], [10] и [8].)

5. Заключение.

Об одном и том же разные, даже очень умные люди, могут иметь раз-
ные, порой контрастирующие суждения. Так, Протагору из Абдеры при-
писывают следующее высказывание (кажется, приведшее впоследствии
к уничтожению его книг)

«О богах невозможно знать ни того, что они есть, ни того, что их
нет, ни того, каковы они по виду; а причина тому: неясность вопроса и
краткость человеческой жизни.»
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время и следующие поколения оценят его заслуги. Но следующие поколения уже не
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